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I. 

lieber  die  Reflexion  and  Refraction  beim 
Kreise. 

Von 

dem  Herausgeber. 


• § 1. 

Für  einen  Kreis,  dessen  Ebene,  in  welcher  im  Folgenden  alle 
Constructionen  allein  ausgeführt  werden,  selbst  als  Ebene  der  xy 
angenommen  wird  , ergiebt  sieb  aus  dem  in  dem  Aufsatze  Tbl.  IV. 
No.  XX.  entwickelten  allgemeinen  Formeln  unmittelbar  die  folgende 
Auflösung  des  Fundamentalproblems  der  katoptrik  und  Dioptrik. 

Gegeben  sind: 

die  Coordiuaten  p,  <]  des  Punktes,  von  vrelcbem  der  einfallende 
Strahl  ausgeht; 

die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel  a,  ß,  welche  der  einfal- 
lende Strahl  mit  den  positiven  Theilen  zweier  durch  den  Punkt 
( pq ) gelegter,  den  primitiven  Axen  der  x,  y paralleler  Axen 
einschliesst ; 

die  Gleichung  des  zurückwerfenden  oder  brechenden  Kreises, 
nämlich  die  Gleichung 

(x  — (y—''>)3  = Ä\, 

wo  der  Halbmesser  /t,  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet 
wird,  jenachdem  der  einfallende  Strahl  die  coucavc  oder  convexe 
Seite  dieses  Kreises  trifft. 

Gesucht  werden  die  Coordinaten  des  Eiufallspunkts  und 

die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel  ßt,  welche  der  von  dem 
Punkte  (/>,?,)  ausgehende  ausfallende  Strahl  mit  den  positiven 
Tbeilen  zweier  durch  deu  Punkt  (p,y,)  gelegter,  den  primitiven 
Axen  der  x,  y paralleler  Axen  eiuscblicsst. 

TVil  v-  I 
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Zur  Berechnung  dieser  vier  Grössen,  durch  welche  die  Lage 
des  ausfallenden  Strahls  vollkommen  bestimmt  wird,  hat  man  nach 
den  in  dem  genannten  Aufsatze  entwickelten  allgemeinen  Gleichun- 
gen offenbar  die  folgenden  Formeln.  * . 

Zuerst  berechnet  man  die  Grössen  Ex  und  A,  mittelst  der 

Formeln 

/?,  = — ;7)’  -*-(£,  - <!)', 

K,  =(«,  — />)  cos  «-4-(A,  —</)  cos  ß; 

und  hierauf  den  90°  nicht  übersteigenden  Winkel  0 mittelst  einer 
der  Formeln  . 


oder 


cos 


-AM 


„ 1 /(A\  -f-  K,)  (E,  — A"~) 

&=V 7T>  • 


Dann  ergehen  sich  die  Coordinaten  />,,  ff , mittelst  der  Formeln: 
p,  =/>  -+-  (A',  + /t,  cos  O)  cos  a, 

= tj  -4-  (Ä",  4-/i,  cos  0)  cos  ß-, 

und  hierauf  die  180°  nicht  übersteigendcu  Winkel  a’ , ß mittelst 
der  Formeln 

a . — Pi  o,  A, 

cos  ß = • 


cos  « 


/<, 


Endlich  erhält  man  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel  ß, 
mittelst  der  Formeln 

cos  a,=/i  cos  u-f-cos  a'  ([t,  cob  OzkzV'  1 — f**  8,n  ®*)> 

cos  /?,=/*  cos  /J  + cos  /9'  (fr  cos  0±Kl-^  sin  0'), 

wo  h seine  bekannte  Bedeutung  hat,  und  im  Fajlc  der  Reflexion 
die  obern,  im  Falle  der  Refraction  die  untern  Zeichen  zu  nehmen 

S,ll<i’Weun  man  die  Lage  einer  von  einem  Funkte  ausgehenden  ge- 
raden Linie  nicht  wie  vorher  durch  die  zwei  von  ihr  mit  den  po- 
sitiven Thcilcn  zweier  durch  den  in  Rede  stehenden  1 unkt  gelegter 
auf  einander  senkrecht  stehender  Axeu  eingeschossenen,  180  nicht 
übersteigenden  Winkel,  sondern  durch  den  einen  von  dieser  Linie 
mit  dem  positiven  Tbeile  der  als  erste  angenommenen  Axc  des 
Systems  eingeschlossenen,  durch  den  Coordinutenwmkel  hindurch 
von  dem  positiven  Tlieile  der  in  Rede  stehenden  Axe  an  von  0 bis 
360«  gezählten  Winkel  bestimmt;  so  muss  man,  wie  leicht  erhellen 
wird  wenn  nämlich  jetzt  a,  «,  die  in  Rede  stehenden  auf  die 
angegebene  Weise  genommenen  Bestimmungswmkcl  sind,  in  den 
ohigeu  Formeln  statt 

cos  u,  cos  ß;  cos  u',  cos  ß ; cos  cos  ß , 
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respective 

cos  a,  sin  a;  cos  a',  sin  a';  cos  sin  a, 

setzen.  Dies  vorausgesetzt,  erlialten  wir  aus  dem  Obigen  unmittel 
bar  die  folgende  Auflösung  uusers  Problems: 

Gegeben  sind: 

die  Coordinaten  p,  t/  des  Punktes,  von  welchem  der  eiufallcnde 
Strabl  ausgebt; 

der  von  dem  einfallendeu  Strahle  mit  dem  positiven  Theile  der 
ersten  Axe  eines  durch  den  Punkt  (py)  gelegten,  dem  primitiven 
Svsteme  der  xy  parallelen  Coordinatensystems  eingescblosscne 
K inkel  a,  indem  man  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile 
der  ersten  Axe  des  in  Rede  stehenden  Systems  an  durch  den 
Coordinatenwinkel  dieses  Systems  hindurch  von  0 bis  360°  zählt; 
die  Gleichung  des  zuriiekwerfenden  oder  brechenden  Kreises, 
nämlich  die  Gleichung 

(x — e,)*  + (y  — £,)’  =/*,’, 


wo  der  Halbmesser  R , als  positiv  oder  negativ  zu  betrachten  ist, 
jenachdem  der  einfalleude  Strahl  die  concave  oder  convexe  Seite 
dieses  Kreises  trifft. 

Gesucht  werden  die  Coordinaten  pt,q,  des  Einfallspunkts  und 
der  Winkel  «,,  welchen  der  von  dem  Punkte  (p,r/,)  ausgehende 
ausfallende  Strabl  mit  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  eines 
durch  den  Punkt  (p,y,)  gelegten,  dem  primitiven  Systeme  der  xy 
parallelen  Coordinatensystems  einschliesst,  indem  man  diesen  Win- 
kel von  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  des  in  Rede  stehen- 
den, dem  primitiven  Systeme  parallelen  Systems  an  durch  den  Coor- 
dinalenwinkel  dieses  Systems  hindurch  von  0 bis  360°  zählt. 

Zur  Berechnung  dieser  drei  Grössen  hat  man  nuch  dem  Obigen 
die  folgenden  Formeln. 

Zuerst  berechnet  man  die  Grössen  JE,  und  A”,  mittelst  der 
Forme  lu 

E,  =k/(«i  — PY  -+-(&,  ~ ?)*» 

A',  =( a , — p)  cos  ß -+-(£,  — q)  sin  ß; 

und  hierauf  den  90°  nicht  übersteigenden  W'inkcl  0 mittelst  einer 
der  Formeln 

cos  0 = |/l  - K'^'  ~ ^ 

oder 

Dann  ergehen  sich  die  Coordinaten  mittelst  der  Formeln 

p,  —p- f-(A',  -4- Rt  cos  0)  cos  a, 
f/x  = y-\-  (Ä",  -+-  R,  cos  0)  sin  a; 
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und  hierauf  a1  mittelst  der  Formeln 


cos  a'  = 


sin  a'  = 


Endlich  erhält  man  den  Winkel  a,  mittelst  der  Formeln 


cos  a,  =ft  cos  a-f-  cos  a'(p  cos  0 d=  \S \ — p1  «in  0’), 
sin  a,  = p sin  a sin  «'  (p  cos  0 zt  1/  1 — p*  »in  01); 

wo  j u seine  bekannte  Bedeutung'  hat,  und  im  Falle  der  Reflexion 
die  obern,  im  Falle  der  Refraction  die  uutern  Zeichen  zu  nehmen 
sind. 


»•  2- 

Man  kann  aber  die  am  Ende  des  vorhergehenden  Paragraphen 
entwickelten  Formeln  noch  auf  einen  andern  Ausdruck  bringen. 
Zuerst  ist  nämlich,  wie  man  leicht  findet, 

E,*  — A',*  = j(«,  — p)  sin  a — — fj)  cos  «i», 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 


/,,=«(«,  — p)  8'“  « — (*.—?)  cos  “ 

setzen, 

E,*  — Kl*  = (E,  -t- A",)  (A,  — A', ) = £,’. 

Weil  nun  ferner  nach  dein  vorhergehenden  Paragraphen 


/t,  cos  «’  = «,  — Pu  A,  sin  «' — ft,  1 

ist;  so  ist,  wenn  man  die  bekannten  Ausdrücke  von  p , und  (] , ein 
führt : 


n , COS  u'  = ft , — p — (A- , + /{,  cos  0)  cos  «, 
n , sin  «'  = — f/  — (A,  -4-  A,  cos  0)  sin  a; 

und  folglich,  wenn  man  nun  auch  noch  für  A',  seinen  bekannten 
Werth  setzt: 

/i,  cosa’z=  j(«,  — ;t)  siu  « — (£,  — y)  cos«!  sina  — A,  cos©cosa, 
Ä,  sin  «'=—((«,  —p)  sin  «—(£,—?)  cos«)  cos  «- A,  cos0sina; 


d.  i.  in  der  vorher  cingcführten  Bezeichnung 

n,  cos  « ==A,  sin  « — A,  cos  0 cos  a, 
Jft,  siu  cos  a — A,  cos  0 siu  u; 


also 


Z,  sin  «—  A,  cos  Ö cos  « 
cos  «'  = ^ i 
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SIU  u 


Lx  cos  a-t-Ry  cos  S sin  a 


/£. 


oder  auch 


Ly 


cos  tt  = — cos  0 cos  ct-f-  jf-  sin  u, 

■ ■ ry  ■ Ly 

am  a = — cos  0 sio  a — -jr"  cos  «. 

Führt  man  diese  Ausdrücke  in  die  bekannten  Ausdrücke  von  cos  u, 
oud  sin  a,  ein,  so  erbalt  man 


cos  <*,  == 

u cos  a — (cos  0 cos  a — sin  a)  (ft  cos  OdbW'  1 — ft®  sin  0* ), 

sin  a,  = 

fi  sin  a — (cos  0 sin  « -+-  jf-  cos  «)  ( ft  cos  0 ± 1^1  — ft®  sin  0®); 

und  unsere  Aufgabe  kann  daher  jetzt  auch  durch  die  folgenden 
Formeln,  in  dcuen  der  Winkel  a gar  nicht  mehr  vorkommt,  und 
auch  die  Berechnung  der  Grösse  E,  nicht  erfordert  wird , aufge- 
löst werden: 


Ky  =(a,  — p)  cos  a + (6,  — q)  sin  « 

Ly  = ( a y — p)  sin  u — (6,  — q)  cos  a\ 

cos  0 = \ 1 — J+T,  sin  0 = |/^j-i 

Py—p-\-(Ky+R,  cos  0)  cos  o, 
qx  = q -f-  ( Ky  -+-  Ry  cos  0)  sin  a; 

cos  a, = 

p cos  a — (cos  © cos  a — jf-  sin  a)  (ft  cos  0 ± 1/ 1 — ft®  sin  0’), 

sin  Uy  — 

p sio  a — (cos  0 sin  a cos  a)  (ft  cos  0 d=  1 — ft®  sin  0®) ; 

wo  immer  im  Falle  der  Reflexion  die  obero,  im  Falle  der  Refraction 
die  untern  Zeichen  zu  nehmen  sind. 

Weil  zwei  dem  Zeichen  nach  entgegengesetzte  Winkel  oder 
Bogen,  deren  ubsolute  Werthe  einander  gleich  sind,  bekanntlich 
jederzeit  gleiche  Cosinus  haben , so  ist  klar,  dass,  wenn  man  jetzt 
den  Winkel  0 als  einen  blossen  Hülfswinkcl  mittelst  der  Formel 


bestimmt,  und  dieser  Gleichung  gemäss  gehörig  positiv  und  nega- 
tiv, seinen  ubsoluten  Werth  aber  nie  grösser  als  90°  nimmt,  die 
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vorhergehenden  Gleichungen  ihre  völlige  Richtigkeit  behalten;  und 
man  hat  daher  zu  der  Auflösung  unserer  Aufgabe  jetzt  die  folgen* 
den  Formeln: 

Kx  =(«,  — p)  cos  u + {Lx  — q)  sin  a, 

//,  = (<? , — p)  sin  a — (/>,  — q)  cos  a; 

sin  0 = jjri 

pl—p-{-(Kl  +/i,  cos  0)  cos  a, 
qx  =y-f-(Ä'I  ■+•  Rx  cos  0)  sin  «; 

cos  a,  = 

p cos  u — (cos  © cos  a — sin  a)  (/t  cos  0 dh  V 1 — sin  ©’), 

sin  a,  = 

/i  sin  a — (cos  © sin  cos  a)  (/U  cos  ©±1/1  — /u1  sin©1); 

wo  der  absolute  Werth  von  © nie  grösser  als  90°  zu  nehmen  ist, 
und  dem  Falle  der  Reflexion  die  obern,  dem  Falle  der  Refraction 
die  untern  Zeichen  entsprechen. 

Nun  ist  aber 

cos  © cos  a — ^p-sin  « = cos  (a-f-0), 

cos  0 sin  a -+-  jf-  cos  a — sin  (a  -f-  ©) ; 

und  man  kann  also  die  obigen  Formeln  auch  unter  der  folgenden 
Form  durstellen: 

Ä”,  =(«,  — p)  cos  «-t-(Ä,  — q)  sin  u, 

L,  =(«,  — p)  Bin  a — (6,  — q)  cos  a; 

sin  0 = ^-; 

p,  =p-{-( K,  +Ä,  cos  0)  cos  a, 
qx  -=q-i-(Ky  •+-/*,  cos  0)  sin  a; 
cos  Uy—p  cos  a — cos  (a  -+-  ©)  (p  cos  0 ± 1/ 1 — p1  sin  03), 
sin  a,  = p sin  a — sin  (a  -+-  ©)  (p  cos  © ± l/l  — ju.’  sin  01); 

wo  wieder  der  absolute  Werth  von  0 nie  grösser  als  90°  genom- 
men wird,  und  dem  Falle  der  Reflexion  die  obern,  dem  Falle  der 
Refraction  die  untern  Zeichen  entsprechen. 

Nimmt  man  nuu  aber  /t . welches  bisher  immer  als  positiv  be- 
trachtet wurde,  im  Falle  der  Rellexiou  positiv,  im  Falle  der  Re- 
fraction dagegen  negativ,  und  bezeichnet  den  absoluten  Werth  vou 
p durch  (fi),  so  kann  mau  die  obigen  Formelu  auch  auf  den  fol- 
genden Ausdruck  bringen,  bei  welchem  mau  bloss  zu  beachten  hat, 
dass  der  absolute  Werth  vou  © uie  grösser  als  90u  zu  nehmen  ist: 
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Ä,  —(a,  — p)  cos  a-f-(£,  — q)  sin  «■, 
Lt  — («,  — p)  sin  a — (Ä,  — q)  cos  «; 

L,  . . 


sin  0 = 


Ä.  ’ 


nein 

«ad 


p,  —p-+-  (K,  -f-  /i,  cos  0)  cos  a, 

q,  =^-+-(Ä'1  + VI,  cos  0)  sin  a; 

= cos  a — cos  (a  4-  0)  (cos  — P*  sin  0’), 

= sin  a — sin  (a  4-  0)  (cos  04^  V 1 — ft’  siu  ©’). 
Berechnet  man  die  Hiilfsgrössen  o,  ij  uud  $ mittelst  der  For- 
0,  — P — Q cos  y,  b , — q — Q sin  ij 

sin  $ = /i  sin  0, 


wobei  man  den  absoluten  Werth  von  5 nie  grösser  als  90u  nimmt; 
»o  können  die  obigen  Gleichungen,  wie  leicht  erhellen  wird,  auch 
inter  der  folgenden  Form  dargestellt  werden: 

K,  =q  cos(a  — ij),  /,,  =£  siu  (u  — »;); 


sin  0 = 


h.. 

ä.’ 


p,  =p-\-(K , 4-Ä,  cos  0)  cos  a, 

q, =q  H,  cos  0)  sin  a; 

cos  a,  cos(«-f-S)  sin(£-t-#>) 


w 

sin  <t, 

~<?r 


sin  { 

sin  («  Q)  sin  (f  - 


■«) 


sin  { 


Unter  dieser  Gestalt  enthalten  die  Formeln,  wie  es  mir  scheint, 
die  vollständigste  und  einfachste  Auflösung  uiisers  Problems. 


§•  3. 

Die  Gleicbuog  der  durch  den  einfallenden  Strahl  uud  seine  Ver- 
längerung über  den  Punkt  (pq)  hinaus  dargestelltcn  geraden  Li- 
nie ist 

• x~ p — y—v 

cos  a sin  « 

oder 

x sin  « — y cos  ax=.p  sin  « — q cos  u. 

Bezeichnen  wir  nuu  die  erste  Coordinate  des  Durchschnittspunkts 
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der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  mit  der  Axe  der  a;  durch  A> 
so  ist 


und  folglich 
oder  auch 


A sin  a = p sin  a — q cos  a. 


» __  p sin  o — q cos  n 
^ sin  « 


Ganz  eben  so  ist 


A = /' — q cot  a. 


oder 


x — p,  _ y — </, 

cos«,  sina, 


x sin  «,  — y cos  a,  ==/*,  sin  «,  — cos  b, 

die  Gleichung  der  durch  den  nusfallenden  Strahl  und  seine  Verlän- 
gerung über  den  Punkt  (p,qt)  hinaus  dargcstellten  geraden  Linie; 
also  ist,  wenn  wir  die  erste  l'oordinute  des  Durchschnittspunkts  die- 
ser geraden  Linie  mit  der  Axe  der  sc  durch  Ai  bezeichnen: 

Ai  sin  a,  =pt  sin  a,  — y,  cos  <*,, 

und  folglich 


A> 


oder  auch 


p,  sin  {< | — y,  cos  n, 

sin  «, 

Ai  =Pi  ~ <1x  cot  «,• 


Nun  ist  aber  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen,  wie  man  leicht 
hndet: 


px  sin  «,  — qx  cos  «, 

C“) 

— p sin  a — q cos  a 

~ i(Ä’i  -f -p  cos  a-f-y  sin  u)  sin  04-(Z,,  4-/>  sin  a— q cos  a)  cos  0) 

X (cos  0 4-  ^V'l  _ pi  gin  0») 
und 

4-  p cos  a -f-  q sin  a — «,  cos  a 4-  b , sin  «, 

-L,  -\-p  sin  a — q cos  a = «,  sin  a — b , cos  a; 

also 


— j(o,  cos  a-f-  b,  sin 


p , sin  «,  — g , cos  « | 

(.“) 

= p sin  a — q cos  a 

a)  sin  0 4-  (o,  sin  a — bt  cos  a)  cos  0 j 

X (cos  0 4-  — l/l  — ja1  sin  0* ), 
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Pi  sin  «,  — y,  cos  rt, 

(p) 

— p sin  a — q cos  et 

-fa,  sin  («-*-©)_£,  cos  (a  -»-  ©)|  (cos  © + - VT=-  sin  0~*). 

H" 

and  folglich  Dach  dem  Obigen 

- * A sin  a. 

k «n  «~A. 

= |(a,  sin(a-4-©)  — £,  cos(a  + 0)(  (cos  © -f-  — V 1 — sin  ©*)I 

Fährt  man  aber  für  ^ ‘ seinen  aus  dem  vorhergehenden  Paragra- 
phen bekannten  Werth  ein,  so  erhält  man 

(A  — Ai)  sin  « 

= l(«i— Ai)«in(«-t-©)  — b , cos(<H-©)|  (cos©-4-— Vi~ p*  sin©’]; 

P 

oder 

„ (A~  A,)  sin  a 

(<*i—  Ai)  «in  («-+-  6)  — 6t  cos  («.+.©) 


* — cos  © “4—  — 1/ i — jt*a  sio  ©*. 


Für  6,  = 0 ist 

A — Ai  sin  (cr-f-  ö)  , ^ . 1 , ^ — 

«,-A,  — sin  a (cos  0 + J ^ 1 ~ P*  ©3)> 

und  folglich 

1 ^TT-(C0*  sin  ©’), 

oder  auch,  wie  man  hieraus  leicht  findet, 

«i  — A f os  (a  B)  sin  ft sin  (q  -j-  ft)  1 — u»  nin  0»" 

ai — Ai  sin  a ^ sin  n.  ' 

Berechnet  man  den  Hiilfswinkel  tu  mittelst  der  Formel 

sin  tu  = fi  sin  0 

und  nimmt  den  absoluten  Werth  von  tu  nicht  grösser  als  90“,  so 
ist,  wie  man  leicht  findet, 


i o,  — A 
» i —Ai 


sin  (g  -f-  ft)  sin  (tu  -+■  ft) 
sin  « sin  u) 


Weil  nun  aber  bekanntlich  nach  dem  Obigen 

Li  = «i  sin  a — 6,  cos  a — (/»  sin  u — q cos  a) 
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und 

ist,  so  ist 
und 

also  für  6,  =0 


A si»  u — p sin  ce  — q cos  a 

4 

/»,=(<*,  — A)  sin  « — b,  cos  a 


sin  © = 


(<*i  — A)  sin  ß — A,  cos  a 

K 5 


0 a,  — A ■ 

= — i, — sin  u. 

4*i 


Weil  also  in  diesem  Falle 

Ä,  sin  « 

a,  — A sin  0 

ist,  so  ist  nach  dem  Obigen 

ft,  , sin  (« -|- 0)  — u 1 sin  0T 

— r-  = — COS  (a  -f-  ©) — : — 

a,  — A,  ' ju  sin  0 


oder 


A.  — «i  =• 

< 

also 

Ai = «i  -+- 


R,  sin  0 


| > 

! (n  0)  sin  0 H sin  («  -+-  0 \/ 1 _ sin  0* 

f* 

/?,  sin  0 


cos  (ß -f- 0)  sin  0 h sin  (a-+-  0)1^1  — sin  02 

1*4 

Auch  ist  nach  dem  Obigen  unter  der  Voraussetzung,  dass  A,=0  ist: 

r r—  = t r\ — (cos  © H 1/  1 — u,*  sin  ©J 

A A,  (<*,  — A)sinav  fi  ^ ” 

also,  weil  («,  — A)  s'n  « = Ä,  sin  © ist, 

1 1 1 sin  (ß-f-  0)  , . 1 . y: : — — 

r t-  = rr  . : — Ti — (c°s  © H v 1 — u~  sin  02). 

— A a A,  A,  sui  0 v 1 <u  f*  om  v j. 


*■  4. 

Nacb  §.  2.  ist 

Ä',  =(«,  — }>)  cos  a-H(A,  — ?)  sin  «, 
Z/,  =(<»,  — p)  sin  u — (A,  — q)  cos  a; 

also 
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A', 

cos  a-f-Z/, 

sin 

u = a,  — p, 

A, 

sin  a — 

cos 

1 

*cT 

II 

ö 

folgiicb 

A', 

cos  a = a, 

— P 

— Z>,  sin  a , 

A, 

sin  u = bx  ■ 

-9 

-4-A,  cos  «. 

Weil  nun 

nach  dem 

vorhergehenden 

Paragraphen 

A, 

= (*.  — A) 

sin 

« — l>,  cos  a 

ist,  «o  ist,  wie  man  leicht  findet: 


Kt  cos  a — A P ~h  |(»,  — A)  cos  a-4-Z,  sin  «j  cos  u, 
K,  sin  a=  — y-d-K«,— A)  cos  a-t-  6,  sin  aj  sin  «; 
Md  folglich,  weil  nach  §/  2. 

Pi  —p- f-(Af,  -1 -ß,  cos  0)  cos  a, 

9t==7  + (A,  -4-  Ä,  cos  0)  sin  a 

ist: 

I , 

Ji—A -*■{(«.  — A)  cos  «-+-£,  sin  tt-t-ß,  cos  0|  cos  a, 
1\—  |(«,  — A)  cos  u + 6l  sin  a~i~ß,  cos  ©j  sin  a. 

"eil  nnn  aber  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

a » A,  sin  cos  u 

1 sin  a 

ut,  so  ist,  wie  man  leiebt  findet: 

P\  = A + \£>,  -i-ß,  sin  (a  + 0)j  cot  a, 
Vx=l'x+  ß\  sin  (a -4-0). 
für  l,=0  ist 

P i = A + l(«i  — A)  cos  a-f- ßx  cos  0j  cos  u, 

7i——  l(*»i  A)  cos  a-f-Zt,  cos  01  sin  a 

«der 

Pi  = A -t-  ßt  sin  (a  -+-  0)  cot  a, 

7t  = ßt  sin  (a  + ©). 

§•  5. 

Weil  bekanntlich 

# 

fg|  j 

-jjjT  = cos  « — cos(«H-0)(cos0-|--l/T_„»  ,io 

r * 1 
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= sin  a — sin  (a  -f-  ©)  (cos  0 -+-  — V 1 — fi*  sin  0l) 
und 

cos  & + ~ — l*z  sin  0* 

r* 

(A  — Ai>  sin  a 

(«,  — Ai)  *>n  («  8)  — A,  cos  (a  8) 

ist,  so  ist 


GOS  «| 

(A  — Ai)  sin  e eos(a-f-8) 

. v 1 ■ COS  d ' 

(.“) 

sin  crt 

(«1 

— Ai)  sin  (a-f-  8)  — A,  cos  («4- 8)' 
(A  — Ai)  sin  a sin  (a  8) 

, , i sin  et 

(A*) 

_ (ö] 

— Ai)  sin  (a-f-  8)  — A,  cos  («  -+-  8) 

oder 


cos  «, (A  — Ai)  sin  « cos  («-{-8) 

cos  a j-j-  — _ i.)  sin  (a  8)  — A,  cos  («  + 8)’ 

sin  «,  (A  — Ai)  sin  n sin  (a  + 8) 

sin  a — («,— ^,)  sin  (o  + 8)  — A,  cos  (o-f  8)’ 

woraus  sieb  auch  sogleich 


lang  («  + 0)  = - 


I,«) 


t“) 


ergiebt. 

Für  A,  = 0 ist  noch  dem  Vorhergehenden 


cos  «, 


A — A i • t 

= cos  a r-  sin  a cot  (a  -+-  0), 

ai  ü i 


(.«) 

sin  «,  a.  — A 

= — * r-  sin  «. 

(/*)  a,  — A, 


Nach  §.  2.  ist  auch 


<A*) 


J.  — 


cos  a—  (cos  0 cos  a — -jf-  sin  a)  (cos  0 + -7  l/l  — /u1  sin  03), 
/*i  r 

und  folglich,  unter  der  Voraussetzung,  dass  A,  = 0 ist: 


cos  «i  _ 

~w  ~~ 


cos  « — (cos  0 cos  a * -g— - sin  a’)  (cos  0-t-  — l/l  — sin  0'), 
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1 cos  « , 

(ju)  * cos  « 

= 1 — (cos  ^ cos  a)  (cos  © + ~ 1/ 1 — fi1  sin  W*), 

+ i für; (C08  0+;r  ^i-Mä  ^ ©i); 

also  nach  dem  Obigen 

_L  co»  «.  , sin  («+  8)  , ^ . l.„ 

(u) ' cos  « — 1 sin«  (ms  0 + -|/l-(i>  sin  0!) 

"*■  K;  ~A«  (cos  0 ^ ^l-M*  ain  ©i). 
Bekanntlich  ist  aber 

*»  — A , sin  («-+-8)  , Ä . 1 . 

^1,  — 1 äiüT-  (cos  0-t--l/l-,**  sin  ©’) 


A— Ai 


»i—  Ai  ' sin  («4-8) 
Daier  ist 


— cos  04-~  V^'l  — sin  ©’. 


J_  c°s  ”■  __  «i— A . , . A — Ai  lang  « 

(u)  " cos«  <*,  — A,  1 R,  sin  («  + 8)  ’ 


oder 


eo--.  = W^|co..+  Sfl-K5£«l- 

i^til  min  nach  dem  Obigen 


A — A,  sin  « 


ist,  so  ist 


21*1  — (M)  51^ 
sin  « ,rv  o,  — Ai 


s>n  «,  , A — A.  sin  « 

COS  U.  =:  — : I COS  « -I T. — - . — 1 

sin  « * ~ Ä,  sin  (« 4-  8)  ’ 


ni  folglich 
oder 

*«faas  auch 


cot  a,  = cot  u ,A|,  ■ 

Ä,  sin  («4-8) 

cot  «,  — cot  «= 

A,  sin  («-)-  8) 

l ( ff .1  — (A— A,)  sin  « sin  «, 

' *'  A,  sin  (« + 8)  ’ 
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also,  veil 

ist, 

folgt. 


sin  «,  = (fi)  sin  a = (/i) 

sin  («-«,)  = (/1)f:=^. 


sin  « sin  ö 
sin  (a  +6) 


§•  6. 


So  lange  nicht  ausdrücklich  etwas  Anderes  bestimmt  wird, 
werden  wir  im  Folgenden  immer  6,-0  setzen,  und  wollen  nun 
unnehmen,  dass  sich,  indem  ^ ungeändert  oder  constnnt  bleibt, 
sin  u immer  mehr  und  mehr  dem  Zustande  des  Verschwindens  oder 
der  Null  nähere;  so  wird  sich,  weil  uuter  der  gemachten  Voraus- 
setzung bekanntlich 

sin  0 = ~ sin  u 

ist,  und  der  absolute  Werth  von  0 nie  grösser  als  90°  genommen 
wird,  auch  0 der  Null,  also  sin  0 der  Null  und  cos  0 der  positi- 
ven Kinheit  nähern.  Nähert  sich  nun  unter  diesen  Voraussetzungen 
die  im  Vorhergehenden  durch  bezeiebnete  Grösse  einer  gewissen 
bestimmten  endlichen  Gränze,  so  wollen  wir  diese  Gränze  durch 
bezeichnen,  und  wollen  nun  untersuchen,  ob  eine  solche  Gränze 
wirklich  existirt,  wobei  sich  dann,  wenn  dies  der  Fall  sein  sollte, 
die  Bestimmung  dieser  Gränze  zugleich  von  selbst  ergeben  wird. 
Nach  §.  3.'  ist 


sin  («  + W) 


(cos  0+  — Vl—Ii,*  sin  0*). 


Aber 


sin  (ct-j-8) 
sin  « 


— COS  0 


sin  6 
sin  « 


cos  a, 


und  folglich,  weil  bekanntlich 


ist, 


sin  fl  a,  — A 

sin  a /£, 


sin  (a  -f~  8) 


= cos  0-f- 


a , — A 


cos  a; 


also  nach  dem  Obigen 

g|3r  = 1 — (cos  © -+-  COS  a)  (cos  © -4-  *7  l/’l  — fl1  sin  0J). 

fl  Y di  1 ff 

Wenn  nun  sin  a sich  der  Null  nähert,  so  nähert  sich  cos  a entweder 
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der  positiven  oder  der  negativen  Einheit.  Nehmen  wir  also  im  Fol- 
genden immer  die  obern  oder  die  untern  Zeichen,  jenachdetn  sich, 
wenn  sin  a sich  der  Null  nähert,  cos  a der  Gränze  *+-  1 oder  der 
Gränze  — 1 nähert;  so  ist  offenbar,  da  sich,  wenn  sin  a sich  der 
Noll  nähert,  sin  & und  cos  & respective  den  Gränzen  0 und  -f-  I 
nähern,' 


ai—\ 

A,  ’ 


oder,  wie  hieraus  leicht  folgt. 


Oi— Fi 


Auch  überzeugt  man  sich  leicht  von  der  Richtigkeit  der  Gleichung 


oder 


J 1 

H ‘ a,  — A 


1 

A, 


v+p- 


1 

A, 


§.  7- 

Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  welche  Werthe  die  beiden  Grös- 
sen © und  /t,  nothwendig  haben  müssen,  wenn  die  beiden  Glei- 
chungen 

a i — A sin  ft 

A,  sin  a 

und 


(1  -4-  ±)  (1  ±gipA)  = äL£±g  (co,  ©. 

' x H , . sin  a v 


— V'l  — /u’  sin©1), 

r 


wobei  wir  annebmen , dass  sin  a eine  nicht  verschwindende  Grösse 
sein  soll,  zugleich  erfüllt  sein  sollen. 

Nehmen  wir  also  zu  dem  Ende  diese  beiden  Gleichungen  als 
erfüllt  an,  und  führen  den  Werth  von 

c,  — A 

Ä, 


aus  der  ersten  Gleichung  in  die  zweite  ein,  so  erhalten  wir  die 
Gleichung 


(*  + ?■)  0 


+ 


sin  8 
sin  <r 


sin(«-f-ft)  . 1 . /- ■ — — — 

= sin  « (cos  0 •+*  J Vl—I**  S*n  &*), 


also 
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(1  -+-  — ) (sin  «dbsin  0) 

r* 

= sin  («  -+-  0)  (cos  0 ■+•  — l/l  — ft»  sio  ©’). 

r 

Weil  nun  bekanntlich 

sin  a + sin  0 = 2sin  4(«-4-0)  cos  ^(o  — 0), 
sin  a — sin  0 = 2sin  ■}(« — 0)  cos  -J(“H-0) 

und 

sin  (a-H  0)  = 2sin  |(«H-0)  cos  ’(a-|-0) 
ist,  so  giebt  das  obere  Zeichen  die  Gleichung 

('-I-  -7)  cos  ■}  (<*  — 0) = cos  £(«+©)  (cos  © + — l/l  — /»*  sin  0’), 

r*  r1 

und  das  untere  Zeichen  giebt  die  Gleichung 

0 + ^-)  sin  l(a  — 0)  — sin  4(a-f-0)  (cos©  V/ 1 — fi*  sin  0’). 

Im  ersten  Falle  ist 

(1  + —)  cos  |(a — ©)  — cos  0 cos^(a-f-0) 

r* 

— ~7  cos  i(«  -I-  0)  V'x  — n*  sin  01, 

r 

und  folglich , wenn  man  auf  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens 
quadrirt,  wie  man  leicht  findet: 

(1  -+-  cos  J(a  — ©)’  + (1  — -V)  cos  J(a  -+-  ©)s 

— 2(1 cos  0 cos  {(a  — 0)  cos  |(o  0) 

also,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  durch  l + ~ 
dividirt: 

(1  H-  — ) cos  ^(a  — 0)*  -1-  (1  — — ) cos  l(a  -+-  ©)’ 

— 2cos  © cos  J(a  — 0)  cos  -J(a-+-0) 

Nun  ist  aber 


2cos  -J(«  — 0)1  = 1 + cos  («  — 0), 

2cos  ^(a-t-©)’  = 1 -t-cos(«4-0) 

und 

2cos  — 0)  cos  i(“  -+-  ©)  = cos  a-t-cos  0; 
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>1*0 


r 

+ 1 =0’ 

r 

— 2cos  ©(cos  a-4-cos  0) 


folglich 


d. 


oder 


(l+io-Ki — 

+ 1(1  + £)+(»”)l  co»  « cos  0 

-+-  1(1 -1-^-)  — (1— ~)i  sin  «sin  0 
— 2cos  ©(cos  a -f-  cos  ©) 


1 H sin  a sin  0 — cos  0*  = 0 


sin  ©(sin  0-h—  sin  a)  = 0, 
A* 


= 0, 


und  folglich,  weil  sin  a,  also  auch 


nicht  verschwindet, 


/->  a,  - A 
sin  © = —ß — sin  a 


sin  ©H sin  a = 0. 

f* 


ln>  zweiten  Falle  ist 

(l-t")  sin  i(a  — 0)  — cos  © sin  $(a-4-0) 

= — »in  i(«+0)l/l — f **  sin  ©*, 

' t 

and  folglich,  wenn  man  wieder  auf  beiden  Seiten  des  Gleichheits- 
zeichens quadrirt,  wie  man  leicht  findet: 


(1_4_-L)*  sin  -J(a  — ©)*  -t*  (1  sin  i(a  -+-©)* 

— 2(1-1-—)  cos  0 sin  a — 0)  sin  }(a-f-0) 
A* 


= 0, 


also,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens  durch  1 - 
dividirt: 

Tktil  V.  2 
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(l  -+•  — ) sin  K«  — &y  + C1  — £)  »'<»  IC«  + ®)*  | _ o 


Nun  ist  aber 


— 2cos  0 sin  -J(o  — ©)  sin  4(«*t-0) 

2sin  4(«  — ©)’  = 1 — cos(«  — 0), 

2sin  4(“  -f-  &)1  = 1 — cos (a  -f-  0) 


und 


also 


2s in  4(«  — ©)  »in  v(“  4-0)  = — (cos  « — cos  0), 


(H-— ) |1  — cosC«  — ©)1 

r tK  ,A 

■+■  (1  — |l-cos(«-H©)|  | = °’ 
-+-2cos  0(cos  « — cos  0) 


folglich 


d.  i. 


oder 


(1+1,  + d-i) 

-l(1+^)  + Cl-^3l  cos  “ cos  e U«, 

- {(»  +£)  — »'“  « »'“  © 

• -4-2cos  0(cos  a — cos  0) 


I sin  a sin  0 — cos  0’  = 0 


sin  0(sin  0 — --  sin  «)  = 0, 


und  folglich,  weil  sin  a,  also  auch 


nicht  verschwindet, 


Es  ist  also  überhaupt 


. «i  — A • 
sin  0 = ~ — sm  a 


sin  0 sie  « = 0. 

t * 


sin  ©db — sin  a = 0, 


d.  i. 
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sin  0 ==5= — sin  «, 
^ b 


Dud  folglich,  weil  bekanntlich 


n / A\*m  “ 

*.  = (•. -A)ar® 


ist, 


Ä, f-  /*(<*,  — A)- 

Wenn  also  die  beiden  Gleichungen 
fl,  — A sin  8 

Ä,  sin  a i • 

lld  • 

(1 + 1)  (l  ± £^, = SEg±a  (cos  0+^ WTr>".--.i„  W) 


zugleich  erfüllt  sein  tollen,  so  muss  nothwendig  mit 
Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf  einander 
jederzeit 

' ‘ « ’ \ 

sin  0 = =$=^-  sin  a,  R,  =z=p(i(a,  — A) 

sein. 


* 8. 

Ferner  wollen  wir  nun  aber  auch  untersuchen , ob  sich  umge- 
kehrt behaupten  lässt,  dass  für 

1 ’ 

sin  0 = q=  — sin  a,  R,  ==pp(a,  — A) 

r* 

jederzeit  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf  einander 


und 


g,  — A sin  8 

Ä,  sin  a 


"+ ?,<'=*=  T): 


sin  (er  - 


^ (cos  0 + --V'  1 — ju*  sin  ©’) 


ist 

Nehmen  wir  zuerst  die  obern  Zeichen  und  setzen  also 


sin  0 = — sin  «,  R , = — /*(a,  — A)> 

so  ist,  wie  aus  der  im  vorhergehenden  Paragraphen  in  diesem  Falle 
»gestellten  Analysis,  wenn  man  dieselbe  rückwärts  synthetisch 
verfolgt,  sich  leicht  ergiebt,  jederzeit 

2* 
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«,  — A sin  ft 

Ä,  sin  a 


(1+—)*  cos  $(a  — ©)*  + {i  — -;)  COS  *(«  + ©)’ 

A*  . ^ 

— 2(1 cos  © cog  4(a  — ©)  cos  4(a  + 0) 

also 

cos  >(a—  ©)*  -f- cos  0l  cob4(«+©)’ 

A* 

— 2(1 cos  0 cos  i(«  — ©)  cos4(a-l-0) 

= -^  cos  !(a-h©)’ (!—  /*’  sin  ©’), 

A* 

d.  i. 

J(l-j-i-)  cos  4(a  — ©)  — cos  0 cos  4(a  -1-0)1* 

= -^  cos  i(a-f-0)*  (1—  /*’  sin  0»), 

r 

und  folglich 

(l-t-i)  COS  $(<* 0) COS  0 cos  4(«-l-0) 

= ± — cos  i(a  -f-  ©)  \/ 1 — /i*  sin  0’, 

A* 

wo  sich  nun  fragt,  welches  Zeichen  man  zu  nehmen  hat,  was  auf 
folgende  Art  entschieden  werden  kann. 

Wenn 

0<a<90»  oder  270«  <«<360° 
ist,  so  ist  cos  a positiv.  Da  nun 


ist,  so  ist 
und  folglich 


sin  0 — sin  o 

A* 


fi  sin  0 = — sin  a, 


1/ 1 — fi*  sin  01  = cos  o. 

Soll  also  die  Gleichung 

(1-+-—)  cos  ^(a  — 0)  — cos  0 cos  $(a-f-0) 
A* 

= db  — cos  ](a-f-0)l/l — n*  sin  0’ 

A* 
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erfüllt  sein,  so  muss 

(sin  a — sin  0)  cos  ((<* — 0) — sin  a cos  0 cos 

= =pcos  a sin  0 cos  ((a-t-0), 


d.  i. 


(sin  a — sin  0)  cos  i(a  — 0)  = sin(a=p©)  cos  ((a-f-0) 


oder 


sin(a—  0)  cos  i(«H-0)  = siq(aqp©)  cos  i(a-f-0) 


sein,  welches  offenbar  nur  dann  möglich  ist,  wenn  man  das  obere 
Zeichen  nimmt,  und  daher 

cos  i(a  — 0)  — cos  0 cos  {(a-4-0) 

r 

= —■  cos  {(<*  -f-  0)  l/l — fi1  sin  0’ 

setzt. 

Wenn 

90» <<*<180°  oder  180°  <«<270° 
ist,  so  ist  cos  a negativ.  Da  nun 


ist,  so  ist 
und  folglich 


1 . 

sin  0 = sin  a 

b 


fi  sin  © = — sin  «, 


1^1  — i u’  sin  0J  = — cos  a. 

Soll  also  die  Gleichung 

(l-t")  cos  ^(a  — ©) — cos  0 cos  |(«-l-0) 

r* 

= db  — cos  |(a  -f-  0)  1/ 1 — fi*  sin  0* 
b 

erfüllt  sein,  so  muss 

(sin  o — sin  0)  cos  •((<*  — 0)  — sin  « cos  0 cos  |(a  •+■  0) 
= =fccos  a sin  0 cos  |(«-t-0), 

d.  i. 

(sin  a — sin  0)  cos  }(<* — 0)  = sin (a  db  0)  cos  {(<*  -4-  ©), 

oder 

sin(a  — 0)  cos  J(«-4-0)  = siu(adt0)  cos  {(«-4-  0) 
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sein,  welches  offenbar  nur  dann  möglich  ist,  wenn  man  das  untere 
Zeichen  nimmt,  und  also 

(1+— - ) CO«  ^(« ©)— COS  0 COS  !(«•+•©) 

f*  « 

* = — cos  J(a  -+-  0)  1/  1 — fi * sin  0* 

setzt. 

Also  ist 

(1-+-—)  cos  J(a  — ©) — cos  © cos  Jfa  + 0) 
f* 

— =fc  cos  j(a  -+-  0)  1^1  — /»’  »in  ©’, 

indem  man  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
cos  u positiv  oder  negativ  ist. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  aber 

t 

(I  -+-  — ) cos  4(«  — ©)  = cos  ^ (<* 4-0) (cos  ©±—  1/ 1 — /**  sin  Ö’) 


oder 

sin  J(o  + 0)  cos  '„(a  — 0) 

= sin  (a -H  0)  (cos  0±  — l/"l — ft’  sin  0’), 

d.  i. 


(1  + — ) (sin  a-J-  sin  0 ) = sin(a-H©)  (cos  ©±  — 1/ 1 — /&’  sin  0’) 
oder 


(H_  _L)  (1  + “15)  = !i2**+S>  (C0S  © ± 1 l/l-^  sin_©J), 

' u sin  <r  sin  « ' u ~ 


also,  weil 


ist, 


sin» 1 or, — A 

sin  a fi  A, 


CI  + p (1+  (cos  0 ± 1 l/l  Sin©»). 


Für 


sin  0 = sin  a,  /{,  = — p(a,  — A) 

r* 


ist  folglich  immer 

(1  + 1)  (1  + =-  -‘n^^  (cos  © sinOi), 
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wenn  man  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
cos  a positiv  oder  negativ  ist. 

Setzen  wir  ferner 

sin  © = ^-  sin  m,  Jtl=z/x(al  — A), 

r* 

so  ist,  wie  ans  der  im  vorhergehenden  Paragraphen  Angestellten 
Analysis,  wenn  man  dieselbe  rückwärts  synthetisch  verfolgt,  sich 
leicht  ergiebt,  jederzeit 


und 


fli  — A sin  9 

A,  — ” sin  a 


(I  ■+■  ~y  «n  + sin  + ) 

1 j ==°» 

— 2(1  H ) cos  © sin  4(<*  — ©)  »in  |(a-4-@)  | 

also  . •.  ' , v 

(1-f-— )*  sin  4(«  — ©J*-f-cos  ©’  sin  i(a-f-0)’ 
r > 

— 2(1  -f-  -£-)  cos  © sin  |(o  — 0)  sin  i(«-4-©) 

= “i  i(°-l-©)*  (1  — #**  sm  ©’), 

d.  i.  / . I . 


|(l-4-—)  sin  |(a  — ©)  — cos  © sin  ^ («  —4—  ©) ( ’ 
A* 

= 4?  sin  i(a-4-©)*  (1 — /*’  si“  ©*)» 

t* 


und  folglich 

(1-4™)  sin  4(a*—  ©)^-cos  © sin  4(a-4-©) 

= db-^-  sin  $(«-4-0)1/!  — p*  sin  ©’, 

■ * 1 , . * 

wo  sich  nun  wieder  fragt,  welches  Zeichen  man  zu  nehmen  hat, 
was  auf  folgende  Art  entschieden  werden  kann. 

Wenn 

0 < « < 90°  oder  270°  < a < 360° 
ist,  so  ist  cos  « positiv,  und  folglich  auf  ähnliche  Art  wie  vorher  • 
V^l — /**  sin  0’=cos  u. 

Soll  also  die  Gleichung 
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(!•+■— ,)  sin  {(a  — 0) — cos  0 sin  j(a-f-0) 

r* 

J ' 

= — TT  sin  i(a  ■+■  ®)  Vl  — /u.*  sin  0* 

r 

♦ 

erfüllt  sein,  so  muss 

.(sin  a-f-sin  0)  Bin  |(a — 0) — sin  a cos  © sin  £(a-f-0) 
= ±cos  a sin  0 sin  {(a-f-0), 

d.  i. 

(sin  a-f-sin  ©)  sin  $(a — 0)  = sin  (a  ± 0)  sin  -}(a-f-0) 
oder 


sin(a  — 0)  sin  ^(a  -f-  0)  = sin  (a  ± 0)  sin  -J(a-f-©_) 

sein,  welches  offenbar  nur  dann  möglich  ist,  wenn  man  das  untere 
Zeichen  nimmt,  und  daher 

(1  ■+•  —)  sin  £(a  — 0)  — cos  0 sin  |(a  -f-  ©) 

= — “ sin  Ka-t-0)  ^ 1 — /**  sin  0* 

r* 

setzt. 

Wenn 

90»  < a < 180»  oder  180»  < a < 270° 
ist,  so  ist  cos  a negativ,  und  folglich  wie  oben 
l^l  — - /**  sin  0*  = — cos  a. 

Soll  also  die  Gleichung 

(1-f--^-)  sin  ^(a — 0)  — cos  0 sin  4(a-f-0) 

= ± ^-  sin  £(a-f-0)  V' \ — /a1  sin  0* 
erfüllt  sein,  so  muss 

(sin  a-f-sin  0)  sin  j(a — 0)  — sin  a cos  0 sin  i(a-f-0) 

= =f=cos  a sin  0 sin  ^(a-f-0}, 

d.  i. 

(sin  a-f-sin  0)  sin  \(a,  — 0)  = sin (a =p  0)  sin  i(a-f-0) 
oder 

sin  (a  — 0)  sin  -f-  0)  = #in(aqp0)  sin  ^(a-f-0) 

sein,  welches  offenbar  nur  dann  möglich  ist,  wenn  man  das  obere 
Zeichen  nimmt,  und  daher 
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(l  ■+■  sin  j(a  — 0)  — cos  0 sin  -4-  0) 

r4 

= sin  \(a  4-  0)  V 1 — ft*  sin  0* 

r 

setzt. 

Also  ist 

(1-4-—)  sin  ^(a  — 0)  — cos  0 sin  $(a-4-0) 

A4 

= ± ' sin  £(a  -4-  0)  l^l — ft*  sin  0’, 

** 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  cos  u 
negativ  oder  positiv  ist. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  aber 

(1-4-—)  sin  $(<* — [0)  = sin4(a-|-©)(cos0zfc  — l/l — ft*  sin  0*j 
A4  ' 

oder 

2(1-4“)  sin  $(a — 0)  cob  |(a-4-0) 

= sin  (a -4-0)  (cos  0±  — l^l  —ft*  sin  01) 

Z4 

d.  i. 

(1-4-  —)  (sin  a — sin  0)  = sin(a-t-0)  (cos  0rfc—  l/l  — (t*  sin  0’) 
A4  A4 

/ » • ■ • » 

oder 

(1  -4-—)  (1  — — ) = sin (cos  0rfc  — l/l  — ft*  sin  ©?), 

' ft'  ' sin  a’  sin  a ' ft  r ' 

i 

also,  weil 

sin  © l_  ff,  — A 

sin  « ft  Ä, 

ist, 

(1  -4-  — ) (1  — = !iü!!L±jy  (cos  Odz-Vl—  ft*  sin  0*). 

* ft'  A,  7 sin  a ' n ’ 

Für 

sin  0 = ^-  sin  a,  Ä,  =p(«,  — A) 

ist  also  immer 

(1  -f.  1)  (1  _ gi^)  — sin  <f  i:.gj  (cos  0±-|/l -ft*  sin  ©^j, 
' /s7'  R , sm  o ' ft  ^ ” 

wenn  man  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
cos  a negativ  oder  positiv  ist. 
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Aus  der  vorhergehenden  Untersuchung  ergiebt  sich  nun  das 
folgende  Gesammtresultat: 

Für 


ist 


und 


sin  0 = — — sin  «,  /*,  = — ju(o,  — fr) 

r* 


g,  — A _ sin  8 
A,  sin  a 


(1  4-  ±)  (1  -*- (cos  0 ± 1 l/l  - ,»  sin  0’K 

>11 

wenn  man  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  nimmt, 
jenachdem  cos  a positiv  oder  negativ  ist.  Für 


ist  dagegen 


und 


sin  0 = — sin  a,  Ä,  = p(a,  — A) 


n,  — A sin  & 

A,  sin  a 


(1  + i-)  (1  - tljZÄ)  = 8in-^/>  (cos  0 ± i-  l/l  - /n*  sin  0*>. 

» 

wenn  man  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  nimmt,  je- 
nachdem cos  a negativ  oder  positiv  ist. 


$ 9. 


Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  auf  den  in  Taf.  1.  Fig.  1.  um 
den  Mittelpunkt  C beschriebenen  Kreis  Strahlen  auffallen,  welche 
entweder  wirklich  sämmtlicb  aus  dem  Punkte  A ausgehen  oder  we- 
nigstens als  sämmtlicb  aus  diesem  Punkte  ausgehend  betrachtet 
werden  können,  und  wollen  die  von  A aus  durch  C gezogene  ge- 
rade Linie  als  den  positiven  Tbeil  der  Axe  der  x annehmen,  wo 
denn  im  Vorhergehenden  a,  = AC  und  A = 0,  also«, — £±s=zAC 
zu  setzen  ist.  Nehmen  wir  nun  ferner  an,  dass  der  aus  dem  Mit- 
telpunkte C beschriebene  Kreis  mit  dem  Halbmesser  (ji).AC  be- 
schrieben sei,  wo  (p)  bekanntlich  den  absoluten  Werth  von  p be- 
zeichnet, so  sind  die  drei  folgenden  Fälle  zu  unterscheiden. 

I.  Es  sei  (/*)  <1,  welchem  Falle  Taf.  i.  Fig.  l.a.  entspricht. 

Für  einen  auf  die  concuve  Seite  des  um  C mit  dem  Halbmes- 
ser ( p).AC  beschriebenen  Kreises  unter  dem  Winkel  a fallenden 
und  an  dem  Kreise  eine  Brechung  erleidenden  Strahl  ist  nach  §.  3. 
bekanntlich,  wenn  man 

. ~ AC  . 

sin  b>  = ß-  sin  « 

setzt, 
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si_*(.±a  (cog 

.rfC — Ai  sin  « ' ft  ; 

and  /u  ist  eine  negative,  R , eine  positive  Grösse. 

Weil  nun  im  vorliegenden  Falle 

Rx  — — ft . AC,  also  sin  0 ==  — sin  u 


und  cos  a offenbar  positiv  ist,  so  ist  nach  dem  vorhergehenden 
Paragraphen 


oder 


■ .infr-K»  @ , »),  - 

u»  sin  u ' ft  ■ 


also 


1 nin(«+»)  g & ^ , 8in  W), 

u*  sin  a v ft 


und  folglich  nach  dem  Obigen 

AC  __  I 
AC  — Ai  ft9’ 

1 I . ..  f »• 

also,  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt,  • ^ i- 

Ai  = (1  — ft1)  . AC—  (1  — ft)  (1-hft) . AC. 

Daher  ist  A,  eine  constante  von  a unabhängige  Grösse. 

Für  einen  auf  die  convexe  Seite  des  um  C mit  dem  Halbmes- 
ser (jt) . AC  beschriebenen  Kreises  unter  dem  Winkel  a fallenden 
und  an  dem  Kreise  eine  Zuruckwerfung  erleidenden  Strahl  ist  nach 
$,  3.  bekanntlich,  wenn  man 

. „ AC  . 

stn  0=^-  sin  a 


setzt,  wieder 

—*£—  = 1 _ ,in^+g \ (cos  0 + - 1/1  - ft1  sin~0*), 
AC—  Ai  »m  « ft 

und  jetzt  ist  ft  eine  positive,  R,  eine  negative  Grösse. 

Weil  nun  im  vorliegenden  Kalle 

R = — ft  . AC,  also  sin  © = — — »in  « , 

r* 

und  cos  a positiv  ist,  »o  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragra- 
phen wieder 


0 +!>,!+£>= =£ta  (co.  0 + i yr=rar, m 
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oder 


also 


1--L  sin(«  -4-g)  ( Q ±\/l_  , gin 

ii»  sin  et  v M 


J-  = 1 _ sin(“+-g-)  (cos  Q + - J/1-/U*  sin  5*)r 
H*  sin  o fi 


sin  a 

und  folglich  nach  dem  Obigen 

AC 


AC  — Ai 


also,  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt, 

A,  = (l  — /*’)  . AC—(\  — fi)  (1  +/»)  • ^C. 

Daher  ist  A,  wieder  eine  constanle  von  u unabhängige  Grösse. 

Ueberlegt  man  nun,  dass  die  constanten  W’erthe  von  A,  in  den 
beiden  vorher  betrachteten  Fällen  einander  gleich  sind,  so  ergiebt 
sich  unmittelbar  der  folgende  Satz: 

Wenn  A und  C iwei  beliebige  Punkte  sind,  und 
maD,  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  absolute  Werth 
Cu)  von  fi  kleiner  als  die  Einheit  ist,  aus  dem  Punkte 
C als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  (ft).  AC  einen 
Kreis  beschrieben  hat;  so  gehen  alle  Strahlen,  welche 
als  ans  dem  Punktet  ausgeheud  betrachtet  werden  kön- 
nen und  auf  die  concave  Seite  des  in  Rede  stehenden 
Kreises  fallen,  nachdem  diese  Strahlen  an  derselben 
eine  Brechung  erlitten  haben,  nötigenfalls  gehörig 
verlängert,  — und  alle  Strahlen,  welche  als  aus  dem 
Punkte  A ausgehend  betrachtet  werden  können  und  auf 
die  convexe  Seite  des  in  Rede  stehenden  Kreises  fal- 
len, nachdem  diese  Strahlen  an  derselben  eine  Zuruck- 
werfung  erlitten  haben,  nötigenfalls  gehörig  verlan- 
_ert  — durch  einen  und  denselben  Punktder  durchzzund 
^gehenden  geraden  Linie,  welcher  immer  von  A an  nach 
<7  bin  liegt"),  und  dessen  Entfernung  von  A durch  das 
Product  (?-/**)  .AC=il-ti)(l+t*);4Cbtntimmt  wird. 
H Es  sei  welchem  Falle  Taf.  I.  big.  l b.  entspricht. 

Aile  Strahlen,  welche  als  aus  dem  Punkte  A ausgehend  be- 
trachtet werden  können,  fallen  in  diesem  Falle  auf  die  concave 
Seite  des  um  C beschriebenen  Kreises,  und  für  einen  unter  dem 
Winkel  o auffallenden  Strahl  ist  nach  §.  3.,  wenn 


. _ AC  . 

am  0 = j£-  sin  a 


gesetzt  wird,  jederzeit 


1 (cos  0_ sin  ©’). 

> — a * sin  « ' “ 


AC—  Ai 


•)  Da  nämlich  iu  diesem  Falle  (1 — fi^.AC  positiv  ist 
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Wenn  nun  alle  unter  einem  Winkel  o,  der  zwilchen  0 und  90° 
oder  zwischen  270*  und  360°  liegt,  auffallende  Strahlen  eine  Bre- 
chung erleiden,  so  ist  offenbar 

R,— — p . AC,  also  Bin  0 = — sin  «, 

und  folglich  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen,  da  cos  a po- 
sitiv ist, 

O = (co«  © -t-  V\—p'  sin  0») 

oder  > 

1 —~i  = — (cos  0 + J V\—f>'  *>■>  ©’). 

also 

-7  — 1 — - ^ (cos  0 -4-  — 1^1 — ft*  sin  0*), 

fi * sin  a ' ’ fi  n 

und  folglich  nach  dem  Obigen 

AC  1 
AC-  A,  “ fi" 

also,  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt, 

bl=:(l-r).ACt=(l-r)il+r).AC. 

Daher  ist  A,  eine  constante  von  a unabhängige  Grösse. 

Wenn  ferner  alle  unter  einem  Winkel  a.  der  zwischen  90°  und 
ISO“  oder  zwischen  180°  und  270°  liegt,  auffallende  Strahlen  eine 
Znröekwerfung  erleiden,  so  ist  offenbar 

Rt  — fi , AC,  also  sin  0 — -^  sin  a, 

and  folglich  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen,  da  cos  a ne- 
gativ ist. 


oder 


also 


1 ^ _ sin  (n  -h  0)  0 + i-J/l  — 8j„  ©») 

/u 1 sm  a ' fl  r " 

-i  = 1 — S-n  (cos  0 -+■  — V\  — ft*  sin  ©’), 

fi  * sin  a ' fi  r n 


and  folglich  nach  dem  Obigen 

AC  __  l 

AC-bi  — fi" 

also,  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt, 
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A,  =d  —#*»>- JC—  (1  - m)  OH- r)  ■ ac. 

Daher  ist  auch  jetzt  Ä,  eine  constante  von  a unabhängige 
Grösse. 

L'eberlegt  man  nun  wieder,  duss  die  beiden  constanten  Werthe 
von  ’n  ®em  crsten  und  zweiten  der  beiden  vorher  betrachteten 
Fälle  einander  gleich  sind,  so  ergiebt  sich  unmittelbar  der  folgende 
Satz: 

Wenn  J und  C zwei  beliebige  Punkte  sind,  und  mau, 
unter  der  Voraussetzung,  dass  der  absolnte  Werth  (fi) 
von  fi  grosser  als  die  Einheit  ist,  aus  dem  Punkte  C als 
Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  (u)  . AC  einen  Kreis 
beschrieben  bat;  so  gehen  alle  Struhlen,  welche  als  aus 
dem  Punkte  A ausgehend  betrachtet  werden  kdnnen, 
und  auf  derselben  Seite  des  durch  A auf  AC  errichte- 
ten Perpendikels,  auf  welcher  der  Mittelpunkt  C liegt, 
auf  den  Kreis  fallen,  nachdem  diese  Strahlen  an  dem- 
selben eine  Brechung  erlitten  haben,  nöthigenfalls  ge- 
hörig verlängert,  — und  alle  Strahlen,  welche  als  ans  dem 
Punkte  A ausgehend  betrachtet  werden  können,  und 
nicht  uuf  derselben  Seite  des  durch  A auf  ^6'errichte- 
ten  Perpendikels,  auf  welcher  der  Mittelpunkt  fliegt, 
' auf  den  Kreis  fallen,  nachdem  diese  Strahlen  an  demsel- 
ben eine  Zurückwerfung  erlitten  haben,  nöthigenfalls 

fehörig  verlängert,  — durch  einen  und  denselben  Punkt 
er  durch  A und  C gehenden  geraden  Linie,  welcher 
immer  von  A an  nicht  nach  C hin  liegt  *),  und  dessen 
Entfernung  von  A durch  das  Product  (fi* — 1 ).AC= 
(fi  — l)(/*-+-I).y#C  bestimmt  wird. 

III.  Dass  in  dem  Kalle  (fi)  = 1,  welchem  Taf.  I.  Fig.  l.c.  ent- 
spricht, alle  Strahlen,  welche  als  aus  dem  Punkte  A ausgehend 
betrachtet  werden  können,  anf  den  Kreis  fallen  und  an  demselben 
eine  Brechung  erleiden,  nach  der  Brechung  wieder  sämmtlich 
durch  den  Punkt  A gehen,  fällt  auf  der  Stehe  in  die  Augen  und 
bedarf  keiner  weitern  Erläuterung. 


§•  io. 

• . ' . . \ • . 

Ferner  wollen  wir  annehmen,  dass  auf  den  in  Taf.l.  Fig.  2.  um  den 
Mittelpunkt  C beschriebenen  Kreis  Strahlen  aufTullen,  welche  sämmt- 
lich nach  dem  Punkte  A hin  convergiren,  und  wollen  wieder  die 
von  A aus  durch  C gezogene  gerade  Linie  als  den  positiven  Tbeil 
der  Axe  der  x annehmen,  wo  dcon  im  Vorhergehenden  auch  jetzt 
a,—AC  und  A = 0,  ®ls»  a\  — £±'=AC  zu  setzen  ist.  Nehmen 
wir  nun  ausserdem  an,  duss  der  aus  dem  Mittelpunkte  C beschrie- 
bene Kreis  mit  dem  Halbmesser  (fi)  . AC  beschrieben  sei,  wo  (/t) 
seine  bekannte  Bedeutung  bat,  so  sind  wieder  die  drei  folgenden 
Fälle  zu  unterscheiden. 

1.  Es  sei  welchem  Falle  Taf.  I.  Fig.  i.  a.  entspricht. 

Für  einen  auf  die  concave  Seite  des  um  C mit  dem  Haibmes- 


*)  Da  nämlich  in  diesem  Falle  (1  — / uJ) . AC  negativ  ist. 
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»er  (fi)  . AC  beschriebenen  Kreises  unter  dem  Winkel  a fallenden 
nnd  an  dem  Kreise  eine  Zurückwerfung  erleidenden  Strahl  ist  nach 
4.  3.  bekanntlich,  wenn  man 


setzt, 


„ AC  . 

© = sin  a 


AC 

AC — A, 


sin  («  - 


j— ^ (cos  0-H  — \ — fi*  sin  0l), 


and  fi  ist,  so  wie  auch  Jt,  eine  positive  Grösse. 
Weil  nnn  im  vorliegenden  Falle 

It,  — fi . AC,  also  sin  0 =s  — sin  « 


and  cos  a offenbar  negativ  ist,  so  ist  nach  $.  8. 

0 £)  0 - (co»  0+^l/l-t.’  sin  &*) 

oder  , 

• * » • * 

, 1 sin(«  -+-  6)  , ^ . 1 I 1 — : — 

. l-p  (C08  O-h-Vl-fi »sin  0 ’), 

also 

— ; = 1 — gin (*  ~t~  **)  ^CQg  @ — \/ \ — sin  0*), 

fi*  sin  a ' fi  ~ ’ 

und  folglich  nach  dem  Obigen 

AC  _l_ 

AC-A,  —ft*'  ■ : 

also,  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt,  ’ ' 

As  = (»  - /*’) . AC=  (1  - fl) (1  + fl) . AC. , 


• ..  . • t t 

Daher  ist  Ä,  eine  constante  von  a unabhängige  Grösse. 

Für  einen  auf  die  convexe  Seite  des  um  C mit  dem  Halbmes- 
ser (fi)  . AC  beschriebenen  Kreises  unter  dem  Winkel  « fallenden 
und  an  dem  Kreise  eine  Brechung  erleidenden  Strahl  ist  nach  3., 
wenn  man  . • ; • 


, ' sin  0 = 

t 

setzt,  bekanntlich  wieder 


AC  . 

w, ; 8,11  “ 


AC  , sin(«  +■  ©I  , „ . 1 I ; : — — > 

Äc^T,^1 <cos  © + -V/1-M*  MU  0 ). 

und  fi  ist,  so  wie  H,  eine  negative  Grösse. 

Weil  nun  im  vorliegenden  Falle  wieder 
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R,  = u.AC,  also  sin  0 = — sin  a 

i r-  » p 

und  cos  a offenbar  negativ  ist,  so  ist  nach  §.  8. 

= (C08  Q+±\/i_fl,  sin  @.) 


oder 


also 


1~p  — ~aT^  (cos  »m  ©’), 

^ = 1 - Sm  (cos  0-+-^-  l/l— sin  ©*), 


sin  a 

und  folglich  nach  dem  Obigen 


AC  1 

AC-b,  —p" 

also,  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt, 

Ai  ==0  — n').AC=  (1  — n)  (\ -\r  (i) . A C. 

Daher  ist  Ai  wieder  eine  constante  von  a unabhängige  Grösse. 

Ceberlegt  man  nun,  dass  die  beiden  constanteu  Werthe  von 
A,  im  ersten  und  zweiten  der  beiden  vorher  betrachteten  Fälle 
einander  gleich  sind , so  ergiebt  sich  unmittelbar  der  folgende 
Satz: 

Weon^  und  C zwei  beliebige  Punkte  sind,  und  man, 
unter  der  Voraussetzung,  dass  der  absolute  Werth  00 
von  ja  kleiner  als  die  Einheit  ist,  aus  dem  Punkte  C als 
Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  (p) . A C einen  Kreis 
beschrieben  bat;  so  geben  alle  nach  dem  Punkte  A con- 
vergirende  Strahlen,  welche  auf  die  concave  Seite  des 
in  Rede  stehenden  Kreises  fallen,  nachdem  diese  Strah- 
len an  derselben  eine  Zuriickwerfung  erlitten  haben, 
nötigenfalls  gehörig  verlängert,  — und  alle  nach  dem 
Punkte  A convcrgirende  Strahlen,  welche  auf  die  con- 
vexe Seite  des  in  Rede  stehenden  Kreises  fallen,  nach- 
dem diese  Strahlen  an  derselben  eineBrechung  erlitten 
haben,  nötigenfalls  gehörig  verlängert,  — dorcheinen 
und  denselben  Punkt  der  durch  A und  C gehenden  ge- 
raden Linie,  welcher  immer  von  A an  nach  C liegt*), 
und  dessen  Entfernung  von  A durch  das  Product 
(1  — (i*)  .A  C=(l  — fi)  (\ -\-  fi) . A C bestimmt  wird. 

II.  Es  sei  (/u.)>l,  welchem  Falle  Taf.  I.  Fig.  2.b.  entspricht. 

Alle  nach  dem  Punkte  A convcrgirende  Strahlen  fallen  in  die- 
sem Falle  auf  die  convexe  Seite  des  um  C beschriebenen  Kreises, 
und  für  einen  unter  dem  Winkel  a auffallenden  Strahl  ist  nach 
§.  3.,  wenn 


•)  Da  nämlich  in  diesem  Falle  (1  — (t*).AC  positiv  ist. 
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. r,  AC  . 
sin  0 = sin  a 


gesetit  wird,  jederzeit 


AC 


AC  ~ A i 


sinf«  -+.  R) 


(cos  © -f-  V\  — fi2  sin  0»). 


Wenn  nun  alle  unter  einem  Winkel  «,  der  zwischen  90°  and  180° 
oder  zwischen  180®  und  270®  liegt,  auffallende  Strahleu  eine  Bre- 
chung erleiden,  so  ist  offenbar 

also  sin  0 = — sin  «, 

i “ ’ 

and  folglich  nach  §.  8.,  weil  cos.«  negativ  ist, 

n ■ !i/i  AC , sin(a-f-R)  , „ 1 . ^ — 

ft)  Sin  0 (cos  ©-+-  — V\—  ix*  sin  ©*) 

«der 


»lio 


1 1 sinf« -4-0)  j 

1 ' "Jin«  (cos  © + - !/]_,, > sin  ©>), 


1 i sinf«  -4-  9)  . 1 . ✓ - — 

/*>  — 1 STi ~ <cos  sin  ©’), 


sin  a 

und  folglich  nach  dem  Obigen 

AC 


ac—a, 


I !>’ 


*l»o,  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt, 

A,  = (1  —/**).  AC=  (1  - p)  (1  -4-  ^ . je. 

Diher  ist  Ai  eine  constante  von  a unabhängige  Grösse. 

Wenn  ferner  alle  uuter  eiuem  Winkel  «,  der  zwischen  0 und 
, ,.°?er  «fischen  270®  und  360“  liegt,  auffallende  Strahlen  eine 
*unickwerfuog  erleiden,  so  ist  offenbar 

■Ä,  = — fi  . AC , also  sin  0 = sin  «. 

' i“  ’ 

n»d  folglich  nach  §.  8.,  weil  cos  u positiv  ist, 


oder 


«lio 


, 1 sin  («-f-  0)  . 1 , - 

p=  sin«  (cos  © + «in  ©’), 


1 % sinf«  -4-0)  . _ | . 

p*  — ' sin  « (cos  © •+■  ^ l/l  ~ sin  ©’), 
TM  V.  3 
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und  folglich  nach  dem  Obigen 

AC  _ 

AC-At  ~ n" 

also,  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt, 

A.  = (1  - Ml)  • AC=  (1  - yu)  1 + 1«)  • AC. 

Daher  ist  wieder  eine  constante  von  a unabhängige  Grösse. 

Da  die  constanten  Werthe  von  Ai  in  den  beiden  vorher  be- 
trachteten Fälle  einuuder  gleich  sind,  so  ergiebt  sich  der  folgende 
Satz: 

Wenn  A und  f zwei  beliebige  Punkte  sind,  und  man, 
unter  der  Voraussetzung,  dass  der  absolute  Werth  (fi) 
von  n grösser  als  die  Einheit  ist,  aus  dem  Mittelpunkte 
Cmit  dem  Halbmesser  (n)  . AC  einen  Kreis  beschrieben 
bat;  so  gelten  alle  nach  dem  Punkte  A co n v e rgi re nd e 
Strahlen,  welche  uuf  derselben  Seite  des  durch  A auf 
AC  errichteten  Perpendikels,  auf  welcher  der  Mittel- 
punkt C liegt,  auf  den  Kreis  falleu,  nachdem  diese 
Strahlen  an  demselben  eine  Brechung  erlitten  haben, 
nöthigeofal8  gehörig  verlängert,  — und  alle  nach  dem 
Punkte  A convergireu de  Strahlen,  welche  nicht  auf  der- 
selben Seite  des  durch  A auf  AC  errichteten  Perpendi- 
kels, auf  welcher  der  Mittelpunkt  C liegt,  auf  den  Kreis 
fallen,  nachdem  diese  Strahlen  an  demselben  eineZuriick- 
werfuog  erlitten  haben,  nöthigenfulls  gehörig  verlän- 
gert, — durch  einen  und  denselben  Punkt  der  durch  A 
und  C gehenden  geraden  Linie,  welcher  immer  von  A an 
nicht  nach  C li i n liegt*),  und  dessen  Entfernung  von  A 
durch  das  Product  (/ u 1 — 1 ).AC={fi — 1)  1)  . AC  be- 
st i ni  m t w i rd.  ' , 

III.  Dass  in  dem  Falle  (yu.)  = 1 , welchem  Taf.  I.  Fig.2.c.  ent- 
spricht,alle  nach  dem  Punkte  A convergirende  Strahlen,  welche  auf 
den  Kreis  fallen  und  an  demselben  eine  Brechung  erleiden,  nach  der 
Brechung  wieder  sämmtlich  durch  den  Punkt  A gehen,  fällt  auf  der 
Stelle  in  die  Augen  und  bedarf  keiner  weitern  Erläuterung. 


§.  II. 

Indem  wir  jetzt  zuvörderst  wieder  a,  beliebig  annehmen,  wol- 
en  wir  einen  von  dem  Punkte  (pg)  ausgehenden  Strahl  betrachten, 
welcher  der  Axe  der  x parallel  ist. 
ln  diesem  Falle  ist  offenbar 

sin  a = 0,  cos  a = 1 • - 

und  folglich  nach  §.  2.,  weil 


*)  Da  nämlich  in  diesem  Falle  (I  — [i*).AC  negativ  ist. 
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cos  (a  -1-  0)  = cos  a cos  0 — sin  a sin  © = dbcos  0, 

Sin  (a  -f-  0)  = sin  a cos  © -f-  cos  a sin  0 = rb  sin  © 

ist: 

•A',  =±(a,  — ;j),  Z-,  =qp(Ä,  — y); 
sin  0=h F"^~-i 
p,=tr,d=/t,  cos  0,  7,  = y ; 

± C<^S--p  = 1 — cos  0 (cos  0 -f-  — l/l  — /**  sin  01), 

=P  = sin  0 (cos  0+  y l — fi*  sin  0*); 

so  dass  olso  durch  die  folgenden  Formeln,  io  denen  die  obern  oder 
die  untern  Zeichen  zu  nehmen  sind,  jenachdem  der  von  dem  Punkte 
( pq ) ausgehende  Strahl  voo  diesem  Punkte  au  nach  der  Seite  der 
positiven  oder  nach  der  Seite  der  negativen  x bin  gerichtet  ist, 
die  Lage  des  ausfallenden  Strahls  vollkommen  bestimmt  wird: 


V . =«i  ±-A,  c®»  ©,  9i=<Ji 
=±=  = 1 — cos  0(cos  0-t-^-l/l — ja1  sin  ©’), 

=P  = s'n  ® (cos  © ~ 1^1  — Pt  sin  0’). 

Nach  f 3.  ist  also 

x — a,  zpRi  cos  8 

1— cos  8 (cos  8-i-^-l/j  —fi*  ain 

= _ * ?-j 

sin  8 (cos  8 h l'i  _ ^ sin 

die  Gleichung  der  durch  den  ausfallenden  Strahl  und  seine  Verlän- 
gerung über  den  Punkt  (/?,?,)  hinaus  dargestellten  geraden  Linie. 

Bezeichnet  nun  Ä,  die  erste  Coordinate  des  Durclischnittsfiunkts 
dieser  geraden  Linie  mit  der  Axe  der  x;  so  haben  wir  zur  Be- 
stimmung von  Ä,  nach  dem  Vorhergehenden  die  Gleichung 

— a,  ={=  R\  cos  8 

I — cos  8 (cos  —p,*  sin  8"*) 

£ 

sin  8 (cos  8-| l/|  — p*  *in  8’) 

3* 
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also  nach  dem  Obigen 


Ai  — «iT  X,  cos  © 


1 — cos  © (cos  G-h—y'l  — ft*  sin  ©.,) 

_ 1 

1“  I ’ 

(*!— y)<eM  Ö-H  — </l—  ft*  sin  8 *) 


woraus  sich  ohne  Schwierigkeit 


t)  — A,  cos  8 (cos  8 -+-  — V'  1 — ft1  sin  ©*) 

A_  — — t* _ ■ ft* 

1 a\ 1“  1 ^ 

(£, — q)  (cos  0-4- — V'i — p*  siu  0*) 

/* 

ergiebt.  Multi  plrcirt  man  aber  den  Zähler  und  Nenner  des  Bruchs 
auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  mit 


cos  © — V'  1 — /**  sin  ©*, 

I“ 

so  erhält  man 

(1 \)b,  cos  © — q (cos  © — -V^i  — f. i » sin  ©*) 

4.-.=±  — i £ «. 

(1  — — ?) 

r 

oder 

(1 — ) (1-4-  — ) A,  cos  0 — q (cos  0 — — 1 — u’sin©1) 

Al-«.=±— * j T 

0 — •“■)  (ä  -i — ~)  (Ai  — q) 

r r" 

Weil  nach  dem  Obigen 

sin  © = zp^2,  cos  © = l/l-(^=^)’ 

ist,  so  nähern  sich,  wenn  q sieb  der  Null  nähert,  sin  0 und  cos  0 
respective  den  Gränzen 


k ”"J  V'-f-k}’ 


Bezeichnen  wir  nun  die  Gränze,  welcher  Al  sich  nähert,  durch  F,, 
so  ist  nach  dem  Obigen,  unter  der  Voraussetzung,  dass  A,  nicht 
verschwindet, 

j/l -(£-)», 

also 
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J/i  _(£-)>, 

ein  Ausdruck,  der  jedenfalls  deshalb  mit  dem  Namen  eines  merk- 
würdigen bezeichnet  zu  werden  verdient,  weil  er  von  ju  ganz  un- 
abhängig ist. 

Für  =0  ist  nach  dem  Obigen 


sin<S>=±^r; 

™=«,  =*=Ä,  cos  0,  y,  — y; 
dt  C°^"'  = 1 — cos  ©(cos  Q l — /it1  sin  0J), 


sin  a, 


■■  sin  (y  [cos 


und 


oder 


<w 

Al  — «.  ==fc- 


0 + — 1^1 — fi1  sin  ©’) 


Ä, 


cos  0-t-  — 1/ 1 — f i * sin  0’ 


A,  (cos  0 — — 1^1  — sin  01) 

A.-«.=± e 


l — 


oder  auch 


Ai  — ==*= 


A,  (cos  0 V\  — p*  sin  0*J 

f* 

(1  — — )(H-— ) 

• /*  t* 

Berechnet  man  den  Hülfswinkel  (o  mittelst  der  Formel 

sin  üi—fi,  sin  © 

und  nimmt  den  absoluten  Werth  von  w nie  grösser  als  90°,  so  er- 
hält man  leicht 

^ A,  sin  io 


A'  — — — «n  (to  -j-  0)' 

Fährt  man  für  sin  0 und  cos  0 ihre  Werthe  ein,  so  erhält  mun 

Pi  =«.  d=A,  \/\  — -£-t,  y,  = y; 


sm 

(i“> 


?=-* 
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UDll 


oder 


A,  -«.==*=  .r-ff 


|UÄ, 


li  a i , V ’ 


'-k 


oder  auch 


Ai  — a i j 

Ferner  ergiebt  sich  in  diesem  Falle,  wo  6,  =0  ist,  aus  den  obi- 
gen Formeln  sogleich 

Ft — a,  = ± — — oder  F,  — ff,  = ± ’f+TZ’ 

> 1 -+■  — 


also 


F i = «.  —^T  oder  F'  = a>  — iT1? 


§•  12. 


Für  JF,  = Ai  ist  “««•>  F,  — a,  — — a,  , also  noch  dem 

vorhergehenden  Paragraphen,  wenn  wir  wieder  A,=0  setzen, 


und  folglich,  wie  sich  leicht  ergiebt,  wenn  man  auf  beiden  Seiten 
quadrirt: 


1 


=V^zJh- 


•f 
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also,  wenn  man  wieder  auf  beiden  Seiten  ijuadrirt, 

(1  -f- ,«)’  = 0,  folglich  fi  = — I. 

/*  — 1 werden  aber  die  obigen  Ausdrücke  vou  F,  — a,  und 

iii  ai  beide  -g- , und  man  kann  also  eigentlich  nicht  sagen, 
dass  die  Gleichung  Ft  — a,=  A,  — a,  oder  F,  = A,  fürju  = -l 
erfüllt  sei.  Vielmehr  ist  dieselbe,  wie  leicht  erhellet,  nur  daun  er- 
füllt,  weun  fi  — ü ist. 


§.  13. 


Es  ist  leicht  zn  zeigen,  dass  die  beiden  Grössen 


*+*  und  M|/l_£_  + J/l_^  jgl 

immer  gleiche  Vorzeichen  haben. 

Wenn  nämlich  zuvörderst  fi  positiv  ist,  so  sind  die  Grössen 

1+M  und 

offenbar  beide  positiv. 

Wenn  dagegen  fi  negativ  ist,  so  hat  man  die  drei  folgenden 
raile  zn  unterscheiden. 

1.  Wenn  #KT  1 ist,  so  ist  1-f-jU.  positiv.  Weil  nun  ferner 


und  /**•<!  ist,  so  ist  offenbar 


grösser  als  der  absolute  Werth  von 


und  folglich 


ftVl-£i+Vl-v'£i 


positiv. 

2.  Wenn  — ft  1 ist,  so  ist  1 -f-  (i  negativ, 
ferner 


Weil  nun 
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und  fj,1  > 1 ist,  so  ist  offenbar 


kleiner  als  der  absolute  Werth  von 


und  folglich 


negativ. 

3.  Für  — /tx  = 1 verschwinden  die  Grössen 
1 + /*  und  p|/l  — 

beide,  und  können  daher  auch  in  diesem  Falle  als  einerlei  Vorzei- 
chen habend  betrachtet  werden. 

Man  sieht  also,  dass  die  Grössen 


1 -+-f*  und  |u|/ 1-|1  + |/l— >» 


VL 


immer  gleiche  Vorzeichen  haben,  woraus  sich  ferner  unmittelbar 
ergiebt,  dass  auch  die  Grössen 


~ l+t* 


und  zfc 


vL 


d.  i.  in  §.  11.  für  4,  =0  die  Grössen  Fx  — «,  und  Ai  — im- 
mer gleiche  Vorzeichen  haben. 


§.  14. 


Wenn  wir  der  Kürze  wegen 


V— 

44 


9 2 

Ä,1 


setzen,  so  ist  für  4,  =0  nach  §.  11. 

— o | =±  j*" , A,  — =±ixJt,  V. 
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Um  nun  zu  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen,  wenn 
1 a^s  ^gegeben  oder  constnnt,  dagegen  Itt  als  veränderlich  betrach- 
tet wird,  der  absolute  Werth  der  Differenz 

— (A.  —«.)=/’,  — A. 


etn  Minimum  oder  ein  Maximum  wird,  müssen  wir  vor  allen  Din- 
gen den  ersten  Differentialquotienten  von  U * in  Bezug  auf  /t,  als 
veränderliche  Grösse  entwickeln.  Weil  aber 


d.U * 
dH, 


ist,  su  kommt  es  bloss  auf  die  Entwickelung  des  ersten  Differeu- 
tialqnotienten  von  U in  Bezug  auf  /t,  als  veränderliche  Grösse  an. 
Nack  dem  Obigen  ist 

V), 

und  folglich 


. 1 r ndT 

dRx '“(l+./i  T~R'dR} 

Nun  ist  aber,  wie  man  leicht  findet, 

di/rnr 


und  folglich 


oder,  wenn  der  Kürze  wegen 


gesetzt  wird: 


/A/i  — x1  -+-  W — ju*«*’ 



~ i?yi-ii>yt-i»v' 


Also  ist  nach  dem  Obigen 
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1 dü  _ _1 1 

, n ’ dlt,  l+,u  [Ml  — + — n's* 

a** 

{(Ml  - *»  -+.  l/l  — ^’s1) . Vl  — s1 . W"  1 - («**»' 

Dm  nun  die  Bedingungen  aufzufinden,  unter  denen  der  absolute 
Werth  von  U ein  Minimum  oder  ein  Maximum  wird,  muss  mau 
bekanntlich 


d.  i.  nach  dem  Obigen 


setzen,  eine  Gleichung,  welche  für 


U=  0 und  ^ =0 


erfüllt  ist.  Da  aber  die  Gleichung  U=  0,  wie  aus  $.  12.  erhellet, 
zu  p = — 1 führt,  in  welchem  Falle  die  Grössen  Ft  und  A,  beide 
unendlich  werden,  so  bleibt  bloss  die  Gleichung 


d,  i.  die  Gleichung 


1 l 

(Ml  — *>  H-l/l—  (t'X1 


f-  

' {(Mi  — x*-t-\/i  — /!»*•).  V\—*%.V  l— n' 


Multiplicirt  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  mit 

(1  + (i)  (/al/l—  *»  -+-  l/l  — m3**)  . Vl  — **  . l/l— 


so  wird  dieselbe 

/*(  1 — + (1  — 

= (1-f-  ft)  (l/l  — sJ  . V\—  (*'**  — J»3*), 

und  folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  quadrirt,  nach  einigen 
leichten  Reduciionen: 

H(\  4-2(1  — *’)  (1  -+-  /«**)  (1  — ^3’) 

= 2(l-f-/n3,),4/l— 3»  . V\—  f*’33. 

Uuadrirt  mau  nun  wieder  auf  beideu  Seiten  dieser  Gleichung,  so 
erhält  man  nach  einigen  leichten  Rcductionen  die  Gleichung 


Digitized  by  Google 


•der 


43 

/*’(!  -*-#»)*»*  = 4(1  — a»)  (1  + /ua*)  (1  — i»*»*) 
M*(l  -1-  /*)’**  — 4(1  — a»)  (1  + /*,»)  (1  _ /»**•)  = 0, 


oder 


M*(l  — /*)**' 
•+-4fi(l  — fi-t-ft')»* 

+ 4(1 /•+/**),* 

— 4 


= 0, 


oder  ancb,  insofern  1 — fi  nicht  verschwindet: 

,«  + 40.-1“-+- <“*1,4 

* Ml-/«)*  * 

40-^«+^)  r _ 

M(‘-/0*  ‘ ~ 

4 


Md-M* 


Setzt  man,  um  aus  dieser  Gleichung  das  zweite  Glied 
schaffen, 

/ ♦g-w*) 

3M1-M’  ’ 

so  erhält  man  znr  Bestimmung  von  t die  Gleichung 

f,  * (l+M*(l-/«+/u*h 
T’ MO-M* 

— « 4(1  — lOfi-h/u')  (1  — /u-t-ju*)*  + 27/<(l  —n)*  | 

V-.  • *••(  i-M* 

«rrr  a -r  j.,  Tv-  ..  <*}r  - •-  , VV 

Es  ist  non  noch  nöthig,  den  zweiten  Differentialquotientcn 
in  Bezug  auf  l i , als  veränderliche  Grösse  zu  entwickele 
aber 


also 


ä.u^_a„au 

dR,  ~*'JdRl' 

»•  vdjr*+i(dR} 


dü 

dH, 


= 0 


ist,  und 

gesetzt  worden  ist,  so  braucht  man  bloss 

dPV_ 

dRS 

zu  entwickeln.  Nach  dem  Obigeu  ist 


wegzu- 

0. 

von  V* 
i.  Weil 
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dU  . / 1 v n dFt 


und  folglich 


dH, 

so  dass  es  also,  da 


#U  __  MdV  . p £V_ 
* *-^dR,  ■*"  RldRi 


dV_ 

dH, 


aus  dem  Obigen  bekannt  ist,  bloss  noch  auf  die  Entwickelung  von 

d'V 
dH ,* 

unkommt.  Weil  nun  nach  dem  Obigen 

’V] 1 - £-5 • '£*-  = - w* F 

ist,  so  ist,  wie  man  hieraus  leicht  findet, 

Jt  • \/ 1 1/ 1 u7^—  . iÜfl 

1 v 1 ■ V ^ ä,j  rfÄ,* 

— ~RT  (3_1"ä,*-9*  +R>’-fi*9'’  MdR,’ 


also 


d'F 


dH,1 


- + h^)  W,  + 


,dV 


oder 


d’V  _ „ . *3  . . t*’*1.  ) IL  F-.  A* 

dR?  dH,  ^ r KdRt} 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 


so  ist 


n**r 

W “ V\—x'  . l/l  — ju’s3’ 


Th=r~'w ^ R'7*=n’ 


und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden,  wie  man  leicht  findet, 
n » d,fr  u;,o  | *3  I /****  

Ä>  dR,J — 1—  **  + 1— y *' 
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Weil  dud  nach  dem  Obigen 


dü*  25ä“"*"ä153v) 


ist,  SO  18t 

D 4*U  , >nn  . *’  . 

Da  aber  bekanntlich 


E 

v’- 


und 


U=±pRx( 


1 

H-/s 


n 


PU «...  «,r*f7 

ist.  so  wird  man  bei  der  Berechnung  des  zweiten  Diiferentialquo- 
besten  ron  Z7*  sich  am  besten  an  die  folgenden  Formeln  halten: 


W= 


1 — *•  -+-  V\  — ju’s1’ 
(iPV 


und 


(U**1 


2/s*  IT( 


l-Hi“ 


'Vl  — *«  . l/i  _ 

PjJP_ 

rfÄ.» 

n in — -t-  -ff»"  . _ 

r ’ 1 ^1—  S*  ^ 1— 


E 

F ' 


§.  15. 

Wenn,  indem  X eine  gegebene  Zahl  bezeichne^ 


-F,  — A,  —XRl 

Min  soll,  so  haben  wir  nach  dem  Obigen  die  Gleichung 
— +fl  ~~ 

*°  * seine  bekannte  Bedeutung  hat,  also,  wie  man  leicht  findet, 
wenn  der  Kürze  wegen 


gesetzt  wird, 


k = -EL±jE. 


+ \/\  -n'x'=zk. 

*•  \ 
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Quadrirt  man  nun  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung,  so  ergiebt 
sich 

2^1/r^r» . vx— (i*%* i -+-2^3s>, 


und  folglich,  wenn  man  jetzt  wieder  auf  beiden  Seiten  quadrirt, 
nach  einigen  leichten  Reductiooen: 


y»- (*»-/*»-))» 

oder 

~ V*** 

oder  auch 

, _ (t+/u+l)(t+/i— 1) (k—p+\){k—n—  1) 


Hat  man  mittelst  dieser  Formel  gefunden,  so  ergiebt  sieb  auch 
y*  mittelst  der  Formel 


9'  = *>/*,». 


*.  16. 

Wir  wollen  nuu  noch  die  wichtigsten  der  im  Obigen  gefunde- 
nen Formeln  in  Reihen  entwickeln,  und  werden  dabei  die  Bino. 
miulcoefficieuten  für  den  Exponenten  m wie  gewöhnlich  durch 

«*,,  «„  m„  m„  *»,, 

bezeichnen. 

Dies  vorausgesetzt,  wollen  wir  nun  zuerst 

sin  0 — —'-n-  ^ sin  a 

/C, 

setzen.  Dann  ist 

sin  (u-+-  0)  = sin  a cos  ©-f-cos  a sin  0 

= sin  aV''  1 — sin  ©*  -f~  cos  a sin  © 

— sin  - cos  a — (|),  sin  ©’  j 

■+•  (*)»  »in  ©4  f 

— (i).  sin  0‘  )’ 

-+-({),  sin  ©•  | 


und  folglich 
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sin(or-f-Ö)  , a, — A 

ihT^  — 1 + ~~R~  C0B  (i),  «in  ®*  • 

’•  + (*)»  sin  ®4 

— (i).  sin  ©‘ 
(4)*  »in  0‘ 

• • • p • • 

Ferner  ist,  wenn  wir  im  Folgenden  der  Kürze  wegen 


fi  = cos  0 + —p*  gin  @» 

r* 

oder 

■ß  = V\  — sin  0’  1/ 1 — (!*•  gin  0S 

«tien,  wie  man  leicht  findet: 


£=  1 -f-i  — (|),  (l-f-p)  sin  ©’ 

■+■  (i)i  (1  ■+•/&’)  sin  0*  . 
— (4)s  sin  ©• 

+ (*)«  (l sin  ©• 


Alto  ist 

„.infa-f-0)  1 o,— A 

•sr^- sbs<i+^hi+-!i7- cos  a) 

( cos  a)  ) 

. 1 ) sin  ©’ 

(+ («.(!+£)  ) 


( (*),(! -+-/**)  (1  + ^^  cos  a) 

+ ! +(i).  «),  (»•+•/*) 
f -Mi),0 +“) 

(i)i  (1  -f-  M‘)  (1  •+*  ~7j~  cos  «) 

-Mi),  ÖMH-/»*) 

-Mi),  (i).(H-/*) 

-Mi).  0 + J) 


sin  0* 


sin  0‘ 


Em  allgemeines  Glied  dieser  Reihe  ist 
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(i).  (1  4-  Z^-1)  0 4-  ^7^  cos  o) 

4-(|),  (ih-l  0 •+-  f^~*) 

-Mi),  (*)«-*  (l  “HM4"-5) 

U.  8.  W. 

4-  (i  )»-l  (i)  i t1  4-  f») 

4-  (i)*(l  4-~) 

Nacli  einem  sehr  bekannten  Satze  von  den  Binomialcoefficienten  ist 
aber,  wie  man  leicht  linden  wird,  für  1: 

U)»4-(t),  (i)«— i 4-  (4)»  U)n-s4-  ....  4- (1)«  4-(i)«  = 0, 

und  das  obige  allgemeine  Glied  lässt  sich  also  für  »>-1,  wenn 
man  unter  dieser  Voraussetzung  der  Kürze  wegen 

Stn  = “Kl)«  4*  (i)n—  1 (i)iM5 

r* 

4-  (i)«— i 
u.  s.  w. 

4-  (4)i 
4-  U)«/*3" 

setzt,  auch  auf  den  folgenden  Ausdruck  bringen: 

(— l)"|fi«4-(l)«(l4-/*2,^1)£ij^  cos  a|  sin  ©*". 

Setzt  man  nun  noch  der  Kürze  wegen 

ft,=a).(l4-^)(l4-^-), 

so  erhält  man  nach  dem  Obigen  für 

o sin  (er  -fr-  ft) 
sin  a 

folgenden  Ausdruck: 

,,  sin  («  -f-  ft) 
sin  a 

= (1  4-  —)  (l  4-  — tt “ cos  a) 

ft  ZV, 

— |R,  4-U),  (14-/*)^^  cos  «I  sin  01 
4- )R.  4- U),  (14 cos  aj  sin  ©‘ 

— iR,4-(i),(l4-f**)^7^  cos  aj  sin  0* 
4-iR,4-(i).(l4-F’)£^  cos  a|  sin  0* 


* 
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Jod  folglich  oacli  §.  3. 

a,—A 

. — A, 

==!_{1't'7)(l4'£^r cos  u) 

■+t  1^1  •+'(t)i  (1  ■+/*)  °'ft  ^ COS  «|  S'O  ©’ 

— |ßi  (1  ^ cos  aj  sin  ©‘ 

•+■  |S,  -+-  (,),  (1  -+-  fif)  -*jg  ^ cos  «|  sin  0* 

— ift«  ~f~  (y)«  (1  -4-  f*7)  ~ '-fr  ^ cos  aj  sin  ©* 


»der 

«i— A 

«i— A,  •* 

= i — (l-H^-)O  ^ cos  a) 

+■  t®  i +-(i)i  (1+1*)  /j(  ^ cos  «j(-^— )’  sin  a’ 

— iS»  +■  (i)j(l  +-1**)  cos  a!  (~‘/j~)4  s‘u  a< 

+-  !Ä,  -fr-  (i),  cos  aj  (-^  ^)*  sin  a* 

— jff  4+-(i)«(l  + /*’)  — cos  aj  sin  a* 


"eil  duu  aber 


cos  a = rfc  1/ 1 — sin  a’ 

= =fcl=j=(i),  sin  a* 
±(i)>  sin  a« 
=F(t).  sin  a* 


ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

«i’-A 


Tl«U  V. 


«*i-A, 

= l-(l  + i)(t±!0 
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o,  — -A 

-*-“sT 


_Qi—  A 
’ Ä, 


_ o.  — A 

Ä. 


±£ät  { -*-(«•  1 sin 


±R, 


o,  — A 

Ä, 


sin  a* 


<i),(l-H^) 

■+"  (i)i  (i)i  (l  + f*)(  ä,^)* 

-+■  (i),  (!+#**) 

±Ä.  (^)* 

U).(n-^-) 

+ (i)  i (i),  0 ■+"  /*)  (~~R~  ^ 

-4-u),(i).(n-/*,)(f^r)4  ^ sin  “* 
-Mi),  (i+m‘)(^t)* 
±».<*sr>‘ 

(i)«  (l 

-+-  U),  (i),  (1  -4-M  C^7^)a 
-Mi),  (i),  (l-M*)*^)4 
-t-(i),(i),(H-M‘)(^)" 

4-  (i)»  (l  -t-^’)  (~  jjj~ )* 

±**£5ir>' 


sin  o* 


Ucbcr  die  durch 

«„  R21  R«>  S.»  R«,  ■••• 

bezeichneten  Grössen  wollen  wir  noch  bemerken,  dass,  wie  man 
durch  leichte  Rechnung  findet: 
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*•=  ^ 


ff  = 

1 16/<  ’ 

<?  (J  — /»*)*  (3  -+-  %»  -t-  5«*)  • 

* 12%  ’ 

ff  — 4— /“*)*(! (7 7k«) 

* 25% 

s.«f  wÜ&Zk^SJSSLX'JX  "8'r,ilrt“ 

^ 1 = ® S = R 4 ==  ff  ( = ....  = 0, 

also  für  (j,  = l nach  dem  Obigen: 

°i  — A 
«i  — A, 


= l-2{l=fc^=i) 

_i_  a\  — A ,i  . «t  — A..  . 

jt,  (,±“sr)  "n 

=f  2fisr  i(i)»  ■+■  (i).  (*),  (^4* 

+ 4),  (^^)* 

— 2t?t  ic«. + 4).  4), 

+ &).(*)»  <Tf4)*  J«n« 

gl  Ayj 


= 22j_ — ^ m 


-I-  (i).  C«, 

nl 


sin  «* 


oder  mach 
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~ < 

< I ^ 

I «C, 

« V + 

■3  + £ 

-i-i-  c«  t* 

v <p  <r 
Uf  LK 
C V cr 
+ + t 


+ + + J 


.*  L*  L*  « 

3 « 


3 Ö 3 
a #fl  .2 
’S  *«  w 


41  41  41  41  41  | 
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sinfg  -f-  ö) 
sin  a 


gefundenen  Reihe  leicht: 

sin(«  0) 


sin  a 


1 =b 


»■ 

Ä, 


~Lg^  U — 8*n  «* 

± (4).  1 1 ± i^A'  t sin  a* 


— fi  i a>  — A 

-+-W.  Äi 


|1  =*=(-'-^-A)«)sin  «• 


~ ^*£7“  1 1 — I sin  «' 

=F 

nnd  hieraus  mit  Hülfe  des  schon  mehrmals  angewandten  Satzes  von 
den  Binomialcoefficienten 

sin  (a  -f-  S)  . 

— jsrpj — cos  « = sm  («  4-  ©)  cot  a 

= ±(1±^) 


— I(v)*  -t-(v)i  (i)i  ('  ^)*  ■+•  (4),  C' ft  ^)*|  sin  a4 


=F  (y)i  (1  — ^ftA*  s*n  «* 

!a).^4).(*)s(^),^4)s(4)l(^)44-a),(^)‘i8in«* 

Weil  nun  nach  §.  4.  bekanntlich 

P i = A + Ä,  sin  (a  4-0)  cot  a, 
g,  = Ä,  sin  («4-0) 


oder 


^ = sin  (a  4-  0)  cot  a, 


jjr  = sin  (a  4-  ©) 

ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 
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P i — A 

Ä. 


±n±Sr> 

=f=(i),  (1=1=^^)*  sin  «» 

+(i).  (^Sr)4’ 8in  “‘ 


=f  i(i),+(i).(i)»(^),H-(i)»(o,(^)4+(i).ri«f)‘i sin“* 


Ll^oi 


(lrh  'Ä  ) sin  a 

— •’i-zÄ 

-t-U).  Äi 

|1±  ‘Äi  1 s-n 

o’ 

u±f'A,4)'l 

sin  a‘ 

=F(i), 

|ldb£^)‘| 

sin  a1 

ii±(^^n 

sin  a • 

Weil  nach  §.  5. 

sina.  = (w)— x~  S,D  ° 

öl  “Ü1 

ist,  so  braucht  man  die  oben  für 

ffi  — A 
o,  — Ai 

t 

gefundene  Reihe  nur  mit  (ft)  siD  « tu  innitipliciren , um  auf  der 
Stelle  eine  nach  den  ungeraden  Potenzen  von  sin  a fortschreitende 
Reihe  für  sin  a,  zu  erhalten.  Die  Reihe  für  ros  a,  mag,  als  we- 
niger wichtig,  und  weil  ihre  Entwickelung  nicht  ohne  eiuige  Weit- 
läufigkeit möglich  ist,  der  Kürze  wegen  für  jetzt  hier  übergangen 
werden. 


•§.  17. 

Wir  wollen  nun  noch  den  Fall  besonders  betrachten,  wenn  der 
einfallcnde  Strahl  der  Axe  der  x parallel  ist.  In  diesem  Falle  ist, 
wenn  wir  die  in  §.  11.  eingeführten  Bezeichnungen  beibehalten, 
und  immer  6,  =0  setzen: 
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sin  0 = ± 

■nd 

Ä,(cos  8 l/l — sin  8*) 

\ n ~^r  -4-  (* — * 


wo  die  oberu  oder  untern  Zeichen  zu  nehmen  sind,  jeuacbdem  der 
einfallende  Strahl  von  seinem  Ausgangspunkte  an  nach  der  Seite 
der  positiven  x , oder  nach  der  Seite  der  negativen  x hin  gerich- 
tet ist.  

.Entwickeln  wir  nun,  indem  wir  cos  0 = 1/ 1 — sin  0*  setzen, 
den  Zähler  des  vorstehenden  Bruchs  nach  den  Potenzen  von  sin  0, 
so  erhalten  wir: 

A.  =«1=Fr^A,ii“^~(i),(1~/i) sin 

4-  (*),  (1— /»*)  sin  ®4 
— (i).  (1  — f*‘)  «in  ®‘ 

4-(±Ml— P7)  sin  ®* 


oder 

Ai  = a i =F  1 1 1 


Ferner  ist  nach  §.  11. 

=F  Sl{/uJ1  = s‘n  ®(co*  @4-  ~ sin  0*), 

/ 

and  folglich,  wie  man  leicht  findet: 

=p  sin  «,=(/*)  |(1  4-^-)  sin  0 — (*),  (l4-p)  sin  0* 

4-  (i),  (14-/“')  sin  ©• 
— (i).  0 4-/**)  sin  07 
4-  (i>4(l  4-  f*7)  «n  ©“ 


-£-(*).  0-rt(]fc>*  \ 

4-(i),(l-M’)(jf;)4l 

-(iUl-KM#*  j 

-t-  (*).  (1  — #*T)  (^J-  1 
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oder 


sin  a,  = — (ju)  f(l  — (i),  (l-f-M)(^)V 

+a),(n-#**)(^)‘| 

I 


Kudlicb  ist  nach  §.  11. 

— = 1 ~ cos  ®(cos  0 -4-  — 1^1  — /*’  sin  0J), 

und  folglich,  wie  man  mit  Hülfe  des  schon  mehrfach  angewandten 
Matzes  von  den  Binominlcoefücienten  leicht  findet: 

± cos  o,  = — — j l 

— (4),  (l  -*-/*)*  sit.  ©’ 

+ l(i)*-*-(l).(T),M’H-tt)«#*4l  s‘u  ©* 


oder 

=F^! 

/U 


cos  a . 


— (i). 

+ t(i)a  ■+■  (4)i  (s)iM*  ■+-  (t)j#*4I(jj|)4 

- !U).  + (J),  -4-  U),  (i),M4  + (*),#»•}  (^)* 

+ . 

oder  auch,  wie  man  durch  leichte  Rechnung  findet: 

cos  a,  = 


_ (/*)  , 
i« 


— 1(1 

-i(l  -M,)’(^;)4 

- A(l  (*r)4 

t»tO  — #**)*  (5-+-6/*1  -f-5/u4)  (^-)s 
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§.  18. 


a,  — A 

«.-4, 

in  eine  nach  den  geraden  Potenzen  von  sin  a fortschreitende  Reihe 
entwickelt.  Um  nun  aber  auch 


«i  — A, 

«i  — A 

in  eine  solche  Reihe  zu  entwickeln,  müsste  man  auf  folgende  Art 
verfahren.  Man  setze 

^ a*  -+-  Gsin  «*  -+-  Z>sin  a4 

wo  die  Coefficienten  A,ß,C,D, aus  §.  16.  bekannt  sind,  und 

=21-1-  33sin  oe*  -+-  GEsin  a4-f-®sin  <*•  -+-  .... 

Weil  nun 

ai  ~ A a,  — Ai  _ j 
«i  —Ai  ' «i  — A 

ist,  so  erhält  map  durch  Multiplication  der  beiden  obigen  Reiben  in 
einander  die  Gleichung 

1 = ^3 

-+-  (ASS  -+-  jfiPSt)  sin  a* 

-+-  (A<E  -+-  ßSS  -+-  C%)  sin  a4 
-+-  (A£>  -+-  ß(£  -j-  CSS  -+-  ßW)  sin  a” 


aus  welcher  sich  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  21,  SB,  $,  . ... 

die  Gleichungen 

^2t  = 1, 

ASS  + L m = o, 

A(£+ßSB-h  C2l  = 0, 

A®  ■+-  ß<S  -h  CSS  -f-  Z>21  = 0, 

U.  8.  W. 

ergeben,  deren  Gesetz  klar  vor  Augen  liegt.  Diese  kurze  Andeu- 
tung über  den  in  Rede  stehenden  Gegenstand  mag  für  jetzt  genü- 
gen, um  diese  Abhandlung,  welche  vorzüglich  nur  die  Grundlagen 
für  andere  spätere  Untersuchungen  enthalten  soll,  nicht  zu  sehr 
auszudehnen. 


' 
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II. 

Lehrsätze  und  Formeln  aus  der  analytischen 
Geometrie  und  mathematischen  Geographie, 
welche  in  der  practischen  Geometrie 
zur  Anwendung  kommen. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Gerling  t 

• zu  Marburg. 


Zum  Behuf  meiner  Triangulirungs- Arbeiten  habe  ich  schon  vor 
mehr  als  zwanzig  Jahren  die  nöthigen  Lehrsätze  und  Formeln  mir 
in  möglichst  elementarer  und  anschaulicher  Weise  selbstständig  ent- 
wickelt. Dieses  bat  mir  gute  Dienste  geleistet,  und  habe  ich  auch 
dabei  gelegentlich  Eins  und  das  Andere  aufgefunden , was,  meines 
Wissens,  wenigstens  nicht  so  allgemein  bekannt  ist,  als  für  die 
Anwendung  vielleicht  zn  wünschen  wäre.  Ich  stelle  also  meine 
Ableitungen  hier  zum  Gebrauch  der  Practiker  zusammen  und 
gebe  ihnen  dadurch  zugleich  vollständige  Auskunft  über  das  Ver- 
fahren, welches  io  dieser  Beziehung  von  mir  beobachtet  wurde,  in 
meinem  Buche  über  die  Triangulirung  aber  ( Beiträge  zur  Geo- 
graphie von  Kttrhesten.  1838.)  namentlich  §.51.54.%.  nur  kurz 
angedeutet  werden  konnte. 


Den  elliptischen  Erd-Meridian  betreffend. 

* 1. 

Bezeichnen  wir  die  halbe  grosse  Axe  der  Ellipse  mit  a,  die 
halbe  kleine  Axe  mit  h,  so  haben  wir  bekanntlich  die  Gleichung 
der  Ellipse  für  rechtwinkliche  aus  dem  Mittelpunkt  den  Axen  paral- 
lel gezählte  Coordinaten 


Diese  Form  der  Gleichung  ist  aber  für  die  Rechnungen,  die  sich 
auf  den  Erdmeridian  beziehen , nicht  die  bequemste.  Wir  baben 
hiebei  nämlich  immer  zuerst  nach  der  Polhöhe  ( unverbesserten 
geographischen  Breite)  des  Orts  zu  fragen,  für  welchen  es  etwas 
zu  rechnen  giebt.  Diese  Polhöhc  ist  bekanntlich  der  Winkel,  den 
die  Verticole  des  Orts  mit  der  Ebene  des  Aequators  macht,  der 
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»oost  auch  wohl  Subnormalen- Winkel  geuunnt  wird.  — Sodann  aber 
brauchen  wir  uns  während  unserer  meisten  Rechnungen  um  das 
wirkliche  Längeomaass  von  a (dem  Halbmesser  des  Aequators) 
und  b ('dem  Halbmesser  des  Pols  oder  der  halben  Rotations- Axe ) 
gar  nicht  zu  bekümmern,  wenn  wir  nur  von  Anfang  die  Gestalt 
der  Ellipse  kennen,  und  zuletzt  die  richtige  Mauss  ■ Einheit  ein- 
fuhren. 

Wir  werden  also  uns  die  Rechnungen  erleichtern , wenn  wir 
gleich  ron  Anfang  in  der  Gleichung  der  Ellipse  sowohl  a zum  Muass 
aller  Längen  nehmen , als  auch  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
selbst,  und  alles,  was  damit  zusammeokängt,  als  Functionen  des 
Subnormalen- Winkels  oder  der  Polböhe  des  Orts  ausdrücken,  die 
wir  mit  A bezeichnen  wollen. 


§•  2. 


Die  Gestalt  des  elliptischen  Erdmeridians  ist  nun  durch  die 
Abplattung  c gegeben,  wofür  wir  die  Formel  haben 


(2) 


Wir  gebrauchen  aber  io  den  practiscben  Rechnungen  gewöhnlich 
die  in  abstracter  Zahl  ausgedruckte  Excentricität  e der  Ellipse, 
die  wir  durch  die  Formel 


(3) 


e%  = 


berechnen. 

Die  Vergleichung  von  (2)  und  (3)  giebt 


also 


(4)  e1  = (2  — c)c. 


Dieser  Formel  bedienen  wir  uns  schon  mit  Nutzen  zu  Cebers  blä- 
gen.  Denn  da  wir  wissen,  dass  c nach  dem  Zeugniss  aller  Grad- 
messungen nur  sehr  wenig  von  — ^ abweicht;  so  haben  wir 


e*  <■ ' — 

22500 

e'  ^ 3375000  “•  s’  W‘ 

Wenn  uns  also  Reihenentwickelungen  Vorkommen,  die  nach  Poten- 
zen von  e ’ fortschreiten,  so  können  wir  nach  dem  jedesmaligen 
Zwecke  hiedurch  leicht  beurtheilcn,  wie  viel  Glieder  davon  wir 
mitzunehmen  haben. 
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Besckliefisen  wir  dud  für  das  Folgende  a zur  Maass  - Einheit 
aller  Längen  zu  wählen,  so  haben  wir  zu  setzen 

(6)  « = 1 

(7)  Ä = (l  — «•)* 

und  somit  wird  unsere  Formel  (1)  in 

(8)  y«  = (l -«*)(!-*’) 


sich  verwandeln. 


§ 3. 


l’m  nun  weiter  die  Coordinaten  als  Functionen  der  Polhöhe 
(des  Subnormalen- Winkels)  X nuszudrücken,  erinnern  wir  uns,  dass 
ganz  allgemein  vermöge  des  sogenannten  characteristiscfaen  Diffe- 
rential-Dreiecks ist: 

lang  X*  = 

also  entweder 

S 

fang  X=-+-^  oder  tang  X=  — ~. 


ln  unserm  besondern  Fall  werden  wir  für  taug  X den  letzten  die- 
ser Ausdrücke  zu  wählen  haben,  weil  die  Polhöhen  und  mit  ihnen 
die  elliptischen  Meridian -Bögen  immer  im  ersten  Quadranten  blei- 
ben und  vom  Aequator  gegen  den  Pol  hin  wachsen,  somit  also  die 
dx  und  dy  nothwendig  verschiedene  Zeichen  haben. 

Differentiiren  wir  unn  die  Gleichung  (8),  so  kommt  uns  zu- 
nächst 


d.  h. 


%ydy—  — 2(1  — e*)xdx, 


da: y 

dy  (1  — e*)x‘ 


Erheben  wir  ins  Quadrat  und  setzen  für  y%  seinen  Werth  aus  (8), 
so  wird 

(9)  lang  A»=(1^f'x,. 

Gehen  wir  von  der  Tangente  auf  die  Secante  und  von  dieser  auf 
den  Cosinus  über,  so  kommt  uns 


(10) 


cot  A*  = 


(I  — e’kr* 
1 — 


und  endlich  durch  Multiplicatiou  von  (9)  und  (10) 


(11) 


»in  A* 


1 — x* 

~~  1 — e*x>' 
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Drucken  wir  nun  x*  durch  die  Formel  (11)  aus,  so  kommt  uns 


also  endlich 


(12t  co*  y' 

' > X 1 — e*  tin  Pi7’ 


cot  N 

(ld)  x — (i  —e'rinW 


Setzen  wir  den  Werth  von  x*  aus  (12)  in  die  Formel  (8),  so  er- 
halten wir 


/ .«v  (1  ~ e»)  (1  — e * sin  X1  — cot  <V») 

1 ' V — 1-e7  tin  V’  ’ 

also  zusammengenommen  und  ausgezogen 


(15) 


(1  — e »)  tin  N 

y — (t  — e'  sin  A'W 


Der  für  x und  y gemeinschaftliche  Factor  ^ _e,  *>m  •»*, 

wie  weiter  unten  erhellen  wird , von  grosser  practiscber  Wichtig- 
keit. Er  bietet  aber  auch  ein  geometrisches  Interesse  dar.  Denn 
ist  *■«*.  i.  L der  Punkt  des  Meridians,  für  welchen  die  Rechnung 
zu  führen  ist,  und  LO  in  seiner  Verticaie,  so  ist  nach  unsern  bis- 
herigen Festsetzungen  CP—x,  also  aus  (13) 

_ > /(. 

(1  — e>  sin  yV*)l — Xv"’ 

d.  h.  gleich  dem  Theil  der  Verticaie,  welcher  zwischen  dem  in  Rech- 
nung zu  nehmenden  Ort  und  der  Rotations  - Axe  des  elliptischen 
Sphäroids  liegt.  Ich  habe  für  diese  Linie  den  Namen  Conor- 
male  vorgeschlagen  und  werde  auch  hier  den  Buchstaben  k zu 
ihrer  kurzen  Bezeichnung  gebrauchen. 


§•  <- 

Mit  Hülfe  der  Conormale  k lassen  sich  nun  die  sämmtiieben 
Linien,  die  in  dem  elliptischen  Meridiane  zur  Berechnung  kommen 
können,  leicht  und  in  bequemen  Ausdrücken  als  Functionen  der 
PolhÖhe  darstellen.  Wir  haben  nämlich  I'lg*  i. 

“ 1 *(=^)=<r 

s» . * x (=  CP)  = k cot  A 

*».*  y(=Z/*)z=(l  — e')k  sin  X 

*»•■*  NORMALE  ( = ZA7)  = (1  — e,)k 

n • ® SUBNORMALF.  (=  AP)  = (1  — e*)k  cos  X 

n . ft  SUBTANGENTE  (=  PT)  = (1  — e7)k  sin  X . fang  A 

n . » TANGENTE  (=Z7’)  = (l  — C*)k  taug  X 
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i».  8 CA=s  e*k  cot  A 
n . 9 COx^e'k  tin  A 
n.flO  OAz=e'k. 


Eben  so  leicht  ergeben  sieb  nun  zwei  andere  Grössen,  welche 
man  mitunter  gebraucht,  die  Entfernung  CL(-=.  R)  des  Orts  vom 
Mittelpunkt  der  Erde  (der  sogenannte  Io  cale  Erd -Radius)  und  der 
Winkel  CLA(=  v) , den  diese  Eiuic  mit  der  Verticalc  macht  (die 
sogenannte  Verbesserung  der  Polhöbe),  welcher  Winkel  auf  un- 
serer Erde  bekanntlich  höchstens  12'  beträgt  und  von  der  Polhöhe 
abzuziebeo  ist,  um  die  sogenunute  verbesserte  Breite  ACL. 
= A — v zu  buben. 

Denken  wir  uns  nämlich  von  C auf  die  Conormale  ein  Per- 
pendikel gefällt,  so  ist 

(16)  R tin  v = CA  tin  A=>ie1k  tin  iA 

(17)  R cot  r = A O — CO  tin  A = -j-. 


Hieraus  ergiebt  sich  nun  leicht  durch  Division 


■i . tl  tang  v = {<’*’  tin  *2A 


n.lC  II  = 


1 

k cot  v 


Diese  letzte  Formel  zeigt  auch  eine  elegante  geometrische 
Eigenschaft  der  Ellipse  an,  womit  wir  uns  hier  aber  nicht  aufhal- 
ten. leb  habe  sie  mitgetheilt  in  meinem  Programm  de  paratlaxi 
elationit  1830,  wo  auch  die  obigen  Formeln,  meines  Wissens, 
zuerst  bekannt  gemacht  wurden. 


§.  5. 

Die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  zeigen,  dass  cs  bei  allen 
Rechnungen,  die  sich  auf  das  Krd-Spbäroid  beziehen  am  vorteil- 
haftesten sein  wird,  aus  dem  zum  Grunde  zu  legenden  c,  erst  nach 
(4)  das  e * scharf  zu  berechnen,  und  sodann  nach  n.l  für  die  Ge- 
gend, worin  man  zu  tbun  hat,  eine  Hiilfstafel  zu  construiren, 
aus  welcher  man  für  das  Argument  X das  jedesmalige  A • abliest. 
Hieraus  folgt  dann  alles  Weitere  nach  obigen  Formelu  leicht,  und 
kann  erforderlichen  Falls  auch  in  Tafeln  gebracht  werden. 

Ich  habe  zweimal  eine  solche  Hiilfstafel  berechnet.  Zuerst  1822 
für  die  WdMecksche  Abplattung  ( Ueitriige  u.  s.  w.  S.  84  und  198) 
und  sodann  1830  für  die  (erste)  Schmidtacht  Abplattung  ( parat - 
laxit  elat.,  vergl.  Schumacher  Attronomitche  Aachrichten  X. 
S.  7.).  Hier  will  ich  also  für  Practiker,  die  vielleicht  sich  ähnliche 
Tafeln  entwerfen  wollten,  etwa  nach  der  neuesten  Bettelschtn  Ab- 
plattung c = 2g9-  [S„8  ( Schumacher  a.  a.  0.  XIX.  S.  116.),  noch 

die  Weise  angeben,  wie  ich  dabei  verfuhr. 

Man  gebraucht  in  der  Praxis  gemeiniglich  nicht  k selbst,  son- 
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dem  seinen  Logarithmus,  und  ist  also  auch  die  Tafel  gleich  für 
log  k zu  construireu. 

Erhebe  ich  also  die  Formel  n.l  erst  ins  Quadrat,  so  kommt 
k2=z(l  — e2  »in 

Differeutiire  ich  dieses  nach  »in  X,  so  kommt 

kdk  = (1 — e2  »in  A’*)~ »in  Ntl  »in  X. 

Dividire  ich  dann  das  untere  durch  das  obere,  so  erhalte  ich 

jr  = d log  nat.  X’  = (l  — e2  »in  X*)— *e*  »in  Xd  »in  X. 

Entwickele  ich  rechts  die  Parenthese  and  multiplicire  mit  e * »in  X, 
so  erg-iebt  sich 

d log  nat.  k = ( e 2 s in  A -f-  e*  »in  X’  •+-  e*  »in  X*  ) d »in  X, 

also  durch  Integration  und  Multiplication  mit  dem  Modulus  des 
briggiscben  Systems  (=  M) 

(18)  log  k = jM(^e2  »in  X 1 ■+-  \e*  sin  X*  -f-  -Je*  »in  A'*  +...,) 

Dass  keine  Integrations- Constante  beizufögen  ist,  erhellt  daraus, 
dass  für  AT=0  nach  n.l,  X-  — 1 werden  muss,  also  auch  log  k 
= 0. 

Mao  kann  also  zurtEut«<erfüng  der  Uülfstafel  für  log  X'eincn 
grossen  Tbeil  der  Rechnung  mit  5stelligen  Logarithmen  ausführen, 
und  bat  dann,  um  die  Logarithmen  aller  im  vorigen  Paragraphen 
erwähnten  Grössen  für  den  Halbmesser  des  Aenuators  als  Einheit  durch 
leichte  Formeln  zu  erhalten,  ausser  dem  löge2,  den  man  schon 
fnr  die  Hülfstafel  gebrauchte,  nur  noch  den  log(  1 — e2)  ein  für 
allemal  zu  berechnen  und  sich  oufzusebreiken.  Zuletzt  ist  dann, 
wenn  man  absolutes  Längenmaass  verlangt,  noch  log a hinzuzufügen. 

Bettel  (u.  a.  0.)  giebt  nach  seiner  so  höchst  verdienstlichen 
definitiven  Berechnung  von  zehn  Gradmessungeu 

log  e = 8,9122052 
log  (1  — e2 )» = 9,9985458 . 202 

« = 3272077,14  Toisen 
log  a = 6,5148235 . 337 


Deu  Krümmungshalbmesser  des  Meridians 
betreffend. 

*•  6. 

Bei  Untersuchungen  über  Quantität  und  Qualität  der  Krüm- 
mung einer  ebenen  Curve  pflegt  man  gemeiniglich  denselben  Weg 
einzuichlagen,  den  mau  auch  bei  den  meisten  andern  Untersucliun- 
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geu  geht;  so  dass  man  also  dx  als  constant  anuimmt,  (d.  Ii. 
die  x als  unabhängige  der  Zeit  proportional  wachsende  Grössen  be- 
trachtet), alte  übrigen  Differentiale  zunächst  mit  dx  vergleicht, 
und  dadurch  die  bekannten  Formeln  mit  Hülfe  des  zweiten  Diffe- 

* dtp 

rential- Verhältnisses  j entwickelt. 

Mich  bat  aber  immer  bedünken  wollen,  dass  man  auf  einem 
andern  Wege  in  manchen  practischen  Fällen  bequemer  und  jeden- 
falls übersichtlicher  zum  Ziel  kommt.  Folgendes  ist  dieser  Weg. 

1.  Ich  denke  mir  nämlich  von  Anfang  den  liogen  * der  ebe- 
nen Curve  als  unabhängige  Veränderliche,  das  heisst  also  mit 
andern  Worten,  ich  denke  mir  die  Curve  uls  entstanden  aus  einem 
eingeschriebenen  Polygonzuge,  der  ursprünglich  über  den  Polygon- 
seiten  lauter  gleiche  Bögen  hatte,  und  nun  durch  fortgesetzte 
Halbirung  dieser  Bögen  in  die  Curve  übergiug,  worin  also  inneres 
und  äusseres  Polygon  zusammenfallen.  Oder  noch  anders  ausge- 
drückt, ich  denke  die  Curve  nicht  bloss  als  Polygonzug,  sondern 
als  gleichseitigen  Polygonzug  von  unendlich  vielen  unendlich 
kleinen  Seiten,  deren  jede  den  constanten  Werth  dt  hat. 

2.  Zwei  benachbarte  dt  können  nun  nicht  in  gerader  Liuie 
liegen,  weil  sonst  ein  Theil  der  Curve  aus  einer  geraden  Linie 
entsprungen  sein  müsste.  Der  Winkel  aber,  den  sie  mit  einander 
bilden,  muss  nur-um  eine  unendlich  kleine  Differenz  von  zwei 
rechten  Winkeln  verschieden  sein,  weil  sonst  dt  nicht  unendlich 
klein  wäre.  (Oder,  will  ich  noch  hinzusetzen,  weil  sonst  die  Ste- 
tigkeit unterbrochen  wäre,  welcher  Fall  aber  für  gegenwärtigen 
Zweck  ausser  Betrachtung'  bleibt.) 

3.  Denke  ich  mir  nun  am  Anfang  und  am  Ende  eines  beliebi- 
gen Elements  jeuen  Winkel  mit  seinem  benachbarten  Element  durch 
eine  gerade  Linie  halbirt,  so  erhalte  ich  zwei  benachbarte  Nor- 
malen. Diese  Normalen  kann  ich  mir,  wenn  es  erforderlich  ist, 
auch  senkrecht  auf  andern  Curvenelementen  errichtet  denken, 
indem  ich  die  Mitte  eines  in  Betrachtung  gezogenen  Elements  dt 
mit  der  Mitte  des  vorhergehenden  und  folgenden  durch  neue  gleich 
grosse  Elemente  verbunden  denke,  die  also  auch  wieder  mit  der 
Curve  zusammcnfalleu. 

4.  Je  zwei  auf  solche  Weise  einander  benachbarte  Normalen 
werden  sich  nun,  allgemein  zu  reden  (denn  Ausnahmsfälle  erfordern 
eine  besondere  Betrachtung),  in  einem  Punkt  schneiden,  uud  hier 
einen  Winkel  einschliessen,  welcher  auch  unendlich  klein  ist,  weil 
ein  Elementardreieck  entsteht,  in  welchem  die  beiden  dem  tlt  an- 
liegenden Winkel  nur  um  einen  unendlich  kleinen  Unterschied  von 
rechten  Winkeln  abweicben.  Denke  ich  mir  aber  irgendwo  in  der 
Ebene  der  Figur  eine  beliebige  Abscissenliuie  gezogen,  bezeichne 
den  Winkel,  den  die  durch  den  Anfang  von  dt  gezogene  Nor- 
male mit  derselben  mnclit,  mit  X,  und  zwar  in  dem  Sinn,  dass  für 
das  wachsende  t auch  X wachsen  muss,  so  ist  der  obige  von  zwei 
einander  unendlich  nahen  Normalen  eingeschlossene  unendlich  kleine 
Winkel  mit  dX  zu  bezeichnen.  Diesen  Winkel  dX  kann  man  da- 
bei am  beauemsten  durch  einen  Bebr  kleinen  Bruch  des,  als  Ein- 
heit zu  nenmenden,  Halbmessers  ausgedrückt  denken.  Sollte  er  in 
Secunden  dargestellt  werden,  so  käme  dann  nur  noch  der  bekannte 
Factor  p(=  206264,81)  hinzu. 

5.  Ist  nun  die  zu  betrachtende  Curve  ein  kreis,  so  ist  sie 
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■ach  bekannten  Elementar* Sätzen  aus  einem  regelmässigen, 
also  nickt  bloss  gleichseitigen,  sondern  auch  gleickwinkliclien  Po-  > 
Ivgon  entstanden.  Demnach  werden  alle  Elementar- Dreiecke  auch 
gleicbschenklich  und  einander  congruent,  und  alle  Normalen  schnei- 
den sich  also  in  einem  und  demselben  Punkt,  dem  Mittelpunkt 
des  K reises. 

6.  Ist  aber  die  Curve  kein  Kreis,  so  muss  sie  aus  einem 
gleichseitigen,  nicht  gleich  winkli eben  Polygonzuge  entstandet! 
gedacht  werden.  Allgemein  zu  reden  werden  also  je  drei  auf  ein- 
ander folgende  d*  zwei  Winkel  mit  einander  bilden,  die  von  ein- 
ander verschieden  sind,  und  zwar  verschieden  um  die  Differenz 
zweier  unendlich  kleiner  Winkel,  d.  b.  um  einen  Winkel,  welcher 
im  zweiten  Grad  unendlich  klein  ist. 

7.  Denkt  man  sich  nun  auf  dem  mittelsten  von  drei  auf  ein- 
ander folgenden  Elementen  in  seiner  Mitte  ein  beliebig  verlängertes 
Perpendikel  errichtet,  so  muss  dieses,  nach  dem  obigen  3.,  auch 
als  Normale  der  Curve  gedacht  werden.  Es  steht,  wie  oben,  senk- 
recht anf  der  Berührungs-Linie,  die  als  Verlängerung  eines  Curten- 
Elements  zu  denken  ist.  Es  ist  also  auch  der  geometrische  Ort  für 
die  Mittelpunkte  aller  Kreise,  welche  an  dieser  Stelle  die  Curve 
berü  b reu  und  also  die  Berührungs-Linie  und  auch  dies  eine  Element 
mit  ihr  gemein  haben. 

8.  ln  Kreisen  nun,  welche  eiue  Curve  von  aussen  berühren, 
liegen  alle  übrigen  Kreis- Elemente  auf  der  andern  Seite  der  Be- 
rührungs-Linie als  wo  die  entsprechenden  Curren-Elemente  liegen. 

Bei  inneren  Berübrungs -Kreisen  aber  tritt,  rücksichtlich 
der  drei  auf  einander  folgenden  Elemente,  eine  fünffache  Ver- 
schiedenheit eia. 

a)  Es  können , wie  Flf.  *.  roh  angedeutet  ist,  die  beiden 
benachbarten  Kreis- Elemente  innerhalb  der  entsprechenden  Cur- 
»eo-  Elemente  fallen. 

b)  Es  könuen,  wie  Fl£,  3-,  die  beiden  benachbarten  Kreis- 
Elemente  ausserhalb  der  Curve  fallen. 

r)  Es  kann,  wie  FI*.  4-,  das  benachbarte  Curven  - Element, 
weiches  den  kleineren  Winkel  mit  dem  mittelsten  Element  macht, 
mit  seinem  Kreis  - Element  zusammenfallen,  dann  wird  im  dritten 
Element  die  Curve  zwischen  den  Kreis  und  die  Beruhrungs  - Liuic 
fallen. 

d)  Es  kann,  wie  FI*.  5.,  dasjenige  benachbarte  Curven -Ele- 
ment, welches  den  grösseren  Winkel  macht,  mit  dem  Kreis- Ele- 
ment zusammenfallen , dann  wird  im  dritten  Element  der  Kreis 
zwischen  Curve  und  Berührungslinie  fallen. 

Zzir  Vergleichung  dieser  vier  ersten  Fälle  denken  wir  uns  den 
Halbmesser  des  betreffenden  Kreises  stetig  wachsend.  Dann  geht 
zuerst  der  Fall  a ) in  den  Fall  c)  über.  In  beiden  Fällen  ist  das 
dX  des  Kreises  grösser  als  das  dX  der  Curve,  und  zwar  beträgt 
der  Unterschied  dieser  beiden  dX  ein  uneudlich  Kleines  des  zwei- 
ten Grades.  — Von  der  andern  Seite  muss  hei  abnehmendem  Halb- 
messer der  Fall  b\  zuerst  in  den  Full  d)  übergehen,  und  ist  in  bei- 
den Fällen  das  dX  des  Kreises  um  ein  unendlich  Kleioes  des  zwei- 
ten Grades  kleiner  als  das  d. X der  Curve. 

e ) Zwischen  den  Fällen  c)  und  d)  sind  nun  die  Fälle  enthal- 
ten, bei  welchen  ein  benachbartes  Element  innerhalb  fällt,  das  an- 
dere ausserhalb.  Unter  diesen  muss  also  auch  einer  begriffen  sein, 

Tb  eil  V.  ' 5 
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bei  welchem  jener  Unterschied  der  beiden  dA  gänzlich  verschwin- 
det. Dies  lässt  sich  nämlicb  nur  nuf  die  einzige  Weise  errei- 
chen, dass  man  die  beiden  benachbarten  Kreis  - Ulemente  unter 
gleichen  Winkeln  (unendlich  kleinen  des  zweiten  Grades)  ge- 
gen die  Curvcn  - Elemente  zu  beiden  Seiten  geneigt  denkt,  wie 
Fl*.  «.  angedeutet  ist.  Weil  nämlich  der  geometrische  Ort  des 
Kreismittelpunkts  nach  7)  gegeben  ist,  so  kommt  cs^nur  noch  darauf 
an,  durch  die  beiden  Endpunkte  des  Elements  und  den  Durchschnitts- 
punkt  der  beiden  benachbarten  Normalen  der  Curve  einen  Kreis 
gelegt  zu  denken,  der  den  verlangten  Mittelpunkt  auf  dem  Perpen- 
dikel abschneidet. 

0.  Denjenigen  berührenden  Kreis  nun,  dessen  dem  gemein- 
schaftlichen ds  entsprechendes  dA  mit  dem  dA  der  Curve  völlig 
übereinstimmt  (welcher  also  die  Curve  unter  gleichen,  im  zweiten 
Grad  unendlich  kleinen  Winkeln  schneidet)  nennen  wir  den  Krüm- 
mungskreis und  seinen  Halbmesser  ( = r)  den  Krümmungs- 
halbmesser der  Curve  an  dem  entsprechenden  Punkt,  wo  wir  uns 
iui  Vorigen  das  mittelste  Element  oder  vielmehr  dessen  Mitte  dach- 
ten. Damit  haben  wir  also  die  Gleichung  gewonnen 


n.  13. 


Für  die  practisebe  Anwendung  dieser  Gleichung  ist  es  nun  na- 
türlich nicht  mehr  nöthig  gerade,  wie  bisher  zum  Behuf  der  Ablei- 
tung geschah,  * als  unabhängige  Veränderliche  zu  denken.  Es 
genügt,  wenn  wir  nur  auf  irgend  eine  Weise  uns  Kenntuiss  von 
ds 

dem  Quotienten  verschaffen. 


*•  7. 


Bei  der  Anwendung  des  Vorigen  auf  den  elliptischen  Erd- 

meridian  ergiebt  sich  für  den  Krümmungshalbmesser  zuerst 

vermittelst  des  sogenannten  characteristischen  Dreiecks  die  Glei- 
chung 


tü=  — 


dx 

sin  A' 


also 


ds  dx 

dA  sin  AdA' 


Der  letzte  Theil  des  letzten  Ausdrucks  findet  sich  hier  aus  der  Dif- 
ferentiation von  (12). 

Aus 

cos  A’*  = (l — e * sin  A^x* 

kommt  nämlich 


— cos  A 


sin  NdA 
dx 


=(1 — e’>sinAt)x — e^x^cos  A 


sin  AVA 
dx 


( 
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Zagam  men  gezogen  und  umgekehrt: 

dz  cot  P/(l  — e’z’) 

lin  NdN  z(l  — e1  tin  iV’) 

oder  durch  Einführung  von  (10) 


das  ist  nach  (13) 




cot  A'(l — e2  tin  A’*)1 


1 — e2 

(1  — e*  tin  A’)l 


und  also  endlich  nach  n-  I. 

n.  14  r = ( l—e2)*2. 

Ist  demnach  die  oben  erwähnte  Rülfstafel  für  k,  oder  vielmehr 
fdr  log  k,  einmal  berechnet,  so  bat  man  auch  zur  Auffindung  von 
r für  jede  beliebige  Polhöhe  nnr  noch  geringe  Bemühung. 

Aas  n.  14  ergiebt  sich  nun  auch  mit  Leichtigkeit,  dass  die 
extremen  W’erthe  von  r mit  den  extremen  Werthen  von  k zusam- 
menfallen. Aus  n.  I wird  dann 


das  grösste  r (für  A'=90°)  = (l — «*)— I 
das  kleinste  r (für  A = 0)  = 1 — e 

d.  h.  wenn  man  a und  b selbst  wieder  einfdhrt, 

fl* 

der  Krümmungshalbmesser  am  Pol  ==~h 
,,  ,,  ,,  Aequator  — 

wie  auch  sonst  allgemein  bekannt. 


Die  eb  enen  Schnitte  des  Erd  - Sphäroids 
betreffend. 

*-  8.  • 

Wenn  eine  ganz  beliebige  Ebene  durch  das  elliptische 
Rotations-Sphäroid  gelegt  wird,  so  muss  es  immer  einen  Meridian 
geben,  dessen  Ebene  von  ihr  unter  einem  rechten  Winkel  getroffen 
wird. 

Damit  nun  die  schneidende  Ebene  als  gegeben  betrachtet  wer- 
den dürfe,  muss  man  Flg.  9.  in  jenem  senkrechten  Meridian 
den  Punkt  S kennen,  in  welchem  sie  ihn  trifft,  und  überdies 
den  Winkel  tc,  unter  welchem  sie  gegen  den  Aequator  geneigt  ist. 
Derselbe  wird  dann  in  der  Ebene  des  senkrechten  Meridians  selbst 
gemessen. 

5* 
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Der  Winkel  w kann  nun  alle  Werthe  von  0 bis  180°  anneli- 
men,  und  nur  in  dem  Fall,  dass  w die  Polhöhe  des  Punkts  S um 
90"  übertrifft,  wird  die  schneidende  Ebene  in  eine  berührende,  also 
der  Schnitt  in  einen  Punkt  sich  verwandeln.  Bei  der  Entwicke- 
lung der  nötbigen  Formeln  kann  man  also  von  einem  w ausgehen, 
welches  in  den  ersten  Quadranten  fällt  und  in  demselben  Sinn  ge- 
zählt wird,  wie  die  X der  früheren  Paragraphen. 

1.  Die  Durchschnittslinie  des  Schnitts  mit  dem  zum  Grunde 
gelegten  auf  ihm  senkrechten  Meridian  trifft  nun  seine  beiden  Axen, 
allgemein  zu  reden,  in  den  Punkten  Q und  ().  (Die  beiden  beson- 
dern  Fälle,  wo  einer  dieser  Punkte  ins  Cnendliche  fällt,  werden 
wir  demnächst  abgesondert  betrachten.)  Man  bat  also  zuvörderst 
die  beiden  constanten  Uülfsgrössen 

8Q—p  und  SO  = y 

zur  Benutzung,  die  man  aus  den  Conrdinaten  des  Punkts  S in  sei- 
nem Meridian  und  dem  gegebenen  Winkel  w nach  Bedürfnis  leicht 
berechnet. 

2.  Wählt  man  nun  einen  beliebigen  Punkt  L in  der  Curve, 
die  der  ebene  Schnitt  auf  dem  Spbäroid  bestimmt,  und  fällt  von 
ihm  die.  beiden  Perpendikel,  LM  auf  den  senkrechten  Meridian, 
und  LP  auf  den  Aequator;  so  trifft  auch  LM  auf  SQ  in  M unter 
rechten  Winkeln  ein,  man  kann  also. die  Linie 

LM=  v 

als  die  eine  Coordinate  der  zu  untersuchenden  ebenen  Schnitt- 
Curvc  betrachten.  Znr  andern  Coordinate  wähle  man  dann  den 
Abstand  des  Punkts  M von  S,  und  setze 

SM  = u, 

so  dass  jetzt  eine  Gleichung  zwischen  u und  v zu  suchen  ist. 

3.  Für  den  Punkt  L findet  sich  nun  auch  ein  Meridian  be- 
stimmt und  in  ihm  seine  Coordinaten 

CP=z  x und  LP—  y. 

Legt  man  aber  durch  LP  und  LM  eine  Ebene,  so  entstehen  recht- 
winklige Dreiecke,  aus  welchen  sich  sogleich  ergiebt 

(19)  y = (p  — »)  litt  w 

(20)  x1  ==  (q  — *#)’  cos  w*  — f—  t»*. 

Durch  Substitution  dieser  Gleichungen  in  die  Ellipsen -Gleichung 
(8)  muss  sich  also  die  gesuchte  Gleichung  des  Schnitts  ergeben. 

4.  Statt  der  verlangten  Substitutiou  kann  man  aber  kürzer 
zum  Ziel  kommen,  wenn  man  die  Gleichungen  (191  und  (20)  diffe- 
rentiirt,  dann  in  die  Differential -Gleichung  der  Ellipse  substituirt, 
und  endlich  integrirt. 

So  erhält  man  zuerst  aus  (19) 

(21 ) dyz=  — »in  w . du 

(22)  xdx  = — (y  — u)  co*  w' du vdv. 


Digitized  by  Google 


69 


Die  Differentialgleichung  der  Ellipse  aber  kann  nach  §.  3.  geschrie- 
ben werden 

(23)  4-=-  — 

' xax  y 

Folglich  hat  man  durch  Division  von  (22)  in  (21)  und  Einführung 
von  (19)  zunächst 


»in  wdu 


1 — 


(g  — w)  cot  w'du  — vdv  (p  — u)  »in  tv' 

also  wenn  man  vdv  absondert,  nach  u ordnet  und  zusammenzieht: 

, . sin  to'  . ,1  — e1  cot  ui1,  , 

(24)  vdv  — (p  . x _■  -+-  g cot  w')du  — ( f )udu. 


Diese  Gleichnng  integrirt  giebt 

(25)  r*=2 (py^-^-i-g  co*  to*)u—( )«5, 

wo  keine  Constante  beizufügen  ist;  weil  für  « = 0 auch  v = 0 
wird. 

Unsere  Gleichung  ist  also  von  der  Form  , 

»’  = Pu  — Qu', 


sod  somit  bewiesen,  dass  jeder  ebene  Schnitt  des  Erdsphä- 
roids  eine  Ellipse  giebt,  deren  Scheitel  der  Punkt  S und  de- 
ren Abscissen  - Axe  die  gerade  Linie  ist,  welche  die  Schnitt- Ebene 
■it  dem  auf  ihr  senkrechten  Meridian  gemein  hat. 


§•  9- 

Um  nun  die  Beschaffenheit  dieser  Ellipse  näher  zu  untersuchen, 
bezeichne  man  die  halbe  Abscissen  -Axc  mit  A,  ihre  coordinirte 
■it  B.  Dann  ist  die  Gleichung  (25)  zuerst  auf  die  Gleichung  der 
Ellipse  aus  dem  Scheitel 

v'  = £.u.(2A-u) 

tu  bringen. 

Demnach  haben  wir  zu  setzen 


(26) 

(27) 


B * _ 1 — e 7 cos  u>* 

T*  — ® ’ 

. /J  p »in  w*  -t-  fl  I — e')  co*  tu' 

2Q  1 — e1  co»  w' 


\os  (26)  ergeben  sich  gleich  schon  einige  wichtige  Eigenschaf- 
ten des  Schnitts. 

B * 

1.  Das  Verhältnis*  ^ ist  bloss  von  e*  und  to  abhängig.  Dem- 


i 
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nach  erhält  man  lauter  einander  ähnliche  Ellipsen,  wenn  mau 
luuter  unter  sich  parallele  Schnitte  durch  das  Sphäroid  fuhrt. 

ff  j 

2.  Ks  giebt  nur  einen  einzigen  Fall,  in  welchem  jj  = l 

wird,  d.  h.  in  welchem  der  elliptische  Schnitt  sich  in  einen  Kreis 
verwandelt,  den  nämlich  wenn  to  — 0 oder  =180®  wird,  und  dies 
ist  einer  von  den  beiden  oben  vorbehalteneu  hesondern  Fällen,  wo 
der  Schnitt  also  in  einen  Pu ral I el - K rei s übergeht. 

3.  Es  ist  (den  letzterwähnten  besoudern  Fall  als  Ausnahme  bei 
Seite  gesetzt)  immer  B2  > A2 , d.  h.  man  bekommt  lauter  soge- 
nannte breite  Ellipsen,  deren  Scheitel  der  kleinen  Axe  in  den 
auf  ihren  Ebenen  senkrechten  Meridian  fällt. 

Mau  wird  also , um  die  Analogie  mit  den  gewöhnlichen  Axen 
herzustellen,  die  Formeln  (26)  und  (27)  umschreiben  müssen,  in- 
dem man 

.4  — ß und  B = a 

setzt. 

Dies  giebt 


\ 


(28) 


fl2  1 — e2 

n1  I — e2  cot  w2 


(29)  ß = psin 
' ' r 1 — e 2 cot  w 2 


•1.  Bezeichnet  man  die  Excentricität  des  elliptischen  Scbuitts, 
in  abstracter  Zahl  ausgedrückt,  mit  t,  so  wird 


also  nach  (28) 


(30) 


' 1 — e2  cot  ui'” 


woraus  erhellt,  dass  für  kj  = 90°,  und  nur  lur  10  = 90°,  au  jedem 
beliebigen  Punkt  des  Sphäroids  t ■ ~ — : c 2 wird,  d.  b.  dass  nur  die- 
jenige auf  den  Meridiun  eines  Orts  senkrechte  Ebeue , welche  zu- 
gleich mit  der  Rotntions  - Axe  der  Erde  parullel  ist  (die  Ebene  des 
„sechsten  Stundcnki eises ) eine  dem  Erd  meridian  ähnliche 
Ellipse  abschneidet.  Das  ist  also  der  zweite  der  beiden  oben  vor- 
bebaitenen  hesondern  Fälle. 

5.  Weil  e2  1,  so  ist  auch  für  «p<!  und  ,>■  90° 


1 — e 2 cot  w2  tin  w2,  d.  h.  e2 

Alle  auf  den  Meridian  senkrechten  Schnitte  auf  beiden  Seiten  des 
sechsten  Stundeukreises  geben  also  Ellipsen,  welche  runder  sind, 
als  der  Krdmeridiau. 

Da  aber  -t  von  dem  Zeichen  des  cot  w unabhängig  ist,  so  er- 
hellt, dass  die  Schnitte,  welche  auf  beiden  Seiten  des  sechsten 
Ntnndenkreises  gleiche  Wiukel  mit  diesem  machen,  einander 
ähnlich  siud. 
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Die  Differentiation  von  (28)  giebt  endlich 


e2  sin  2 w 
l—e2 


dw, 


woraus  bervorgeht,  dass  die  Rundung  für  positive  sin  iw,  d.  b. 
vom  Parallelkreis  bis  zum  sechsten  Stundenkreis  stetig  abnimnit, 
und  dagegen  auf  der  andern  Seite  dieses  Stundenkreises  wieder 
stetig  wächst,  bis  der  Parallelkreis  wieder  erreicht  ist. 

0.  Den  Uebergang  von  den  Schnitten,  die  südlich  von  dem 
sechsten  Stundenkreis  liegen,  bildet  dabei  immer  der  schon  oben 
erwähnte  Fall,  wo  für  ein  mit  S zusunimenfullendes  L w — A’ 
-F- 90°  wird,  demnach  die  schneidende  Ebene  sich  in  die  berüh- 
rende (den  Horizont),  die  Ellipse  also  sich  in  einen  Punkt  ver- 
wandelt. In  diesem  Fall  haben  wir  also  auch  dos  Flächen -Ele- 
ment um  den  Berührungspunkt  als  eine  unendlich  kleine  Ellipse 
von  ganz  bestimmter  Excentricität  zu  befruchten.  Für  w — A 
90°  wird  nämlich 


t2  =**( 


cos  A2 


1 — «’  sin  A'2 


)=.e2k2  cos  A’2, 


wofür  sich  nach  n.  ft  auch  leicht  eine  geometrische  Darstellung  in 
der  mit  a=l  zu  beschreibenden  Ellipse  finden  Hesse. 


Die  Vertical- Schnitte  des  Erd  - Sphäroids 
betreffend. 

§.  10. 

Enter  den  Schnitten  des  Spbäroids  sind  vorzugsweise  die  Ver- 
tical-Scbnitte  für  den  practiscben  Geometer  wichtig,  weil  deren 
Ebenen  gerade  von  seinem  Theodolitben-Fernrohr  beschrieben  wer- 
den. Enter  diesen  Vertical-  Schnitten  aber  kommt  wieder  zunächst 
derjenige  zur  Anwendung,  welcher  senkrecht  auf  dem  Orts-Meridian 
stebt  (im  „ersten  Vertical”  des  Orts  liegt),  und  also  dem  soge- 
nannten Perpendikel  auf  den  Meridian  angehört. 

Em  die  Ellipse  für  dieses  Perpendikel  auf  den  Meridian  zu  lin- 
den, brauchen  wir  nur  Flg.  I.  den  Winkel  A an  die  Stelle  des  w 
unserer  beiden  vorigen  Puragrnphen  zu  setzen  (indem  wir  auch  hier 
das  S der  Fi«.  1.  mit  Z,  zu.sammeufalleud  denken).  Demnach  wird, 
da  wir  für  jedes  A auch  das  ihm  zugehörige  k besitzen,  aus  §.  8. 
und  n.  4. 

j)  = ( 1 — e2)k  uud  <!  = k , 


und  somit  aus  (29) 


(31)  ß~.  (1 , 
v ’ r I — e2  cos  Pi2 


Machen  wir  nun  auch  die  Substitution  in  (28),  so  wird 

dl  * .CJ 

W «2  — 1 -e2  cos  N2' 
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Hieraus  folgt  nun  mit  Leichtigkeit  der  Kriiipmungskalh- 
messer  des  Perpendikels  auf  den  Meridian,  den  wir  mit 
n bezeichnen  wollen.  Weil  nämlich  unser  Ort  im  Scheitet  der 
kleinen  Axe  des  betreffenden  Schnittes  liegt,  so  haben  wir  nach 

$•  7.' 


o* 


zu  setzen,  d.  h.  wir  hmuchen  nur  (31)  durch  (32)  zu  dividiren, 
wodurch  uns  die  Gleichung  entspringt 

n.  15  n = k. 

Die  $.  5.  erwähnte  Hiilfstnfel  giebt  also  diesen  Krümmungs- 
halbmesser des  Perpendikels  unmittelbar,  und  wir  können  das 
Element  dieses  elliptischen  Schnitts  als  das  Element  eines  Kreises 
betrachten,  welcher  Flff.  1.  0 zum  Mittelpunkt  und  die  Conormale 
selbst  zuin  Halbmesser  hätte. 


*■  «». 

Iler  Krümmungshalbmesser  für  einen  V e rti  cal  - Sc  h n i tt  in 
beliebigem  Azimuth  findet  sich  nun  aus  r (dem  Krümmungs- 
halbmesser des  Meridians)  und  n (dem  des  Perpendikels)  auf  fol- 
gende Weise. 

Ein  solcher  Schnitt,  desseu  Azimuth  mit  i bezeichnet  wer- 
den mag,  muss  bei  gehöriger  Erweiterung  den  auf  ihm  senk- 
rechten Meridian  AS  Fl g.  8.  treffen.  Die  drei  Ebenen,  dieses 
senkrechten  Meridians  AS,  des  Schnitts  JLS  und  des  Orts- Meri- 
dians AL,  bilden  nun  bei  O,  wo  sie  in  der  Rotntious- Axe  Zusam- 
mentreffen, eine  dreikantige  Ecke,  in  welcher  LO  die  Conormale 
für  den  Ort  L ist,  Alf  ein  Stück  der  Rotations- Axe  vorstellt  und 
SO  gerade  wie  Fig.  1.  in  der  Richtung  der  kleinen  Axe  der  el- 
liptischen Schnitt -Curre  liegt.  Da  nun  die  Verticale  LO  auf  dem 
Horizont  vou  L,  also  auch  auf  dem  Element  des  Bogens  LS  bei 
L senkrecht  steht,  so  ist  LO  auch  Co  n o r in  a I e für  den  Schnitt 
und  der  Winkel  SOL,  den  wir  Kürze  halber  mit  O bezeichnen 
wollen,  bildet  in  der  Ebene  des  Schnitts  das  Complement  des  Sub- 
normalen-Winkels.  Behalten  wir  also  für  den  Schnitt  die  Buchsta- 
benbezeichnung  der  §§.  8.  und  9.  bei,  so  hoben  wir  für  den  Krüm- 
mungshalbmesser m des  Schnitts  am  Ort  L nach  n.  14  und  n.  1 
zunächst  die  Gleichung 


(!-«»)« 

m (1  — *3  COS  0*)i 

oder  durch  Einführung  von  (28) 

__  « (1  — e1)  1 

(I  — t3  cos  0’)i  ' (1  — e3  cos  w 3)  " 1 — t3  cos  O 3" 

Drückt  mau  hier  iu  dem  letzten  Factor  *3  durch  (30)  aus,  und  be- 
merkt, dass  der  erste  Factor  nichts  weiter  ist  als  die  .Conormale 
LO  selbst,  so  erhält  man  zunächst 
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(33)  m = /c(\—e2) . - — ' - . 

’ 1 — e2  cos  w2  — e2  am  w2  cos  0 2 

I.  in  nun  in  diese  Formel  die  Polhöbe  N und  das  Azimuth  i statt 
*^*r  Grössen  w und  O einzuführen,  bemerkt  man,  dass  die  dreikan- 
tigfe  Kcke  bei  O einem  rechtwinklicben  sphärischen  Dreieck  ent- 
spricht, dessen  Hypotenuse  =90°  — A ist,  und  worin  dem  sphä- 
rischen Winkel  i die  Kathete  O anliegt,  die  Kathete  (90°  — u>) 
aber  gegenüber  liegt.  Demnach  hat  man  auch  bekannten  Formeln 
der  Trigonometrie  ( Grundriss  n.  41.  und  n.  42.). 

sin  w cos  0 — sin  A’ 

cos  tc  = cos  N .sin  i. 

Dieses  substituirt  giebt  zunächst 


(34)  m — — — e*) 

1 — e2  cos  A’Usin  i1  — e2  sin  N2' 


wofür  man  auch  schreiben  kann 


(35)  

' 1 — i'  + e1  cos  N 2 cos  i2’ 


Zum  practischen  Gebrauch  scheint  es  mir,  wie  gesagt,  am  bequem- 
sten,  das  m auf  die  obigen  r und  n Zurückzufuhren.  Zu  dem  Kode 
dividire  man  die  Gleichungen  (34)  und  (35)  in  1. 

Dies  giebt  zunächst 

J 1 — e2  sin  fl2  — e2  cos  M2  sin  i2 

’n  k(  1 — «*) 

und 


J 1 — e2  -he2  cos  JV2  cos  i2 

m 4(1  — e1) 

.Sondert  man  nun  in  diesen  Brüchen  das  letzte  Glied  des  Zählers 
jedesmal  uh,  uod  bemerkt  die  Bedeutung,  welche  die  ersten  Brüche 
dadurch  nach  is.  I,  n.  14  und  n.  15  erhalten,  so  kommt 


(36) 

(37) 


J e2  cos  N2  sin  i2 

m r 4(1  — «>)  ’ 

l_  J_  e2  cos  tX2  cos  i 2 

m n 4(1  — e*j  ’ 


also  endlich,  wenn  man  (36)  mit  cos  «*,  (37)  mit  sin  i2  multipli- 
cirt  und  dann  addirt: 


oder 


n.  1« 


_1_  cos  i2 

m r 


sin  i2 


n.  13  m 


rn 

r sin  i1  -f -n  cos 
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Da  nach  n.  14  und  n.  IS 

£=(1  -*>)*’ 

und  (mit  Ausnahme  des  Falls,  wo  A’=90°,  also  die  Verticalscbnitte 
lauter  Meridiauc  sind)  nach  n.  1 fc*  <C.  > so  wird  für  jeden 

Verticalschuitt 


folglich  auch  aus  n.  18. 


d.  b. 


— < 1 uud  — > 1, 

m rn 


r<Zm  und  n>tn. 


Demnach  sind  auch  r und  » die  extremen  Werthe  aller  Krüm- 
mungshalbmesser für  den  angenommenen  Funkt  des  Sphäroids. 

Bezeichnet  man  endlich  eiuen  beliebigen  Halbmesser  irgend 
einer  Ellipse  mit  R und  seinen  Winkel  gegen  die  kleine  Axe 
mit  t,  so  wird 

R cot  i — y und  R t in  i = x, 

folglich  aus  (1) 

1 cot  »*  , tin  i1 

Ä>“  b*  ’+‘  «*  ’ 


welche  Gleichung,  mit  (3)  und  n.  18.  verglichen,  den  Lehrsatz 
beweist:  Eine  im  Horizont  eines  Orts  beschriebene  Ellipse,  welche 
deu  Horizontalschuittcn  des  Erd-Sphäroids  für  denselben  Ort  ähnlich 
ist,  Imt  durchweg  Halbmesser,  welche  den  Quadratwurzeln  aus 
den  Krümmungshalbmessern  der  entsprechenden  Vertical  ■ Schnitte 
proportional  sind. 


Den  sphäroidischen  Excess  betreffend. 

Die  gemessenen  Winkel  eines  geodätischen  Dreiecks  sind  eigent- 
lich Winkel  zwischen  Ve rti cal -Sch nitten  des  Sphäroids,  bei 
denen  die  Durcbscboittlinien  der  Ebenen,  im  Allgemeinen  wenig- 
stens, keine  dreikantige  Ecke  bilden,  indem  diese  drei  Linien  mit 
der  Rotations  - Axe  in  drei  oder  doch  in  zwei  verschiedenen  Funk- 
ten zusammenzutreffen  pflegen.  Den  Excess  dieser  gemessenen 
Winkel  über  zwei  Rechte  pflegt  man  aber,  weil  er  in  der  Regel  nur 
wenige  Secunden  beträgt,  zu  berechnen,  als  ob  das  sphaeroidische 
Dreieck  (welches  ganz  streng  genommen  gar  nicht  einmal  zwischen 
lauter  VerticalscLnitten , sondern  zwischen  drei  ,,  geodätischen  Li- 
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nien”  liegt)  ein  sph arisches  wäre.  Will  man  jedoch  bei  dieser 
nur  annähernd  richtigen  Voraussetzung  nicht  allzusehr  wissentlich 
von  der  Wahrheit  abwcichen,  so  ist  der  Halbmesser  ( ff)  der  Ku- 
gel, welche  man  dabei  zum  Grunde  legen  will,  vor  Allem  erst  ge- 
hörig festzusetzen.  Dazu  führen  nun  folgende,  an  das  Obige  sich 
unmittelbar  anschliessende  Betrachtungen. 

1.  Denkt  man  sich  an  einem  Punkt  des  Sphäroids  ausser  der 
berührenden  Ebene  (dem  Horizont)  auch  noch  eine'  berührende  Ku- 
gel . so  muss  deren  Halbmesser  mit  der  Verticale  des  Orts  zusam- 
menfallen.  Ein  unendlich  kleiner  Theil  sowohl  der  spharoidischen 
Fläche  als  der  Kugelfiäche  um  den  Berührungspunkt,  muss  dann 
«ls  in  die  Berübrungscbene  fallend  angesehen  werden  können. 

.Solche  Flächen-Elemente  kann  man  aber  congtruiren.  Dazu 
errichte  man  zuvörderst  in  einer  einstweilen  beliebigen  Tiefe  ( ( ) 
vom  Berührungspunkt  gegen  die  .Rotations  - Axe  hin,  eine  der  Be-- 
rühruugsebene  parallele,  also  auf  der  Verticale  senkrechte  Ebene. 
Diese  schneidet  uuf  dem  Snhäroid  eine  Ellipse  mit  der  Excentri- 
cität  e*  fc*  co*  A’*  ab  (siehe  $.  t>.  0)),  deren  Mittelpunkt  in  der 
Verticale  liegt,  und  deren  Grösse  nur  von  t abhängt.  Auf  der  Ku- 
gel  aber  wird  ein  Kreis  abgesebnitten,  dessen  Grösse  ausser  von 
/ auch  noch  von  dem  Halbmesser  //  derselben  abhäogt. 

Denkt  man  sich  nun  eine  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  ge- 
hende gerade  Linie  auf  dem  Umfang  des  letzterwähnten  kleinen 
Kugelkreises  berumgeführt,  so  beschreibt  dieselbe  auf  dem  Hori- 
zont die  Grundfläche  eines  geraden  kreisförmigen  Kegels.  Eben 
so  erhält  man  einen  geraden  elliptischen  Kegel  mit  derselben 
Spitze,  wenn  man  die  Linie  auf  dem  Umfang  des  elliptischen 
Schnitts  hcrumfiihrt. 

In  beiden  Fällen  wird  die  aus  der  Kegelspitze  so  auf  den  Ho- 
rizont projicirte  ebene  Figur  zu  ihrer  Projection  selbst  in  einem 
aestimmten  Verhältniss  stehen,  nämlich  rücksichtlich  der  linearen 
Dimensionen  im  Verhältniss  (// — t ) : ff  und  rücksichtlich  der  Flä- 
chengrösse im  Verhältniss  ( ff — t)*  : ft *. 

Lässt  man  endlich  t so  weit  ahnehmen,  bis  alle  Durchmesser 
der  betreffenden  Schnitte  unendlich  klein  werden,  so  sind  dieselben 
im  Sinn  dieses  $.  6.  als  Elemente  der  Bögen  zu  betrachten, 
welche  auf  den  entsprechenden  krummen  Flächen  dadurch  erzeugt 
werden , dass  man  durch  die  Axe  der  obigen  Kegel  Ebenen  legt. 
Zugleich  aber  müssen  dann  die  Schnitte  als  mit  ihren  entsprechen- 
den Projectionen  auf  den  Horizont  zusammenfallend  gedacht  wer- 
den, und  sind  also  ihre  Figuren  als  die  gesuchten  Flächen-Ele- 
meute  zu  betrachten.  Die  oben  erwähnten  geraden  Kegel  werden 
dann  Körper-Elemente. 

2.  Weil  nun  eiue  Ellipse  mit  einem  ihr  conceutriscben  Kreise 
nicht  congruent  werden  kano,  so  kann  man  auch  nicht  wie  oben 
§.  6.  auf  Uongruenz  der  Bogen- Elemente,  wohl  aber  auf  Gleich- 
heit der  Flächen-Klemeute  und  also  auch  der  Körper-Elemente 
die  Bestimmung  des  noch  festzusetzenden  Kugelbalbmessers  H 
gründen.  Das  heisst  mit  andern  Worten:  man  wird  das  ff , und 
also  das  Kreis- Element,  welches  mit  dem  elliptischen  Element  glei- 
ches t hat,  so  bestimmen  können,  dass  innerhalb  und  ausserhalb 
des  letzteren  zwei  Paar  Monde  entstehen,  welche  gleichen  Flächen- 
inhalt haben,  wie  Fl*.  9.  roh  angedeutet  ist. 

3.  Betrachtet  mau  nun  zuerst  den  Kreis,  welcher  iu  einer 
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endlichen  Tiefe  t auf  der  Kugel  entsteht,  und  bezeichnet  seinen 
Halbmesser  mit  «,  so  ist  bekanntlich  Fl*.  IO. 

(38)  r’  = y(2//  — 1)~  IHt  — t2. 

I)a  nun  aber 

(39)  »=  H »in  M 

t = 2//  »in  {M*, 

so  gebürt  zu  einem  unendlich  kleinen  » ein  t,  welches  im  zwei- 
ten Grade  unendlich  klein  ist,  udü  muss  also  bei  dieser  Voraus- 
setzung in  (38)  das  letzte  Glied  t * gegen  2 Ht  verschwinden. 

Demnach  hat  man  für  ein  solches  im  zweiten  Grade  unendlich 
kleines  t,  welches  mit  x bezeichnet  werden  möge,  den  entsprechen- 
den Halbmesser  des  Kreis- Elements,  welcher  G heissen  mag,  und 
uls  mit  einem  halben  Bogen-Element  auf  der  Kugel  zusammenfal- 
lend gedacht  wird,  zu  berechnen  nach  der  Formel 

(40)  ca  = 2//i. 

Man  erhält  demnach  die  Fläche  des  Kreis- Elements  f durch  die 
Formel 

(41)  f—Tcaa  — tn.H.x. 

Hieraus  kann  mau  auch  schon  gelegentlich  überschlagen,  in  wie 
weit  für  ein  vorliegendes  Bedürfnis  des  practiscben  Lebens  unsere 
Annäherung  sieb  der  Wirklichkeit  anscbliesst.  Denn  auf  einer  Ku- 
gel von  nur  800  preussischen  Meilen  Halbmesser  würde  für  einen 
Schacht  von  1500  preussischen  Fuss  (etwa  halb  so  tief  als  der  In- 
selsbcrg  hoch  ist)  das  f schon  über  300  Quadratmeilen  betragen. 
Es  umschlösse  ein  solches  Kreis  - Element  ein  gleichseitiges  Dreieck 
von  ungefähr  17  Meilen  Seite  und  40"  Excess. 

4.  Die  Betrachtung  des  elliptischen  Elements  muss  nun 
davon  ausgehen,  dass  für  dasselbe  x die  a verschiedener  Länge 
sind,  wenn  wir  sie  als  geradlinig  betrachten,  und  zugleich  als  mit 
verschiedenen  Krümmungshalbmessern  beschrieben,  wenn  wir  sie 
als  Bogen  des  Sphäroids  betrachten. 

Bezeichnen  wir  also  das  mit  dem  Meridian  zusammenfallende  c 
(die  halbe  kleine  Axe  unsers  Elements)  mit  o',  das  in  das  Perpen- 
dikel auf  den  Meridiau  fallende  (die  halbe  grosse  Axe)  mit  a",  so 
haben  wir  durch  dieselben  Schlüsse,  die  uns  zu  (40)  führten, 

(42)  öV  = 2rr 

a"&'  = 2»t. 

Jedes  andere  <r  des  elliptischen  Elements  würde  mit  seinem  eigenen 
m zu  berechnen  sein,  nach  n.  IS  und  dem  dabei  angeführten 
Lehrsatz.  , 

Für  die  Fläche  des  elliptischeu  Elements,  die  mit/'  bezeich- 
net werdeu  mag,  ergiebt  sich  also  nach  dem  bekannten  Satz  über 
die  Quadrutur  der  Ellipse 

(43)  /'  = jxc<f  —%Ti.\/rn.x. 


Digitized  by  Google 


'77 


5.  Setzen  wir  endlich,  unserer  Annahme  gemäss,  die  beiden 
Elemente  einander  gleich,  so  entspringt  die  Gleichung 

n.  18  H=  V™, 

d.  h.  der  Lehrsatz:  Das  geometrische  Mittel  aus  den  beiden 
extremen  Krümmungshalbmessern  ist  zum  Kugelhalbmesser  zu  neh- 
men, wenn  man  den  spbäroidischen  Rxcess  als  einen  sphärischen 
zu  berechnen  sich  erlauben  will. 

Dieses  geometrische  Mittel  ist  übrigens  noch  si.  14  und  n.  14 
vermöge  der  Proportion 

(1  — *>)1  : (1  — e')k  — k : V™ 

anch  als  die  vierte  Proportionale  zu  der  hulben  kleinen  Axe,  der 
Normale  und  der  Couormale  zu  betrachten,  und  somit  in  der  Ebene 
des  Meridians  leicht  zu  construiren. 

6.  Es  bleibt  nur  noch  übrig,  den  Punkt  des  sphäroidischen 
Dreiecks  zu  bestimmen,  für  welchen  die  r und  n gelten  (aus  den 
Tafeln  genommen  werden)  sollen,  die  wir  nach  dem  Vorhergehen- 
den für  Berechnung  des  Excesses  gebrauchen. 

Dazu  wählte  ich  denjenigen  Punkt,  desseu  Polhöhe  das  arith- 
metische Mittel  aus  den  Polhöhen  der  Winkelpunkte  ist.  Denn 
denke  ich  mir  das  Dreieck  als  eben , und  die  betreffenden  Meri- 
dianbögen der  beiden  nördlicheren  Punkte  als  geradlinige  Perpen- 
dikel auf  den  gleichfalls  als  geradlinig  gedachten  Parallelkreis 
durch  den  südlichsten  Punkt,  so  erhalte  ich  auf  diese  Weise  mit 
grösster  Bequemlichkeit  den  Schwerpunkt  des  ebenen  Dreiecks, 
welcher  die  bekannte  Eigenschaft  hat,  dass  jede  durch  ihn  und 
einen  Winkelpunkt  gezogene  gerade  Linie  das  Dreieck  in  Hälften 
von  gleichem  Flächeninhalt  tbeilt. 
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01. 

Verschiedene  mathematische  Bemerkungen. 

Von  dem 

Herrn  Professor  C.  T.  Anger 

zu  Danzig. 


I.  Die  Gaussiscben  Gleichungen  für  ebene  Dreiecke. 

Die  Gaussischeu  Gleichungen: 

1.  sin  ±(6  — c) . cos  \A  z=  sin  \a  . sin  £(/?  — C) 

II.  sin  {(6  -ec)  . sin  \A  = sin  . cos  \(B  — C) 

III.  cos  i(6  — c) . cos  ^A  = cos  . sin  {(B  -+-  C) 

IV.  cos  1(6  •+■  c)  . sin  ±A  = cos  ±a  . cos  \(ß  -|-  C) 

bieten  die  Frage  dar,  was  aus  ihnen  werde,  wenn  die  Seiten  des 
sphärischen  Dreiecks  unendlich  klein  angenommen  werden,  d.  b. 
wenn  sich  das  sphärische  Dreieck  in  ein  ebenes  verwandelt,  dessen 

Seiteu  a,  6,  c und  dessen  Winkel  A,  B,  C sind.  Mun  ersieht 

leicht,  dass  sich  dadurch  die  folgenden  ergeben: 

1.  (6  — c)  . cos  ±A  = a sin  j-( B — C) 

2.  (6  -t-  c) . sin  \A  = a cos  \(B  — C) 

3.  cos  {A—  sin 

4.  sin  \A  = cos  i (B  -4-  C). 

Diei  Gleichungen  3.  und  4.  geben  nichs  Neues,  sondern  sprechen 
pur  den  Satz  aus,  dass  in  einem  ebenen  Dreiecke  die  Summe  der 
drei  Winkel  zweien  Rechten  gleich  ist.  Die  Gleichungen  I.  und 
2.  dagegen  geben  jene  eleganten  Formeln  der  Trigonometrie,  wel- 
che früher  in  den  Lehrbüchern  vermisst  wurden,  gegenwärtig  aber, 
nachdem  Moll  weide  und  später  Gerling  ihrer  erwähnt  haben, 
bekannter  geworden  sind.  Mollweide  stellt  in  einem  Aufsatze 
in  v.  Zach’s  monatlicher  Correspondenz  vom  Jahre  1808. 

S.  390.  die  beiden  Proportionen  auf 

6-t-c  ; a = cos  \(B — C) : sin  \A 
6 — c : a = sin  \(B  — C)  : cos  j A, 

welche  resp.  mit  den  Gleichungen  2.  und  1.  identisch  sind,  und  be- 
merkt  dabei,  dass  man  diese  eleganten  Sätze,  welche  in  einem 
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rollständigen  System  der  Trigonometrie  nicht  fehlen  sollten,  sehr 
leicht  ans  Betrachtang  der  Figur  erweise.  Ungefähr  16  Jahre  später 
giebtGerling  in  Schumucher’sAstrooonriscbenNacbrichten 
No.  62.  dieselben  Formeln  mit  folgender  Bemerkung:  „So  nütz- 
lich ich  diese  Formeln,  welche  ich  vor  einigen  Jahren 
zufällig  fand,  für  die  Ausführung  halte,  so  unwahr- 
scheinlich ist  mir  doch,  dass  sie  neu  sein  sollten,  weil 
. , , . . * * | sin.-/  sinÄ-  sinC 

ihre  Ableitung  aus  der  Gleichung  = — — = 

" ° a o c 

gar  zn  nahe  liegt.  Ich  habe  sie  aber  bis  jetzt  in  keinem 
Lehrbuche  aufgefunden”. 

Aus  der  obigen  Ableitung  ersieht  man,  dass  diese  Formeln  für 
die  ebene  Trigonometrie  nichts  Anderes  sind,  als  die  Gaussischen 
für  die  sphärische.  Durch  solche  Betrachtungen,  welche  ich  beim 
Unterrichte  nicht  gerne  unterlasse,  tritt  dem  Schüler  der  inuere 
Organismus  der  Wissenschaft  oft  deutlich  vor  Augen.  Diese  Glei- 
chungen ergeben  auch,  wenn  man  anf  beiden  Seiten  aufs  Quadrat 
erhebt  und  dann  addirt,  ohne  geometrische  Betrachtung,  sogleich 
die  Erweiterung  des  pythagoriscnen  Satzes. 


II.  Ueber  die  allgemeine  Ableitung  der  Grandformel 
der  sphärischen  Trigonometrie. 

Es  ist  bekanntlich  von  Wichtigkeit  die  Grundformel  der  sphä- 
rischen Trigonometrie  in  ihrer  Allgemeinheit  abzuleiten,  d.  h.  so, 
dass  die  Richtigkeit  derselben  für  alle  sphärische  Dreiecke,  die 
Seiten  mögen  über  60°  oder  über  180°  u.  s.  w.  gehen,  erwiesen 
werde.  Dieses  geschieht  nun  auch,  indem  man  für  die  verschiede- 
nen Fälle  besondere  Figuren  entwirft,  und  für  jede  einzelne  den 
Beweis  führt.  Da  es  aber  wünschenswerth  erscheint,  sich  nur  einer 
Figur  bedienen  zu  dürfen , so  stellte  ich  mir  vor  etwa  20  Jahren 
die  Aufgabe:  „die  Grundformcl  der  sphärischen  Trigonometrie  so 
abznleiteo,  dass  eine  Figur  dabei  ausreicbe,  und  ein  ferneres  Zu- 
rück^ehen  zu  geometrischen  Betrachtungen  nicht  nöthig  sei.”  Die 
Ableitung,  welche  ich  fand,  habe  ich  damals  einigen  Frennden  mit- 
getheilt,  auch  mich  derselben  beim  Unterrichte  in  der  hiesigen  Na- 
vigationsschule vor  Zeiten  mit  Vortheil  bedient,  denn  dort  kam  es 
besonders  darauf  an,  Kürze  mit  mathematischer  Allgemeinheit  zn 
verbinden.  Da  sie  mir,  bis  jetzt  wenigstens,  noch  in  keinem  Lebr- 
buche  vorgekommen  ist,  so  erlaube  ich  mir,  diese  Kleinigkeit  der 
öffentlichen  Keurtbeilung  zu  übergeben. 

Bezeichnet  man  die  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  durch 
a,  6,  c,  die  Winkel  und  die  Eckpunkte  desselben  durch  A,  ß,  C; 
denkt  man  sich  von  einem  beliebigen  Eckpunkte,  etwa  von  A,  einen 
Radius  der  Kugel  gezogen,  legt  durch  den  Mittelpunkt  derselben  eine 
Ebene  auf  diesen  Radius  perpendiculär,  und  fällt  von  den  Punkten  B 
und  C auf  diese  Ebene  Lothe,  so  entsteht,  wenn  man  die  Fusspunkte 
derselben  durch  B'  und  C'  bezeichnet,  in  jener  Ebene,  welche  zu- 
gleich die  des  Papiers  sein  mag,  durch  Verbindung  des  Mittelpunk- 
tes M mit  B'  und  C ein  ebenes  Dreieck  MB'C  (Taf.  I.  Fig.  3.), 
durch  dessen  Betrachtung  sich  Alles  ergiebt.  Es  ist  nämlich  offen- 
bar der  Winkel  B'MC'  gleich  dem  sphärischen  Winkel  A,  die 
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Seite  MC'  = s\n  b,  die  Seite  MB'-=.  sin  c , und  man  hat  ( B'C' )* 
= (2sin  — (cos  ^ — cos  c)*>  »Iso  noch  der  Erweiterung'  des 
pythagorischen  Satzes  die  Gleichung: 

(2sin  4«)’  — (cos  b — cos  c)’  = sinl£  -4-  sin’e — 2sin  b . sin  c . cos  A, 
deren  Entwickelung  sogleich 

cos  0 = cos  b.  cos  e-f-sin  b sin  c.cos  A 

ergiebt. 

Die  Kraft  dieses  Beweises  liegt  in  dem  Umstande,  dass  die 
Geraden  MB ’ und  MC'  immer  ihre  Bedeutung  behalten,  die  Seiten 
des  sphärischen  Dreiecks  mögen  so  gross  sein,  als  man  wolle,  denn 
die  Punkte  B'  und  C'  sind  durch  Projection  der  Eckpunkte  B 
und  C entstanden.  Dasselbe  gilt  in  Bezug  auf  den  Ausdruck  für 

(Bcy. 


III.  Zur  Theorie  des  Kater-Bohnenbergerscben 
Reversionspendels. 

Die  elegante  Eigenschaft  des  Pendels  mit  reciproken  Axen 
kann  auf  folgende  Weise  sehr  einfach  bewiesen  werden. 

Eine  gerade  unbiegsame  um  einen  festen  Puokt  bewegliche 
Stange,  deren  Schwere  vorläufig  =0  gesetzt  werden  kann,  sei  an 
ihren  Enden  mit  zwei  Gewichten  m und  m'  beschwert,  deren  Ent- 
fernungen vom  Aufbängungspunkt  resp.  — r und  r'  sein  mögen, 
dann  ist  die  Länge  des  einfachen  Pendels,  welches  mit  dein  gege- 
benen gleichzeitig  schwingt, 

^ mir"1  -4-  wir* 

mir'  — rnr 

Nimmt  man  unterhalb  jenes  Aufhängungspunktes  einen  andern  Punkt 
als  solchen  an,  und  lässt  das  Pendel,  nachdem  es  umgekehrt  wor- 
den, um  diesen  schwingen,  so  ist,  wenn  nun  die  Entfernungen  des- 
selben von  den  Gewichten  resp.  durch  — q'  und  q bezeichnet  wer- 
den, die  Länge  des  mit  dem  gegebenen  gleichzeitig  schwingende^ 
einfachen  Pendels 

jr  _««>'*  -I-  mg* 

— m'q  ■+■  mq' 

Soll  das  Pendel  um  beide  Aufhängungspunkte  in  gleichen  Zeiten 
schwingen,  so  muss 

l=L 


sein.  Man  hat  aber  offenbar 

r r'  = q ■+■  q'  = a, 

wo  a die  Länge  der  ganzen  Stange  bedeutet;  und  wenn  man  die 
Eotfernung  der  beiden  Aufhängungspunkte  von  einander  durch  b 
bezeichnet, 
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n = b -+-  r -f-  q\ 


e — b ■+•  r,  q'  = r'  — b, 

Die  Gleichung 

l = L 

giebt  nun 

m'r '»  -+-  mr-  m'fr' — i)’  m(r  -4-  A)5 

»V  — mr  — ttl(r'  — b) m{r h) 

»V1  -f-  mr*  — 2(mV  — ar)i  (m  -f-  m'V1 

— mV  -+.  mr  .+.  (m  -+-  m')h  ’ 

aus  welcher  für  £ die  quadratische  Gleichung: 

0 ___2(mV»-t-mr»)  1 2(mV  — mr)  mV»  -+•  mr1 , , 

m -f-  m'  I m m'  mV  — mr  i 0 ~* 

liervorgebt.  Die  Wurzeln  finden  sich  sogleich  durch  blosse  An- 
sicht der  Coefficienten,  man  erhalt  nämlich  für  b die  beiden 
Werthe 

mV»  -f.  mr1  ^ ^ 2(mV  — mr) 
mir'  — mr  m -f-  ml 

Ton  denen  hier  nur  der  erste  in  Betracht  kommt.  Man  ersieht 
hieraus,  dass  A=/=Z/  wird,  d.  h.  wenn  das  Pendel  in  bei- 
den Lagen  gleichzeitig  schwingt,  so  ist  die  Entfer- 
nung der  beiden  Aufhängungspunkte  von  einander  gleich 
der  Länge  eines  einfachen  Pendels,  welches  mit  dem 
gegebenen  gleichzeitig  schwingt.  Die  Bedeutung  der  an- 
dern Wurzel  liegt  am  Tage. 


Tfceil  V- 


0 
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IV. 


Neuer  Beweis  der  Formeln  fiir  die  figurirten 
Zahlen,  nebst  kritischen  Bemerkungen  über 
die  bisherigen  Beweise. 


Von 

, Herrn  Dr.  F.  Stegmann, 

Lehrer  an  der  Realschule  und  Privatdocenten  an  der  Universität 
zu  Marburg. 


Unter  figurirteu  Zahlen  werden  hier  diejenigen  arithmeti- 
schen Progressionen  verstanden,  welche  durch  successives  Summi- 
ren  aus  der  Gruodreihe  1,  1,  1,  1,....  entstehen  und  nicht  diejeni- 
gen, welche  nus  der  allgemeineren  Gruudreihe  1 ,d.d,d....  ab- 
geleitet werden  können.  Demgemäss  ist  die  figurirte  Zahlen- 
reihe erster  Ordnung  einerlei  mit  der  Zahlenreihe 

1,2,3,  4,  5,.... 


die  figurirte  Zahlenreihe  zweiter  Ordnung  ist 

1,  3,  6,  10,  15 

die  ligurirte  Zahlenreihe  dritter  Ordnung  ist 


1,  4,  10,  20,  35,  . . . . 


u.  s.  f. 

Bei  der  Beschäftigung  mit  diesen  Reihen  bieten  sich  zunächst 
die  zwei  bekannten  Aufgaben  dar,  mit  welchen  für  den  öffentlichen 
Unterricht  in  der  Regel  wohl  der  gauze  Inhalt  dieser  Lehre  zu- 
gleich abgeschlossen  sein  mag,  nämlich  erstens  die  Aufgabe,  von 
jeder  figurirten  Zahlenreihe  einer  beliebigen  (£ten)  Ordnung  das 
allgemeine  (/<te)  Glied , und  zweitens  die  Summenformel  für  die  n 
ersten  Glieder  anzugeben.  Du  aber  wegen  der  Entstehungsart  der 
auf  einander  folgenden  Zahlenreihen  die  Summe  der  » ersten  Glie- 
der der  /den  Reibe  identisch  ist  mit  dem  «ten  Gliede  der  (£-f-l)ten 
Reihe,  so  erhält  das  zweite  Problem  natürlich  seine  Erledigung  zu- 
gleich mit  dem  ersten.  Nun  findet  man  zwar  in  allen  Lehrbüchern 
der  allgemeinen  Arithmetik,  welche  über  die  ersten  Anfangsgründe 
hinausgeheu,  den  Satz  ausgesprochen,  dass  allgemein  das  »te  Glied 
der  Xtep  Reihe  gleich 


s(»+l)(s-ht)  — i) 

1 . 2 . 3 . . . . k 
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oder,  nach  einer  vielgebrauchten  Bezeichnung  der  Binominlcoeffi-  > 

cienten , gleich  ( ^ ) sei.  Für  den  Beweis  dieses  Satzes  hat 

man  aber  bisher,  wie  es  scheint,  nur  zwei  Wege  angegeben,  von 
denen  unserem  Bedünkcn  nach  weder  der  eine  noch  der  andere 
den  Anforderungen  des  öffentlichen  Unterrichts  so  vollkommen, 
wie  es  gewünscht  werden  muss,  zu  entsprechen  vermag. 

Die  eine  dieser  beiden  Beweisführungen  stützt  sich  nämlich 
auf  eine  bekannte  Formel,  welche  für  das  allgemeine  Glied  einer 
jeden  arithmetischen  Progression  X-ter  Ordnung  Gültigkeit  hat: 

(i)  *„=*,+(" 7^«.  +(”71)a,"1  +(w7j)A‘». 

+ — k Na*®!» 

wobei  «,  das  Anfangsglied  und  A“n  A’wn  A*® die  ersten 

Glieder  der  auf  einander  folgenden  ersten,  zweiten  u.  s.  f.  Diffe- 
renzreihen bedeuten.  Indem  mun  nun  diese  Formel  auf  die  figurir- 
ten  Zahlen  zweiter  Ordnung  anwendet,  erhält  man 

®>  = 1>  A*.  =2,  A’«i  = 

also 

a,  = l-HW7,).2-t-("71) 

und  nach  einigen  Reductionen  wird  man  die  dreitheilige  Summe 
rechter  Hand  allerdings  auf  den  Ausdruck  — ^ = (** ^~  *)  brin- 
gen, wie  es  sein. soll.  * 

Indem  man  alsdann  die  Formel  (1)  auf  die  figurirten  Zahlen 
dritter  Ordnung  anwendet,  erhalt  man 

«i  =1»  A*i  =3.  A’*i  =3,  A‘*.  =1. 

also 

w„=1+("71).3  + (,,71).3+(W71) 

und  nach  einigen  Reductionen  wird  man  auch  hier  die  viertheilige 
Summe  rechter  Hand  auf  die  Form  = (**  7 ~)  ffc* 

bracht  haben,  wie  es  sein  soll. 

Uud  auf  gleiche  Weise  kann  mau  allerdings  auch  für  das  all- 
gemeine Glied  der  figurirten  Zahlenreihe  vierter,  fünfter,  u.s.w. 
Ordnung  die  betreffenden  Ausdrücke  aus  der  allgemeinen  Gleichung 
(1)  herleiten.  Allein  abgesehen  davon,  dass  diejenigen  Reductionen, 
welche  erforderlich  sind,  um  den  für  v„  erhaltenen  Ausdruck  aus 
seiner  ursprünglichen  Form  auf  die  gewünschte  Form  überzufübreo, 
bei  jedem  neuen  Fortschritt  zu  einer  höheren  Ordnung  immer  ver- 
wickelter ausfallen;  so  kann  doch  offenbar,  wenn  man  auch  hei 
dem  Unterrichte  die  Mühe  nicht  scheuen  wollte,  diese  weitläufigen 
und  regellosen  Reductionen  sogor  bis  zur  vierten  oder  fünften  Ord- 

6* 
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nting  fortzufübren , hierdurch  allein  die  Hauptsache,  worauf  es  an- 
kommt, nämlich  dass  die  gedachte  Transformation  für  jede 
beliebige  Ordnung  möglich  sei,  keineswegs  zur  Evidenz  ge- 
bracht werden.  Gleichwohl  scheint  durch  eine  solche  Induction 
öfters  die  Sache  erledigt  worden  zu  sein,  mau  vergleiche  z.  B.  das 
in  vieler  Hinsicht  sehr  schätzbare  Compendium  der  höheren 
Math  ematik  von  Burg.  §.  237. 

Die  andere  Bcweisart  stellt  geradezu  für  dus  »te  Glied  der 
/■ten  Ordnung  die  Formel 

/n,  s(s  + l)(s  + 2)....(w  -f-  lc  1) 

un  — 1.2.3...,* 

als  ein  Theorem  auf,  entweder  ohne  .alle  Bevorwortung,  wie  z.  B. 
in  Ohm’s  System  d.  Math.  2r  Theil.  S.  26.,  oder  wie  z.  B.  in 
dem  mit  Hecht  gerühmten  Lehrbuch  der  Allgem.  Aritlim.  von 
J.  H.  T.  Müller  (Halle  1838)  S.  426.  geschieht,  als  ein  Resultat, 
welches  „man  erwarten  könnte”,  nachdem  man  für  die  beiden 
ersten  Ordnungen  die  Ausdrücke  » und  J«(«-t-l)  unmittelbar  und 
ohne  alle  Mühe  gefunden  hat,  und  zeigt  alsdann,  dass  diese  allge- 
meine Formel  (2).  wenn  sie  für  die  /-te  Ordnung  gilt,  auch  für  die 
(Zr-l-l)te  ihre  Richtigkeit  behalte.  So  wenig  nun  aber  gegen  eine 
solche  Beweisführung  von  Seiten  einer  strengen  Theorie  Einwen- 
dungen gemacht  werden  können,  so  wenig  möchte  sie  doch  in  di- 
daktischer Hinsicht  den  gerechtesten  Anforderungen  Genüge  leisten. 
Denn  die  belebende  Kraft  des  Unterrichts  in  der  Analysis  besteht 
gerade  darin,  dass  er  nicht  gezwungen  ist,  die  auf  einander  fol- 
genden Lehrsätze  als  isolirt  stehende  Wahrheiten  zu  demonstriren, 
welche  durch  den  glücklichen  Einfall  dieses  oder  jenes  Mathemati- 
kers entdeckt  worden,  sondern  dass  er  vermag,  jedes  Resultat  vor 
den  Augen  der  LernenQen  gleichsam  von  Neuem  zu  entdecken,  dass 
er  diese  in  den  Stand  setzt,  den  Ursprung  jedes  spätem  Satzes 
als  Ausfluss  bereits  erkannter  Wahrheiten  klar  anzusebauen  und 
ihre  Neigung,  wie  ihre  Fähigkeit,  im  eintretenden  Fall  selbststän- 
dig eine  gesuchte  Formel  direkt  zu  entwickeln,  stufenweise  stei- 
gert. Was  den  Gymnasialuuterricht  insbesondere  anbelangt,  so  kann 
es  zwar  durchaus  nicht  meine  Absicht  hier  sein,  mich  über  die 
Frage  zu  verbreiten,  ob  es  überhaupt  nöthig  oder  überflüssig,  nütz- 
lich oder  unrathsam  sei,  die  Formeln  über  die  arithmetischen  Rei- 
ben höherer  Ordnung  und  die  figurirten  Zahlen  noch  in  den  Cur- 
sus  der  obersten  Klasse  aufzuuehmen,  oder  ob  diese  Lehre  definitiv 
dem  höheren  Unterrichte  Vorbehalten  werden  müsse.  Auch  muss 
ich  mich  gegen  den  Schein  verwahren,  wenn  ich  gegen  die  bisher 
gelieferten  Beweise  dieser  Formeln,  wie  sic  in  verschiedenen,  zum 
Theil  auch  für  den  Gymnasialunterricht  bestimmten  Lehrbüchern 
aufgenoinmen  sind,  hier  einige  Ausstellungen  mache,  dass  ich  da- 
durch der  Didaktik  der  Herren  Verfasser  zu  nahe  träte,  weil  ja 
natürlich  durch  den  mündlichen  Unterricht  leicht  ausgeglichen  wer- 
den wird,  wo  das  Lehrbuch  vielleicht  absichtlich  eine  Lücke  ge- 
lassen haben  sollte.  Allein  wenn  alle  Sachverständigen  heutiges 
Tages  darüber  einverstanden  sind  , dass  an  Gymnasien  die  Mathe- 
matik vorzüglich  wegen  ihres  formalen  Nutzens  gelehrt  werden 
müsse,  damit  sich  eine  gewisse  Seite  der  Geistesanlagen  der  her- 
anzubildenden Jugend  gehörig  entfalten  könne,  so  wird  man  auch 
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fern  von  dem  arithmetischen  Unterricht  alle»  fern  zu  halten  «liehen, 
was  dem  Geist  einer  ungezwungenen  und  dem  jugendlichen  Sinn 
xngänglicheti  heuristischen  Analysis,  was  einer  Methode  nicht 
xitsagt,  welche  sich  zuin  Grundsatz  macht,  von  bekannten  Thatsa- 
chen  in  jedem  einzelnen  Falle  auszugehen  und  auf  natürlichem  und 
leicht  findbarem  Wege,  ohne  gewaltsame  Sprünge,  das  weitere  Ziel 
tu  erreichen.  Und  dass  es  einer  solchen  Methode  schnurstracks 
zuwider  läuft,  wenn  man,  wie  z.  B.  in  dem  Anhang  desOhm’scben 
Lehrbuchs  für  den  Elementarunterricht  (2te  Aull.  §.  4.  fgg.) 
mehrmals  geschieht,  irgend  eine  Formel,  welche  erst  das  Resultat 
einer  Entwickelung  sein  sollte,  geradezu  aufstellt,  ihre  Richtigkeit 
für  » = 1 oder  • = 2 „probirt  und  dann  darthut,  dass  sie  im- 
mer für  jede  um  Eins  grössere  Zahl  » = 4+1  gelte,  wenn  sie 
für  n = h zutriffl”,  dies  scheint  nicht  wohl  in  Abrede  gestellt  wer- 
den zu  können. 

Anders  würde  sich  die  Sache  freilich  verhalten,  wenn  man  den 
Schüler  zu  der  Formel  (2)  zuvörderst  durch  eine  einfache  Induction 
hinzufuhren  im  Stande  wäre,  so  dass  die  Worte  „es  lässt  sich 
erwarten,  dass  das  ioducirte  Gesetz  allgemein  gelte”  für  jeden 
sich  als  wahr  erwiesen,  und  wenn  man  alsdann  erst  die  so  frucht- 
bare Scblüssfolge  von  n auf  («-+1)  und  von  k auf  (&-+1)  nn- 
wendete.  Wollte  man  aber  zum  Zwecke  einer  solchen  Induction 
die  vorher  bezeichnete  erste  Beweisführung  mit  der  zweiten  com- 
biniren,  so  würde  der  ganze  Beweis  eine  Weitläuftigkeit  annehmen 
nnd  bei  dem  Unterricht  eine  Zeit  erfordern,  wie  sie  gar  nicht  mit 
der  Wichtigkeit  des  Gegenstandes  im  V'erliältniss  stehen  möchte. 
Es  wird  daher  wohl  nicht  unnütz  sein,  auf  einen  andern  und  di- 
recten  Beweis  der  gedachten  Formel  (2)  aufmerksam  zu  machen, 
welcher  sich,  wie  ich  glaube,  durch  Einfachheit  und  Kürze  beson- 
ders empfiehlt,  von  welchem  ich  aber,  obwohl  er  sich  fast  von  selbst 
darzubieten  scheint,  nirgends  eine  Spur  aufzufinden  vermochte. 

Ich  gründe  diesen  Beweis  unmittelbar  auf  die  Eigenschaften 
der  Binomialcoefficienten.  Zwar  weiss  ich  wohl , dass  man  neuer- 
dings in  den  Lehrbüchern  öfters  den  binomischen  Lehrsatz  erst 
ganz  spät  nach  der  Lehre  von  den  Progressionen  und  den  arith- 
metischen Reihen  höherer  Ordnung  seine  Stelle  angewiesen  hat; 
da  aber  dieser  Satz  so  überaus  wichtig  ist  udü  überdies  eine  gleich 
Anfangs  in  der  Potenzlehre  offen  gelassene  Lücke  ausfüllt,  so  hege 
ich  nach  wiö  vor  die  Ueberzeugung,  dass  es  am  zweckmässigsten 
sei,  gleich  nach  der  Lehre  von  den  Potenzen  und  Logarithmen  die 
Com  binationen,  dann  den  binomischen  Lehrsatz  für  ganze  Expo- 
nenten, gnd  hierauf  erst  die  Reihen  folgen  zu  lassen.  Es  möge 
mir  daher  erlaubt  sein,  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Expo- 
nent der  Potenz  (<*-+£)/'  eine  positive  ganze  Zahl  sei,  hei  dem 
folgenden  Beweise  von  zwei  bekannten  Eigenschaften  der  Bioomial- 
coefGcienten  aaszugehen,  erstens  dass 

«)+(?)  = ‘+"=('Tl)  • 

c :)+«)-=  er) 

(?) =("r1) 
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allgemein 


(3).. 

••(/_.) +c)=et') 

und  zweitens  dass 

ß)=(D 

(*)-<*) 

u.  8.  f. 

allgemein 

(4)....(|-)=(^7) 

ist. 

$ 1. 

Die  auf  einaoder  folgenden  Reihen  figurirter  Zahlen  sind 


"l 

", 

, “• 

"« 

. 

O 

« 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 . . . 

1 

U 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 . . . 

2 

u 

1 

3 

6 

10 

15 

21 

28  . . . 

t 

u 

1 

4 

10 

20 

35 

56 

84  . . . 

4 

V 

1 

5 

15 

35 

70 

126 

210  ..  . 

Fm  ein  beliebige»  «tes  Glied  aus  einer  dieser  Reihen  zu  bezcich- 

° 1 3 

neu,  wollen  wir  uns  der  Symbole  un>  un%  u»  u.  s.  f.  bedienen,  so 
dass  z.  ß.  die  in  der  vierten  Horizontalreihe  befindliche  Zabl  84 

l 

durch  u,  vorgestellt  sein  soll. 

Ferner  wolleu  wir  die  Summe  der  n ersten  Glieder  einer  die- 
ser Reihen,  nämlich 

k k k k k k 

»i+*,+«j+».  + -+-  «*-l  -1-  »n 

k 

durch  S„  andeuten. 

Die  ßildungsweise  der  ligurirten  Zahlen  wird  alsdann  erstens 
durch  folgende  Gleichung 

t+i  k k k- 1 

(A)  ....  t/„  =.  SH  oder  = »V„ 

unzweideutig  charakterisirt. 
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Bequemer  ist  jedoch  für  die  snccessive  Berechnung  jedes  fol- 
t-f-t  x+i 

gendeu  Gliedes  u„  aus  dem  vorhergehenden  un— \ die  Formel 

*- M X+l  i 

(B) Un  = Un — 1 -+-  U„ 


k k k t+l 

welche  unmittelbar  aus  (A)  folgt,  weil  Sm  = Ä„_.  -+-  u„  = uH  t 
k t 

-4-  un  ist.  So  ist  z.  B.  «,  = 126  entstanden  durch  Additiou  von 

t 3 

*,  = 70  und  *#,  = 56. 


§•  *• 


Man  bemerke  nnn , wenn  man  in  der  qnadratförmigen  Zusam- 
menstellung dieser  figurirten  Zahlen , so  wie  es  in  der  folgenden 
Figur  geschehen  ist,  von  links  nach  rechts  aufsteigende  Diagonal- 
limen  zieht. 


«.  «G  «4  «G  •« 

0 ' 

1 

.2 

3 

4 

5 

dass  alsdann 

durch  die  erste  Diagonale  verbunden  werden  1 und  1 

- zweite  - - 1,  2,  1 

- dritte  - - 1,  3,  3,  1 

u.  s.  f., 

\ 

also  der  Reibe  nach  die  Binomialcoefficienten  zur  ersten , zweiten, 
dritten  u.  s.  f.  Potenz.  Dass  dieses  Gesetz,  wenn  es  für  eine  be- 
liebige dieser  aufsteigenden  Reiben  z.  B.  die  pte  stattfindet,  auch 
für  die  folgende  (/>-j-l)te  Richtigkeit  behalten  müsse,  ist  leicht 
einzusehen.  Denn  erstens  fängt  diese  folgende  Reihe  offenbar  eben- 
falls mit  1 an,  zählt  ein  Glied  mehr  als  uie  vorhergehende  und  en- 
digt wieder  mit  1.  Cnd  ausserdem  ist  vermöge  der  Entstehung  der 
figurirten  Zahlen  (Gleichung  B)  das  zweite  Glied  dieser  folgenden 
Diagonalreihe  gleich  der  Summe  des  ersten  und  zweiten  Gliedes  der 
vorhergehenden,  ihr  drittes  Glied  gleich  der  Summe  des  zweiten 
und  dritten  Gliedes  der  vorhergehenden  u.  s.  f. , es  sind  also  die 
Glieder  dieser  (p-l-l)ten  Diagonalreihe  ganz  ebenso  aus  denen  der 
ptea  Reihe  abzuleiten,  wie  den  Formeln  (3)  zu  Folge  die  Bino- 
mialcoefficienten zur  ( p -+-  l)ten  Potenz  aus  denen  zur  pten  Potenz 
entstehen. 

Wenn  wir ‘daher,  um  ein  beliebiges  Glied  einer  dieser  schräg 
ansteigenden  Diagooalreihen  zu  bezeichnen , den  Träger  * anstatt 
u wählen,  im  üebrigen  aber  die  Bezeichnung  der  früher  gewählten 
gleich  lassen,’ so  dass  z.  B.  die  Reihe 


1 1 1 1 1 1 

l3t 3 4^3  6 

l"3 6_10  15  21 

13^10  20  35  56 

13  15  35  70  126 

1 


*3 


1 


*. 


* 4 
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einerlei  sein  soll  mit  der  von  links  nach  rechts  aufsteigenden  Dia- 
gonalreihe 

14  6 4 1 

nämlich 

■ ' ft)  (!)«)«).(!) 

so  sind  wir  im  Stande,  das  vorher  uachgewiesene  Gesetz  durch  die 
Gleichung  auszusprechen 

wobei  p und  tt  ^ (j»  1 ) zwei  positive  ganze  Zahlen  andeuten 

sollen,  oder  auch  vermöge  der  Gleichung  (4)  durch 

(C.ß) 3'■  = Cp_«^_0• 


Nun  ersieht  man  aber  aus  dem  vorher  aufgestellten  Schema  der 
ligurirten  Zahlen  sogleich,  dass 

*,  = dero  ersten  Gliede  der  ptea  Horizontalreibe  = v, 

p , p— l 

*,  = - »weiten  - - (p — l)ten  - = 

p . p-% 

s,  = - dritten  - - ( p — 2)ten  - =*. 

u.  s.  f. 

nämlich  allgemein 

p p — «+i 

3„  = U„. 


Setzt  man  daher  p — n+l  = Jk,  also  p — k -±-n — 1,  so  wird 


k X-4-n — 1 

«rn  = Än 


oder,  indem  man  jetzt  eine  der  Gleichungen  (C)  zu  Hülfe  ruft,  ent- 
weder 


oder 


Diese  letztere  ist  die  verlangte  Formel.  Setzt  man  darin  der  Reihe 
nach  /c  = 0, 1, 2,  3 . . . so  ergiebt  sich 
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für  die  Reihe 


das  allgemeine  Glied 


1, 1, 

1,  1,  1... 

CV> 

1,  2, 

3,  4,  5,... 

II 

8 -« 

1,  3, 

6,  10,  15,... 

• Ct‘)= 

1. 

10,  20,  35, . . . 

• CT*)- 

• 

u.  s.  f. 

. * 

§.3. 

1 


n 

nin-+- 1) 

1.2 

n(n  -f- 1)  (w  2) 
1.2.3 


Um  aber  eine  beliebige  £te  Reihe  in  ihrer  völligen  Allgemein- 
heit, nämlich  die  ersten  Glieder  derselben  als  Functionen  von  k , 
so  dass  ein  gewisses  Bildungsgesetz  möglichst  klar  erkannt  werde, 
ond  ihr  allgemeines  Glied  als  eine  nach  eben  diesem  Gesetz  gebil- 
dete Function  von  k und  n herzustellen,  möchte  es  am  einfachsten 
sein,  anstatt  der  Formel  (D . ß)  sich  der  anderen  (D.a) 


t 

. 


ft-7') 


zu  bedienen.  Denn  alsdann  erhält  man  sofort,  indem  man  succes- 
siv  «=1,2,3 setzt, 


»i  = vo/  = l'  = v i )•  2 ) — — n — ’ 

u.  s.  f. 

* (*4-l)(*+a)(*4-»)~  (Ah-w-1) 

*" — 1.2.3....(n  — I)  . • 

Die  allgemeine  Reihe  iigurirter  Zahlen  Xrter  Ordnung  ist  also 

i . ^"+  1 , 1 ) fAr  — 2)  (£-f- 1)  (£  + 2)  (£-t- 3) 

in — i n 2 1 r.2Ts *-•••• 

. (*-f-  1)  (^-t-2) ....  (kn-  w — 1) 

+ 1 . 2....(*  — 1) 

und  ihre  Summe  ist  zu  Folge  (A)  und  (D) 

t *-*-l  w(»-t-l)(w-4-2)....(«-4-^) 

SH Un  — ^*+1;  1.2. 3.. 1) 

oder  auch 

7 i-‘  + sA  + 2)  (1  -f-  3) ....  (^  -4-  s) 

— \n- \J  — 1.2. ...(«-!) 


i 
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V. 

Analytische  Aphorismen. 

Von 

Herrn  Doctor  O.  Sch lö milch 

za  Weimar. 


I.  Summirung  der  Reihe 

A&)  =zx  — }x*  -+-  fr*  — \x*  -+- (1) 

Soll  /{&)  eine  endliche  Grösse  sein,  so  muss  x < 1 bleiben, 
ausserdem  bat  die  Reihe  keine  Summe.  Denkt  mau  sich  die  Glei- 
chung (I)  auch  für  eine  andere  Veränderliche  y hingeschrieben, 
so  ist  durch  Subtraction 


A*)  —Ay) 

= (x  — y)  — i(x*  — y1)  -+-  \(x'  —yl)  — v(^4  — V ’)-+-■  ■ 


Ferner  hat  man  analog  (1)  auch 


AHO 


x — y 


i -f-y 


Nehmen  wir  an,  dass  y ein  achter  Bruch  sei,  so  lassen  sich  die 
Ausdrücke 


1 1 1 

i+y’  (U-y)*’  (i-+-y)*’ 

nach  dem  Binomialtheorem  in  Reiben  verwandeln  und  dadurch  wird 

•r\l-t-yJ 

— (<*  — y)  l(—  l)o -F(— l), y-f-(— l).y’-<-(— l),y*  +..••] 

— 10*  — y)J  K—  2).  •+-(—  2),y-t-  ( — 2)jy’  -4-  (—  2),y*  •+• . . . -1 
■+■  i(x  - y)1  1(-  3).  -+-  (-  3 j,y  + (-  3),y*  -+-  (-  3 ),y*  + 


Nehmen  wir  die  einzelnen  Glieder  diagonal  zusammen , so  ergiebt 
sich: 
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/(rrf) 

= (■*— y)  (—  i)o 

— y)  f(—  l).y  — {(—  2)0(^  — y)] 

— y)  [(—  l),y*  — !(—  2),y(ir  — y)  + i(—  3)»(ar  — y)1] 

■+■  (*  — y)  l(  — i)»y‘  — 4(—  *)»  y’C*  — y)  -+-  K—  3)i  y(-*-  — y)1 

— i(—  4)„(*  — y)‘l 


Eia  allgemeines  Glied  dieser  Reibe  würde  folgendes  sein: 

I 

<-*■ — y)l( — l)*y"— i(— SJ—ur-H*- y)-H<— : 3)«-*y"-*(;r-y),-~..  (3) 

Betrachten  wir  die  eingeklammerte  Grösse,  in  der  wir  a : — y mit 
s bezeichnen  wollen,  für  sich. 

Es  ist  ein  bekannter  Matz  von  den  Binomialkoefßcienten , dass 
(—«)„  = (—  l)r{m-+-p—\)p 


ist ; darnach  wird 

(—  1 )Äy"  — i(—  2)Ä_,y"-i»  + {(—  3)„_ jy"-*a  * — 

= (— 1>*  l**y"  -+-  i««-iy"_l*  •+■  t®«— sy"- -+-  — ] 

= (—!)«  [*„y"  -I-  i*,y«-’»  T<•ly,,-**,  -f- . . • .J  (4) 


Dieser  Ausdruck  lässt  sieb  aber  bedeutend  abkürzen.  Es  ist  näm- 
lich für  jedes  u 

„ + .)«,  _ i + . . . . 


folglich 

(l  + wVM-l-l—  , n n(n-l) 

(«-»-1)«  1-+-s-l*'  + T*  12  ■+- 

oder 

(1  -f-  *)*+i  — 1 


Daraus  folgt  für  tf=—  und  durch  Multiplication  mit  y*: 


(3  ■+■  y)**-1-1  — y"-H 
(w -»-1)3 


= ».y  -h  im.y"-'*  T^iy"- ***  


und  auf  der  rechten  Seile  steht  jetzt  die  in  (4)  eingeklammerte 
Reibe.  Der  Ausdruck  in  (4)  ist  daher 


(—  I)"  (z  -f-y)»-n  — y»-H 

w-t-1  ' * 
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aber  * war  = x — y und  daher  ist  die  vorliegende  Grosse 

_ (—  l)n  — y"-*-1 . 

“ «HM*  x—y  ; 

folglich  ist  der  Ausdruck  (3),  welcher  das  allgemeiue  Glied  der 
Reihe  für  darstellte, 

Wir  haben  daher 

Vergleichen  wir  damit  den  Ausdruck  (2),  so  ergiebt  sich  die  Glei- 
chung 

/(-*•)  — /(y)  =/(  f+y)‘ 

I 

Die  Summe  der  Reihe 

, x — {.r3  -f- \xl  — * 

ist  also  diejenige  Function  von  x,  welche  die  Eigen- 
schaft bat: 

/(•*)  —Av)  =/(f^r|)- 

Gm  hieraus  die  Function  f bestimmen  zu  können , setzen  wir 
f(x .)  = gp(l  x),  wo  <p  eine  neue  Function  bedeutet.  Es  wird 
jetzt 

<f>(l+x)—cp(l  + y)=<p(l+~^/)  = 9>(i^p)- 

Nehmen  wir  noch  l x = uß,  1 -4-  y = (S,  so  kommt 

<p{aß)  — <p(ß)  = q>(u) 

oder 

SP(«)  -f-  9>(0)  = <p(aß)- 

Man  weiss  aber,  dass  diese  Function  keine  andere  ist,  als 

(jp(a)  = <z  log  « (mit  beliebiger  Basis), 

wo  a eine  willkiihrliche  Constante  bedeutet  (Ca  uchy , cou rs  <1  a u a - 
lyse,  page  Ul);  also  haben  wir  auch  y(l  4- «■)  = <*  l°ft(* 
und  weil  y(l+,r)=/(.r)  war,  f(x)  = a log(l  4-  -*0;  folglich 

«log(l  -+-x)  = x — £ar*  4- j.r*  — ••••>  4-  1 — *•  (&) 

Man  hat  ebenso 
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a !og(l  — x)  = — x — ^X'  — fr’  — -+-  1 1 (6) 

durcii  Subtraction 

ia  loS  j-~  = x-+-  ix’  -+-  |ir‘  4-1  >•*■;>  — 1 (7) 

und  für  = 

I — x 


=c>*>0.  (8) 


Daraus  bestimmt  man  a , indem  man  x = 6,  der  Basis  des  logaritb- 
misehen  Systems  nimmt;  es  ist  dann  log  £=l.  folglich 


\a 


Hat  man  auf  diese  Weise  a gefunden,  so  erhält  man  aus  (8) 


und  der  Factor  7^  ist  die  Grosse,  welche  man  den  Modulus  des 
logarithmischeu  Systems  nennt. 

Der  vorstehende  Beweis,  welcher  sich  an  die  von  Cauchy  auf 
pag.  165  und  168  fiir  die  Binomial  und  Exponentialreibe  gegebe- 
nen Beweise  anschliesst,  dürfte  sich  hauptsächlich  dadurch  empfehlen, 
dass  er  ebenso  wenig  von  der  Keuntniss  der  Exponentialreibe,  noch 
von  der  Methode  der  unbestimmten  Coeflicienten  Gebrauch  macht. 


II.  Beweis,  dass  für  jedes  ju  — px**— 1 i s t. 

\ 

Um  den  ausgesprochenen  Satz  zu  beweisen,  geht  man  gewöhn- 
lich vom  Binomiultheorem  für  ganze  positive  Exponenten  aus,  oder 
zeigt  wenigstens  mittelst  des  Schlusses  von  n auf  »+  1,  dass  für 

(1  -+-  ■r)'1  = 1 J,x  Jtx*  -f-  J*x» 


n ist,  woraus  sich  die  Gleichung 


d(x») 

dx 


— nx"— 1 


ableiten  lässt;  diese  wird  dann  auch  auf  gebrochene  und  negative 
h ausgedehnt.  Man  kann  aber  auf  viel  kürzerem  Wege  sogleich 
zum  allgemeinsten  Resultate  gelangen. 

Man  weiss  nämlich,  dass,  wenn  />,  q,  r,  u.  s.  w.  Functionen 
von  x bedeuten,  die  Gleichung  statt  findet; 

dipifr....)  dp  dq  /fr 

pyr....  p 9 r -*-■■■■ 
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oder,  wenn  wir  überall  mit  da:  dividiren  und  den  Differentialuuo- 

tieoten  einer  Function  überhaupt  mit  D bezeichnen 

auch 

M pyr....)  _ Op  , Dt[  Dr 
V'!r  • ■ • • V V r "t~ 

Sei  nun  p — a&,  q — xß,  r — xY,  u.  s.  w.,  so  ist 

/>yr . . . . = x*+S+Y+-—, 


also 


ß{x«+ß+y+~)  _ D(x«)  ß(xß)  D(xY) 
Xtv+4+Y+"~  • xti  xß  xY  ’ 


Bezeichnen  wir  überhaupt 

IKxh) 

—&T  m,t  9>0*)> 

so  sagt  jene  Gleichung,  dass  diese  Function  die  Eigenschaft  hat 

<f  («-+-  ß ■+■  Y + ....)  = 9>(«)  ■+■  <p(ß)  •+•  sp(r)  ■+••..  • 

woraus  folgt,  dass  für  jedes  beliebige  f*  die  Function  90  von  der 
Form  ist 

»>(/*)  = W(1) 

(Caucfay,  cours  d’aualyse,  page  106).  Aber  es  ist 

tHx') 


folglich 


l>(x')  dx  1 
= — — — x’ 


<p(p)  = p.—, 


und  weil  g>(/0  — war,  so  ergiebt  sich 

D(xt‘)  = pxf4^  oder  = pst*—'1 
für  jedes  beliebige  p. 

III.  Summirung  der  Reihe 


«o ~ n , 2.4  w 

1 3 • 2 3.5  ‘ 3 


2 . 4 . 6 ....  2n  n„ 


. ^ - . ■ . . (1) 
“ - 1 n+1  ' ’ 


3. 5. 7... .2  n 
Es  ist  folgendes  lutegrul  bekannt: 

}/*(l  - a,*,g,-^=.  (2) 

J ’ 3 . 5 . 7 ....2/n -f-  X ' ' 
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Blan  erhält  dasselbe  am  leichtesten  durch  mehrmalige  Anwendung 
der  Reductionsformel 


J*XPxm~-'idx  — 


X = a -+-  hx", 

Xp+\x<*  n (tn  — n)a 

(m  -j-  np)h  (m  -+-  np)l> 


ß 


— 1 Xvdx 


für  o=l,  l>  = — 1,  m = 1,  p — — j,  indem  man  nachher  m - f-  1 
für  rn  setzt. 

Substituiren  wir  die  Werthe  des  Integrals  (2)  für  «»=0,  1, 
2, n in  die  Reibe  (1),  so  ergiebt  sich,  dass  dieselbe  dem  fol- 

genden Ausdrucke  gleich  ist: 

i/;1[rD -n-i* ■+■ i (3) 


wovon  mau  sich  auch  umgekehrt  durch  Integration  der  einzelnen 
Glieder  leicht  überzeugt. 

Nun  ist  aber 


1 — (1  — x )"+>  = ^y~x 


(»+!)",  . («-f-lM»— I)  ... 

1.2  1.2.3  X 


folglich 


1— (1  — j)”+i 
(n-f.l)x 


n[n  — 1) 


1 ~ ' 1 - 1.2 

= «o  — i»tx*  — • • 


Durch  Substitution  dieses  VYerthes  geht  das  Integral  (3)  in  das  fol- 
gende über 


» 1 - (1  - gyn-i 


>ri— 

l/o  0 


■ i)x 


(l  — x)—il/x. 


Für  x = 1 — y erhält  man  daraus 

. i — y”+1  . . 1 l — yH-1 

*«/ 1 (*»-*-  i)(i  — yi^~ ' ,J  2r»  -f-  2 ,/  o l— y v~uy 

l 

r^y0  H.+  y-i-y’-i-y’ ■+•— • -+- rly-™^ 


2 n. 


1 


2w-*-2  il  — i 
1 

' * ’t-ft 


1 1 


2-i  ’ 3-i 

" " * 2»  -t- 1 1 " 


» + 1—  i 


~ n + l 
Es  ist  daher 

«o_.2  »i  . 2-A  n2  2.4.6  »Sj  . 
1 3 ‘ 2 ^3.5  ' 3 3.5.7  * 4 

= | + +*  + + + --.  + K57ii 


W 
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wodurch  die  Summe  der  Reihe  in  ihrer  möglichst  einfachen  Form 
dargestellt  wird. 


IV.  Ableitung  einer  Reibe  für  Are’  tau  jr. 
Es  ist  folgende  Reihe  bekannt: 


Are*  sin  s = y 


2 z* 

3 * 2 


2.4 

3.5 


3 


(1) 


Sie  wurde  von  Stainville  zuerst  gegeben  und  ist  dann  auf  ver- 
schiedene Weise  bewiesen  worden.  (Einen  elementaren  Beweis 
giebt  Cauchy  n.  a.  0.  page  549  — 550). 

Man  hat  aber 

Arctan  x = Arcsin  , 

V"l  -f-jr1 

folglich,  wenn  man  beiderseits  quadrirt  und  rechts  die  Gleichung 
(1)  anwendet, 


Arc’tan  x = 


1 •+■  x 1 


Enter  der  Voraussetzung,  dass  x<Zl  sei,  lassen  sich  die  Grössen 

1 1 1 
1 + x*'  (i-j-a:1)”  il-Htf’j*' 

mittelst  des  Binomialtheorems  für  negative  Exponenten  in  Reihen 
verwandeln  und  geben  jetzt  folgenden  Ausdruck: 

Are1  tan  x = x*l{ — 1)0  4-  (—  l),^1-!-  (— 1), ■*•*-+-(—  l),jr* -+-.... J 

+ y • ?K-2)o  -+-(-2),^1+(-2)Ja:«4-(-2)Ia:*-+-....l 

3TB  ' — 3)o+( — — f-( — 3)J.r*-4-(—  3),a:*  4-....J 


Ordnet  man  denselben  nach  Potenzen  von  x , so  ergiebt  sich: 
Are1  tan  x = x*  . ( — 1)„ 

-hx* 


Ein  allgemeines  Glied  dieser  Reihe  würde  sein: 


( — I)« 


2_  ( — 2)«— i 2^  (— 3)»-a 

3 • 2 3.5  ' 3 


Digitized  by  Google 


97 


oder,  wenn  man  bemerkt,  dass  immer 


ist. 


(_  l)«^>+3 


■ "*)/.  = (— 

i)M< 

pl* 

o 

«n— I 

Li 

T * 

2 

r«« 

o 

21  H 

L i 

T * 

2 ■ 

2.4  n„~2 

JTS  • ' 3 


Die  eingeklammerte  Reihe  ist  aber  die  nämliche,  welche  wir  in 
No.  III.  summirt  haben;  setzen  wir  ihre  Summe,  so  ist  unser  all- 
gemeines Glied 

= (- if**-**  ■ ~ [;  + ; + • + ....  + 

und  daher  erhalten  wir  das  bemerkenswerthe  Resultat: 


Are’  ton  x 


oder  etwas  symmetrischer: 


•JArc1  tan  x 

(l  + t)  ■+-  -jj-0  -+-  t ■+■  t)  “ • • 


welches  narb  der  früheren  Bemerkung  nur  su  lange  richtig  bleibt, 
als  x ein  achter  Bruch  ist. 

Man  könnte  fragen , ob  die  Reibe  noch  für  x = 1 convergire, 
was  man  aus  ihrer  Ableitung  nicht  unmittelbar  erkennen  kann.  Du 
die  Reihe  (3)  für  x=l  nämlich 

i-i(l-+-i)  + i(l+i  + i)-....  0) 


mit  wechselnden  Zeichen  fortgeht,  so  ist  zu  ihrer  Conrergenz  nichts 
weiter  nöthig,  als  dass  jedes  Glied  grösser  als  das  nächste  ist,  also 
eine  beständige  Abnahme  der  Glieder  hinsichtlich  ihrer  absoluten 
Wertbc  statt  findet,  und  dass  zugleich  diese  Abnahme  ins  Unend- 
liche fortgehe,  mithin  die  Gränze,  welcher  sich  die  Glieder  nähern, 
keine  andere  als  die  Null  sei.  Beide  Umstände  treffen  bei  unserer 
Reihe  zusammen,  wie  sich  aus  dem  Folgenden  ergiebt. 

Ein  allgemeines  Glied  der  Reibe  (4)  ist,  abgesehen  vom  Zeichen, 


wofür  sieb  wie  früher  das  Integral  setzen  lässt: 

1 /’il—  s*»,  l fi  dz  1 /fl  dz 

2n/o  1 — s1  * ’inJol  — s*  2m/  o 1 — s1* 


TbeÜ  V. 
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Verwandelt  mau  j in  die  bekannte  unendliche  Reihe,  was  sich 

hier  auf  ganz  ähnliche  Weise  wie  in  einem  früheren  Aufsatze  von 
mir*)  rechtfertigen  lässt,  so  ergiebt  sich  durch  Integration  der 
einzelnen  Glieder 

«n  = 2^  fl  -f-  i + i 4- in  inf.J 

~ +5tVbh"- ••  in  iaf  ] 

und  durch  Vereinigung  der  unter  einander  stehenden  Glieder 

W"  ==  1(2«  -+-  1)  + S(2n  4-  J)  -*■  5(ia  + 5)  10  inf-’ 

ein  schon  an  und  für  sich  henierkenswcrther  Satz. 

Man  hätte  ebenso 

1 ■ 1 , 1 , 

Un+i  — 1(2»  + 3)  3(2«  5)  3(2«  h-7)"1" 

folglich  Geht  man  ferner  in  dem  Ausdrucke  für  u„  zur 

Gränze  für  wachsende  n über,  so  ist  offenbar 

Lim  t/„  =0. 

Mittelst  dieser  beiden  Eigenschaften  der  allgemeinen  Glieder  u ist 
die  Convergenz  der  Reihe  (4)  bewiesen.  Wir  buben  daher  aus  (3) 
für  .r  = 1 

32  = i — J(1  + i)  + t(1+t  + t)  — ••••  (®) 


V.  Geber  den  Werth  des  Integrales  J # e dt. 

I)cr  Werth  des  vorstehenden  bestimmten  Integrales,  welches  in 
der  Wärmetbcoric  und  W'ahrscbeinlichkeitsrcchnung  verkommt,  ist 
schon  auf  verschiedene  Weise  abgeleitet  worden,  von  Legetidre 
undLaplace  durch  doppelte  Integration,  vonl’oisson  durch  eine 
geometrische  Betrachtung  u.s.  w.  Eine  von  anderen  Theorien  unab- 
hängige Entwickelung  desselben  ist  folgende. 

Zuerst  erhellt,  dass  das  fragliche  Integral  einen  endlichen 

Werth  haben  müsse.  Denn  da  die  Function  e rascher  ubnimmt 
als  die  Function  e . so  muss 


./: 


*>_<•  /•* 
e dt<£ 

o 


—t 

e dt,  d.  b. 


<1 


*)  Tbl.  III.  No.  XXXII. 
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sein.  Bezeichnen  wir  den  unbekannten  Werth  des  Integrales  mit 
k,  so  ergicht  sich  aus  der  Gleichung 

o " *=*-•  (1) 

dadurch,  dass  man  V nt  für  l setzt,  wo  a eine  beliebige  positive 
Cunstaute  bedeutet  und  \/ u positiv  genommen  wird, 


dt— 


k 

\/u 


....  (2) 


i 


und  wenn  man  diese  Gleichung  «mal  nach  u partiell  diiferenziirt 

r 

0 


*dn(e  Ul>)-de  = 


du» 


du» 


d.  h. 


^ 1.3.5....  (2«  — 1)  k 

So  r e dt=  2»u»  • \7ü 


oder  a‘  für  u gesetzt 

Mittelst  dieser  Gleichung  lässt  sich  der  Werth  des  Integrales 

/"“sin  t-«*'1  , 

J0  ~re  de 

in  eine  uuendliche  Reihe  verwandeln.  Setzt  man  nämlich  für  sin  t 
die  Reibe 

t t * tl 

I 1.2.3  1.2. 3. 4. 5 


und  iutegrirt  die  einzelnen  Glieder  nach  Formel  (3),  so  ergiebt 
sieb 


sin  t -«■'* 

~re 


dt 


1 1 
n 1.2.3 


+ 


1.3 

1.2. 3. 4. 5 


1 


2’  . os 


...\k 


i 


l_  1 
1 * 3 


rä-Ks)'—  -!»*■ ■•••« 


und  diess  ist  für  alle  möglichen  a richtig,  weil  diese  Reihe  jeder- 
zeit convergirt. 

Man  kann  ober  auf  anderem  Wege  zu  ganz  der  nämlichen 
Reihe  gelangen.  Man  setze  nämlich  in  "dem  Integrale 

fi—*' 

./»“«  dt 
o 

7* 
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... 

tur  e 


die  Reibe 


1 1.2  1 .2.3  ^ 


und  integrire  die  einzelnen  Glieder,  so  wird 


ß 

'S  0 

iriy  + j_ 

3 K’iaJ  ^ 1.2 


— 1‘ 
2«  ß 

0 


....(6) 


und  die  vorstehende  Reihe  ist  die  nämliche  wie  die  in  Formel  (4) 
in  Parenthesen  stehende.  Multipliciren  wir  daher  das  vorliegende 
Resultat  mit  2X-,  so  ist  durch  Vergleichung  von  (4)  und  (6) 


o/  /d  , /"‘“sin  r— n’f* 

uJt  e dt=Jo~re  <Ä-(7)  ' 

und  diess  gilt  für  jedes  beliebige  a.  Lassen  wir  dasselbe  immer 
kleiner  werden  und  gehen  zur  («ranze  für  a = 0 über,  so  wird 


sin  t 


dt. 


Vermöge  der  Gleichung  (1)  ist  aber  die  linke  Seite  = 2£*;  der 
Werth  des  Integrales  rechts  ist  bekanntlich  = mithin  wird  2X-’ 

= y oder  — wodurch  die  bisher  unbestimmte  Grösse  X- 

ihrc  Bestimmung  gefunden  hat. 

Wir  buben  jetzt  aus  Formel  (2)  für  u = a1 


\/n 

2« 


(8) 


und  aus  Formel  (3) 

1 .3.5....(2«-l)  \/n  ... 

Jo  df= • T:- (9) 

Setzt  man  in  Formel  (7)  rechts  ßt  für  t,  so  ergiebt  sich 

' o «7  0 f 

0<ler,  — für  a gesetzt: 

*7  0 «7  0 t 

Differenziirt  man  diese  Gleichung  nach  ß,  so  wird 
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womit  die  wichtigsten  drei  Formeln  dieser  Art,  nämlich  ($),  (9) 
and  (10),  bewiesen  sind. 

Aus  der  letzteren  kann  man  noch  ein  allgemeineres  Resultat 
tieben.  Es  ist  nämlich  nach  einem  früheren  Aufsatze  von  mir  über 
höhere  Differenzialquotienten  (Tbl.  IV.  No.  XL.): 

—fl*«1  \ 

d-(e  ) 

dun  |(U) 

= ( — a)n  \(2au)n  — 2/»,(2nt»)"— 2-f- 3.4»4(2nr«)"— 4 — ....\e  ) 

und  dieses  lässt  sich  auf  folgende  Weise  benutzen.  Man  diffcren- 
liire  die  Gleichung  (10)  »mal  nach  ß.  so  ist 


_ /»* 

V/jt  d " (e  ■*»') S'xd"(cosßt) 

2 « ' dß"  «/  o dßH  e 

= j ^ cos  ( ßt  -f-  ,tK.e  dt 


und  wenn  man  auf  der  linken  Seite  die  Gleichung  (11)  für«=/J, 
«= in  Anwendung  bringt,  so  erhält  man  das  Integral: 


/*  _ a'f 

tm  cos  (J»7r  -+-  ßt)  . e dt 


(2«)»+i  Lv«y 


welches  noch  nicht  bekannt  zu  sein  scheint. 
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VI 


lieber  die  Auffindung  mathematischer 
Wahrheiten  bei  den  Griechen. 


Von 

Herrn  Doctor  Ludwig  Feiix  Ofterdinger 

zu  Tübingen. 


I.  Artikel. 

Die  Arl,  wie  die  griechischen  Mathematiker  ihre  Entdeckungen 
gemacht  haben,  ist  ein  Gegenstand,  der  seine  volle  Losung  immer 
noch  nicht  gefunden  hat.  Peter  Nunnez,  Franz  und  Peter 
Schootcn,  Wallis  und  mehrere  spätere  Mathematiker  vvnren  der 
Ansicht,  dass  die  alten  Mathematiker  ein  Mittel  in  der  Hand  ge- 
habt haben,  durch  welches  sic  ihre  Sätze  erfunden  hätten,  dass  uns 
aber  dieses  nicht  überliefert  worden  sei.  Robert  Simsnn  glaubt 
dieses  Mittel  sei  die  Analysis,  wie  sie  uns  Pappus  im  VII.  Buch 
seiner  mathematischen  Sammlungen  zeigt;  dieser  Ansicht  stimmten 
mehrere  Mathematiker  bei.  Eine  genaue  Betrachtung  der  mathe- 
matischen Werke  der  Griechen  zeigt,  dass  die  Analysis  allerdings 
hei  der  Abfassung  derselben  eine  grosse  Holle  gespielt  hat,  dass 
aber  auch  die  Analysis,  wie  sie  uns  Pappus  giebt,  mehr  zur  Lö- 
sung einer  geometrischen  Aufgabe,  als  zur  Auffindung  neuer  Sätze 
dient,  dass  deswegen,  wenn  die  Analysis  zur  Erfindung  neuer  Wahr- 
heiten gebraucht  werden  soll,  dieselbe  allgemeiner  aufgefasst  wer- 
den muss,  und  dann  doch  noch  ein  anderes  Etwas  übrig  bleibt, 
welches  zur  Entdeckung  mathematischer  Wahrheiten  führt.  Diess 
alles  auszufUhren  und  zu  beweisen  ist  der  Zweck  nachfolgender 
Zeilen. 

Eine  Vergleichung  mit  neuern  Methoden  ist  bei  einer  derarti- 
gen Arbeit  nicht  wohl  zu  umgeben,  und  wenn  der  Verfasser  diess 
auch  so  wenig  als  möglich  getban  hat,  so  wird  er  dadurch  wohl 
keinem  Tadel  ausgesetzt  sein. 
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Ueber  die  Auffindung  mathematischer  Wahrheiten  durch 
die  Analysis,  oder  Uber  die  theoretische  Analysis. 

Wenn  man  einen  Satz  D hat,  dessen  Allgemeinheit  und  Gül- 
tigkeit noch  nicht  erkannt  wäre,  so  nehme  man  an,  er  gelte  in 
aller  Allgemeinheit.  Nach  einer  genauen  Untersuchung  dieses  SatzeB 
wird  mau  finden,  dass  er  in  aller  Allgemeinheit  bewiesen  werden 
könnte,  wenn  der  Satz  C in  aller  Allgemeinheit  gelten  wUrde  und 
bewiesen  werden  könnte;  dieser  aber,  wenn  der  Satz  ß,  und  die- 
ser. wenn  der  Satz  A gilt  und  bewiesen  werden  kann.  Hier  sind 
drei  Fälle  möglich: 

1)  Ist  A ein  Satz,  der  allgemein  .gültig  ist,  und  entweder  schon 

* bewiesen  ist,  oder  gar  keines  Beweises  bedarf,  so  ist  U in 

aller  Allgemeinheit  wahr  und  kunn  bewiesen  werden. 

2)  Ist  hingegen^  ein  Salz,  von  dem  inan  weiss,  dass  er  unwahr 
ist,  da  //nur  als  wahr  erwiesen  werden  kann,  wenn  A wahr 
ist,  so  ist  in  diesem  Falle  C und  auch  D unwahr. 

3)  Ist  aber  A nicht  in  aller  Allgemeinheit  wahr,  sondern  hat  die- 
ser Satz  Ausnahmen,  so  haben  entweder  diese  Ausnahmen  kei- 
nen Einfluss  auf  B und  es  ist  danu  die  weitere  Untersuchung 
wie  im  ersten  Falle;  oder  sie  machen,  dass  tt  zwar  gilt,  aber 
mit  Ausnahmen  , wo  daun  untersucht  werden  muss  , ob  C den- 
noch wahr  oder  unwahr  ist  oder  mit  Ausnahmen  gilt,  und  iin 
letztem  Falle,  ob  D allgemein  wahr  ist  oder  unwahr  oder  mit 
Ausnahmen  gilt. 

Diese  Untersuchungsart  nennt  man  die  theoretische  Ana- 
lysis“): sie  dient  also  I)  zur  Aufsuchung  des  Beweises  eines 

Satzes  und  2)  zur  Auffiuduug  neuer  Sätze,  welche  hier  die  Mittel- 
sätze (ß  und  C)  sind,  und  die  zwischen  dem  Satze,  den  man  be- 
weisen will,  und  dem,  welchen  man  schon  bewiesen  bat,  liegen. 

Alle  Beweise  aller  mathematischen  Sätze,  alle  mathematischen 
Schriften  entstanden  durch  diese  Methode,  und  sie  kuuu  in  alleu 
'{'heilen  der  Mathematik  noch  jetzt  mit  Nutzen  gebraucht 
werden.  Es  ist  daher  sehr  zu  beduueru,  dass  cs  fast  scheint,  sie 
sei  ganz  verluhreo ; denn  der  Gebrauch,  welcher  vou  der  griechi- 
schen Analysis  hei  einzelnen  geometrischen  Aufgaben  uud  hie  und 
da  bei  einem  einzeln  stehenden  Lehrsätze  gemacht  wird,  kann  kei- 
nen Anspruch  auf  eine  wissenschaftliche  Methode  machen  **). 


*)  „Duplex  est  analyseos  genus,  vel  enirn  est  veri  indagatrix,  diciturque 
„tbeoretica;  vel  propositi  investigatrix,  ac  problematica  vocatur.  In 
„theoretico  aurern  genere,  quod  quaeritur,  revera  ita  se  habere  sup- 
„ponentes,  ac  deinde  per  ea  quae  consequuntur,  quasi  vera  sint  (ut  sunt 
„ex  hypotbesi)  argumentantes ; ad  evidentem  aliquant  conclusioncm  pro- 
„cediinus.  Jam  si  conclusio  illa  vera  sit,  vera  quoqtte  est  propositio 
„de  qua  quaeritur;  ac  demonstratio  reciproce  respondet  analysi.  Si 
„vera  in  falsam  conclusioneui  incidamus,  filsum  quoque  erit  de  quo 
„quaeritur."  Pappi  Alexandriui  praefatio  ad  septimum  librutn  coliectio- 
nis  matbeinaticae. 

*“)  Klügel  (matt).  Wörterbuch  I.  pag.  89.)  sagt:  „Die  theoretische  Analysis 
„wird  kaum  anders  brauchbar  sein,  als  bei  der  Prüfung  eines  Satzes, 
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Unter  den  vielen  Beispielen,  welche  hier  gegeben  werden  könn- 
ten,  nmg  eines  angeführt  werden,  das  wegen  seines  allgemein  be- 
kannten Gegenstandes  die  Sache  am  leichtesten  klar  machen  wird 
und  das  gleichsam  die  Angel  ist,  um  welche  sich  alle  Sätze  der 
sechs  ersten  Bücher  der  Elemente  des  Euclides  drehen. 

Muitiplicirt  man  eine  Zahl  a mit  sich  selbst,  su  erhält  man  die 
Zahl  aa\  nun  lehrt  die  Erfahrung,  dass  wenn  man  eine  belie- 
bige Anzahl  (rr)  gleich  grosser  Quadrate  hat,  und  davon  aa  nimmt, 
mun  daraus  ein  einziges  Quadrat  zusammensetzen  kann,  an  dessen 
jeder  Seite  n Quadrate  liegen;  so  kann  man  z.  B.  aus  3.3,  4.4, 
5.5  u.  s.  w.  Quadraten  einzelne  grosse  Quadrate  bilden,  au  deren 
jeder  Seite  3,  4,  5 u.  s.  w.  von  jeuen  kleinen  Quadraten  liegen. 
Bildet  man  nun  3 Quadrate,  von  denen  das  eiue  9,  das  andere  16, 
und  das  dritte  25  gleiche  Quadrate  enthält,  so  dass  also  die  beiden 
ersten  Quadrate  eben  so  gross  als  das  dritte  sind,  so  lehrt  die  Er-  » 
fahrung,  dass  weuu  man  die  drei  Seiten  dieser  drei  Quadrate  zu- 
summenfügt,  mun  ein  rechtwinkliges  Dreieck  erhält,  von  dem 
man  sagen  kaun: 

das  Quadrat  der  dem  rechten  Winkel  gegenüberliegenden  Seile 

ist  gleich  den  Quadraten  der  ihn  cinschliesseuden  Seiten. 

Da  man  dasselbe  bei  den  Quadraten  findet,  welche  aus  36,  64  und 
100,  ferner  bei  denen,  welche  aus  81.  144  und  225  kleinen  Qua- 
draten zusammengesetzt  sind,  so  entsteht  die  Frage,  ob  der  aufge- 
stellle  Satz  nicht  ganz  allgemein  gilt  * ). 

Zu  einem  vollständigen  Beweise  eines  Satzes  gehört  aber,  dass 
man  alle  gebrauchten  Kunstausdrücke  gehörig  erklärt.  Deswegen 
ist  es  in  vorliegendem  Satze  nöthig,  die  Ausdrücke  Quadrat  und 
rechtwinkliges  Dreieck  zu  erklären;  Quadrate  und  rechtwink- 
lige Dreiecke  sind  gcrndlinigte  Figuren;  um  daher  eine  voll- 
ständige Erklärung  davon  geben  zu  kounen,  muss  man  eine  Erklä- 
rung von  gcrndlimgtcn  Figuren  geben,  wozu  aber  die  Erklärungen 
von  Figur  und  Greuze,  Ebene  und  Fläche,  von  Linie  über- 
haupt, und  besonders  von  geraden  Linien,  und  dem  Aeusser- 
sten  einer  Linie,  also  die  Erklärungen  ! — 7,  13,  14  und  20  I. 
Elcm.  Euch  gehören. 

Rechtwinklige  Dreiecke  sind  Dreiecke;  daher  gehört  zu  einer 
vollständigen  Erklärung  dieser  Figuren  die  Erklärung  vom  Drei- 
ecke überhaupt  und  die  der  besondern  Arten  von  Dreiecken. 
Ebenso  gehört  zur  Erklärung  des  Quadrats  die  aller  vierseitigen 
Figuren.  Um  aber  die  Erklärungen  der  verschiedenen  Arten  von 
Dreiecken  und  Vierecken  zu  geben,  muss  man  die  Erklärungen  vom 
Wiukcl  lind  dessen  besondern  Arten  voraussehicken : dadurch  er- 
hält man  die  Erklärungen  8 — 12,  21 — 34  I.  Eiern.  Euch 


„den  ein  Schriftsteller  aufstellt  oder  anwendet,  ohne  ihn  zu  beweisen!” 
Lehmann  (mathematische  Abhandlungen.  Zerbst  1829.  pag.  21.)  sagt: 
„Die  Alten  batten  zwar  auch  eine  Art  von  Analysis,  die  aber  doch  von 
„der  neuern  ganz  verschieden  war,  nur  in  einem  blinden  Versuchen 
„bestand,  und,  in  Beziehung  auf  das  System,  als  eine  Nebensache,  bloss 
„als  ein  Uebungsmittel  der  Erfindungskraft,  betrachtet  worden  zu  sein 
„scheint.” 

*)  M.  Vitruvii  de  Architectura  libri  dccem.  lib.  I.  2.  — l’rocli  coinmenta- 
riorum  in  primuni  Euclidis  librtim  libri  quatuor.  lib.  IV.  ad  prop.  47. 
Euch 
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Xacli  diesen  Vorbereitungen  ist  es  möglich,  den  Beweis  des 
betreuenden  Satzes  zu  suchen.  Dm  aber  den  Beweis  eines  mathe- 
matischen Satzes  zu  finden,  ist  es  nöthig,  dass  inan  das,  was  be- 
wiesen werden  soll,  sich  vor  Augen  lege,  und  also  bei  einem  geo- 
metrischen Satze  das  zu  Erweisende  durch  eine  Zeichnung  sieb 
vergegenwärtige.  Es  ist  also  die  Aufgabe  nöthig:  auf  einer  ge- 
gebenen geraden  Linie  ein  Quadrat  zu  beschreiben.  Bei 
Lösung  dieser  Aufgabe  ist  man  genötbigt,  neue  Sätze,  durch  die 
mau  wieder  auf  andere  Sätze  kommt,  zu  beweisen,  neue  Erklärun- 
gen zu  geben,  und  Forderungen,  so  wie  Grundsätze  aufzustellen. 

Geht  man  auf  diese  Weise  fort,  sucht  von  jedem  gefundenen 
Satze  den  Beweis  und  bildet  von  jedem  dieConverse,  so  wird  man 
alle  Erklärungen,  Forderungen,  Grundsätze  und  Sätze  des  ersten 
Baches  der  Elemente  des  Euclides  erhalten. 

Aus  diesem  Beispiele  ist  zu  ersehen,  wie  mau  durch  die  Analy- 
sis Sätze  findet;  so  dass  sie  also  die  Methode  ist,  durch  die  man 
nicht  allein  die  Beweise  einzelner  Sätze,  sondern  auch  eine  Menge 
neuer  Sätze  finden  kann. 

Archimedes  hat  in  den  Vorreden  seiner  geometrischen  Schriften 
jedesmal  diejenigen  Sätze  hervorgehoben , die  er  beweisen  will: 
wendet  man  auf  sie  die  analytische  Methode  an,  so  wird  man  alle 
die  übrigen  Sätze  linden,  welche  in  den  betreffenden  Büchern  sonst 
noch  enthalten  sind. 


§-2- 


Von  der  Z u sa  m m e n fü  gu  n g der  durch  die  Analysis 
gefundenen  Sätze,  oder  von  der  Synthesis. 


Wenn  man  das  durch  die  Analysis  Gefundene  so  zusammenfügt, 
dass  man  von  dem  Bekannten,  Einfachen  und  Erwiesenen  auf  das 
Zusammengesetzte  und  auf  das,  was  nur  durch  das  Eiufache  zu 
erweisen  ist,  übergeht,  so  befolgt  man  die  synthetische  Me- 
thode. 

Es  wird  das  durch  die  Analysis  Aufgestelltc  und  'Gefundene 
eingetheilt  io  Erklärungen,  Forderungen,  Grundsätze*)  und  Sätze”). 


*)  In  der  Regel  wird  der  Begriff  des  mathematischen  Grundsatzes  zu  bc- 
beschränkt  aufgefasst.  Die  Griechen  nannten  nämlich  Axiom  (Grund- 
satz) den  letzten  Satz,  welchen  die  Analysis  gefunden  hat  (also  den 
Satz  A.  in  §.  1.)  und  den  man  als  wahr  anzunehmen  berechtigt  ist; 
(daher  Axioma,  Annahme,  von  li^iovy  annehmen.)  Sind  die  Axiomata 
Sätze,  deren  Richtigkeit  von  selbst,  ohne  eines  Beweises  zu  bedürfen, 
_einleucbtet,  so  heissen  sie  xotyni  fyyotat,  communes  notiones,  Gemein- 
satze; sind  cs  aber  Sätze,  die  eines  Beweises  bedürfen,  der  aber  nicht 
gegeben  wird,  sei  es,  dass  der  Beweis  sich  anderswo  findet,  oder  dass 
er  in  der  vorgeschricbenen  Form  gar  nicht  gegeben  werden  kann, 
man  aber  Von  der  Richtigkeit  des  Satzes  überzeugt  ist,  so  heissen  sie 
iaußayt'ifjiy u sumpta  oder  kurzweg  Annahmen.  Die  Grundsätze  1 — 10 
und  12  Eleni.  Euch  sind  Ge  incinsä  tze,  dagegen  der  11  Eiern.  Euch, 
so  wie  die  Grundsätze  des  Archimedes  in  seinen  verschiedenen  Schrif- 
ten blosse  Annahmen  sind. 

**)  Prodi  I.  c.  II.  8.  , 
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Der  erste  Satz  wird  also  der  sein,  welcher  allein  durch  die  Erklä- 
rungen, Forderungen  und  Grundsätze  construirt  und  erwiesen  wer- 
den kann  und  durch  den  der  zweite  Satz  erwiesen  wird.  Unter 
den  Sätzen,  welche  die  Analysis  gefunden  hot,  füllt  den  zweiten 
Platz  der  aus,  welcher  nur  durch  die  Erklärungen,  Forderungen, 
Grundsätze  und  den  ersten  Satz  construirt  und  erwiesen  werden 
kann  und  der  nöthig  ist  zum  Beweise  und  zur  Goustruction  des 
nachfolgenden  Satzes  u.  s.  w. 

Ob  die  Sätze,  welche  unmittelbar  auf  einander  folgen,  etwas 
uussagen,  das  eine  Verwandtschaft  unter  einander  beurkundet  oder 
nicht,  hat  auf  die  Folge,  nach  der  sie  aufgeführt  werden,  nicht  den 
geringsten  Einfluss;  diese  richtet  sich  ganz  allein  nach  der  Con- 
struction  und  dem  Beweise.  Daher  kommt  es,  dass  Sätze  auf  einan- 
der folgen  können,  welche  den  verschiedensten  Inhalt  haben;  so 
handelt  z.  B.  1.  I.  Elem.  Euch  von  der  Construction  eines  gleich- 
seitigen Dreiecks;  2.  I.  von  der  Verzeichnung  einer  geroden  Linie 
von  einer  gegebenen  Länge  nn  einen  gegebenen  Punkt;  3.  I.  von 
der  Gleichmachung  zweier  gegebenen  Linien;  4.  I.  von  der  Con- 
nrruenz  zweier  Dreiecke  u.  s.  w.  Archimedes  handelt  in  seiner 
Schrift  von  den  Schneckenlinien  zuerst  (Satz  1.  und  2.)  mechani- 
sche, dann  (Satz  3 — 9)  geometrische,  dann  (10 — 11)  arithmetische 
und  von  da  erst  wieder  geometrische  Sätze  ab.  Dusselbe  lindet 
mau  in  allen  übrigen  Schriften  der  Griechen. 

Bei  der  Synthesis  ist  also  die  Ordnung,  in  der  sich  die  Sätze 
folgen , streng  vorgeschrieben , jede  Abweichung  lässt  sich  durch 
nichts  rechtfertigen  (es  giebt  — wie  Euclides  sagte  — nur  einen 
einzigen  Weg,  der  zur  Geometrie  führt0),  und  da  die  Synthesis 
die  durch  die  Analysis  gefundenen  Sätze  zusaintnenfügt,  so  werden 
durch  sie  keine  neue  Wahrheiten  gefunden,  welche  in  das  System 
gehören,  wohl  aber  lassen  sieh  Conversen,  Verallgemeinerungen  der 
Mätze,  analoge  Sätze  bilden,  und  ebenso  ergeben  sich  Folgerungen 
und  Zusätze,  welche  durch  eine  analytische  Behandlung  zu  neuen 
Systemen  von  Sätzen  öfters  führen. 


*•  3- 

Vom  Zusammcnfügen  der  Sätze  und  dem  Auffinden 
neuer  Wahrheiten  durch  die  philosophische 

Methode. 

Dem  griechischen  Geiste  konnte  es  nicht  entgehen,  die  Bemer- 
kung zu  vnaclieu , dass  hei  der  Synthesis  eine  Masse  Sätze  neben 
einander  zu  stehen  kommen,  welche  wohl  in  Bezug  auf  den  Be- 
weis, nicht  aber  in  Bezug  auf  das,  was  sie  nussitgrn,  einen  Zu- 
sammenhang haben,  dass  von  einem  Gegenstände  zwar  einzelne  Re- 
lationen nufgcstcllt  werden,  übrigens  nur  so  viele,  als  gerade  zur 
Führung  des  Beweises  irgend  eines  Satzes  gehört,  und  deswegen 
der  Gegenstand  immer  noch  unerschöpft  bleibt.  Es  war  daher  senou 
hei  den  Griechen  der  Wunsch  rege,  es  möge  diesen  Ucbcln  nbge- 
holfen  werden;  alle  Bemühungen  schlugen  aber  fehl,  und  erst  die 


*)  Procli  I.  c.  II.  4. 
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neueste  Zeit  konnte  diesem  lange  gehegten  Wunsche  abhelfen,  nachdem 
man  bei  der  Anordnung  der  Sätze  und  bei  ihrer  Beweisführung  einen 
ganz  neuen  Weg  eingeschlagen  hat,  und  die  Sätze  nicht  mehr  des 
Beweises,  sondern  des  Satzes  wegen  neben  einander  stellte.  Diese 
Methode  heisst  die  philosophische  oder  auch  die  genetische. 

Die  Aufgabe  der  philosophischen  Methode  ist,  durch  ein  Princip 
die  verschiedenen  Gegenstände  der  Mathematik  unter  Bich  zu  ver- 
knüpfen, jeden  Gegenstand  aber  in  allen  seinen  Beziehungen  zu 
untersuchen  und  daher  die  .Sätze,  welche  in  Bezug  auf  das,  was 
sie  uns  sagen,  eine  Verwandtschaft  haben,  in  Gruppen  zu  fassen, 
und  die  Sätze  sowohl  als  die  Gruppen  von  einem  allgemeinen  Ge- 
sichtspunkte aus  zu  betrachten  und  zu  beweisen. 

Die  Grössen  im  Allgemeinen,  als  Grössen  betrachtet,  dann  die 
Zahlen,  sind  von  einer  solchen  Einfachheit,  ihre  Verbindungen,  die 
sie  eingehen,  beruhen  auf  den  so  einfachen  Begriffen  von  ver- 
mehren und  vermindern,  dass  die  einzelnen  Sätze  wie  von  selbst 
in  einzelne  Gruppen  zerfallen,  bewiesen  und  von  dem  allgemeinen 
Gesichtspunkte  des  Vermehrens  und  Verminderns  betrachtet  werden 
können*).  Die  geometrischen  Grössen  dagegen  sind  von  viel  com- 
plicirterer  Natur,  weswegen  in  der  Geometrie  die  philosophische 
Methode  viel  später  Eingang  gefunden  hat,  und  hier  etwas  mehr 
im  Einzelnen  zu  betrachten  ist. 

Wenn  in  der  Arithmetik  der  erste  Begriff  der  der  Einheit*“) 
ist,  so  ist  in  der  Geometrie  der  erste  der  des  Punktes  **•);  ein 
Punkt,  der  sich  bewegt,  beschreibt  eine  Linie,  und  wenn  diese  Be- 
wegung nach  ein  und  derselben  Richtung  erfolgt,  so  entsteht  eine 
gerade  Linie.  Denkt  man  sich  zwei  gerade  Linien  auf  einander 
gelegt,  wovon  die  eine  fest  liegt,  die  andere  aber  um  einen  End- 
punkt der  feslliegenden  Linie  sich  zu  bewegeu  im  Stande  ist,  so 
entsteht  durch  diese  Drehung  ein  Winkel,  der  alle  Wertlie  von  0° 
bis  zu  360°  nonehmen  kann.  Drehen  sich  nun  um  die  beiden  End- 
punkte der  festliegenden  Linie  zwei  gerade  Linien,  so  entsteht  in 
gewissen  Fällen  ein  Dreieck.  Auf  ähnliche  Weise  kann  man  so 
nach  und  nach  alle  andere  Figuren  entstehen  lassen. 

Linien,  Winkel  und  Figuren  unterscheiden  sich  von  einander 
so  sehr  durch  ihre  Entstehung,  dass  diese  das  Kennzeichen  zu  de_r 
Bildung  der  einzelnen  Gruppeu  giebt.  Jenachdem  sich  die  beweg- 
liche Linie  bei  den  Winkeln  bewegt  hat,  sind  die  einzelnen  Arten 
der  Winkel,  so  wie  ihre  Eigenschaften  entstanden,  woraus  sich  die 
Sätze  und  ihre  Beweise  ergeben.  Ebenso  ist  es  bei  den  Dreiecken: 
drehen  sich  eine  oder  mehrere  Linien  um  eineD  oder  mehrere  Puokte, 
so  erhält  mau  nicht  allein  die  verschiedenen  Arten  der  Dreiecke 
und  ihre  allgemeioco  Eigenschaften,  sondern  auch  die  Lehre  von 
der  Congruenz  derselben;  bewegen  sich  aber  eine  oder  mehrere  Li- 
nien mit  unwandelbaren  Winkeln,  so  erhält  man  die  Lehre  von  der 


*)  B.  F.  Thibaut,  Grundriss  der  Mathematik.  5.  Auflage.  Göttingen. 
1S31.  p.  3.  seq. 

°s)  Theonis  Smvrnai  Platonici  espositio  eortim,  quae  in  arithmeticis  ad 
Platonis  lectionem  ntilia  sunt.  rap.  IV. 

•**)  Prncli  I.  c.  II.  def.  I. 
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Aehnlichkeit  der  Dreiecke.  Auf  dieselbe  Art  werden  die  andern 
Figuren  behandelt  “). 

Bei  der  philosophischen  Methode  entspringen  die  Eigenschaften 
der  Grössen  — also  die  Sätze  — aus  einem  bestimmten  Begriff  (in 
der  Arithmetik  aus  dem  Vermehren  (Zusammenselzen  mehrerer  Zah- 
len) und  Vermindern  (Theilen  der  Zahlen);  in  der  Geometrie  aus 
deui  der  Möglichkeit  der  Erzeugung  von  Constructionen)  und  darin 
liegt  die  Beweiskraft  der  Sätze,  ihre  Folgen  und  ihre  Gruppen. 
Bei  der  synthetischen  Methode  dagegen  werden  die  Eigenschaften 
ausgesugt  und  nachher  bewiesen,  die  Folge  liegt  hier  im  Beweise; 
ohne  die  analytische  Methode  weiss  man  daher  nicht,  woraus  die 
Eigenschaften  gefolgert  werden  können.  Bei  der  philosophischen 
Methode  sucht  mau  alle  Eigenschaften  einer  Grösse  zu  erforschen, 
indem  man  die  Elemente  aller  Grössen  auf  jede  mögliche  Weise 
sich  ändern  lässt,  und  darin  liegt  das  Mittel  zur  Erforschung 
neuer  Sätze.  Bei  der  analytischen  Methode  sucht  man  eine  Eigen- 
schaft einer  Grösse  um  eine  andere  zu  beweisen,  man  sucht  also 
nicht  alle  Eigenschaften  einer  Grösse  zu  finden,  sondern  nur  die 
Eigenschaften  verschiedener  Grössen,  die  zum  Beweise  nöthig  sind. 

* 4- 

Ueber  die  Auffindung  der  ersten  Sätze  der  Analysis. 

Bei  der  philosophischen  Methode  findet  man  Sätze,  iudem  man 
eiue  Grösse  betrachtet,  sie  in  ihre  einzelnen  Elemente  auf  löst  und 
diese  alle  nur  mögliche  Aenderungen  eingehen  lässt.  Bei  der  ana- 
lytischen Methode  findet  man  dagegen  neue  Sätze  (Mittelsätze), 
iudem  man  einen  Sutz,  der  etwas  aussagt,  das  bis  jetzt  noch 
unbekannt  war,  zu  erweisen  sucht.  Dieser  Satz,  welcher  gleichsam 
den  Schlussstein  eines  Systems  von  Sätzen  bildet,  wird  also  uufge- 
stellt,  bevor  man  von  der  lliehtigkeit  desselben  durch  den  Be- 
weis überzeugt  ist1”);  da  aber  derlei  Sätze  nicht  aus  der  Luft 
gegriffen  werden  können  <’,°),  so  muss  man  bestimmte  Anhaltspunkte 
halten,  durch  die  sie  gefunden  werden.  Diese  sind  aber 

1)  die  Anwendung  der  Arithmetik  auf  die  Geometrie; 

2)  die  Anwendung  der  Geometrie  auf  die  Arithmetik; 

3)  die  mechanischen  Hiilfsmitlel ; 

4)  die  angewandte  Maihematik; 

ö)  die  Analogie; 

6)  die  luducliou. 

Zu  1.  und  2. 

Die  Auffindung  des  pythagoräischeo  Lehrsatzes,  die  Sätze  des  II.  Bu- 
ches der  Elemente  des  Euclides,  die  vielfachen  Entdeckungen,  wel- 
che seit  Cartesius  durch  die  Anwendung  der  Arithmetik  auf  die 
Geometrie  gemacht  wurden,  machen  es  überflüssig,  die  Behauptung 


*)  Thibaut  1.  c.  pag.  187.  seq. 

**)  Archimcdes  über  Schneckenlinien,  Vorrede. 

***)  Archimedes  vorhandene  Werke  übersetzt  von  Nizze.  Stralsund.  182t. 
pag.  281. 
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1.  durch  weitere  Beispiele  au»  der  altern  oder  neuern  Zeit  zu  be- 
kräftigen. 

In  den  arithmetischen  Schriften  der  Griechen  finden  sich  überall 
Spuren  der  Anwendung  der  Geometrie  auf  arithmetische  Untersu- 
chungen. Kuclides  hat  in  VI.  16.  Elem.  den  Satz  aufgestellt,  dass 
wenn  vier  gerade  Linien  proportional  sind,  das  unter  den  äussern 
enthaltene  Rechteck  dem  unter  den  mittlern  enthaltenen  gleich  sei, 
einen  Satz,  den  Kuclides  durch  die  Analysis  gefunden  untf  in  VII. 
19.  Elem.  auf  die  Arithmetik  angewendet  hat,  und  der  einer  der 
Schlusssteine  des  siebenten  Buches  der  Elemente  ist.  Aehnliche 
Beispiele  finden  sich  viele  bei  den  Griechen,  um  so  mehr,  als  hei 
ihnen  die  Zahlenverbindungen  viel  schwieriger  als  hei  uns  auszu- 
führen  waren. 

Zu  3. 

Lineal,  Zirkel,  Maassstab,  Waage  wurden  und  werden  immer 
noch  häufig  zur  Erfindung  einzelner  Sätze  gebraucht,  ebenso  wie 
Instrumente,  welche  eigens  zur  Satzerfindung  geschaffen  werden 
mussten.  Geometrische  Eigenschaften  fallen  durch  Anschauung  sehr 
leicht  in  die  Augen,  daher  das  Zeichnen,  das  Verschneiden  von 
Fläcbeu  und  Körpern  öfters  Veranlassungen  wurden , geometrische 
Eigenschaften  aufzufinden.  Von  all  dem  finden  sich  in  den  Schrif- 
ten der  Griechen  viele  Beispiele:  bei  Sätzen,  bei  denen  es  sich  um 
unmittelbares  Vergleichen  von  Grössen  handelt,  ist  das  Decken 
und  Messen  das  Mittel,  bei  Sätze  zu  erfinden.  Die  Sätze  18,  21, 
27  , 28  der  archimedischen  Schrift  Uber  Schneckenlinien  sind  die 
Grundpfeiler  des  ganzen  Buches  und  können  allein  durch  Zeich- 
nung und  Maassstab  gefunden  Hein.  Die  Sätze  35,  48,  49,  37 
(zweiter  Tbeil)  I.  über  Kugel  und  Cylinder  sind  durch  Auflegen 
dünner  Flächen  (Blätter)  und  nachheriges  Ausmessen  derselben  ge- 
funden worden.  Der  erste  Tbeil  des  37.  Satzes  I.  und  die  Sätze 

2.  4,  5,  6,  7,  8.  II.  über  Kugel  und  Cylinder.  die  Sätze  23,  26, 
27  , 28  des  Boches  über  Konoiden  und  Sphäroidem.  ebenfalls  die 
Grundpfeiler  des  ganzen  Werkes,  sind  durch  wirkliches  Messen  des 
Körperinhaltes,  das  hier  aber  nur  durch  die  Waage  geschehen  kann, 
gefunden  worden.  Die  Sätze  3,  4,  5,  7.  XII.  Elem.  sind  durch  Zer- 
schneiden der  Körper  und  nachheriges  Messen  der  einzelnen  Tlieile 
gefunden  wnrden. 

Zu  der  Erfindung  neuer  Sätze  gebraucht  man  öfters  eigene  In- 
strumente, die  erst  noch  zn  diesem  Zwecke  ausgedacht  werden 
müssen;  so  um  die  Eigenschaften  der  Curven  zu  finden,  dienen  öf» 
ters  Instrumente,  mit  denen  dieselben  gezeichnet  werden  können. 

Zu  4. 

Zu  allen  Zeiten  hat  die  angewandte  Mathematik  eine  Menge 
neuer  Sätze  geliefert;  so  hat  z.  B.  Archimedes  durch  die  Statik 
gefunden,  dass  ein  parabolischer  Abschnitt  = £ eines  Dreiecks  sei, 
das  einerlei  Basis  und  gleiche  Höhe  mit  dem  Abschnitt  habe0)  und 
erst  später  hat  Archimedes  diesen  Satz  durch  geometrische  Schlüsse 
bewiesen"). 


*)  Archimedes  sagt  in  der  Vorrede  zur  Quadratur  der  Parabel  ausdrück- 
lich, er  habe  diesen  Satz  durch  An  Wendung  der  Mechanik  gefunden. 

")  Archimedes  Quadratur  der  Parabel.  Satz  24. 
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Auf  ähnliche  Art  bat  Puppus*)  »obrere  Sätze  gefunden,  ebenso 
mehrere  neuere  Mathematiker,  von  denen  ich  nur  Luca«  Vale* 
rius“"),  Lalovera***),  Gregorius  a St.  V i u cen tio  "'Q  und 
Guldinus  ***•*)  nenne.  Die  Entdeckung  der  Fiuxionsrechnuug, 
die  Theorie  mancher  krummen  Linie  zeigen  iu  ihrem  Ursprung  viel- 
fach auf  die  angewandte  Mathematik. 

Zu  5 umd  u. 

Durch  Analogie  und  Inductiun  wurden  von  jeher  eine  Masse 
neuer  Sätze  aufgefunden,  wie  aus  den  ältesten  und  neuesten  mathe- 
matischen Werken  nachgewiesen  werden  kann. 

Nachdem  einmal  der  pythagoreische  Satz  erfunden  war,  ent- 
standen gleichsam  von  selbst  die  Fragen:  oh  dieser  Satz  bloss  bei 
rechtwinkligen  Dreiecken  gelte,  oder  ob  bei  schiefwinkligen  nicht 
analoge  Sätze  gefunden  werden  köuuen,  d.  h.  ob  das  Quadrat  der 
Hypotenuse  bei  diesen  Dreiecken  gleich,  grösser  oder  kleiner  sei, 
als  die  Summe  der  Quadrate  der  Katheten;  ob  nicht  auch  andere 
Figuren  als  Quadrate  auf  die  Seiten  gezeichnet  werden  können. 

Wendet  man  zur  ersten  Untersuchung  ein  ähnliches  Verfahren 
an,  wie  beim  pythagoreischen  Satze,  d.  h.  giebt  man  den  Seiten  be- 
stimmte Zahlenwerlhe,  so  wird  man  bald  die  Sätze  12  und  13  des 
II.  Buches  der  Elemente  des  Euclides  linden.  Um  aber  diese  Sätze 
geometrisch  beweisen  zu  können,  ist  die  analytische  Methode  nö- 
tliig.  durch  die  man  die  iihrigeu  Sätze  des  zweiten  Buches  linden 
wird  •«•••).  Versucht  man  bei  einem  rechtwinkligen  Dreiecke  auf 
den  Seiten  statt  der  Quadrate  andere  Figuren  zu  beschreiben , die 
gleichseitig  und  gleichwinklig  sind,  wozu  man  die  Sätze  des  IV. 
und  III.  Buches  der  Elemente  nöthig  hat,  so  wird  mau  linden,  wenu 
man  den  Inhalt  dieser  Figuren  durch  irgend  ein  Mittel  bestimmt, 
dass  auch  hier  der  Inhalt  der  Figur  auf  der  Hypotenuse  gleich  ist 
dem  Inhalt  der  zwei  Figuren  auf  den  Katheten  zusammengenom- 
meu.  Sucht  man  diesen  Satz  noch  mehr  zu  verallgemeinern,  indem 
man  beliebige  Figuren  auf  die  drei  Seiten  zeichnet,  so  wird  man 
linden,  dass  der  Satz  nur  in  dem  Falle  gilt,  wenn  die  Figuren  ähn- 
lich sind.  Daraus  entspringt  der  Begriff  von  Aehnlichkeit,  aus  dem 
sich  wieder  der  der  geometrischen  Verhältnisse  ergiebt.  Alan  findet 
also  durch  Analogie  den  31.  VI  Eiern.  Euch,  und  wird,  wenn  man 
die*analytische  Methode  gebraucht,  die  Conversen  und  Folgerungen 
bildet,  die  übrigen  Sätze  des  VI.  und  V.  Buches  finden. 

Durch  Inductiou  und  Analogie  sind  die  Sätze  des  XII.  Buches, 
die  meisten  desThcodosius  in  seinem  Werke  über  Kugelschnitte  und 


”)  Pappi  I.  c.  lib.  VIII. 

“')  Lucae  Valerii  de  centro  gravitatis  solidorum  libri  III.  Roinae.  1604. 

*")  Quadratura  circuli  ct  hyperbolae  xegmenloruin.  Auct.  A.  Lalovera. 
Polosae.  1651. 

"”)  P-  Gregorii  a St.  Vincentio  opus  geomctricum  quadraturae  circuli 
et  sectionum  coni,  decera  libris  comprehensuin.  Antwerpiae.  1647. 

•****)  P.  Guldin  de  centro  gravitatis.  Vien.  1635. 

cf.  Procli  I.  c.  cap.  IV.  ad  prop.  47. 
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den  meisten  andern  Werken  der  Griechen  gefunden  worden.  Bei 
Pappus  findet  sich  ein  besonders  merkwürdiges  Beispiel,  da  er  nicht 
allein  einen  Satz  auf  diese  Art  gefunden  , sondern  auch  durch  sie 
ihn  zu  beweisen  gesucht  hut;  Pappus  sagt  nämlich:  Unter  allen  Kör- 
pern, die  gleiche  Oberflächen  haben,  habe  die  Kugel  den  grössten 
Inhalt*).  In  einer  Reihe  von  Sätzen  beweist  nuu  Pappus,  dass  Un- 
ter allen  regulären  Körpern  von  gleicher  Oberfläche  der  den  gröss- 
ten Inhalt  bähe,  welcher  von  am  meisten  ebenen  Flächen  ciuge- 
schlossen  ist**),  und  folgert  nach  der  Analogie  obigen  Satz,  wo- 
durch übrigens  ein  vollständiger  Beweis  nicht  hergestellt  ist  ***). 

In  neuerer  Zeit  ist  die  Methode,  Sätze  durch  Analogie  und  In- 
duction  zu  finden,  viel  allgemeiner  als  im  Alterthum  angewandt 
worden,  ja  manche  Mathematiker  wollen  diese  Methode  zu  einer 
Beweisart  erheben****).  Die  vielen  neuen  Entdeckungen  in  der 
Geometrie,  der  binomische  Lehrsatz,  die  Sätze  von  den  Potenzen 
(wo  untersucht  wird,  was  an  bedeutet,  wenn  » constant  oder  ver- 
änderlich ist,  und  im  ersten  Falle,  wenn  n eine  positive  ganze  oder 
gebrochene,  oder  eine  negutive  ganze  oder  gebrochene  Zahl  ist, 
oder  wenn  «=0  gesetzt  wird)  sind  genug  Beispiele. 

Sind  durch  diese  sechs  angeführten  Arten  gleichsam  die  Grenz- 
steine eines  Systems  von  Sätzen  aufgestellt,  so  wird  sich  an  diese 
eine  Menge  neuer  Sätze  anreihen  lassen,  die  theils  durch  die  Ana- 
lysis — als  Mittelsätze  — gefunden  werden,  theils  aber  Conversen, 
Folgerungen  oder  Zusätze  des  vorher  Aufgefundenen  sind. 


VII. 

M i s c e 1 1 e ii. 


Auszug  aus  einem  Briefe  an  den  Herausgeber  von  Herrn 
G.  [>.  E.  Weyer,  Assistenten  an  der  Sternwarte  zu 
Hamburg. 

,,  Euer  u.  s.  w.  erlaube  ich  mir  ergebenst  die  Anfrage  zu  ma- 
chen, ob  die  Aufgabe 


*)  Pappi  I.  c.  V.  meeb.  Theorien  17. 

**)  Pappi  I.  c.  V.  18  — 57. 

“')  L.  F.  Ofterdinger  methodorum  expositio,  quaruw  ope  principia  calculi 
superioris  inventa  sunt.  Pars  f.  Beruh  1831.  pag.  8. 

”")  J.  J.  v.  Littrow  kurze  Anleitung  zur  gesamiuten  Mathematik.  Wien. 
1838.  pag.  IX. 
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..diiss  die  D i ago n ul e 11  einander  gleich  werden,” 
vielleicht  schon  specielle  Auflösungen  erhalten  hat?  Hin  Lehrer  der 
Mathematik  erwähnte  dieser  Aufgabe  vor  einiger  Zeit  gegen  mich. 
Ich  fand  bald,  dass  sich  dieselbe  einer  schon  allgemeiner  gelösten 
Aufgabe  unterordnen  liess,  nämlich  der  in  Carnots  Geometrie  de 
Position , in  der  deutschen  Bearbeitung  von  Schumacher  Th.  2. 
S.  148.: 

„wenn  vou  den  4 Seiten  und  2 Diagonalen  eines  Vier- 
- „ecke  5 gegeben  sind,  die  6te  zu  finden.” 

Die  quadratische  Gleichung,  welche  Carnot,  und  wie  ich  eben- 
daselbst angemerkt  finde,  auch  schon  Euler  und  Lexell  für  die  Auf- 
lösung dieser  allgemeinen  Aufgabe  gefunden  haben,  gebt  für  den 
obigen  speciellen  Full  in  die  folgende  cubische  über  — welches 
immer  bemerkenswert!)  genug  sein  mag: 


— a . x"1  -+-  ab  . x -+-  add  = 0 

— b -+-  ac 

-+-  daa 

— c -f-  bd 

-f-  bcc 

— d -+-  cd 

-f-  ebb 

— ‘lad 

— abc 

— 'Ibc 

— abd 

' 

— aed 

— bed 

wo  x das  Quadrat  der  Diagonale,  und  ar,  b,  c,  d die  Quadrate  der 
Seiten  des  Vierecks  bezeichnen.  Die  immer  mögliche  eine  reelle 
Wurzel  kann  uegutiv,  und  damit  die  Diagonale  (=1/  — .r ) ima- 
ginär werden,  tvo  die  Anflösung  unmöglich  ist,  z.  B.  wenn  zwei 
neben  einander  liegende  Seiteu  des  Vierecks  gegen  die  beiden  übri- 
gen für  den  verlangten  Zweck  zu  klein  sind.” 

Mir  ist  die  obige  Bemerkung  neu  gewesen.  G. 


i 
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VIII. 


Geometrische  Untersuchungen  über  Potenzlinie, 
Potenzcentrum  und  Potenzkreis,  Polarität, 
Aehnlichkeitspunkte  und 
Aehnlichkeitsaxen. 


Von 

Herrn  C.  F.  Arndt, 

Lehrer  am  Gymnasium  zu  Stralsund.  *) 


I.  Potenzlinie,  Potcnzcentrum  und  Potenzkreis. 

, 1. 

Aufgabe.  Den  geometrischen  Ort  desPunktes  zu  be- 
stimmen, für  welchen  die  (|u a drn t di ffere n z seiner  Knt- 
fernungen  von  zwei  festen  Punkten  eine  constante 
Grösse  ist. 

Auflösung.  Sind  A,  B die  festen  Punkte,  M der  Mittel- 
punkt von  AB,  und  ist  Q der  Durchschnitt  des  von  dem  beliebigen 
Punkte  P auf  AB  gefällten  Perpendikels  mit  AB , so  ist  (Euclid. 
Eiern.  Lib.  II.  prop.  12.  13.) 

PA'  = PM * -+-  AM'  ± 2 AM  X QM 
PB * = PM'  -h  AM'  =p  2 AMx  QM, 


*)  Ich  glaube,  dass  diese  ganz  einfache,  bloss  die  elementarsten  Sätze  in 
Anspruch  nehmende  Darstellung  der  Hauptrcsultate  der  neueren  geome- 
trischen Untersuchungen  wohl  zu  der  so  sehr  zu  wünschenden  weitern 
Verbreitung  dieser  Gegenstände  geeignet  sein  und  vielleicht  eine  neue 
Veranlassung  zu  deren  Einführung  in  den  geometrischen  Elementarun- 
terricht geben  wird.  ' G. 

TW1 V.  8 
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mit  Beziehung  der  Zeichen  auf  einander;  folglich  durch  Subtrnction 

PA'  - PB'  = ±:AAMy.  QM, 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenach- 
dem  PA  grösser  oder  kleiner  als  PB  ist. 

Nun  bewege  der  Punkt  P sich  so,  dass  PA' — PB'  dem  con- 
stauten  Quadrat  q'  gleich  sei,  so  dass  q'  — \AM X QM,  so  muss 
QM  constant  bleiben,  d.  h.  die  von  allen  den  Punkten,  für  welche 
die  Quadratdifferenz  der  Entfernungen  derselben  von  A und  B 
constant  ist,  auf  AB  gefällten  Perpendikel  müssen  AB  in  demsel- 
ben Punkte  schneiden,  und  folglich  müssen  gedachte  Punkte  selbst 
in  einer  auf  AB  perpendikulären  Geroden  liegen. 

Wegen  des  doppelten  Vorzeichens  werden  also  zwei  Gerade  den 
gesuchten  Ort  repräscntiren.  Zur  Censtruction  der  Oerter  bedient 
man  sich  am  besten  der  Relation  PA*  — PB'  — q'=zOA' — OB', 
und  man  hat  also  folgende  Aufgabe  zu  lösen.  „ 


Auf  einer  Geraden  AB  einen  Punkt  Q so  zu  bestim- 
men, dass  der  Quadratunterschied  seiner  Entfernungen 
von  den  Endpunkten  der  Geraden  A und  B einem  gege- 
bcnen  Quadrate  q'  gleich  ist. 

Auflösung.  (Taf.  II.  Fig.  1.)  Ist  1)  tj<AB,  so  beschreibe 
man  über  AB  als  Diameier  einen  Halbkreis,  trage  q von  A aus 
bIb  Sehne  AC  ein,  falle  von  C auf  AB  das  Perpendikel  CD  und 
halbire  DB  in  Q,  so  ist  Q der  gesuchte  Punkt.  Denn  es  ist  q' 

— AßxAB  = (AQ-+-BQ)(AQ  — ßQ)r=AQ'—BQ'. 

Wenn  aber  2)  q^>AB,  so  errichte  man  BC  senkrecht  auf 
AB,  trage  zwischen  die  Schenkel  des  rechten  Winkels  q von  A ' 
aus  als  Hypotenuse  AC  e in,  ziehe  CD  senkrecht  auf  AC,  dass  es 
AB  in  D schneidet,  und  halbire  DB  in  Q.  so  ist  Q der  verlangte 
Punkt.  Denn  es  ist  q'  = AD  X AB  = (A Q BQ)  (A Q — BQ) 

— AQ'  — BQ'. 

Ist  endlich  3)  q = AB,  so  ist  B der  verlangte  Punkt. 

3. 

Aufgabe.  Welches  ist  der  geometrische  Ort  des 
Punktes,  für  welchen  die  Quadratsumme  seiner  Entfer- 
nungen von  zwei  festen  Punkten  eiuem  constanten  Qua- 
drate q'  gleich  ist? 

Auflösung.  Nach  1.  hat  man  die  Relation 

V 

PA'  PB'  = 2 PM'  4-  2AM', 

folglich  muss  PM  constant  sein,  da  2 PM'  = q' — 2AM'  =q' 
‘-{AB',  oder  PM—  V { q'  — {AB'  ist. 

Falls  daher  q'  nicht  kleiner  als  {AB'  ist,  wird  der  gesuchte 
Ort  eine  aus  dem  Mittelpunkte  von  AB  mit  dem  obigen  Radius  be- 
schriebene Kreislinie  sein. 

Zur  Construction  des  Orts.,  wenn  solcher  vorhanden,  bedient 
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man  sieb  mit  Vortheii  eines  der  Durchschnitte  Q der  Kreislinie  mit 
der  Geraden  AB.  Zu  dem  Ende  ist  die  folgende  Aufgabe  zu  lösen. 

4.  . • 

Aufgabe.  Auf  einer  Geraden  AB  (Taf.  II.  Fig.  2.) 
einen  Punkt  Q so  zu  bestimmen,  dass  die  Quadratsumme 
seiner  Entfernungen  von  deu  Endpunkten  der  Geraden 
A unjl  B einem  gegebenen  Quadrate  q7  gleich  ist. 

Auflösung.  Man  trage  an  B und  AB  die  Gerade  ßL  so 
an , dass  der  Winkel  ABL  die  Hälfte  eines  Rechten  beträgt,  und 
denke  sich  von  A auf  BL  und  AB  die  senkrechten  AK  und  AL 
gezogen,  so  dass  KAz=KB , A L = A tt  und  BK  = LKv/\t&. 

Da  nun  AK7  = {Aß7,  AL7  = AB7  ist,  so  wird  ein  aus  A 
mit  q beschriebener  Kreis  die  Gerade  BL  gar  nicht,  oder  in  einem 
Punkte  G,  oder  in  zwei  Punkten  treffen,  jenachdem  g7  <^  'iAß7 
oder  = | AB7  oder  ist,  auch  wird  der  Kreis  die  Verlän- 

gerung von  BL  Uber  die  Endpunkte  treffen,  wenn  g>AB  ist. 

Findet  kein  Durchschnittspunkt  statt,  so  ist  nach  dem  Obigen 
die  Aufgabe  unmöglich,  findet  über  einer  oder  zwei  statt,  so  falle 
man  von  einem  beliebigen  C auf  AB  das  Perpendikel  CG»  so  ist 
G der  gesuchte  Punkt,  weil  AC7  oder  q7  = AQ7  CQ7  = AQ7 
■+■  BQ7  ist. 


Zusatz.  Die  Quadratsumme  der  Tlieile  einer  geraden  Linie 
ist  ein  .Minimum,  wenn  die  beiden  Tbeile  einander  gleich  sind; 
sonst  fällt  ihr  Werth  zwischen  \a7  und  a7 , wenn  a die  Gerade 
ist,  und  liegt  ein  Punkt  auf  der  Verlängerung  der  Geraden,  so  ist 
die  Quadratsumme  der  Entfernungen  desselben  von  den  Endpunk- 
ten der  Geraden  grösser  als  das  Quadrat  der  letztem. 

6. 

Lehrsatz.  Führt  man  in  der  Ebene  eines  Kreises 
durch  einen  festen  Punkt  nuch  beliebiger  Richtung  eine 
Gerade,  so-jedoeb,  dass  sic  den  Kreis  in  zwei  Punkten 
schneidet,  so  ist  das  Rechteck  uus  den  Entfernungen  des 
erst  gedachten  Punktes  von  den  Du  rchsch  ui  ttspun  kten 
der  durch  ihn  geführten  Geraden  mit  der  Kreislinie  vou 
unveränderlicher  Grösse. 

Nämlich  wenn'  der  gegebene  Punkt  sich  ausserhalb 
der  Kreislinie  befindet,  so  gleicht  das  constante  Recht- 
eck dem  Quadrate  der  vom  in  Rede  stehenden  Punkte  an 
die  Kreislinie  gezogenen  Tangente;  liegt  jener  aber 
innerhalb  der  Kreislinie,  so  hat  jenes  Rechteck  zum 
einfachen  Maass  das  Quadrat  der  halben  Sehne,  welche 
auf  der  den  gegebenen  Punkt  mit  dem  Mittelpunkte  des 
Kreises  verbindenden  Geraden  in  dem  gegebenen  Punkte 
senkrecht  steht  uud  auch  wohl  Mitteisehne  genannt  wird. 

Beweis”).  Die  von  dem  gegebenen  Punkte  P aus  gezogene 


*)  Euelid  Lib.  III.  prop.  35.  36.  erweist  unser  Theorem  bloss  mit  Hülfe  der 
Gleichheit  • 

8* 
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(Jerüde  schneide  den  Kreis  in  D,  IV,  und  wenn  P ausserhalb  der 
Kreislinie  liegt,  so  sei  B der  Berührungspunkt  der  von  P aus  an 
den  Kreis  gezogenen  Tangente.  Dann  ist,  wenn  man  sich  BD,BD' 
gezogen  denkt,  ^PBD  ^ faPBD'  und  folglich  PB*  = PD 
X PIV , so  dass  PB  X PIV  für  alle  Lagen  der  Geraden  PDD'  con- 
stant  ‘ist. 

Wenn  aber  der  Punkt  P innerhalb  der  Kreislinie  -liegt,  so 
schneide  die  durch  denselben  gehende  Mittelsehne  den  Kreis  in  E 
und  E,  so  wird  ^ EPD  r^i^EPD' . folglich  PDxPD’k=PE 
X PE  = PE'1  sein , so  dass  PD  X PIV  wiederum  für  alle  Lagen 
der  Geraden  constant  ist. 


Zusatz.  Bezeichnet  man  durch  e die  Entfernung  des  gege- 
benen Punktes  vom  Mittelpunkte  der  Kreislinie,  so  überzeugt  man 
sich  kraft  des  pythagoräisclien  Lehrsatzes,  dass  das  conslante  Recht- 
eck PD  X PD'  der  Grösse  e*  — r*  oder  r*  — e3  gleich  ist,  jenach- 
dem  P sich  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Kreislinie  befindet. 


Jenes  gedachte  Rechteck,  dessen  besondere  Betraphtung  eine 
der  fruchtbarsten  in  der  Theorie  des  Kreises  ist,  hat  man  mit  einem 
eigenen  Namen  belegt,  und  es  die  Potenz  des  Punktes  P in  Be- 
zug auf  die  gegebene  Kreislinie  genannt.  Auch  ist  za  bemerken, 
dass  unter  gleichartigen  Potenzen  fortan  diejenigen  verstan- 
den werden  sollen,  welcle  zu  Punkten  gehören,  die  zugleich  ausser- 
halb oder  zugleich  innerhalb  der  Kreisliuie  liegen,  die  übrigen 
hingegen  ungleichartige  Potenzen  genannt  werden. 

Diese  Unterscheidung  wird  durch  den  besonderen  Charakter 
solcher  Potenzen  motivirt;  das  Folgende  giebt  weiteren  Aufschluss 
darüber. 

9. 

Lehrsatz.  Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  wel- 
chen gleiche  und  gleichartige  Potenzen  in  Bezug  auf 
zwei  feste  Kreislinien  zugehören,  ist  eine  auf  der  Cen- 
trale der  Kreise  senkrechte  gerade  Linie. 

Beweis.  Die  gegebenen  Kreise  werden  im  Folgenden  immer 
durch  ihre  Mittelpunkte  C und  C' , die  Centrale  CC'  durch  a und 
die  Halbmesser  durch  r und  r'  bezeichnet.  1 

Jedes  Punktes  P Potenzen  in  Bezug  auf  die  gegebenen  Kreis- 
linien werden  durch  die  Grössen  ±(cJ  — rJ),  i(e'1 — r'*  1 re- 
präsentirt  (7.),  wenn  e und  e'  die  Euttcrnungcn  des  Punktes  P von 
den  Mittelpunkten  C und  C sind.  Soll  nun  P gleiche  und  gleich- 
artige Potenzen  in  Bezug  auf  C und  C'  darbieten,  so  muss  mit  Be.- 
ziehung  der  Zeichen  auf  einander  db(e* — r,)  = zt(e'*  — r'3 ) 
sein, - also  immer  e3 — e'3  =r3 — r'3  , oder  der  geometrische  Ort 
aller  Punkte,  welchen  gleiche  und  gleichartige  Potenzen  znkom- 
men,  stimmt  mit  dem  Orte  aller  Punkte  überein,  für  welche  die  Qun- 
drntdilierenz  ihrer  Entfernungen  von  den  festen  Punkten  C und  C 
der  constanteD  Grösse  r%  — r 71  gleich  ist,  weshalb  (1.  2.)  der  Ort, 
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wenn  er  überhaupt  exittirt,  eine  auf  der  Centrale  senkrechte  gerade 
Linie  ist.  Um  aber-  den  Ort  für  alle  Fälle  nachzuweisen,  betrachten 
wir  die  verschiedenen  Lagen  der  Kreislinien  C und  C‘  gegen  ein- 
ander. 


10. 


Den  in  9.  betrachteten  Ort  nenut  man  die  Potenzlinie  (a&e 
radical)  der  gegebenen  Kreise. 

Nun  behaupte  ich  zuerst,  dass  die  Po tenzli nie  zweier 
sich  tangirender  Kreise  deren  gemeinschaftliche  Tan- 
gente ist. 

Denn  für  jeden  Punkt  dieser  Tangeute  ist  e* — d*  =r’  — r'1, 
folglich  dieselbe  die  Potenzlinie  (9.);  auch  erhellt  dies  rein  geome- 
trisch schon  daraus,  dass  jeder  Punkt  der  Berührenden  gleiche  und 
gleichartige  Potenzen  für  beide  Kreislinien  durbielet,  indem  jede 
PoteDz  durch  das  Quadrat  der  gemeinschaftlichen  vom  Punkte  P und 
dem  Berührungspunkte  begrenzten  Tangente  gemessen  wird. 

2)  Die  Potenzlinie  zweier  sich  schneidender  Kreise 
ist  deren  gemeinschaftliche  Keime. 

Denn  für  jeden  der  Durchschnittspunkte  der  Kreislinien  ist  der 
Quadratunterscbied  der  Entfernungen  von  den  Mittelpunkten  C und 
C dem  Quadratunterschiede  der  Radien  gleich. 

3}  Liegen  die  Kreislinien  ausser  einander,  so  beGndet  sich  der 
Durchschnitt  Q der  Potenzlinie  mit  der  Centrale  CC  zwischen  den 
Mittelpunkten  C und  C'  ausserhalb  der  Peripherien  beider  Kreise. 

Denn  bestimmt  man  auf  CC  den  Punkt  Q so,  dass  QC1 — QC% 
= r* — d*  ist,  so  muss  das  in  Q uuf  CC  errichtete  Perpendikel 
die  Eigenschaft  haben  , dass  der  Quadratunterschied  der  Entfernun- 
gen jedes  Punktes  im  Perpendikel  von  C und  C'  der  Grösse  r* — d* 
gleich  ist  (§.  1.  2.),  und  das  Perpendikel  wird  die  Potenzlinie  sein, 
wenn  jeder  seiner  Punkte  gleichartige  Potenzen  darbietet.  Dies 
ist  aber  wirklich  der  Fall;  denn  da  r5  — r'*  ==  (r  - f-  d)  (r  — d) 
und  r d < CC’ , so  ist  r* — r"1  <T  CC'  und  Q liegt  folglich 
(2.)  zunächst  zwischen  C und  C.  Ferner  findet  man  leicht  QC 

f/t  ■.  «j fr’ 

= 2^ , wo  a die  Centrale,  und  QC  = 2^ • 


Nun  ist  aber  QC 
o*  -f-r*  — d2 


> 


r,  da  wegen  r -+-  d < a der  Unterschied 
5 ^ positiv  ist,  und  eben  so  ist  QC 


gy  1 ( **'1  \ (gr  - — fS 

^ >d , da  der  Unterschied  2a~ d= ^ eben- 

falls positiv  ist,  weshalb  Q ausserhalb  beider  Peripherien  liegt. 

4)  Liegen  endlich  die  Kreislinien  in  einander,  so  befindet  sich 
Ö ausserhalb  beider  Peripherien  auf  der  Verlängerung  von  CC  über 
C'  hinaus,  wenn  der  Kreis  C < C ist,  welches  ebenso  wie  in  3) 
bewiesen  werden  kann. 


11. 

Zusatz.  Bestimmt  man  zu  je  zweien  von  3 Kreisli- 
nien die  Potenzliuien,  so  treffen  diese  drei  Potenzli- 
nie n in  einem  und  demselben  Punkte,  dem  Potenz centrum 
(eentre  radical ),  zusammen. 
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Denn  der  Durchschnitt  O der  Potenzlinien  der  Systeme  C und 
C',  C und  C"  bietet  sowohl  für  C und  C',  als  für  C und  C"  gleiche 
Potenzen  dar,  also  muss  er  auch  gleiche  Potenzen  für  C‘  und  C * 
dnrbicten,  und  folglich  auf  der  Potenzlinie  der  Kreislinien  C'  und 
C‘  liegen. 

Hieraus  fliegst,  dass  sowohl -die  gemeinschaftlichen  Tangenten 
dreier  Kreislinien,  als  auch  die  gemeinschaftlichen  Sehnen  in  einem 
und  demselben  Punktö  Zusammentreffen  (§.  10). 


12. 


Lehrsatz.  Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  wel- 
che gleiche  und  ungleichartige  Potenzen  in  Bezug  auf 
zwei  Kreislinien  C und  C'  darbieten , ist,  wenn  er  über- 
haupt  existirt,  eine  aus  dem  Mittelpunkte  der  Centrale 
CC'  beschriebene  dritte  Kreislinie,  und  das  Quadrat  des 


Halbmessers  derselben  istderGrösse 


gleich. 


Beweis.  Jedes  Punktes  P Potenzen  in  Bezug  auf  die  gege- 
benen Kreislinien  werden  durch  die  Grössen  ±(e*  — #•’),  ±(e'* — r'’) 
repräsentirt  (7).  Soll  nun  P gleiche  und  ungleichartige  Potenzen 
darbielen so  muss  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen 
auf  einander  rb(e* — r’)  = (e*  — r'1 ) , oder  für  beide  Fälle 

r'-l-e’sr'+r11  sein.  Folglich  stimmt  der  betrachtete  Ort  mit 
dem  Orte  aller  Punkte  üherein,  für  welche  die  Quadratsumme  ihrer 
Kntfernungen  von  den  festen  Punkten  C und  C'  der  coostanten 
Grösse  r’ -J-r'1  gleich  ist,  weshalb  der  Ort  (3.  4.  5.),  wenn  er 
überhaupt  existirt,  eine  aus  dem  Mittelpunkte  von  CC'  mit  dem  obi- 
gen Halbmesser  beschriebene  Kreislinie  ist.  In  4.  und  5.  ist  über 
gezeigt,  dass  der  Ort  nur  dann  möglich  ist,  wenn  r*  + r'*  nicht 
Kleiner  als  ist.  Die  Lage  des  Orts  für  die  verschiedenen  La- 

fen  der  Kreislinien  wird  durch-  den  nächsten  Paragraphen  näher 
estimmt. 


13. 

1)  Wenn  die  gegebenen  Kreislinien  sich  berühren, 
so  ist  der  Ort,  den  wir  im  Folgenden  Potenzkreis  nen- 
nen wollen,  die  beide  Kreise  io  ihrem  gemeinsamen 
Berührungspunkte  tangirende  Kreislinie,  und  liegt  ganz 
innerhalb  des  grossem  Kreises.  Nur  wenn  die  Kreisli- 
nien gleich  sind,  und  Berührung  von  Aussen  statt- fin- 
det, geht  der  Potenzkreis  in  dcu  gemeinschaftlichen 
Contactpunkt  über. 

Denn  die  Quadratsumme  der  Entfernungen  des  Berührungs- 
punktes von  den  Mittelpunkten  C und  C'  ist  der  Quadratsumme  der 
Radien  gleich,  weshalb  (12)  der  Potenzkreis  beide  berührt,  und  da 
der  Mittelpunkt  desselben  innerhalb  der  grossem  Kreislinie  liegt,  so 
wird  der  Kreis  auch  gauz  innerhalb  der  grossem  liegen. 

In  der  That  ist  hier  r’  -f-r'*  — = — i(rifcr')* 

= -J(r  r')*,  und  folglich  der  gesuchte  Halbmesser  |(r=pr') 
= 4 (r  =♦=#■')  =}=#•',  und.  dies  ist  die  Entfernung  des  Mittelpunkts  der 
Centrale  vom  gemeinschaftlichen  Contuctpunkte. 
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2)  Schneiden  sich  die  Kreislinien,  so  geht  der  Po-  . 
teozkreis  durch  ihre  Durchschnittspunkte,  weil  jedem  der 
letztem  die  Eigenschaft  zukommt,  dass  die  Quadratsnmme  seiner 
Entfernungen  von  den  Mittelpunkten  C und  C'  der  Qnadratsumme 
der  Radien  gleichkommt. 

3)  Liegt  eine  Kreislinie  C'  in  der  andern  C,  so  findet  immer 

ein  Potenzkreis  statt,  da  in  diesem  Falle  — r , mithin  r* 

-t-r'* — ia*  >j(r — r')’,  also  positiv  ist. 

4)  Nur  wenn  die  eine  Kreislinie  ausserhalb  der  andern  liegt, 
findet  nicht  immer  ein  Potenzkreis  statt,  da  hier  r*-+-r'*  kleiner 
als  \a9  sein  kano. 

14. 

Berühren  sich  drei  Kreislinien  von  Aussen,  und  ist  C unter 
ihnen  die  grösste,  so  werden  die  etwanigen  Durchschnitte  der  Po- 
tenzkreise fiir  die  Systeme  C und  C,  C und  C"  auf  der  gemeinschaft- 
lichen Tangente  der  Kreislinien  C'  und  C"  sein. 

Denn  jedem  der  gedachten  Durchschnitte  entsprechen  gleiche 
Potenzen  sowohl  für  C und  Cr,  als  für  C und  C",  und  da  er  ausser- 
halb der  beiden  Kreislinien  C und  C"  liegt,  so  muss  er  sich  auf  der 
Poteuzlinie  der  letztem  befinden. 

15. 

Für  zwei  Kugeln'  C,  C'  giebt  es  immer  eine  Ebene, 
deren  sämmtlichen  Punkten  gleiche  und  gleichartige 
Potenzen  in  Bezug  auf  die  Kugeln  entsprechen,  und 
diese  Ebene  nennt  man  die  Potenzebene  der  beiden  Ku- 
geln. 

Mau  schneide  nämlich  die  Kugeln  durch  beliebig  viele  durch 
ihre  Mittelpunkte  gebende  Ebenen,  so  giebt  es  für  jedes  der  da- 
durch entstebenden  Kreispaare  eine  Potenzlinie,  welche  auf  der 
Centrale  CC'  senkrecht  steht,  und  zwar  in  einem  Punkte  der  Cen- 
trale, dessen  Lage  nur  von  der  Grösse  der  Halbmesser  und  der 
Centrale  abhängt.  Deshalb  werden  alle  Potenzlinien  in  demselben 
Punkte  der  Centrale  auf  der  letztem  senkrecht  stehen,  und  sie  lie- 
gen daher  in  einer  und  derselben  auf  der  Centrale  senkrechten 
Ebene  (Euclid  IJh.  XI.  prop.  5.). 

16. 

Zusatz.  D,ie  Potenzebene  zweier  sich  berührender 
»der  schneidender  Kugeln  ist  resp.  deren  gemeinschaft- 
liche Berübrnngs-  oder  Durchscbnittsebene  ($.  10.  1.  2.). 

17. 

t . 

Zusatz.  Die  Potenzebenen  dreier  Kugeln,  zu  zweien* 
verbunden,  haben  eine  gemeinschaftliche  Durchschnitt s-* 
lioie,  welche  auf  der  durch  die  Mittelpunkte  der  3 Ku- 
geln bestimmten  Ebene  senkrecht  steht,  und  Potenzlinie 
der  Kugelflächen  genannt  wird. 

Denn  die  3 Kreise,  in  welchen  die  durch  C,  C‘,  C"  gehende 
Ebene  die  Kugeln  schneidet,  haben  (11.)  ein  gemeinschaftliches 
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PoteDzcentrnm  und  dieses  muss  zunächst  (15.)  nllen  Potenzebenen 
gemeinsam  sein.  Sodann  müssen  die  3 Potenzebenen,  da  sie  «Ile 
auf  der  Centrale  senkrecht  stehen,  noch  einen  gemeinsamen  Durch- 
scbnittspunkt  haben,  und  die  beide  Durchschnitte  verbindende  Grade 
ist  folglich  den  drei  Potenzebenen  gemeinsam. 

18. 

Lehrsatz.  Die  6 Potenzebenen  oder  die  4 Potenzli- 
nieu  von  4 Kugeln,  von  deren  Mittelpunkten  3 nimmer 
in  gerader  Linie  liegen,  haben  einen  gemeinsamen 
Durch&chnittspunkt,  das  PoUmcentrun  für  die  vier 
Kugeln  genannt. 

Ile  weis.  Der  Durchscboittspunkt  der  Potenzlinien  für  die  bei* 
den  Systeme  C,  C.  C'\  C,  O,  C"  hut  die  Eigenschaft,  dass. ihm  gleiche 
Potenzen  für  beide  Systeme  zugeliören;  also  bietet  jener  Punkt 
gleiche  Potenzen  sowohl  in  Bezug  auf  die  Kreislinien  C,  C' , C"\  als 
in  Bezug  auf  die  Kreislinien  C*,  C",  C"  dar,  und  er  muss  daher  einer- 
seits in  der  Potenzlinie  des  Systems  C,  C"\  C"\  andrerseits  in  der 
Potenzlinie  des  Systems  C',  C\  C'"  liegen,  so  dass  die  4 Potenzlinien, 
also  auch  die  6 Potenzebenen,  in  einem  Punkte  Zusammentreffen. 

19. 

Mit  Rücksicht  anf  zwei  Kugeln  giebt  es  immer  eine  dritte  Ku- 
gel, deren  sämmtlicbe  Punkte  gleiche  und  ungleichartige  Potenzen 
für  die  ersten  Kugeln  darbieten,  wenn  nur  die  Quadrutsumme  der 
Ualbmesser  der  letsteza  nicht  kleiner  als  die  Hälfte  des  Quadrats 
der  Centrale  ist. 

Wie  nämlich  15.  aus  9.  erhellet,  so  fliesst  unser  Satz  aus  12. 

20. 

Aus  13.  1)  2)  folgt  ferner,  dass  der  in  19.  betrachtete  Ort,  den 
man  Potenzkugel  nennen  könnte,  für  zwei  sieb  tangirende  oder 
schneidende  Kugeln  beide  zugleich  io  dem  gemeinschaftlichen  Con- 
tactpunkte  berührt,  oder  durch  den  gemeinschaftlichen  Durchschnitts- 
kreis  beider  Kugeln  geht. 


II.  Anwendung  des  Princips  der  Potenzialität  von 
Kreisen  auf  geometrische  Lehrsätze. 

21. 

Lehrsatz.  Die  drei  io  den  Mittelpunkten  der  Seilen 
eines  Triangels  auf  dieselben  senk  recht  errichteten 
Geraden  treffen  in  einem  und  demselben  Punkte  zu- 
sammen. 

Beweis.  Ans  den  Spitzen  des  Triangels  C,C',C"  denke  man 
sich  drei  willkührlicbe,  aber  gleiche  Kreislinien  beschrieben,  so  er- 
hellt nus  9.,  dass  die  in  den  Mittelpunkten  von  CC\CC",C’C"  auf 
diese  Geraden  senkrecht  errichteten  geradeu  Linien  die  Potenzlinien 
< der  Systeme  C , C' ; C,  C'' j C\  C"  sind,  und  sich  folglich  (11.) 
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io  einem  Punkte  schneiden.  Dieser  letztere  .ist  zugleich  vun  den 
Spitzen  des  Triangels  gleich  weit  entfernt,  oder  der  Mittelpunkt 
des  um  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises. 

22. 

Lehrsatz.  Die  3 von  den  Spitzen  eines  Triangels  auf 
die  Gegenseiten  gefällten  Perpendikel  treffen  in  einem 
and  demselben  Punkt  zusammen*). 

Beweis.  A,  ß,  C seien  die  Spitzen  des  Triangels,  D,  E,  F 
die  Darchscbnittspunkte  der  von  C,  B,  A auf  die  Gegenseiten  ge- 
fällten Perpendikel  mit  diesen  Seiten. 

Man  denke  sich  aus  A,  B,  C als  Mittelpunkten  mit  den  drei 
Halbmessern  R,  r,  q Kreislinien  beschrieben,  und  bestimme  diese 
Halbmesser  so,  dass  die  Relationen  stattfinden: 

B*  — r’  = CA*  — CB*, 

R'—q*  = BA*  — BC *, 

io  dass  also  R will k iihrlich  ist,  die  beiden  andern  Radien  aber 
dsrcb  R bestimmt  werden-  Aus  diesen  Gleichungen  flieast  aber 

r»  — e*  —AB'  — AC *. 

Da  nun  (§.  9.)  CD,  BE,  AF  die  Potenzlinien  der  drei  be- 
schriebenen Kreise  sind,  so  treffen  ($.  11.)  dieselben  io  einem  ein- 
ligea  Punkte  zusammen. 


23. 

Zusatz.  (Taf.  II.  Fig.  3.)  Es  sei  BF  die  Höbe  des  bei  B 
rechtwinkligen  Triangels  ABC,  ferner  AD  = AB  senkrecht  auf 
AB,  CE‘=CB  senkrecht  auf  CB,  und  CD,  AE  gezogen,  so 
wird  behauptet,  dass  CD , AE,  BF  in  demselben  Punkte  zusam- 
uenireffcn.  (Hülfslinien  des  pythagoreischen  Satzes.) 

Es  kommt  darauf  an,  ein  Dreieck  nachzuweisen,  io  welchem 
die  so  eben  charakterisirten  Linien  Höben  sind.  Zu  dem  Ende  fälle 
“*o  von  A und  C uuf  CD  und  AE  die  Perpendikel  AG  und  CH, 
deren  erstere  BF  in  P schneiden  mag.  Dann  finden  folgende  Um- 
stände statt:  ' — 

Weil  erstens  [_  D = PAB  (jeder  — 90°  — DAG ),  ferner 
L BAC  = L KBP  (denn  jeder  = 90°  — ABF),  also  auch  90“ 
+ BAC  = 90»  -+-  KBP,  d.  i.  L DAC  = ABP,  und  endlich 
AD  — AB  ist.  so  erhellt  die  Congruenz  der  Triangel  DAC  und 
ABP,  woraus  fliesst  PB  = AC, 


')  Grunert  Analyt-  Geoni.  Theil  I.  S.  58,  Theil  II.  S.  54  — 55.  Der  letz- 
tere Beweis  stützt  sich  auf  die  Theorie  der  Transversalen,  und  der 
erstere  ist  analytisch. 

M.  vcl.  auch  den  sinnreichen  Beweis  von  Gauss  in  Carnots  Geom. 
der  Stellung  (Ueb.  v.  Scbuinacber)  Theil  II.  S.  363.  Gauss  weist  ein 
Dreieck  nach,  für  welches  die  in  den  Mittelpunkten  der  Seiten  auf  letz- 
tere errichteten  J'erpendikel  die  Höhen  des  gegebenen  Dreiecks  sind, 
so  dass  dann  dieselben  (21.)  sieb  in  einem  Punkt  schneiden  müssen. 


Digitized  by  Google 


122 


Ganz  ebenso  wird  erwiesen,  dass  CH  die  Linie  BF  in  einem 
Punkte  schneidet,  dessen  Entfernung-  von  B der  Geraden  AC  gleich 
ist,  so  dass  also  die  Gerade  BF  mit  den  Perpendikeln  AG,  CH 
in  einem  und  demselben  Punkte  P zusammentrifft,  wodurch  das 
Dreieck  ACP  entstanden  ist,  das  BF,  CD,  AE  zu  Höhen  hat. 
Die  letzlern  müssen  sich  daher  in  demselben  Puukte  schneiden  (22.). 

24.  ' 

Lehrsatz.  Die  3 Geraden,  welche  die  Winkel  eines 
Dreiecks  halbiren,  und  auch  die  3 Geraden,  von  denen 
eine  einen  Winkel  des  Dreiecks,  die  andern  die  Neben- 
winkel der  übrigen  halbiren,  treffen  in  einem  und  dem- 
selben Punkte  zusammen. 

Beweis,  lster  Fall.  Das  Dreieck  sei  ABC.  Zunächst 
behaupte  ich,  dass  man  auf  den  Seiten  AB,  AC,  BC  die  Punkte 
D.  E,  F so  bestimmen  könne,  dass  je  zwei  der  dadurch  bewirkten 
6 Abschnitte,  welche  eine  Winkelspitze  des  Dreiecks  zum  gemein- 
schaftlichen Endpuukt  buben,  einander  gleich  sind. 

Denn  setzt  man  AD  = x,  und  nimmt  AE=  AD,  CF=CE, 
so  wird  sein  CE  = b — x,  BF  = a — L -4-  ae,  und  damit  nun 
BF=  BD  werde,  hat  man  x nur  so  zu  wählen,  dass  die  Relu- 
tion  statt  habe  x = c — a-\-b  — x,  oder  x = -y-  c — a),  und 

das  ist  immer  möglich. 

Nachdem  die  Punkte  D,  E,  F so  bestimmt  sind,  denke  man 
sich  ans  A,  C,  B resp.  mit  AD  = AE,  CEzzzCF,  BF=  BD 
drei  Kreise  beschrieben , welche  sich  in  D,  E,  F von  Aussen  be- 
rühren werden,  so  werden  die  in  D,  E,  F auf  AB,  AC,  BC  er- 
richteten Senkrechten  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  sein,  und 
sich  (11.)  in  einem  Punkte  O schneiden.  Die  von  0 nach  den  Win- 
kelspitzen gezogenen  Geraden  müssen  aber  die  Winkel  des  Dreiecks 
halbiren,  da,  indem  0 das  Potenzcentrum,  z.  B.  OD=zOE,  also 
die  Triangel  AOD,  AOE  congruent  sind,  und  mithin  der  Winkel 
A durch  OA  halbirt  wird.  Folglich  treffen  AO,  BO,  CO  iu  demsel- 
ben Punkte  zusammen,  der  der  Mittelpunkt  des  in  das  Dreieck  be- 
schriebenen Kreises  ist. 

2ter  Fall.  Ganz  wie  vorher  wird  gezeigt,  dass  man  Buf  der 
Seite  AB  selbst  den  Punkt  D,  und  auf  den  Verlängerungen  der 
Seiten  CA,  CB  über  A,  B hinaus  die  Punkte  E,  F so  bestimmen 
könne,  dass  AD  — AE,  BD—BF,  CE  — CF  sei,  und  dass 
mnn  also  ans  A,  B,  C drei  Kreise  beschreiben  könne,  welche  sieb 
berühren.  Die  drei  in  D,  E,  F auf  die  Seiten  errichteten  Perpen- 
dikel treffen  dann  in  einem  Punkte  O zusammen,  der  die  Eigen- 
schaft bat,  dass  OA,  OB,  OC  die  Winkel  des  Dreiecks  halbiren. 
llebrigens  berühren  sich  die  Kreise  A und  B von  Aussen,  A und 
C,  so  wie  B und  C von  Innen. 

Auch  erhellet,  dass  stets  4 Kreise  esistiren,  welche  drei  sich 
schneidende  gerade  Linien  berühren. 

25. 

Dass  die  drei  von  den  Spitzen  eines  Triangels  nach  den  Mit- 
telpunkten der  Gegenseiten  gezogenen  Geraden  sich  io  einem  Punkte 
schneiden,  kann  auf  die  einfachste  Art  so  erwiaen  werden. 
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ln  Taf.  II.  Fig.  4.  seien  D,  E die  Mittelpunkte  von  AB  und 
BC,  und  CD,  AE  schneiden  sich  in  O,  so  kann  zunächst  behaup- 
tet werden,  dass  CO  doppelt  so  {(ross  als  DO,  und  AO  doppelt 
so  gross  als  OE  ist. 

Denn  zieht  man  DH  parallel  AE,  so  wird  EB  in  H halhirt, 
oder  EH  ist  die  Hälfte  von  EC,  also  muss  auch  DO  die  Hälfte 
von  OC  seiu.  Auf  ähnliche  Art  wird  gezeigt,  dass  OE  die  Hälfte 
von  0 4 ist. 

Da  sieb  also  je  zwei  Transversalen  so  schneiden,  dass  der  nach 
der  lVinkelspitze  gerichtete  Abschnitt  doppelt  so  gross  als  der  an- 
dere ist,  so  muss  die  Transversale  von  B nach  der  Mitte  von  AC 
durch  O gehen ; denn  wenn  sie  CD  in  0'  schnitte,  so  müsste  CC 
= 2 DOf  sein,  welches  ungereimt  ist. 

Diesen  Durchschnittspunkt  nennt  man  den  Schwerpunkt  des 
Triangels. 

26. 

Lehrsatz.  Der  Schwerpunkt  eines  Triangels,  der 
Durchschnittspunkt  der  3 Höhen,  und  der  Mittelpunkt 
des  um  deoTriangel  beschrieben  en  Kreises  liegen  stets 
in  gerader  Linie,  so  dass  sich  der  Schwerpunkt  zwi- 
schen den  beiden  andern  befindet  und  vom  Höbendurcb- 
schnitt  doppelt  so  weit  entfernt  ist,  als  vom  Mittelpunkte 
des  um  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises. 

Beweis.  ABC  (Taf.  II.  Fig.  5.)  sei  der  Triangel,  CD  und 
AE  senkrecht  auf  AB  und  BC,  ihr  Durchschnitt  Zf,  CF  nach  der 
Mitte  von  AB  gerichtet,  und  CS  doppelt  so  gross  als  SF,  so  dass 
S der  Schwerpunkt  (25.),  und  endlich  M der  Mittelpunkt  des  um- 
schriebenen Kreises,  so  dass  MF  senkrecht  auf  AB  ist.  Man  ziehe 
SH,  SM,  so  soll  HSM  eine  gerade  Linie  uud  HS  doppelt  so  gross 
als  SM  sein. 

Da  jeder  der  Winkel  ABE,  CHE  = 90“  — BCD,  so  ist 
A ABEc^j  & CHE,  und  folglich  CH : AB  = CE : AE.  Da  ferner 
1_FMB=LACB,  so  ist  A FMßr^frACE,  und  folglich  FM-.FB 
= CE : AE,  also  nach  dem  Obigen  CH\  AB  = FM : Fß.  fiun 
ist  aber  AB  doppelt  so  gross  als  FB , also  muss  CH  doppelt  so 

ross  als  FM  sein;  und  da  SC  — 2SF , und  endlich  l_  HCS  = 
SFM , so  sind  die  CHS , SFM  ähnlich,  mithin  [_  CSH  = 
[_  FSM,  folglich  HSM  eine  gerade  Linie,  und  SH—'iSM. 


III.  lieber  Aehnlichkeitspunkte  und  AehnlicbkeitsaXen. 

27. 

Lehrsatz.  Zieht  man  zwei  parallele  Radien  zweier 
Kreislinien,  und  verbindet  die  Kndpunkte  derselben 
durch  eine  Gerade,  so  geht  diese  für  alle  Paare  auf  der- 
selben oder  auf  verschiedenen  Seiten  der  Centrale  be- 
findlicher Radien  immer  durch  denselben  Punkt  derCen- 
trale. 

Beweis.  Der  Kreislinien  Mittelpunkte  seien  C,  C’  und  r,  r’ 
die  Radien,  die  wir  ungleich  setzen,  wenn  die  Radien  auf  derselben 
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Seite  der  Centrale  liegen.  Findet  nun  das  Letztere  statt,  so  sei 
A der  Durchschnittspunkt  der  Centrale  mit  der  die  Endpunkte 
der  parallelen  Radien  verbindenden  Geraden;  dann  wird  sein 
CA : C'A  = r:rJ,  folglich  CA  — CA : CA  (oder  C'A)  = r — r'  : r 

(oder  r'),  folglich  CA  — ^~,  CA=z-^—fl  Wenn  a die  Centrale 

bedeutet.  Demnach  behält  CA  oder  C'A  einen  unveränderlichen 
Werth,  u>  .*,/>.  to. 

Liegen  nun  ferner  die  parallelen  Radien  auf  verschiedenen  Sei- 
ten der  Centrale,  so  sei  1 der  Üurchachuittspunkt  der  die  End- 
punkte der  Radien  verbindenden  Geraden  mit  der  Centrale,  und 

man  findet  CI—-p^-p,  C'J  = — j-p , so  dass  / ein  unveränder- 
licher Punkt  ist. 

28. 

Die  Punkte  A,  /,  welche  wir  so  eben  betrachtet  haben,  werden 
resp.  der  äussere  (directe)  und  innere  (inverse)  Aehnlicb. 
kettspunkt  der  gegebenen  Kreislinien  genannt. 

• > * • . •»  i * « 

. 29. 

Zusätze.  1)  Zweier  sich  von  Aussen  tangirender  Kreislinien 
inverser  Aehnlichkeitspunkt  ist  deren  gemeinsamer  Berührungs- 
punkt. 

2)  Berühren  sich  zwei  Kreislinien  von  loneu,  so  ist  ihr  directer 
Aehnlichkeitspunkt  ihr  gemeinsamer  Berührungspunkt. 

3)  Liegt  eiue  Kreislinie  innerhalb  der  andern,  so  befindet  sich 
der  directe  Aehnlichkeitspunkt  beider  innerhalb  der  kleinern  Kreis- 
linie, in  allen  andern  Fällen  aber  ausserhalb  derselben. 

4)  Liegt  eine  Kreislinie  ganz  ausserhalb  der  andern,  so  befin- 
det sich  der  inverse  Aehnlichkeitspunkt  beider  ausserhalb  beider 
Peripherien,  in  allen  andern  Fällen  ist  er  innerhalb  der  kleiuern 
Peripherie. 

“)  Zieht  man  vou  einem  der  Aehnlickkeitspunkte  an  die  eine 
Kreislinie  die  Tangenten,  so  werden  diese  auch  Tangenten  der 
andern  Kreislinie  sein  , so  dass  mau  an  zwei  Kreislinien  die  4 ge- 
meinschaftlichen Tungenten  sehr  leicht  mit  Hülfe  der  Aebnlichkeita- 
punkte  construiren  kann. 


. . 30. 

Beschreibt  man  mit  zwei  gegebenen  Kreisen  zwei 
neue  Kteise  coocentrisch,  deren  Halbmesser  dasselbe 
Verhältniss  zu  einander  haben,  als^die  Halbmesser  der 
ursprünglichen  Kreise,  so  kommt  den  neu  beschriebe- 
nen Kreisen  derselbe  directe  und  inverse  Aehnlich- 
keitspunkt zu  als  den  gegebenen. 

Denn  sind  r,  r1  die  ursprünglichen,  p,  p'  die  neuen  Halbmesser, 
so  dass  r:r'  = p:p',  so  ist,  wenn  A der  directe  Aehnlichkeitspunkt 

der  gegebenen  Kreislinien  ist,  AC  = ^~p  (27.).  Weil  aber 
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r,:*—  r'=p  :p  — p’,  also— — ;==• 


. . — ^ — ;,  so  hat  man  AC— 

r — p — p— p 

also  ist  auch  A der  directe  Aebnlichkeitspunkt  der  mit  p,  p'  be- 
schriebenen Kreislinien. 

Aebnlicherweise  erhellt  das  Theorem  für  den  innern  Aehnlich- 
keitspnnkt. 


31. 

Die  Aufgabe,  alle  Systeme  je  zweier  mit  zwei  gegebenen 
Kreislinien  conceutrischer  Kreme  zu  finden,  welche  mit  den  erstem 
dieselben  Aebnlichkeitspunktc  haben,  wird  am  einfachsten  so  gelöst: 

Cm  die  Entfernungen  eines  Aehnlichkeitspuoktes  von  den  Mit- 
telpunkten der  gegebenen  Kreise  als  Diameter  beschreibe  man  zwei 
Kreise,  und  ziehe  durch  den  Aehulichkeitspuukt  eine  beliebige  Ge- 
rade, welche  die  neu  beschriebenen  Kreislinien  in  zwei  Punkten 
schneidet,  so  müssen  die  gesuchten  concentriscben  Kreise  durch 
diese  Punkte  gehen,  weil  die  gezogene  Gernde  solche  Kreise  in 
den  genannten  Punkteu  zugleich  tungirt. 

32. 

Construirt  man  also  für  drei  aus  C,  C\  C"  mit  den 
Halbmessern  r,  »•'.»•"beschriebene  Kreislinien  die  äussern 
Aebnlichkeits punkte  A,  A',A"  und  die  inneren  I,  J',  J ",  ao 
giebt  es  unendlich  viele  Systeme  je  dreier  mit  den  ge- 
gebenen conceutrischer  Kreislinien,  welchen  dieselben 
Äehnlichkeitspunkte  zukommen. 

Man  bestimme  nämlich  für  ein  willkührliches  p den  Radius  p' 
so,  dass  r : r = p : p',  so  werden  die  mit  p,  p'  beschriebenen  Kreis- 
linien dieselben  Äehnlichkeitspunkte  haben,  als  die  mit  r,  r'  jenen 
concentrisch  beschriebenen  (30).  Sodann  werde  p"  so  angenommen, 
dass  r:r”  — p : p",  so  kommt  such  den  Kreislinien  p,  p"  derselbe 
Aebnlichkeitspunkt  zu  als  den  mit  ihnen  concentriscben  r,  r".  Aus 
beiden  Proportionen  fliesst  aber  die  dritte  r : r"  = p' : p",  und  folg- 
lich wird  zu  gleicher  Zeit  der  Aehulicbkeitspunkt  der  Kreislinien 
p'  mit  dem  der  jenen  concentriscben  Kreislinien  r',  r"  überein- 
kommen. 

Da  p wiilkührlich  ist,  so  geht  die  Zahl  der  Systeme  ins  Un- 
endliche. 


33. 

Lehrsatz.  Zieht  man  durch  den  einen  Aehnlichkeits- 
|>nnkt  zweier  Kreislinien  C und  C'  z.  B.  A eine  beliebige 
Transversale,  und  bezeichnet  die  Durchscbnittspunkte 
derselben  mit  den  Kreislinien  C’und  C resp.  mit  M,  iV; 
3f,  Ä’j  so  dass  A/  and  IU'  die  dem  Aebnlichkeitspunkt 
zunächst  liegenden  Punkte  sind,  so  sind  die  Rechtecke 

AMx  AN',  ANxAM' 

stets  gleich,  und  von  unveränderlicher  Grösse,  wie  man 
auch  die  Transversale  ziehen  mag. 
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Beweis.  Wegen  der  Parallelität  der  Radien  CM , CM';  CN, 
CA'  ist  AM:  AM*  =r:r\  AN : AK'  —r  :r  , folglich  AM:  AM' 
~ AN  : AN',  oder  die  Rechtecke  AM  X AN',  AN  X AM'  sind 

einander  gleich.  Ferner  ist  AM'.  AN' = AMx  AN' = jy 

X AM'  X AN',  nnd  da  AM'  X AN'  die  Potenz  des  Punktes  A für 
die  Kreislinie  C',  also  unveränderlich  ist,  so  muss  auch  AM  X AN', 
oder  AN X AM'  von  unveränderlicher  Grösse  sein. 

Sind  B,  B'  die  Berührungspunkte  der  von  A aus  gezogenen 
gemeinschaftlichen  Tangente  mit  den  Kreislinien,  so  übersieht  man 
leicht,  duss  das  in  Rede  stehende  coystaute  Rechteck  dem  Rechteck 
AB  X AB'  gleich  ist. 

34. 

Lehrsatz.  Werden  zwei  Kreislinien  von  einer  drit- 
ten gleichartig  (d.  h.  zugleich  von  Aussen,  oderzugleich 
von  Innen)  berührt,  so  liegen  die  Berührungspunkte  mit 
demdirectenAehnlichkeitspunktein  gerader  Linie.  Fin- 
det ober  ungleichartige  Berührung  statt,  so  liegt  der 
inverse  Ae  h n lieh  k eits  pu  nkt  mit  den  Berührungspunk- 
ten in  gerader  Linie. 

Beweis.  Zuerst  berühre  (Taf.  II.  Fig.  6.a.)  die  Kreislinie  O 
die  gegebenen  C und  C'  in  den  Punkten  M,  N'  von  Aussen,  so 
dass  O,  M,  C;  0,  N'  C in  gerader  Linie  liegen,  und  OM=  ON' 
ist.  Zieht  man  die  Gerade  MN’,  welche  die  Kreislinie  C in  M' 
schneidet,  so  ist  [_  OMN  — ON'M=  CN’M'  — CM'N",  folg- 
lich CM'  mit  CM  parallel,  weshulb  MN'  durch  deu  äusseren  Aehn- 
lichkeitspunkt  A der  Kreislinien  C,  C geht. 

Berührt  zweitens  die  Kreislinie  o (Taf.  II.  Fig.  6. n.)  die  gegebe- 
nen in  m und  n'  von  Innfen,  so  dass  oem,  oc n gerade  Linien  sind, 
und  om  = on  ist,  so  ist,  wenn  die  Gerade  mn'  die  Kreislinie  C in 
schneidet , £_  omtri  = onm  = Cm  ti  , also  Cm  mit  Cm  paral- 
lel, weshalb  mn'  durch  den  dirccten  Aehnlichkeitspunkt  geht. 

Wenn  endlich  drittens  (Taf.  II.  Fig.  6.  h.)  die  Kreislinie  O die 
Kreislinie  C in  M von  Aussen,  die  Kreislinie  C aber  in  N'  von 
Innen  berührt,'  so  dass  OMC , ON'C  gerade  Linien  sind,  und 
OM  = ON'  ist,  so  ist,  wenn  MN'  den  Kreis  C iu  M'  schneidet, 
L OMM"  =z  ON' M'  = CM'N',  folglich  CM  parallel  mit  CM, 
weshulb,  da  die  Halbmesser  auf  verschiedenen  Seiten  der  Centrale 
liegen , die  Gerade  MN”  durch  den  innern  Aehnlichkeitspunkt  / 
geht.  , ■ 


35. 

Denkt  man  sieb  in  Taf.  II.  Fig.  6.a.  von  A die  gemeinschaftlichen 
äussern  Tangenten  gezogen,  weiche  die  Kreislinie  C in  ß,  ü,  die 
andere  in  B' , U berühren,  so  erhellt,  dass  die  Berührungspunkte 
jeder  beide  Kreislinien  von  Aussen  tungirenden  Kreislinie  auf  den 
Bogen  BMb,  B'M'6'  liegen  werden,  nnd  auf  den  andern  Bogen 
die  Berührungspunkte  aller  beide  von  Innen  tangirenden  Kreise. 

Dbb  Umgekehrte  findet  statt,  wenn  die  Kreislinien  ungleichar- 
tig berührt  werden. 
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Anch  erhellt,  dass  keine  Kreislinie  die  gegebenen  in  deD  Be- 
rührungspunkten der  Tangenten  ingleich  berühren  kann. 

• ' • 1 .1»  . 

36. 

Es  seien  nun  die  Kreislinien  C,  (7,  C"  so  beschaffen,  dass  sich 
zwei  neue  C" , Ctv  beschreiben  lassen,  von  denen  dia  erste  die  drei 
gegebenen  von  Aussen  io  den  Punkten  M,  M',  M" , die  andere  die- 
selben von  Innen  in  den  Punkten  X,  X',  X"  berührt.  Der  äussere 
Aehnlichkeitspunkt  der  Kreislinien  C,  C liegt  dann  (34.)  sowohl 
auf  der  Geraden  MM',  als  auf  XX',  der  äussere  Aehnlichkeitspunkt 
von  C,  C'  sowohl  auf  MM'',  als  auf  XX",  der  äussere  Aehnlich- 
keitspunkt von  C',  C"  sowohl  auf  M'Ai",  uls  auf  X'X".  Da  nun, 
wenn  .4,  A’ , A"  die  direeten  Aelmlicbkeitspunkte  der  Systeme 
C,  C’s  C,  C'i  C',  C”,  die  Geraden  AM  Ai’ , AXX’\  A'MM”, 

A’ Ai XI" ; A”M'M",  A'A'X"  Transversalen  der  Systeme  C,  C'\ 

C,  C i O,  C"  sind,  so  finden  (33.)  die  Relationen  statt: 

(AM  .AM'  =AX  . AX'  , 

A’M  . A’M“  = AX  . A'X"  (, 

A'M' . A”M"  = A'X . A'X " ) 

und  die  Punkte  A,  A' , A"  bieten  somit  gleiche  und  gleichartige 
Potenzen  für  die  Kreislinien  C” , Clv  dar,  oder  AA'A’  ist  eine 
gerade  Linie,  nämlich  diesPotenzlinie  der  Kreise  C Clfr. 

Sind  die  Kreise  C,  C,  C”  ferner  so  beschaffen,  dass  sich  zwei 
neue  C" , C,v  beschreiben  lassen , deren  erster  die  Kreise  C,  C 
von  Aussen,  €T  von  Innen,  der  andere»  C,  C von  Innen,  C”  aber 
von  Aussen  berührt,  so  erhellet  ganz  wie  vorher,  dass  die  Aebn- 
lichkeitspunkte  A.  1’,  J“  in  gerader  Linie,  nämlich  in  der  Potenz- 
linie der  Kreise  C* , Ctr  liegen. 

Wir  haben  daher  folgendes 

37. 

Theorem.  Wenn  drei  Kreise  C \ C.  C"  so  beschaffen 
sind,dass  sich  zwei  neue  C“ , beschreiben  lassen,  von 

welchen  der  erste  alle  drei  von  Aussen,  der  andere  alle 
drei  von  Innen  berührt,  so  liegen  die  drei  direeten  Aehn- 
I ich  k e i tspun  k te  der  gegebenen  Kreise  in  der  Potenzli- 
nie der  neu  beschriebenen. 

Kann  man  zweitens  zwei  Kreise  beschreiben,  von 
welchen  der  eine  C,  C von  Aussen,  C"  von  Innen,  der 
andere  C,  C von  Innen,  C"  von  Aussen  berührt,  so  lie- 
gen der  directe  Aehnlichkeitspunkt  von  C , C,  und  die 
inversen  Aebnlichkeitspunkte  von  C,  C"\  C’ , C'  in  der 
Potenzlinie  der  neu  beschriebenen  Kreise. 

38. 

Die  so  eben  charakterisirten  Aehnlichkeitspunkte  liegen  stets 
in  gerader  Linie,  ohne  dass  die  Kreislinien  von  der  in  37.  onge- 
gegebenen  Beschaffenheit  sind,  nur  kann  dann  von  einer  Potenz- 
linie  nicht  die  Rede  sein. 
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Denn  nach  32.  kann  man  die  Halbmesser  der  3 Kreise  so  lange 
abuehmen  lassen,  dass  die  Kreise  ganz  ausserhalb  einander  liegen, 
und  doch  dieselben  Aehnlichkeitspunkte  haben,  und  für  3 ganz 
ausserhalb  einander  liegende  Kreise  sind  die  Bedingungen  in  37, 
erfüllt.  Wir  haben  also  folgendes  Theorem: 

Bezeichnet  man  die  äussern  Aehnlichkeitspunkte 
dreier  Kreislinien  durch  A , A' , A" , die  innern  durch  /, 
/',  so  liegen  die  Ternionen  . 

A,  A’,  A" 

A,  I,  1 
A \ I,  1" 

A',  /,  J 

stets  in  gerader  Linie,  und  diese  vier  Geraden  heissen 
Aelinlicbkeitsaxen,  AAA"  die  directe,  die  übrigen  in- 
verse.*) 

Ist  es  möglich,  an  die  drei  Kreislinien  die  6 äussern  gemein- 
schafilicben  Tangenten  zu  ziehen,  so  etgiebt  sich  aus  dem  Obigen 
der  von  Monge  gefundene  Satz:  , 

Dass  die  drei  Punkte,  in  denen  je  zwei  zusammenge- 
hörende der  sechs  an  drei  Kreise  gezogenen  äussern 
Tangenten  sich  schneiden,  stets  in  einer  geraden  Linie 
liegen. 


IV’.  Die  hauptsächlichsten  Folgerungen  der 
Aehnlickkeitstkeorie  bei  Kreisen. 


Zuerst  denken  wir  uns  in  und  um  einen  Kreis  einen  Triangel 
beschrieben,  ABC , KLM  (Taf.  II.  Fig.  7.),  so  dass  die  Seiten 
des  letztem  durch  die  VVinkelspitzen  des  erstem  geben,  uud  ferner 
denkeu  wir  uns  die  Seiten  des  A ABC  verlängert,  bis  sie  den 
Tangenten  in  den  Gegenccken  in  I),  E,  F begegnen.  Dann  tre- 
ten folgende  I mstande  ein: 

Die  aus  K m\l  KA  — KB  beschriebene  Kreislinie  wollen  wir 
der  Kürze  halber  bloss,  die  Kreislinie  K nennen,  und  eine  ähnliche 
Benennung  für  die  aus  L mit  LB  — LC,  und  aus  M mit  MAz=MC 
beschriebenen  Kreislinien  anweoden. 

Dies  vorausgesetzt  werden  die  Kreislinien  K uud  M von  der 
Kreislinie  L in  B und  C von  Aussen  (d.  Ii.  gleichartig)  berührt, 
weshalb  ihr  directer  Aehulichkeitspunkt  auf  der  Geraden  BC  liegt 


*)  M.  vgl.  den  analytischen  Beweis  von  Grunert  in  d.  Analyt.  Geome- 
trie. Theil  I.  S.  111  ff.  Der  Beweis  in  demselben  Werke  Theil  II. 
S.  207  fl.  gründet  sieb  auf  die  Theorie  der  Transversalen.  Einen  spe- 
ciellen  Fall  des  Theorems  beweist  Meier  Hirsch  (Sammlung  geome- 
trischer Aufgaben  Theil  II.  S.  308  — 70)  durch  Rechnung.  Magnus 
Sammlung  von  Aufg.  und  Lehrsätzen  aus  der  analyt.  Geometrie.  Erste 
Abtbeilung  S.  80.  , 
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(54.),  und  da  derselbe  sich  auch  auf  der  Centrale  KM  befindet,  so 
ist  der  Durchschnitt  von  BC  und  MK,  nämlich  D , der  directe 
Aehnlichkeitspunkt  der  Kreislinien  K und  M. 

Ganz  ebenso  erhellt,  dass  E der  directe  Aehnlichkeitspunkt 
der  Kreislinien  K und  L,  F der  directe  Aehnlichkeitspunkt  der 
Kreislinien  E und  M ist. 

Daher  (38.)  liegen  die  Punkte  D , E,  F in  einer  geraden  Li- 
nie, nämlich  in  der  äussern  Aeh n lichk  eitsaxe  der  Kreislinien 
K,  E.  M. 

Ferner  werden  die  Kreislinien  D und  E ( d.  b.  die  aus  D,  E 
mit  DA.  EB  beschriebenen  Kreislinien)  von  der  Kreislinie  K in 
A und  B ungleichartig  berührt,  weshalb  ihr  inverser  Aehnlichkeits- 
pnnkt  auf  AB  und  DE  zu  gleicher  Zeit  liegt,  also  F ist. 

Ehen  so  wird  eiogesehen,  dass  E der  directe  Aehnlichkeitspunkt 
von  den  Kreislinien  D und  F,  D der  directe  Aehnlichkeitspunkt 
von  den  Kreislinien  E und  F ist. 

Demnach  haben  wir  folgendes  Theorem  : 

Bei  jedem  einem  Kreise  eingeschriebenen  Dreieck 
liegen  die  Durcbschnittspunkte  der  Seiten  mit  dcnTan- 
genten  in  den  Gegeuecken  stets  in  gerader  Linie*). 

40. 

Dass  dieser  Satz  für  alle  Kegelschnitte  gilt,  wird  so  erwiesen. 

Die  Spitze  des  Kegels,  aus  welchem  der  Kegelschnitt  geschnit- 
ten ist,  heisse  S und  ABC  sei  ein  in  den  Kegelschnitt  beschriebenes 
Dreieck;  legt  man  durch  SA  eine  Berührungsebene  des  Kegels, 
welche  die  Ebene  SBC  in  der  Geraden  SD  schneidet,  so  dass  D 
der  Durchschnittspunkt  von  BC  mit  der  Durchschaittslinie  der 
Berührungsebene  und  der  Ebene  des  Kegelschnitts  ist,  so  wird  DA 
eine  Tangente  des  Kegelschnitts  in  A sein.  Auf  dieselbe  Art  con- 
struire  man  die  übrigen  Tangenten,  uud  deren  Durcbscbuittspunkte 
mit  den  übrigen  Seiten  des  Triangels. 

.Man  schneide  nun  den  Kegel  durch  eine  Ebene  so,  dass  der 
Schnitt  ein  Kreis  und  von  den  Kanten  SA,  SB,  SC  resp.  in  A' , 
B',  C'  getroffen  wird.  Sodann  sei  A B die  Durchschnittsliuic  der 
Berührungsebene  durch  SA  mit  der  Krciscbcnc,  duss  also  AD' 
eine  Tangente  des  Kreises  ist,  welche  die  Verlängerung  von  B' F 
in  D schneidet,  uud  ebenso  bestimme  man  die  Punkte  E' , F‘. 

Nach  30.  liegen  nun  die  Punkte  D',  E',  F‘  in  gerader  Linie, 
und  da  D,  E,  F auf  dpn  Geraden  SD',  SE',  SF liegen,  so  wer- 
den die  letztem  Punkte  in  einer  Ebene,  und  zugleich  in  der  Ebene 
des  Kegelschnitts  liegen,  und  müssen  sich  also  in  der  Durchschnitta- 
linie  beider  Ebenen,  oder  in  gerader  Linie  befinden. 

41. 

Betrachten  wir  jetzt  zwei  Vierecke  AB  CD,  KE  SIS,  von  de- 
nen das  erste  in  einen  Kreis,  das  andere  um  denselben  so  beschrie- 
ben ist,  dass  seine  Seiten  durch  die  Ecken  des  erstem  gehen;  E sei 
der  Durchschnitt  der  Seiten  AB  und  CD,  F der  Durchschnitt  der 
Gegenseiten  AD  und  BC,  G der  Durchschnitt  der  Tangenten  iu 

*)  Steiner,  Systematische  Entwickelung  der  Abhängigkeit  der  geometr. 

Gestalten  von  einander  etc.  S.  155.  — Grunert  AualyU  Geometr. 

Tbeil  II.  S.  269.  (Theorie  der  Transversalen). 

Tbeil  V.  9 
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den  Gegenecken  LK  und  MX,  endlich  H der  DurcLschnitt  der 
Tangenten  KX  und  LM  (Taf.  II.  Fig.  8.). 

Da  nun  die  Kreislinien  X und  E sowohl  von  der  Kreislinie  K 
als  vou  der  Kreislinie  M resp.  in  A,  B ; D,  C gleichartig  berührt 
werden,  so  liegt  ihr  directer  Aehnlichkeitspunkt  auf  dcu  drei  Ge- 
raden AB,  CD,  X JL , so  dass  also  die  letzteru  in  einem  und  dem- 
selben Funkte  E Zusammentreffen. 

Ganz  ebenso  wird  erwiesen,  dass  die  drei  Geraden  BC , AD, 
MK  in  demselben  Punkte  F zusammenstossen. 

Ferner  werden  die  Kreislinien  A’  und  E von  der  Kreislinie  G 
in  D und  B , von  der  Kreislinie  II  in  A und  C ungleichartig  be- 
rührt, weswegen  ihr  iuverser  Aehnlichkeitspunkt  auf  den  Geraden* 
BD,  AC,  XE  zugleich  liegt,  uud  die  letzteru  alsu  in  einem  und 
demselben  Punkt  O sich  schneiden  müssen. 

Ganz  ebenso  wird  erwiesen,  dass  BD,  AC,  KM  sich  in  einem 
Punkte  schneiden,  und  folglich  treffen  die  vier  Geradeu  AC,  BD, 
KM,  E X in  demselben  Punkte  O zusammen. 

Nun  werden  auch  die  Kreisliuien  G und  II  von  den  Kreislinien 
K und  M resp.  in  A,  B;  D,  C ungleichartig  berührt,  daher  ihr 
innerer  Aehnlichkeitspunkt  E ist,  und  somit  II,  G,  E in  gerader 
Liuie  liegen.  Sodann  werden  die  Kreislinien  G und  II  von  den 
Kreislinien  E und  X resp.  in  B,  C;  A,  D gleichartig  berührt,  so 
dass  ihr  directer  Aehnlichkeitspunkt  F ist,  und  somit  auch  F mit 
G,  H in  gerader  Linie  liegt.  Also  befinden  sich  die  vier  Punkte 
E,  F,  G,  H in  einer  geradeu  Liuie. 

42. 

Diese  Resultate  finden'  für  alle  Kegelschnitte  statt. 

Denn  es  sei  wieder  S des  Kegels  Spitze,  zu  welchem  der  Schnitt 
gehört,  AB  CD,  KEMX  ein  iu  und  um  den  Kegelschnitt  beschrie- 
benes Viereck,  dass  die  Seiten  des  letztem  durch  die  Spitzen  des 
erstem  geben,  E,  F die  Durchschnitte  der  Gegenseiten  des  einge- 
schriebenen, G,  II  die  Durchschnitte  der  Gegenseiten  des  umschrie- 
benen \ ierecks,  so  dass  also  SE  der  Durchschnitt  der  Ebenen  SAB , 
SDC,  E der  Durchscbnittspunkt  der  Geraden  SE  mit  dem  Kegel- 
schnitt etc.,  SG  der  Durchschnitt  der  durch  SB,  SD  gelegten  llc- 
rührungsebene  des  Kegels,  G der  Durchschnitt  der  Geraden  SG 
mit  dem  Kegelschnitt  ist  etc. 

Man  schneide  die  Kcgelfläche  durch  eine  Ebene,  dass  der  Schnitt 
ein  Kreis  wird,  bezeichne  durch  A,  B’ , C,  D‘ ; K',  E,  M',  A”; 
E',  F’ , G',  IV  die  Durchschnittspunkte  tler  Geraden  SA,  SB,  SC, 
SD;  SB,  SE,  SM,  SA;  SE,  SF,  SG,  SH  init  der  Kreisebene,  so 
wird  erhellen,  dass  A' B C’I)',  K'EM'X'  ein  in  und  um  den  Kreis 
beschriebenes  Viereck  ist,  dessen  Seiten  und  Spitzen  sich  berühren, 
und  E' , F'  die  Durchschnitte  der  Gegenseiten  des  in  den  Kreis, 
und  G‘,  H‘  die  Durchschnitte  der  Gegenseiten  des  um  den  Kreis 
beschriebenen  Vierecks  sind. 

Nach  4L  lieffen  die  Punkte  E , E , X'  in  gerader  Linie,  so 
dass  SE',  SE,  SA"  eine  Ebene  bilden,  in  welcher  auch  die  Punkte 
E.  E,  X liegen,  uud  da  die  letztem  in  der  Ebene  des  Kegelschnitts 
sind,  so  befinden  sie  sich  im  Durchschnitt  beider  Ebencu  oder  in 
geruder  Linie.' 

Ferner  schneiden  sich  nach  4L  die  vier  Geraden  AC',  B'D, 
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K’M' , E'JV'  in  demselhen  Punkte  (V , weswegen  die  vier  Ebenen 
Sir,  SK  D,  SK'.W,  SL'.N'  sich  in  der  Geraden  SG  treffen, 
und  mit  hi  u der  Punkt  0 , als  auf  SO'  liegend,  allen  vier  Ebenen 
gemeinsam  ist.  Nun  liegt  aber  O im  Kegelschnitt,  also  auf  den 
vier  Geraden  AC,  BD,  KM,  LN , in  welchen  jene  Ebenen  den 
Kegelschnitt  treffen. 

Endlich  befinden  sich  (41.)  die  vier  Punkte  E',  E',  G',  ff  in 
gerader  Linie,  weshalb  SE\  SF',  SG',  Sff  eine  Ebene  bilden,  in 
welcher  auch  E,  F,  G,  //liegen,  und  da"  die  letztem  auch  im  Ke- 
gelschnitt sind,  so  liegen  sie  in  beider  Ebenen  Durchschnitt  oder 
io  gerader  Linie. 

Demnach  entspringen  folgende  Theoreme: 

1)  Sind  in  und  um  einen  Kegelschnitt  zwei  Vierecke 
so  beschrieben,  dass  die  Seiten  des  letztem  durch  die 
Ecken  des  erstem  gehen,  so  liegt  der  Durchschnitt 
der  Gegenseiten  des  eingeschriebenen  Vierecks  mit  ei- 
nem Paar  derGcgcnecken  des  umschriebenen  in  gerader 
Linie. 

2)  Die  vier  Diagonalen  beider  Vierecke  treffen  iu 
demselben  Punkt  zusammen,  so  dass  also  auch  der 
Durchschnitt  der  Gegenseiten  des  eingeschriebenen 
Vierecks  mit  einem  Paar  Gegcneckcn  des  umschriebe- 
nen, und  dem  Durchschnitt  der  vier  Diagonalen  in  ge- 
rader Linie  liegt. 

3)  Die  vier  Durchschnittspunkte  der  Gegenseiten 
beider  Vierecke  befinden  sich  in  einer  geraden  Linie"). 

43. 

lietrachten  wir  nun  das  in  einen  Kreis  beschriebene  Sechseck 
J,  A,  . 4 , A4  At  A,  (Taf.  III.  Fig.  9.),  und  verlängern  je  zwei 
Seiten,  zwischen  denen  zwei  andere  liegen,  bis  sie  sich  in  G,,  Gt, 
0 , schneiden,  so  treten  folgende  Umstände  ein. 

Zieht  inan  in  A7 , At\  ferner  in  A,,  A7\  endlich  in  At,  A , 
Tangenten,  bis  sie  sich  in  K2 , K,,  K,  schneiden,  so  ist  (42.)  G\ 
der  nässere  Aehnlichkeitspunkt  der  Kreislinien  K„  K7,  ferner  G7 
der  inverse  Aehnlichkeitspunkt  der  Kreislinien  K7 , K, ; endlich  G7 
der  inverse  Aehnlichkeitspunkt  der  Kreislinien  Ä,  , K, ; folglich 
müssen  (38.)  die  Punkte  G ,,  G7,  G , in  gerader  Linie  liegen,  und 
ingleich  werden  die  6 Punkte  G „ G ,,  G 7,  K,,K7,K,  in  einer 
geraden  Linie  sein.  ' 

Da  sich  nun  ganz  wie  41.  und  42.  diese  Sätze  für  alle  Kegel- 
schnitte beweisen  lassen,  so  entspringeriidie  Theoreme: 

1)  Bei  jedem  einem  Kegelschnitt  eingeschriebenen 
Sechseck  liegen  die  Durchschnittspunkle  der  drei  Sei- 
tenpaare, zwischen  denen  zwei  andere  Seiten  liegen, 
stets  in  einer  geraden  Linie  und 

2)  anch  die  Durchschnitte  der  Tangentenpaare  in 
den  Ecken,  zwischen  denen  zwei  andere  liegen,  befin- 


*)  Grunert  Analyt.  Geomof.  Thcil  I.  S.  114  — 15.  (Speciell.  Fall  für  den 
Kreis).  — J.  Steinet  Geomctr.  Gestalten.  S.  153.  — Magnus  Samm- 
lung analyt.  Aufgaben.  S.  191. 
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Ans  dem  ersten  Theorem  lässt  sich  ein  anderes  ablciten,  wel- 
ches sich  auf  ein  in  einen  Kegelschnitt  beschriebenes  Fünfeck 
bezieht,  und  als  ein  Grenzfall  jenes  betrachtet  werden  kann,  wenn 
man  sich  vorslellt,  dass  eine  Seite  des  iu  einen  Kegelschnitt  be- 
schriebenen Sechsecks  alltnählig  verschwinde.  Der  Satz  ist  fol- 
gender: 

Uei  jedem  einem  Kegelschnitt  eingeschriebenen 
Fünfeck  liegen  die  Durchschnittspunkte  irgend  zweier 
Seiten  paare,  und  der  Durchschnitts  punkt,  welchen  die 
jedesmalige  fünfte  Seite  mit  der  Tangente  in  der  ge- 
gen üb  erste  b c n d e n E ck  e bildet,  allemal  io  einer  geraden 
Linie  (Steiner  Gcom.  Gestalt.  S.  153.) 

Hcweis.  In  Taf.  III.  Fig.  10.  sei  A,  A , A , A,  A,  das  in 
den  Kegelschnitt  beschriebene  Fünfeck,  die  Seiten  A,At>  AtAt 
schneiden  sich  in  G,  , die  Seiten  A3A,,  AAAt  schneiden  sich 
in  G3  , und  die  Seite  AtAt  begegne  der  in  A , gezogenen  Tan- 
gente in  f?,,  so  soll  erwiesen  werden,' dass  GXG3G,  eine  gerade 
Linie  ist. 

Man  nehme  zwischen  At  und  A,  noch  einen  sechsten  Punkt 
A,  an,  verbinde  ihn  mit  A3  und  A, , so  dass  A XA3A ,A ,A aA , 
ein  in  den  Kegelschnitt  beschriebenes  Sechseck  ist.  und  verlängere 
A3A,  bis  es  A tA , in  F, , A,A , bis  cs  A,At  in  T,  begegnet, 
so  muss  (43.)  Gxrtr,  eine  gerade  Linie  sein. 

Gesetzt  nun  Gxx  G 2,  G,  lägen  nicht  in  gerader  Linie,  son- 
dern die  Gerade  GxGt  begegnete  der  Geraden  AxAi  in  g, , so 
lasse  mau  sich  nuu  den  Punkt  A,  dem  Punkte  A,  immer  nä- 
her und  näher  bewegen,  ohne  dass. er  mit  ilnn  zusammenfällt j un- 
ter diesen  Umständen  wird  die  Gerade  AtA+  der  Geraden  A3A, 
immer  näher  kommen,  und  der  Punkt  F\  somit  dem  Puukte  G, 
sich  näher  bringen  lassen,  als  jede  vorgegebene  Distanz  beträgt. 
Ebenso  wird  der  Punkt  F1,  dem  Punkte  G , beliebig  nahe  kommen. 

Wenn  nun  der  Punkt  g,  nicht  mit  G,  zusammenfällt,  so  wird, 
'während  F,  sich  nach  G , bewegt,  die  Gerade  G2T3  zwar  belie- 
big klein  gemacht  werden  können,  aber  nicht  die  Gerade  r,G,, 
da  sie  itn  vorliegenden  Falle  stets  grösser  als  G,g,  ist,  und  da 
dies  gegen  das  Obige,  st^muss  g,  mit  G,  zusammenfallen,  oder 
die  Punkte  Gx,  GJX  G,  sind  in  eioer  Geraden,  to.z.O.w. 


•)  Den  Satz  1)  hat  Pascal  {Essai  stir  les  coniques  148  Note)  gefunden, 
und  in  einer  verloren  gegangenen  Abhandlung  soll  er  die  ganze  Theo- 
rie der  Kegelschnitte  auf  jenen  Satz  gegründet  haben.  — Vgl.  Gru- 
nert  Anal.  Goom.  Theil  II.  S.  Ü70  (F.,  wo  der  Heweis  vonGergonne 
(Annales  de  Matheui.  XIII.  p.  143.)  mirgctheilt  ist.  — Poncelet 
Traite  des  proprietes  prnjertives  des  figures.  ii.  81.  — J.  Steiner 
Geom.  Gestillten  S.  150.  und  Annales  de  Math.  Vol.  XVIII.  — Carnot 
Geometrie  de  position.  Vol.  11.  p.  215.  der  Ucbersetzung. 
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45. 

Aus  den  vorhergehenden  Sätzen  erhellt,  wie  man  folgende  Auf- 
gaben bloss  mit  Hülfe  des  Lineals  lösen  kann. 

1)  Wenn  irgend  drei  Punkte  eines  Kegelschnitts, 
und  die  Tangenten  in  zweien  gegeben  sind,  die  Tan- 
gente im  dritten  Punkte  zu  finden  (39.). 

2)  Wenn  irgend  vier  Punkte  eines  Kegelschnitts, 
and  die  Tangente  in  einem  derselben  gegeben  ist,  die 
Tangenten  in  den  drei  übrigen  Punkten  zu  finden  (42.) 

Denn  in  Taf.  11.  Fig.  8.  sei  die  Tangente  in  A gegeben.  Man 
bestimme  die  Punkte  E,  F,  0,  ziehe  EO  bis  sie  die  gegebene  Tan- 
geste in  X schneidet,  und  verbinde  X mit  I),  so  hat  man  die  Tan- 
gente in  I) , ziehe  ferner  FO  bis  sie  die  Tangenten  in  IJ  und  A 
io  M und  K schneidet,  und  verbinde  M mit  C,  K mit  B , so  hat 
mm  die  Tangenten  in  C,  B. 

3)  Wenn  irgend  vier  Tangenten  eines  Kegelschnitts 
ood  der  Berührungspunkt  der  einen  gegeben  sind,  die 
Berührungspunkte  der  drei  übrigen  zu  finden. 

4)  Von  einem  Punkte,  der  im  Umfange  des  KegeN 
irbnitts  liegt,  an  denselben  eine  Tangente  zu  ziehen. 
(Taf.  III.  Fig.  10.) 

Man  nehme  ausser  dem  gegebenen  Punkte  A , noch  vier  andere 
so  .4,,  A7,  A ,,  A so  dass  A,A2,  A,Aa  sich  in  G,,  ferner  AtAt, 
J,Ji  sich  in  G7  schneiden,  ziehe  G,Gt , bis  sie  A,Af  in  G, 
schneidet,  und  verbinde  G,  mit  A,,  so  ist  A,  G , die  gesuchte  Tan- 
gente des  Kegelschnitts. 


4fr. 

Theorem.  Die  Potenzcentra  aller  Systeme  dreier 
kreise,  welche  in'an  erhält,  wenn  man  die  Halbmesser 
dreier  gegebenen  Kreise,  ohne  die'  Lage  der  Mittel- 
punkte zu  ändern,  um  gleiche  Grössen  zugleich  wach- 
sen, oder  zugleich  abnehmen  lässt,  befinden  sich  stets 
io  gerader  Lin  ic,  welche  auf  der  äussern  Aehnlicbkeits- 
axe  der  gegebenen  Kreise  senkrecht  steht. 

Zum  Beweise  dieses  Theorems  sind  folgende  Vorbereitungen 
oötbig: 

f)  lm  Punkte  S (Taf.  III.  Fig.  11.)  treffen  3 Gerade  zusammen, 
auf  deren  mittleren  die  Gerade  EM  senkrecht  ist;  ferner  seien  von 
fioem  beliebigen  Punkte  P der  Geraden  SK  auf  SE  und  SM  die 
Perpendikel  PQ  und  PjR  gefällt,  so  behaupte  ich,  dass  die  Propor- 
tion statt  linde 


SQ.S/t  = SM.SE. 

Penn  wegen  Aehnlichkeit  der  SQP,  SKE ; SflP,  8KM 
ist  SQ  : SK  ==  SP:  SE , SB : SK  = SP:  SM , also  SU  - KE  — 
HK. SP,  SB . SM  — SK.  SP.  daher  SU . SE  — SB . SM,  oder 
HU.  SB— SM:  SE. 

2)  Umgekehrt  wenn  diese  Proportion  statt  findet,  und  PU-  P4t 
»of  SE,  SM  senkrecht  stehen,  so  muss  EM  auf  SA  senkrecht 
■ein.  Denn  wenn  dieses  nicht  wäre,  so  müsste  das  von  E auf  SK 
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gefällte  Perpendikel  die  Gerade  SM  im  Punkte  M'  so  schneiden, 
dass  SQ  ■■  SP  = SM' : SL,  wäre,  und  dann  müsste  also  SM=  SM' 
sein,  welches  ungereimt. 

3)  ln  Tuf.  III.  Fig.  12.  sind  von  beliebig  vielen  Punkten  P,  P, 
P"  etc.  der  Geraden  PP'P'  auf  zwei  andere  Gerade  PP' 11',  QQW 
Perpendikel  PU,  PP,  PQ,  PP',  P"  U" , P"P"  etc.  gefällt,  so, 
behaupte  ich,  dass  die  Gleichheit  der  Verhältnisse  statt  linde 

QQ:RP'=QQ:PP=<i  tc. 

Denn  zieht  man  durch  P mit  den  Geraden  QU  Q'\  PP'P”  Pa- 
rallelen, welche  die  Perpendikel  in  q ',  q"  etc.,  r , r"  etc.  schnei- 
den, so  ist  JV  : Pq"  = PP'  : PP  , Pr' : Pr  ==  PP  : PP',  also  auch 
P(i‘ : Pq"  = Pr  : PP , oder  Pq' : Pr'  = Pq"  : Pr  ',  oder  Q Q : PP' 
.=  QQ"  : PP'. 

4)  Umgekehrt,  wenn  auf  den  Geraden  QQ' , PP'  die  Punkte 
Q,  Qi,  Q etc.,  P,  P',  P"  etc.  so  gewählt  sind,  dass  sich  verhält 
QQ : QQ" '=■  PP'  '■  PP”  etc. , so  müssen  die  Durcbscbnittspuukte 
der  in  diesen  Punkten  errichteten  Perpeudikel  sieb  in  gerader  Li- 
nie befinden. 

Denn  schnitte  die  Gerade  PP'  das  Perpendikel  P''Q"  nicht  in 
P' , welchen  Punkt  das  letztere  mit  P"P"  gefnein  hat,  so  müsste 
das  vom  gedachten  Durchschnitt  auf  PP  gefällte  Perpendikel  die 
letztere  Gerade  im  Punkte  91"  so  treffen,  dass  QQ : QQ" = P/t’ : Pd i" 
wäre,,  und  dann  müsste  nach  der  Voraussetzung  PP"  = PW"  sein, 
welches  ungereimt  ist. 

5)  Nun  seieu  C,  C’,  C"  die  Mittelpunkte,  r,  r',  r"  die  Halbmes- 
ser dreier  Kreislinien,  und  X Dasjenige,  um  welches  alle  drei  Halb- 
messer wachsen  oder  abnehmen;  ferner  seien  Q,  P die  Durch- 
schnitte der  vom  Putenzcentrum  P auf  die  Ccntraleu  CC,  CC'  gefäll- 
ten Perpendikel  mit  diesen  Centralen,  P das  Potenzcentrum  der 
mit  den  Halbmessern  r- f- r'-t-X,  r” -t- X beschriebenen  mit  den 
erstem  concentrischen  Kreise,  und  Q , P die  Durchschnitte  der 
von  eben  diesem  Putenzcentrum  auf  die  nämlichen  Centralen  wie 
vorher  gefällten  Perpendikel  mit  dem  letztem,  so  ist  nach  dem 
Obigen 


QC=CC1+£ QC=C— 


+ fr  + ^-(r'  + i.)» 
2C6” 


also  durch  Subtraction  Q’C — QCz=  ^ , oder  QQ=  ’ ' 

Ganz  ebenso  wird  sein  PP’  = also  ist 

(IQ  r — r ' CC" 

HK  r—r"  ' CC" 

Hiernach  ist  das  Verhältniss  QQ’:PP’  constant,  weshalb  (4) 
die  Potenzcentra  sämmtlich  in  einer  geraden  Linie  liegen. 

Die  Richtung  dieser  Geraden  zu  bestimmen,  bezeichnen  wir 
durch  L,  und  M die  äusseren  Aehnlichkeitspunkte  der  Systeme  C, 

C’  und  C,  C , so  ist  nach  dom  Obigen  LC  = 7 _1'S , MC 
\ 1 ^ 
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r.CC" 

r — t'' 


. MC  r — r'  CC 

a,so  LC  = F=F  • cr> 


und  folglich  nach  dem  Obi- 


gen 


QQ  -.  RR=  MC.LC. 


Ist  aber  S der  Durchschnitt  der  Geraden  PP1  mit  CM  und 
■wird  die  Gerade  Sl’  mit  LC  parallel  gezogen,  dass  sie  die  Per- 
pendikel R'Q!  in  q,  q die  Aelmliclikcitsaxe  LM  in  F schnei- 

det, so  ist  Sg  : SR  = UCt : RR',  also  auch  Sq : SR=:  MC:  LC, 
und  da  AL L?  : LC  = MS : Sl\  so  hat  man  Sq  : SR  = MS  : SC, 
weshalb  nach  2)  die  Gerade  SPP1  oder  der  Ort  der  Potenzcentra 
auf  CAL  oder  LM,  d.  h.  auf  der  äussern  Aehnlichkeitsuxe  senk- 
recht steht. 

Wenn  man  die  Halbmesser  theils  wachsen,  theils  abnehmen 
liesse,  so  würde  der  Ort  der  Potenzceutra  noch  immer  eine  Gerade 
i sein,  welche  auf  einer  der  drei  inversen  Aehnlichkeitsaxcn  senk- 
recht stände,  z.  B.  auf  AJ'J",  wenn  man  die  Halbmesser  r und  r 
wachsen,  und  r"  abnehmen  lässt. 

Dies  weiter  auszuführen  ist  unnötliig,  da  cs  mittelst  obiger 
Principieu  unter  einigen  Modifikationen  leicht  erhellt*). 


47. 

\ 

Nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  steht  der  Ort  der  Po- 
tenzcentra auf  einer  Aelmliclikcitsaxe  der  Kreislinien,  deren  Halb- 
messer r , #*',  r"  sind,  senkrecht,  und  da  er  aus  demselben  Grunde 
auf  einer  Aelinlichkeilsaxe  der  mit  den  Halbmessern  r-t-Ä,  r'-J-i, 
r'  - f-  X beschriebenen  Kreise  senkrecht  ist,  so  entspringt  folgendes 
Theorem  , welches,  so  viel  ich  weiss,  noch  nicht  bestimmt  ausge- 
sprochen ist: 

Die  Aehnlichkeitsaxcn  aller  Systeme  dreier  Kreise, 
welche  man  erhält,  wenn  m an  die  Halbmesser  dreier  ge- 
gebenen Kreise,  ohne  die  Lage  der  Mittelpunkte  zu  än- 
dern, um  gl  eiche  Grössen  wachsen  oder  abnehmen  lässt, 
sind  alle  unter  sich  und  mit  der  Aehnlichkeitsaxe  der 
gegebenen  Kreise  paralle  I. 


V.  Polarität  der  Kegelschnitte. 

48. 

’ Die  Spitzen  beliebig  vieler  Uber  einer  Geraden  im 
Raum  beschriebenen  r ech t w i o kl ige n Triangel  liegen  in 
der  um  die  nämliche  Gerade  alsDiameter  beschriebenen 

Kugelfläche. 

" Die  Grundlinie  aller  Triangel  sei  AB  und  C die  Spitze  eines 
beliebigen  unter  ihnen,  so  muss  die  durch  AB  als  Durchmesser 
gelegte  Kugel  notbweudig  durch  C gehen,  weil  die  Kugel  von  je- 


•)  Man  vcrgl.  Grunerts  Analyt.  Geometrie  Theil  I.  S.  fl7.  Supplement» 
zum  Wörterbuche  Art.  Anwendung  der  Analysis  S.  22. 
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der  Ebene  in  einem  Kreise  geschnitten  wird,  und  der  Winkel  im 
Halbkreise  ein  rechter  ist. 


49 

Schneiden  sich  mehrere  Ebenen  in  einem  Punkte, 
und  begegnen  sie  einer  Kugelfläche,  so  liegen  die  Mit- 
telpunkte der  Kreise,  in  welchen  sie  die  Kugel  treffen, 
in  derjenigen  Kugel,  welche  dieEntfernung  des  Durch- 
schnittspunktes der  Ebenen  vom  Mittelpunkte  der  gege- 
bene n Kugel  zum  Durchmesser  bat. 

Bezeichnet  man  nämlich  den  Mittelpunkt  der  gegebenen  Kugel 
durch  C,  den  Durchschnittspunkt  der  Ebenen  durch  P,  und  ist  M 
der  Mittelpunkt  eiues  Kreises,  in  welchem  eine  beliebige  durch  P 
gehende  Ebene  die  Kugel  trifft,  so  steht  bekanntlich  C91  auf  dieser 
, Ebene  senkrecht,  so  dass  also  CMP  ein  rechter  Winkel  ist.  Da 
dies  von  jeder  Ebene  gilt,  so  erhellt  die  Richtigkeit  des  Theorems  4» 
aus  4$. 

50. 

Zusatz.  Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  sich  in 
einem  Punkt  P schneidender  Sehnen  eines  Kreises,  dessen  Mittel- 
punkt C,  ist  die  um  CP  als  Diameter  beschriebene  Kreislinie. 

51. 

Theorem.  Durch  einen  und  denselben  Punkt  Csind 
nach  einer  Geraden  beliebig  viele  andere  Gerade  gezo- 
gen, welche  der  erstem  in  K,  K',  K"  etc.  begegnen, 
und  unter  denen  CK  die  Senkrechte  auf  die  gegebene 
Gerade  ist. 

Wenn  nun  auf  derselben  Seile  des  Punktes  C auf  den 
Geraden  CK,  CK',  CK"  etc.  die  Punkte  M , M' , 91"  resp. 
so  angenommen  werden,  dass  die  Rechtecke 

CK.  CM,  CK'.  CM',  CK".  CM"  etc. 

sämmtlich  gleich  sind,  so  befinden  sich  M,  M',  9t'  etc.  in 
derjenigen  Kreislinie,  welche  CM  zum  Durchmesser  hat. 

Beweis.  Es  sei  MW  ein  beliebiger  unter  den  Punkten  91', 

91”  etc.  und  die  Gerade  919Pn 1 gezogen.  Wegen  der  Gleichheit 
CK.  C91—  CKW . CMW  verhält  sich  CK:  CMW  = CKW : CM, 
weshalb  die  Triangel  CKKW , C91WM  ähnlich,  und  also  die 
Winkel  CKKW , CM  WM  gleich  sind.  Aber  der  erste  ist  ein 
rechter,  ulso  muss  auch  der  zweite  ein  rechter  sein,  woraus  die 
Richtigkeit  des  Theorems  einleucbtet. 

52. 

Denkt  man  sich  das  ganze  so  eben  charakterisirte  System  um 
CMK  als  Axe  herumgedreht,  so  beschreibt  die  Gerade  KK'K" 
eine  auf  CMK  senkrechte  Ebene,  und  die  Kreislinie  C91 91' 91" 
eine  Kugel,  deren  Diameter  CM  ist,  weshalb  folgendes  Theorem 
entspringt: 
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Zieht  man  von  einem  Punkte  C nach  einer  Ebene 
beliebig’  viele  Gerade,  die  ihr  in  K,  K',  K"  etc.  begeg- 
nen, ist  ferner  CK  anf  der  Ebene  senkrecht,  und  wer- 
den die  Punkte  91,  91',  91"  etc.  auf  gedachten  Geraden 
so  bestimmt,  dass  die  Rechtecke  CK  . C91,  CK'  . C91', 
CK".  CM"  etc.  sämmtlich  gleich  sind,  so  befinden  sich 
M,  91’,  91"  etc.  in  der  um  C91  als  Diameter  beschriebe- 
nen Kugelfläche. 


53. 

Die  Theoreme  in  51.  und  52.  sind  der  Umkehrung  fähig,  so 
dass,  wenn  die  Punkte  91,  91',  91"  in  der  Kugelfläche  oder  Kreis- 
linie um  C91  als  Durchmesser  liegen,  und  gedachte  Rechtecke  gleich 
sind,  die  Punkte  K,  K' , K"  in  der  aut'  C91  senkrechten  Ebene 
oder  geraden  Linie  liegen. 


54. 

Jetzt  sei  C der  Mittelpunkt  einer  Kugel,  welche  von  mehreren 
Kreisebenen,  die  sich  in  demselben  Punkte  91  schneiden,  getroffen 
wird;  um  jede  dieser  Kreislinien  denke  man  sich  die  die  Kugelfläche 
berührende  Kegelfläche  beschrieben,  und  die  Spitzen  aller  der  Ke- 
gelflächen werden  K.  K' , K"  etc.  genannt.  Die  Geraden  CK, 
CK',  CK"  etc.  werden  durch  die  Mittelpunkte  der  resp.  Kreise 
M,  91’,  91"  etc.  gehen,  und  für  die  beliebigen  Punkte  A,  A',  A", 
etc.  in  den  Kreislinien,  welche  durch  denselben  Punkt  9t  gehen, 
werden  die  Winkel  CAK,  CA'K',  CA'K ’’  etc.  rechte  sein.  Des- 
halb müssen,  da  A91,  A'9t',  A"91"  etc.  auf  C91K,  C91K',  C9t"K'' 
etc.  in  91.  91'.  91"  etc.  senkrecht  sind,  die  Rechtecke  CK . CM, 
CK'.C91',  CK’ . C91"  etc.  sämmtlich  gleich,  nämlich  jedes  gleich 
dem  Quadrat  des  Radius  der  gegebenen  Kugel  sein.  Da  nun  (49.) 
die  Punkte  9f,  91',  91"  etc.  in  der  um  C9t  als  Diameter  beschrie- 
benen Kugel  liegen,  so  müssen  (53.)  die  Puukte  K,  K' , K"  etc. 
in  der  auf  CM  in  K seukrechten  Ebene  sieb  befindeu,  und  wir 
haben  das  folgende  Theorem: 

Gehen  die  Ebenen  beliebig  vieler  Kreislinien,  in  de- 
nen eine  Kugelfläche  geschnitten  wird,  durch  einen  und 
denselben  Punkt,  so  liegen  die  Spitzen  der  um  jene 
Kreislinien  beschriebenen  und  die  Kugel  berührenden 
Kegelflächen  jederzeit  in  derjenigen  Ebene,  welche  auf 
der  den  D u rchsc h ni 1 1 s p un k t der  erstem  Ebene  mi-t  dem 
Mittelpunkt  der  Kugel  verbindenden  Geraden  senkrecht 
steht,  und  umgekehrt,  Wenn  die  .Spitzen  mehrerer  Ke- 
gelflächen,  welche  sämmtlich  um  eine  und  dieselbe  Ku- 
gel beschrieben  sind,  alle  in  einer  Ebene  liegen,  so  ge- 
ben die  Ebenen  der  Kreise,  in  denen  die  Kugelfläche 
»on  deu  Kegelfläcbeu  berührt  wird,  durch  einen  einzi- 
gen Punkt,  und  die  den  letztem  mit  dem  Mittelpunkt 
der  Kugel  verbindende  Gerade  steht  auf  erst  gedachter 
Ebene  senk  recht. 

Der  in  Rede  stehende  Durcbschnittspunkt  ist  Pol  der  Ebene, 
welche  die  Spitzen  der  Kegellläcben  enthält,  in  Bezug  aut  die  ge- 
gebene Kugel,  und  die  Ebeue  Polarebene  genannt  worden. 
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Man  vergl.  den  Beweis  unseres  Satzes  von  Grunert  in  der 
analyt.  Geometrie  Tlieil  I.  S.  283  — 87. 

53. 

Zusatz.  Schneiden  sich  beliebig  viele  Sehnen  eines 
Kreises,  dessen  Mittelpunkt  C,  in  demselben  Punkte  M , 
und  construirt  man  in  den  beiden  Endpunkten  jeder 
Sehne  die  Tangenten  des  Kreises,  so  liegen  die  Durch- 
schnittspunkte  a 1 1 e r Tan  g c n te  n paare  in  ei  n e r ei  n z i ge  n 
geraden  Linie,  welche  auf  CM  senkrecht  steht,  und  um- 
gekehrt. 

Die  Gerade  heisst  Polare  jenes  Punktes,  und  dieser  Pol  der 
Geraden  in  Bezug  auf  die  zu  Grunde  gelegte  Kreislinie. 

56. 

Der  Satz  55.  hehält  seine  Richtigkeit  für  alle  Kegelschnitte. 

Denn  cs  sei  S die  Spitze  des  Kegels,  zu  welchem  der  Schnitt 
gehört,  und  AB , A'B',  A"B"  beliebig  viele  in  demselben  Punkte 
M zusammen knnimen de  Sehnen  des  Kegelschnitts,  so  dass  SM  die 
Durchschnittslinie  der  Ebenen  SAß.  8 A'B ',  SA"B"  ist.  Wird 
nun  der  Kegel  von  einer  Ebene  geschnitten,  dass  der  Schnitt  ein 
Kreis  wird,  und  begegnen  die  Seiten  des  Kegels  SA,  SB ; SA’, 
SB'  etc.  der  Peripherie  des  Kreises  in  a,  b-,  a',  b’  etc.,  so  werden 
nücb  die  Kreissehnen  ab,  ab'  etc.  in  demselben  Punkte  m Zusam- 
mentreffen, welcher  der  Durchschnitt  der  Geraden  SM  mit  der 
Kreisebeqc  ist,  indem  dieser  Punkt  z.  B.  in  den  Ebenen  Sab  und 
der  Kreisebene  zu  gleicher  Zeit,  also  in  ihrer  Durchschnittslinie 
ab  ist. 

Nun  seien  K,  K'.  K"  ....  die  Durchschnitte  der  Tangenteu- 
panre  in  A,  B,  in  A',  B’,  in  A",  B"  etc.,  und  k,  k\  k“  ....  die 
Durchschnitte  der  Tangentenjiaarc  in  a,  b,  in  a',  b',  in  a",  U'  etc., 
so  werden  SKk,  SK'k',  SK  "k"  etc.  gerade  Linien  sein,  da  z.  B. 
SK  sowohl  als  Sk  die  Durchschuittshnie  der  durch  SAa , SBb 
gehenden  Beriilirungscbene  des  Kegels  ist.  Nach  55.  liegen  aber  die 
Punkte  k,k',k"  etc.  in  gerader  Linie,  weshalb  Sk, SB, Sk"  in  einer 
Ebene  sind,  in  welcher  die  Punkte  K,  K',  K " ....  liegen.  Die 
letztem  Punkte  sind  aber  auch  in  der  Ebene  des  Kegelschnitts, 
mithin  im  Durchschnitt  beider  Kbeuen,  d.  h.  in  gerader  Linie, 
welche  die  Polare  mit  Rücksicht  auf  den  Durchschnitt  der  Sehnen 
als  Pol  für  den  zu  Grunde  gelegten  Kegelschnitt  genannt  wird. 

57. 

Um  die  Polare  eines  ausserhalb  des  Kreises  gegebenen  Punk- 
tes M zu  finden,  muss  man  (nach  55.)  durch  M eine  beliebige  den 
Kreis  in  zwei  Punkten  A',  B'  schneidende  Gerade  ziehen,  und  den 
Durchschnittspnnkt  der  durch  letztere  Punkte  gehenden  Taugenten 
des  Kreises  K'  suchen;  fällt  man  dann  von  K'  auf  CM  das  Per- 
pendikel, so  ist  dieses  die  verlangte  Polare.  Dieselbe  lässt  sich 
aber  einfacher  mittelst  des  folgenden  Theorems  bestimmen: 

Die  Polare  eines  ausserhalb  des  Kreises  befindli- 
chen Punktes  ist  die  Gerade,  welche  die  Beriihrungs- 
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punkte  der  von  dem  in  Rede  stehenden  Punkte  an  die 
Kreislinie  gezogenen  Tangenten  mit  einander  verbindet. 

Beweis.  In  Taf.  III.  F ig.  13.  sei  M der  Punkt,  dessen  Polare 
gesucht  wird,  MA  eine  beliebige  Gerade,  AK'  die  Tangento  in 
.1,  CD  senkrecht  auf  MA,  so  dass  K'  der  Durchschnitt  der  Tan- 
genten in  A und  A'  ist,  und  endlich  K'K  senkrecht  auf  CM,  so 
wird  K'K  die  Polare  des  Punktes  M sein  (55.).  Diese  Gerade 
schneide  die  Kreislinie  in  B,  so  behaupte  ich,  dass  MB  den  Kreis 
tangirt. 

Denn  da  die  Punkte  D,  K,  M,  K’  in  einer  Kreislinie  liegen, 
welche  nämlich  um  MK'  als  Diameter  beschrieben  ist,  so  ist  be- 
kanntlich CD  . CK  — CK.  CM,  und  da  CD.  CK' = CA »,  so 
wird  CK.CM—Cß * sein,  folglich  CBM  ein  rechter  Winkel, 
also  BM  eine  Tangente  des  Kreises. 

5S. 

Dieses  Resultat  bleibt  für  alle  Kegelschnitte  wahr. 

Denn  es  sei  S die  Spitze  des  Kegels,  M ein  Punkt  in  der 
Ebene  des  Kegelschnitts,  und  m der  Durchschuitt  der  Geraden  SM  mit 
einer  Ebene,  welche  so  gelegt  ist,  dass  der  Schnitt  mit  dem  Kegel 
ein  Kreis  wird.  Von  m seien  an  die  Kreislinie  die  Tangenten  mb, mb' 
ezogen,  so  ist  (57.)  bb’  die  Polare  Von  m für  den  Kreis?,  und  der 
urclischnitt  der  Ebene  Sbb'  mit  dein  Kegelschnitt  wird  die  Polare 
des  Punktes  M für  den  Kegelschnitt  sein  (56.).  Dieser  Durchschnitt 
treffe  den  Kegelschnitt  in  B und  B' , so  müssen  MB,  MB’  Tan- 
genten des  letztem  sein , weil  sie  in  den  durch  Sbm,  Sb'm  geleg- 
ten Bcrühruugsehenen  des  Kegels  liegen. 

59. 

Constraction  von  Pol  und  Polare  iu  Bezug  auf  eine 
gegebene  Kreislinie.  , 

1)  Befindet  sich  der  Punkt  M,  dessen  Polare  gesucht  wird, 
in  der  Kreislinie  selber,  so  ist  die  Tangente  des  Kreises  durch  M 
die  Polare  dieses  Punktes,  und  dasselbe  gilt  von  jedem  Kegel- 
aebnitt. 

2)  Befindet  sich  der  Punkt  M ausserhalb  der  Kreislinie,  so  ist 

seine  Polare  diejenige  Gerade,  welche  die  Berührungspunkte  der 
von  M an  den  Kreis  gezogenen  Tangenten  verbindet,  und  dasselbe 
gilt  von  jedem  Kegelschnitt.  - 

3)  Befindet  sich  aber  der  Punkt  M innerhalb  der  Kreislinie, 
deren  Mittelpunkt  C,  so  errichte  man  auf  CM  in  M eine  Senk- 
rechte, welche  der  Kreislinie  in  B begegnet,  und  ziehe  in  B die 
Tangente,  so  wird  deren  Durchschnitt  mit  CM  einen  Punkt  bestim- 
men, durch  welchen  die  gesuchte  Polare  mit  MA  parallel  geht. 

Diese  Construction  gilt  nicht  für  jeden  Kegelschnitt,  vielmehr 
läuft  die  Polare  eines  Punktes  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  dem 
conjugirten  Durchmesser  desjenigen  parallel,  welcher  durch  jenen 
Punkt  gezogen  werden  kann  (Magnus  Sammlung  analytischer  Auf- 
gaben S.  163.),  was  ich  bei  einer  andern  Gelegenheit  synthetisch 
erweisen  werde. 

Wie  man  sich  zu  verhalten  hat,  uin  eiuer  Geraden  Pol  zu  fin- 
den, ist  aus  dem  Yorhergeheudeu  ersichtlich. 
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60. 

Construction  von  Pol  und  Polare  für  jeden  Kegelschnitt 
bloss  mit  Hülfe  des  Lineals. 

Statt  des  Kreises  in  Taf.  II.  Fig.  8.  denke  man  sieh  einen  ganz 
beliebigen  Kegelschnitt  gezeichnet,  und  betrachte  E oder  0 als 
den  Punkt,  dessen  Polare  gesucht  wird. 

Was  den  ersten  Punkt  betrifft,  so  ist  K der  Pol  von  EA . M 
der  Pol  von  ED  (58.),  also  (56.)  KM  die  Polare  von  E.  Die  Ge- 
rade KM  geht  aber,  wie  oben  gezeigt,  durch  die  Durcbschuitts- 
punkte  der  Geraden  AD,  BC;  AC,  DD,  weshalb  sieb  ihre  Rich- 
tung mit  alleiniger  Hülfe  des  Lineals  finden  lässt. 

Für  den  zweiten  inuerbalb  des  Kegelschnitts  gelegenen  Punkt 
O die  Polare  zu  bestimmen,  erinnere  man  sich,  dass  II  der  Pol  von 
AC,  G der  Pol  i;on  II D (58.),  also  GH  die  Polare  von  0 ist 

156.).  Nun  liegen  aber  die  Punkte  G,  II,  F , E in  einer  Gera- 
cu  (-12.),  folglich  gebt  die  Polare  von  0 durch  die  Punkte  E und 
F,  welche  sich  bloss  mit  Hülfe  des  Lineals  construiren  lassen. 

Daraus  fliesst  folgende  für  alle  Fälle  passende  Auflösung  un- 
serer Aufgabe: 

Die  Polare  eines  Punktes  in  Bezug  auf  einen  Ke- 
gelschnitt zu  finden,  ziehe  man  durch  denselben  irgend 
zwei  den  Kegcschnitt  schneidende  Gerade,  und  ver- 
binde die  jedesmaligen  vier  Durchschnittspunkte  durch 
zwei  Paar  Geraden,  so  ist  die  durch  die  Durchschnitts- 
punkte  dieser  Geradeupaarc  bestimmte  Gerade  die  ver- 
langte Polare. 

Wird  der  Pol  einer  Geraden  gesucht,  so  bestimme  man  zu  zwei 
beliebigen  Punkten  der  letztem  die  Polaren,  so  wird  deren  Durch- 
schnitt den  Pol  geben. 

Da  übrigens  (Taf.  II.  Fig.  8.),  wenn  der  gegebene  Punkt  E 
ausserhalb  des  Kegelschnitts  liegt,  und  P,  P'  die  Durchschnitte  sei- 
ner Polaren  mit  dem  Kegelschnitt  sind,  die  Geraden  EP,  EP  den 
letztem  tangiren,  so  übersieht  man  , wie  von  einem  ausserhalb  des 
Kegelschnitts  gegebenen  Punkte  die  beiden  Tangenten  durch  blosse 
Anwendung  des  Lineals  gefunden  werden  können. 


61. 

Zufolge  des  Theorems  iu  58.  kann  mao  das  Fundamentaltheo- 
rem  der  Polarität  (56.)  jetzt  auf  den  einfachen  Ausdruck  bringen : 

DicPolaren  beliebig  vieler  in  meiner  Geraden  befind- 
licher Punkte  treffen  in  einem  einzigen  Punkte,  dem 
PoljenerGeraden  zusammen,  und  die  Pole  beliebig  vie- 
ler in  einem  Punkt  zuaaramentreffender  Geraden  befin- 
den sich  in  einer  einzigen  Geraden,  der  Polare  jenes 
Punktes. 

Oder  bewegt  sich  ein  Punkt  auf  einer  Geraden,  so 
dreht  sich  seine  Polare  um  den  Pol  jener  Geraden,  und 
dreht  sich  eine  Gerade  um  einen  festen  Punkt,  so  be- 
wegt sich  ihr  Pol  in  der  Polare  jenes  Punktes. 
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62. 

Geben  wir  nun  zur  Untersuchung  des  Orts  der  Pole  aller  ein- 
ander paralleler  Geraden  über,  und  betrachten  zuerst  die  Kreis- 
linie. 

Nach  dem  Vorhergehenden  liegt  der  Pol  jeder  beliebigen  Ge- 
raden in  Bezug  auf  eine  Kreislinie  jederzeit  auf  derjenigen  Geraden, 
welche  vom  Mittelpunkt  des  Kreises  auf  die  gegebene  Gerade 
senkrecht  gezogen  ist,  und  auf  eben  dieser  Geraden  werden  also 
die  Pole  aller  einander  parallelen  Geraden  liegen. 

Nun  sei  S die  Spitze  des  Kegels,  zu  welchem  ein  Kegelschnitt 
gehört,  und  AB,  A'B',  A"B"  etc.  seien  beliebig  viele  in  der  Ebene 
des  letztem  beßndliche  parallele  Gerade,  ab,  a'b' , a"b"  etc.  die 
Durchschnitte  der  Ebenen  SAB,  SA’B’ , SA’’B"  etc.  mit  einer 
Kreisebene,  welche  den  Kegel  trifft,  so  behaupte  ich,  dass  ab,  a’b’, 
a’b"  etc.  entweder  sämmtlicii  parallel  sind,  oder  in  einem  einzigen 
Punkt  Zusammentreffen. 

Oenn  die  Ebene  SAB  wird  von  jeder  der  andern  Ebenen 
SAB' , SA"ß"  etc.  in  einer  durch  S gehenden  Geraden  geschnit- 
ten, welche  mit  AB  (auch  mit  der  Ebepe  des  Kegelschnitts)  pa- 
rallel läuft,  und  alle  diese  Ebenen  treffen  folglich  in  einer  durch 
S gehenden  Geraden  zusammen,  die  mit  dem  Kegelschnitt  parallel. 

Trifft  es  jetzt  zu,  dass  diese  Gerade  auch  mit  der  Kreisebeoe 
parallel  ist  (was  sich  dann  ereignet,  wenn  sie  mit  der  Durchschnitts- 
linie der  Ebenen  des  Kreises  und  des  Kegelschnitts  parallel),  so 
müssen  auch  die  Geraden  ab,  a'b',  a'b"  etc.  offenbar  parallel  sein. 

Wenn  aber  die  Durchschuittslinie  der  Ebenen  SAB,  SA'ß', 
SA’B"  etc.  der  Kreisebene  in  K begegnet,  so  muss  dieser  Punkt 
in  jeder  der  Geraden  ab,  ab' , a"b"  etc.  liegen,  so  dass  also  die 
letztem  in  demselben  Punkte  zusammeustossen.  Damit  ist  obige  Be- 
hauptung gerechtfertigt. 

Sind  nun  p,  p',  p"  etc.  die  Pole  von  ab,  a'b',  a"b"  etc.,  in 
Bezug  auf  den  Kreis,  P,  P' , P"  etc.  die  Pole  Von  AB,  AB, 
.AB"  etc.  in  ßezu^  auf  den  Kegelschnitt,  so  liegen  p,  //,  p"  etc. 
in  einer  einzigen  Geraden,  ihre  Polaren  mögen  in  einem  Puukte  Zu- 
sammentreffen, oder  parallel  sein  (55.  62.),  und  da  P,  P',  P"  etc. 
auf  den  Geraden  Sp,  8p',  8p"  etc.  liegen,  so  befinden  sie  sich  sowohl 
in  der  durch  letztere  Gerade  bestimmten  Ebene  als  in  der  Ebene 
des  Kegelschnitts,  und  müssen  alle  selbst  iu  einer  Geraden  liegen. 

Also  hat  man  folgendes  Theorem: 

Die  Pole  eines  Systems  paralleler  Geraden  in  Bezug 
auf  einen  Kegelschnitt  liegen  jederzeit  in  gerader  Li- 
nie, welche  der  parallelen  Richtung  conjugirter  Durch- 
messer genannt  wird. 


63. 

Zieht  man  durch  die  Spitze  des  Kegels  S mit  der  Geraden 
AB  eine  parallele  Gerade,  die  der  Kreisebene  in  K begegnet,  und 
bestimmt  die  Polare  des  Punktes  K in  Bezug  auf  den  Kreis,  so 
ist  nach  62.  die  Durchschnittslinie  der  durch  diese  Polare  und  8 
gelegten  Ebene  mit  dem  Kegelschnitt  der  der  Geraden  AB  conju- 
girte  Durchmesser  für  den  Kegelschnitt. 

Sind  nun  CD,  EF  etc.  beliebig  viele  andere  Gerade  in  des 
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Kegelschnitts  Ebene,  und  L,  M etc.  die  Durchschnitte  der  durch 
S mit  CD,  EF  parallelen  Geraden  mit  der  Kreisebene,  bestimmt 
man  ferner  die  Polaren  der  Punkte  L , M in  Bezug  auf  den  Kreis, 
so  werden  die  Durchschnittslinien  aller  durch  diese  Polaren  und  S 
gelegten  Ebenen  mit  dein  Kegelschnitt  die  conjugirtcn  Durchmesser 
der  Geraden  CD,  EF  sein.  , . 

Die  Punkte  K,  E,  M , welche  in  der  durch  S mit  dem  Kegel- 
schnitt parallelen  Ebene  und  der  Ebene  des  Kreises  zu  gleicher 
Zeit  Hegen,  müssen  sich  in  beider  Ebenen  Durchschnittslinie,  also 
in  einer  Geraden  befinden,  und  ihre  Polaren  ah,  eil,  ef  folglich  in 
einem  Punkte  p schneiden  oder  parallel  sein.  Daher  werden  im  er- 
sten Falle  auch  die  durch  Sah,  Scd,  Sef  gelegten  Ebenen  den 
Kegelschnitt  in  Geraden  treffen,  welche  in  einem  einzigen  Punkte 
P züsammenkommen,  der  nämlich  der  Durchschnitt  der  Geraden  Sn 
mit  dem  Kegelschnitt  ist.  Im  zweiten  Falle  müssen,  wie  iu  62. 
gezeigt  ist,  benannte  Geraden  entweder  sich  in  eiuem  Punkt  schnei- 
den, oder  parallel  sein. 

Also  hat  man  folgendes  Theorem: 

Alle  conjugirtcn  Durchmesser,  welche  beliebig  vie- 
len Gerndcn  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  zugehö- 
ren,  schneiden  sich  in  einem  und  demselben  Punkte 
(Mittelpunkt  des  Systems)  oder  sie  sind  einander  pa- 
rnllel. 

6i. 

Theorem.  Die  Polare  eines  Punktes  in  Bezug  auf 
einen  Kreis  ist  die  Potenzlinie  zweier  Kreise,  von  de- 
nen der  eine  der  gegebene,  der  andere'  um  die  Entfer- 
nung des  in  Rede  stehenden  Punktes  vom  Mittelpunkt 
des  Kreises  als  Diamcter  beschrieben  ist. 

Beweis.  Der  gegebene  Punkt  P liege  zuerst  ausserhalb  der 
Kreislinie  C.  Schneidet  die  um  CP  als  Dinmeter  beschriebene 
Kreislinie  die  gegebene  io  B und  R' , so  ist  die  Sehne  HB’  bei- 
der Kreise  Potenzlinie , und  zugleich  die  Polare  von  P für  den 
Kreis  C,  da  PB  und  PB',  als  auf  CB  und  CB’  senkrecht,  Tan- 
genten des  gegebenen  Kreises  sind. 

Liegt  der  Punkt  in  der  Kreislinie  C,  so  berühren  beide  Kreise 
einander  in  P und  ihre  gemeinschaftliche  Tangente  ist  nicht  nur 
beider  Potcnzlinie,  sondern  auch  des  Punktes  P Polare. 

Befindet  sich  der  Punkt  P endlich  innerhalb  der  Kreislinie  C, 
so  sei  PB  senkrecht  auf  CP,  in  B die  Tangente  BK  an  den 
Kreis  gezogen,  welche  CP  in  K schneidet,  und  durch  K eine  Pa- 
rallele mit  B P gezogen,  welche  also  die  Polare  von  P sein  wird. 
Nun  ist,  wenn  C der  Mittelpunkt  des  zweiten  Kreises,  CK 1 — CK * 
= CC'(  CK -F-  CK)  = CC(2CK—  CC)  = CPx  CK—  CC1 
= CB'1  — CC*.  Da  also  die  Quadratdifferenz  der  Entfernungen 
des  Punktes  K von  den  Mittelpunkten  C,  C dem  Quadratunter- 
schied  der  Radien  gleich,  so  muss  die  durch  K auf  CP  senkrechte 
Gerade  beider  Kreise  Potenzlinic  sein,  w.  z.  B.  w. 

65. 

Die  Proposition  in  61.  ist  sehr  geeignet,  um  zu  jedem  Satze, 
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der  keine  metrische  Bestimmung  enthält,  einen  correlativen  aufzu- 
finden, indem,  wenn  von  Geraden  bekannt  ist,  dass  sie  in  einein 
Funkle  Zusammentreffen,  stets  Funkte  nachgewiesen  werden  kdn; 
nen,  welche  in  einer  geraden  Linie  liegen.  Dieses  Princip  ist  zuerst 
vos  Gergonne  (Annales  de  Mathematiques  Tom.  XVI.  p.  210.)' 
erforscht  und  Dualität  oder  Dualismus  genannt  worden.  J. 
Steiner  (Geomctr.  Gestalten)  hat  es  überall  auf  geistreiche  Weise 
durchgeführt,  uud  gezeigt,  duss  es  mit  den  Grundgebilden  zugleich 
hervortritt.  Wir  wollen  das  Princip  auf  einige  der  erwiesenen 
Sätze  anwenden. 


66. 


ln  39.  ist  erwiesen,  dass  die  Punkte  D , E,  F (Taf.  II.  Fig.  7.) 
in  gerader  Linie  liegen. 

Nun  ist  A der  Fol  von  MD,  E der  Pol  von  CB,  also  der 
Durchschnitt  der  Geraden  MD,  CB  oder  D der  Fol  von  AL-, 
ebenso  ist  E der  Fol  von  BM,  F der  Fol  von  CK.  Die  drei  Po- 
laren der  Punkte  D , E,  F,  nämlich  AL,  BM.  CK,  treffen  daher 
in  demselben"  Punkte  zusammen.  Also  steheu  die  folgenden  Sät/.e 
im  Verhältniss  des  Dualismus 


Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt eingeschriebenen 
Dreieck  liegen  die  3 Punkte 
in  welchen  die  Seiten  von 
den  Tangenten  in  den  Ge- 
genecke ti  getroffen  wer- 
den, in  einer  Geraden. 


Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt umschriebenen  Drei- 
eck treffen  die  3 Geraden, 
welche  die  Ecken  mit  den 
Berührungspunkten  derüe- 
genseiten  verbinden,  in  ei- 
nem einzigen  Funkte  zu- 
sammen. 


67. 

In  Taf.  II.  Fig.  8.  liegen  die  Punkte  E,  F,  G.  //  in  gerader 
Linie.  Nun  ist  KM  die  Polare  von  E,  LS  die  Polare  von  F, 
BD  die  Polare  von  G,  AC  die  Polare  von  //,  weshalb  KM,  LS, 
AC,  BD  in  demselben  Punkt  Zusammentreffen. 


Also 


Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt eingeschriebenen 
Viereck  liegen  die  Durch- 
schnittspunkte der  Gegen- 
seiten mitdeu  Durch  schnitt  s- 
|i unkten  der  Tangenten  in 
den  Gegenecken  in  einer 
Geraden. 


Bei.  jedem-  einem  Kegel- 
schnittumschrieb enen  Vier- 
eck gehen  die  Geraden,  wel- 
che die  Gegenecken  ver- 
binden, und  die  Geraden, 
welche  die  Berührungs- 
punkte der  gege n ü he rs te- 
ilenden Seiten  vereinigen, 
durch  einen  uud  denselben 
Punkt. 


Ferner  ist  (Tuf.  II.  Fig.  8.)  erwiesen,  dass  die  Punkte  S,  L, 
E in  einer  Geraden  sind,  weshalb  die  Polaren  dieser  Punkte,’ näm- 
lich AD,  BC,  KM,  in  einem  Punkte  F Zusammentreffen. 
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Also 

Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt umschriebenen  Vier- 
eck trifft  die  Gerade,  wel- 
che zwei  Gegenecken  v er  - 
bindet,  mit  den  beiden  Ge- 
radenpaaren, welch  eje  zwei 
an stossende  Berührungs- 
punkte, die  nicht  auf  den  in 
einer  der  in  Betracht  kom- 
menden Ecken  zusammen- 
stossenden  Tangenten  zu- 
gleich liegen,  verbindet, 
jederzeit  in  einem  einzigen 
Punkte  zusammen. 

68. 

In  Taf.  111.  Fig.  9.  sei  a,a,a,atata,  ein  um  den  Kegelschnitt 
beschriebenes  Sechseck,  dessen  .Seiten  durch  die  Ecken  des  einge- 
schriebenen A,AtA,AtAlAt  geben.  Oben  ist  erwiesen,  dass  die 
Punkte  <r,,  G,,  Gs  in  gerader  Linie  liegen.  Nun  ist  die 

Polare  von  G1, , n,a,  die  Polare  von  6’,,  <z,ar6  die  Polare  von 
Gt,  also  müssen  a,at,  ataly  «,«,  in  einem  Punkt  Zusammentref- 
fen. Daher  folgende  Dualität: 

Bei  jedem  einem  Kegel-  Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt eingeschriebenen  schnitt  umschriebenen 
Sechseck  liegen  die  drei  Sechseck  treffen  die  3 Gc- 
Durch schnittspunkte  der  raden,  welche  die  Ecke  n- 
Seiten  paare,  zwischen  de-  puare,  zwischen  denen  zwei 
neu  je  zwei  andere  liegen,  andere  liegen,  vereinigen 
in  einer  Geraden  (Pascal,  (die  Mauptdiagonalen),  in 
Essai  sur  les  coniques).  einem  und  demselben  Paukt 

zusammen  (Briancbon,  Journal 
de  l’Ecole  Polvtcchnique  Cah. 
XIII. ). 

Ferner  liegen  auch  die  Punkte  A’,,  A,,  K,  in  einer  Geraden, 
und  folglich  schneiden  sich  A tA 4 , AtAf,  A,AC  in  demselben 
Punkte,  in  welchem  sich  auch  a, ff,,  ff, ff,  schneiden.  Daher 

das  umfassendere  Theorem: 

Sind  zwei  Sechsecke  einem  Kegelschnitt  einge- 
schrieben und  umschrieben,  dass  des  letztem  .Seiten 
durch  die  Spitzen  des  erstem  geben,  so 

liegen  die  6 Durchschnitts-  schneiden  sich  die  6 Haupt- 
pu n kte  der  Hauptsehnen  und  diagonalen  in  einem  und 
Haupttangenten  beider  demselben  Punkte. 
Sechsecke  stets  in  gerader 
Linie. 

69. 

Auf  ganz  ähnliche  Art  entspringt  folgender  Dualismus  bei  dem 
Fünfeck  am  Kegelschnitt. 


Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt eingeschriebenen 
Viereck  liegt  der  Durch- 
schnittspunkt zweier  Ge- 
genseiten mit  den  Durch- 
sc  h n i tts  p u n k t e o der  Tnn- 
gentenpaure  in  je  zwei  an- 
stossenden  Ecken,  welche 
nicht  auf  einer  der  Gcgen- 
• seiten  zugleich  sind,  stets 

in  einer  Geraden. 
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Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt eingeschriebenen 
Fünfeck  liegen  die  Durch- 
schnittspunkte irgend 

zweier  Seiten  paare,  und  der 
Durch  Schnitts  punkt,  wel- 
chen die  jedesmalige  fünfte 
Seite  mit  der  Tangente  in 
der  Gegenecke  bildet,  stets 
in  einer  Geraden. 


Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt umschriebenen  Fünf- 
eck treffen  die  Diagonalen, 
welche  irgend  zwei  Ecken- 
paare vereinigen,  und  die 
Gerade,  welche  die  jedes- 
malige fünfte  Ecke  mit  den! 
Berührungspunkte  der  Ge- 
genseite verbindet,  in  ei- 
nem einzigen  Punkte  zusam- 
men. 


TI.  Harmonische  Punkte  und  Strahlen. 

70. 

Auf  einer  Geraden  denke  man  sich  zwei  Punkte  A , B,  und  zwi- 
schen ihnen  einen  dritten  C angenommen;  wir  suchen  «uf  der  näm- 
lichen Geraden  einen  Punkt  D,  der  so  beschaffen  ist,  dass  das  Ver- 
bältniss  AC:  BC  dem  Verhältnisse  AD:  BD  gleich  ist. 

Zunächst  ist  klar,  dass,  wenn  C in  der  Mitte  zwischen  A und 
B liegt,  ein  solcher  Punkt  D nicht  existirt. 

Regt  aber  der  Punkt  C bei  B näher  als  bei  A , dass  also 
AC  ;>  BC , so  kann  D nicht  auf  der  Verlängerung  der  Geraden 
über-'#  hinaus  liegen,  weil  die  Proportion  AC:  BC-=AD : BD 
verlangt,  dass  zu  gleicher  Zeit  AC^>  BC,  AD^>  BD,  was  nicht 
sein  würde.  Auch  kann  D sich  nicht  zwischen  A und  B befinden, 
denn  es  würde  folgen  AC  BC : AC  = AD  H-  BD  : AD , d.  i. 

AB:AC=AB:AD,  also  AC=AD. 

Dagegen  giebt  es  auf  der  Verlängerung  unserer  Geraden  übc>r 
B h in  aus  in  der  Tliat  einen,  aber  auch  nur  einen  einzigen  Punkt 
D,  welchem  die  verlangte  Eigenschaft  zukommt.  Denn  man  suche 
die  vierte  Proportionale  zu  AC — BC,  AC,  AB,  und  schneide 
dieselbe,  welche  grösser  als  AB  sein  wird,  von  A aus  auf  der  Ge- 
raden AB  ab,  so  wird  man  einen  Punkt  D erhalten,  für  welchen 
AC  — (AC—  BC)  : AC  = AD  — AB  : AD,  d.  i.  BC  : AC 
— BD  : AD , oder  AC : BC  = A D : BD  ist.  Dass  cs  nur  einen 
selchen  Punkt  D giebt,  ist  daraus  klar,  dass  die  Proportion  AC:  B C 
■z=.AD:BD  diese  andere  AC — BC:  AC  = AB  : AD  erfordert, 
und  zu  den  3 ersten  Gliedern  der  letztem  nur  eine  einzige  vierte 
Proportionale  gefunden  werden  kann. 

Umgekehrt  liegt  der  Punkt  D auf  der  Verlängerung  der  Ge- 
raden AB  über  B hinaus,  so  existirt  auf  dieser  Geraden  nur  ein 
einziger  Punkte,  für  welchen  AD:  BD=  AC:  BC  ist,  und  zwar 
befindet  sich  C stets  zwischen  A und  B , und  liegt  näher  bei  B 
als  bei  A. 

Daraus  folgt,  dass  für  keine  vier  Punkte  auf  einer  Geraden 
die  Verhältnisse  der  Entfernungen  zweier  auf  einander  folgenden 
Punkte  vom  dritten  und  vierten  gleich  sind,  dass  dies  vielmehr  nur 
für  die  abwechselnden  Punkte  gilt. 

Wenn  vier  Punkte  auf  einer  Geraden  so  auf  einander  folgen: 
A,  C,  ß.  D , und  wenn  die  Proportion  statt  findet  AC  : BC 
z=AD:BD  (wo  also  C näher  bei  B als  bei  A liegt),  so  werden 
TheU  V.  . 10  , 
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dieselben  vier  harmonische  Punkte  genannt,  und  zwar  beissen 
A und  B sowohl,  als  6’uud  D zngcordnetc  bnrinonisclie  Punkte. 

Dem  Mittelpunkte  von  AB  entspricht  dnnu  gcwissermaassen  ein 
in  der  Geraden  unendlich  entfernter  Puokt. 

Harmonische  Strahlen  oder  Harmomkalen  (Steiner)  (tai- 
sceau  harmonique  nach  Brinnchon ) nennt  man  vier  durch  harmoni- 
sche Punkte  gehende  und  in  eine»  einzigen  Punkte  zusainmcntref- 
feude  Gerade. 


71. 

Aus  70.  wird  man  zu  jeden  3 Punkten  den  vierten  harmoni- 
schen Punkt  linden  können,  indem  man  zu  3 Geraden  die  vierte 
Proportionale  sucht.  Es  lassen  sich  aber  einfachere  Auflösungen 
dieser  Aufgabe  gehen,  wenn  man  die  Hartnouikalen  in  Betracht 
zieht  und  dazu  höhnen  folgende  Betrachtungen  den  Weg. 

In  Taf.  III.  Fig.  14.  gehen  vom  Punkte  0 aus  nach  beliebigen 
4 Punkten  einer  Geraden  A,  C,  B,  D vier  Strahlen,  und  durch  A 
sei  eine  Gerade  mit  dem  Strahl  OD  parallel  gezogen,  welche  von 
den  nudern  drei  Strahlen  in  A,  e,  b geschnitten  wird. 

Daun  behaupte  ich,  dass  das  Doppelverhältniss 
AC  AD 

HC  ' HD  « 

dein  einfachen  Verhältnis»  Acibc  gleich  sei.  . 

Denn  wesen  der  Parallelität  der  Geraden  Ab  und  OD  ist 
* n /kt  ( . Ob  CtS 

di.  ==  - -•  aber  wenn  man  f*m  parallel  mit  Oc  zieht,  ^ — JJßy 

UU  °AD  Cm  ......  AD 'AC  ^Cm.AC  _On  Q 

also  ist  «ad  folglich  B/)  ■ — CB  • uc  — A(f 

endlich  g = g,  so  wird  sein  j^-^=Tc’  oder  omgekeLrt 
AC  AD  Ac 

HC  HD  bc  ^ A B 

Daraus  fliesst,  dass  das  Doppelverhältniss  -fä'-jj-jj  v01  dcr 

Loire  der  Geraden  ACBD , wenn  sie  nur  immer  durch  A geht,  ganz 

6 AC  AD  AC  . Alf  . 

unabhängig  ist,  dass  also  z.  B.  : ßß  lst-  Ule:es 

Resultat  gilt  aber  in  der  Tbnt  auch  noch  für  jede  beliebige  nicht 
durch  A gehende  Gerade.  Denn  wenn  eine  solche  die  vier  Strah- 
len in  A",  B".  C",  Bf  schneidet,  so  überzeugt  man  sich  leicht, 
dass,  wenn  AD’  parallel  mit  AD’  gezogen  wird,  stets  die  Rela- 
tion statt  hat  deshalb  ««*  ^ ^ 

= sein  wird. 

Also  folgendes  Theorem:  , , 

AVenn  vier  von  einem  Punkte  0 ausgehende  Strahlen 
von  zwei  Geraden  resp.  in  A,  A’\  B,  B’\  C,  C geschult- 

• ^ SA  Iß 

ten  werden,  so  sind  die  Doppelverhältmsse  -gjj  • -jjrjy 

~Jb'  ‘ ttlf  stcts  einan,ler  gleicl1- 
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Daraus  ist  ersichtlich,  wie  man  zu  verfahren  hat,  um,  wenn 
»ier  in  gerader  Linie  liegende  Punkte  A,  C,  B , D,  und  drei  in 
einer  andern  Geraden  liegende  Punkte  A',  C,  ß’  gegeben  sind, 
auf  der  letztem  Geraden  den  Punkt  D'  so  zu  bestimmen,  dass  jene 
Doppelverhältnisse  gleich  sind. 

72. 

Zusatz.  Vier  Strahlen,  die  eine  Gerade  in  harmoni- 
schen Punkten  treffen,  theilen  jede  andere  Gerade  har- 
monisch (Brianchon),  und  ist  diese  Gerade  mit  einem 
äussersten  Strahl  parallel,  so  wird  sie  von  den  3 an- 
dern harmonischen  Strahlen  in  3 Punkten  getroffen, 
deren  äussere  von  dem  mittlern  gleiche  Entfernung 
haben. 

Nun  seien  in  Taf.  III.  Fig.  14.  die  Punkte  A,  C,  B , D har- 
monisch, und  Ab  parallel  mit  OD,  so  wird  Ac  = bc  sein. 

Cm  also  zu  3 Punkten  A , C.  B den  dem  C zugeordneten 
harmonischen  Punkt  zu  linden,  ziehe  man  durch  einen  beliebigen 
Punkt  0 die  Strahlen  OA,  OB,  ÖC,  hulbire  AO  in  n,  ziehe  «c 
parallel  mit  OB  bis  sie  OC  in  c schneidet,  verbinde  A mit  c . und 
ziehe  durch  O mit  Ac  eine  Parallele,  welche  die  Gerade  ABC  in 
D trifft,  so  ist  D der  harmonische  Punkt. 


73. 

Bestimmen  wir  jetzt  den  geometrischen  Ort  der  Spitzen  aller 
über  und  unter  einer  Geraden  AB  beschriebenen  Triangel,  deren 
beide  andere  Seiten  ein  constantes  Verhältniss  zu  einander  haben. 

Wir  nehmen  das  Verhältniss  von  der  Einheit  verschieden,  weil 
in  diesem  Falle  der  Ort  eine  im  Mittelpunkte  von  AB  auf  der  letz- 
tem senkrechte  Gerade  ist,  wie  sogleich  erhellet. 

Ist  C ein  Punkt  in  der  Geraden  AB , und  das  Verhältniss 
AC:  BC  dem  Verhältnisse  OA:  OB  gleich,  wo  O die  Spitze  eines 
der  in  Betracht  kommenden  Dreiecke  ist,  so  muss  (Euclid  Lib.  VI 
pr»p.  3.)  die  Gerade  OC  den  Winkel  AOB  halbiren,  und  ebenso 
muss,  wenn  D in  der  Verlängerung  von  AB  Uber  B hinaus  so 
liegt,  dass  AD  : /?/>=  OA  : OB  = AC:  BC,  die  Gerade  DO  den 
Nebenwinkel  von  AOB  (der  durch  die  Verlängerung  von  AO  ent- 
steht) halbiren.  Die  Geraden  OC  und  OD  werden  dann  aufein- 
ander senkrecht  stehen,  und  dies  findet  für  jeden  Punkt  O statt, 
für  welchen  OA:OB  jedem  der  Verhältnisse  AC:BC,  AD:BD 
gleich  ist. 

Bewegt  sich  daher  O so  fort,  dass  das  Verhältniss  OA:  OB 
constant  bleibt,  so  rückt  er  in  der  Spitze  des  Uber  CD  beschriebe- 
nen rechtwinkligen  Triangels  fort,  die  bekanntlich  in  der  um  CD 
als  Diameter  beschriebenen  Kreislinie  liegt,  welche  somit  der  ge- 
suchte Ort  sein  wird.  Zugleich  hat  sich  ergeben,  dass  A,  B,  C,  D 
harmonische  Punkte  sind. 

Wenn  also  vom  Punkte  0 nach  3 Punkten  A,  C,  B 
Strahlen  so  gehen,  dass  der  mittlere  den  von  den  beiden 
andern  gebildeten  Winkel  hulbirt,  so  geht  der  auf  ebeu 
diesem  senkrechte  Strahl  jederzeit  durch  den  vierten 

10* 
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harmonischen  Punkt  zu  den  Punkten  A,  C,  B,  welcher 
dem  C znge  o r d u e t ist. 

Also  auch  wenn  man  zu  den  Endpunkten  C,  D eines 
Dinmeters  und  zueinemdrittenl*  unkte/findemselbenden 
dem  letzteren  zugeordneteu  vierten  harmonischen  Punkt 
A sucht,  so  werden  die  von  einem  beliebigen  Punkte  O 
der  Kreis peripherie  nach  Zf,  A gezogenen  Geraden  das- 
selbe Vcrhültniss  bewahren,  wie  man  den  Punkt  O an- 
nehmen  mag,  und  d i e S t ra h 1 en  OC,  OD  werden  den  Win- 
kel AOB,  und  des  letztem  Nebenwinkel  baibircu. 


74. 

Es  seien  wieder  C,  D Endpunkte  eines  Krcisdiamcters.  und  B 
ein  beliebiger  (vom  Mittelpunkte  verschiedener)  Punkt  auf  demsel- 
ben, der  innerhalb  des  Kreises  liegt.  Ist  nun  BO  senkrecht  auf 
di,  und  in  ö eine  Tangente  des  Kreises  gezogen,  die  den  Dia- 
rncter  in  A trifft,  so  wird  A zu  C.  B , B der  vierte  harmonische 
Punkt  sein.  Denn  der  Winkel  AOC  ist  = ODC  (Euclid  l,ib.  III. 
prop.  32.)  und  ODC=COB , also  AOC=COB , so  dass  AOB 
von  CO  halbirt  wird. 

Um  also  zu  deu  Endpunkten  eines  Kreisdiameters,  und  zu  einem 
dritten  Punkte  auf  demselben  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu 
linden,  verfahre  man  so: 

Liegt  der  dritte  Punkt  B innerhalb  des  Kreises,  so  errichte 
man  BO  senkrecht  auf  den  Diauielcr  CD,  dass  sic  die.  Peripherie 
in  O trifft,  und  ziehe  von  O die  Tangente,  welche  CD  in  A trifft, 
so  ist  A der  gesuchte  dem  B zugeorduete  harmonische  Punkt. 

Liegt  der  Punkt  A ausserhalb  der  Kreislinie,  so  ziehe  von  A 
an  den  Kreis  eine  Tangente,  welche  ihn  in  O berührt,  uud  falle 
OB  senkrecht  auf  CD , dass  sie  der  letztem  in  B begegnet,  so 
ist  B der  vierte  dem  A zugeordnete  harmonische  Punkt. 


io. 

Lehrsatz.  Zwei  Kreise  seien  concentrisch,  ihr  ge- 
meinsamer Mittelpunkt  M.  Man  ziehe  einen  beliebigen 
Diameter,  welcher  den  einen  Kreis  (etwa  den  grösse- 
ren) in  A , //,  den  andern  in  D schneidet,  und  suche  zu 

A , B , D den  vierten  harmonischen  Punkt  JE.  Bewegt 
sich  nun  der  Durchmesser  um  den  41  i 1 1 e I p u n k t M,  so  be- 
haupte ich,  dass  der  zu  seinen  Endpunkten  in  dem  gros- 
sem Kreise  und  zu  dem  einen  Endpunkte  im  kleinern 
Kreise  vierte  harmonische  Punkt  in  einer  mit  den  ge- 
gebenen concentrisch  en  Kreislinie  fortriirkt. 

Beweis.  Man  ziehe  DO  senkrecht  auf  AM  bis  es  die  con- 
cenlrische  Kreislinie  in  O trifft,  und  OE  senkrecht  auf  OM  bis  es 
AM  in  E trifft,  so  ist  E der  vierte  harmonische  Punkt  zu  A.  B , 
D (74.).  Aber  cs  ist  jetzt  DO*  ~ DEy.  DM.  und  da  DO,  DM 
constant  bleiben,  so  ist  auch  DE,  folglich  auch  ME  constaot, 
w.  z.  b.  w. 

7«. 

Lehrsatz.  Zieht  man  durch  den  Berührungspunkt 
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zweier  sich  tnngirender  Kreise  beliebig  viele  Gerade, 
welche  dieselben  jede  in  einem  Punkte  schneiden  wer- 
den, and  bestimmt  zu  jedem  Paar  der  Durchschnitts- 
punkte  und  de  ui  Be  rü  h r u n gsp  u n k t e den  vierten  harmo- 
nischen Punkt,  so  liegen  alle  diese  vierten  Punkte  in 
einer  Kreislinie,  welche  beide  gegebene  in  ihrem  ge- 
meinsamen Berührungspunkt  tnngirt. 

Beweis.  In  Taf.  III.  Fig.  15.  sei  IiBE  die  Centrale  zweier  sieh 
in  II  berührender  Kreise,  A zu  D.  E,  B der  vierte  dem  B zu- 
geordnete harmonische  Punkt;  D'BE  eine  andere  Gerade,  A'  zu 
D'.  E B der  vierte  harmonische  Punkt.  Zieht  man  DD’,  EE, 
A4,  so  ist  ItllEB—DAEA  II B EB—  D A' : EA  ; aber  da 
Eli  und  EE  parallel  (jede  auf  D'E  senkrecht},  so  ist  UB-.EB 
z=IIB:EB,  also  auch  DA  : EA  = D'A  : EA’ , folglich  muss 
AA’  parallel  mit  EE  oder  mit  DD ' sein.  Da  hiernach  der  Win- 
kel BA'A  ein  rechter,  so  liegen  olfenbar  alle  vierten  harmonischen 
Punkte  in  der  um  ßA  als  Diameter  beschriebenen  Kreislinie. 

77. 

Lehrsatz.  Bei  irgend  vier  harmonischen  Punkten 
ist  das  Rechteck  unter' den  Abständen  zweier  zu  geord- 
neter Punkte  von  demjenigen  Punkte,  welcher  in  der 
Mitte  zwischen  den  zwei  andern  liegt,  demtfuadrut  des 
halben  Abstandes  der  letztem  von  einander  gleich. 

Beweis.  In  Taf.  III.  Fig.  16.  seien  C,  D,  ß,  A harmonische 
Punkte,  um  CD  als  Diameter  ein  Kreis  beschrieben,  auf  dessen 
Peripherie  ein  Punkt  P so  angenommen,  dass  APB  ein  rechter 
Winkel  ist  (diesen  Punkt  zu  bestimmen  hat  man  nur  den  Durch- 
schnitt des  um  AB  als  Diameter  beschriebenen  Kreises  mit  dem 
gegebenen  zu  suchen),  ferner  M der  Mittelpunkt  von  AB.  Zieht 
man  nun  MP.  so  muss  diese  Tangente  des  Kreises  sein.  Denn  we- 
gen MA  = MB  — MP  ist  L M PB  = MBP,  und  da  CP  den 
Winkel  APB  halltet,  so  ist  CPB  = A 5°,  also  auch  /?/*/#  = 45°. 
somit  CPB  = DPB,  daher  L MPC  — MPB  — CPU  — MBP 
— IJPB-=.MDP.  also  PM  eine  Tangente  des  Kreises,  Nun  ist 
bekanntlich  MCxMD  = MP *,  also  MC'X  MD  — MA\  w.z.b.w. 

78. 

Es  sei  ABCDEF  auf  Taf.  III.  Fig.  17.  ein  vollständiges  Vier- 
seit,  dessen  Diagonalen  bis  zu  ihrem  gegenseitigen  Durchschnitt  in 
G , H , / verlängert  sind.  Hierüber  lassen  sich  folgende  Betrach- 
tungen nnstellen. 

Zu  den  drei  in  E zusampienkommenden  Strahlen  ED,  EB , EI 
denke  man  sich  den  vierten  dem  EI  zugeordneteu  harmonischen 
Strahl,  und  ebenso  denke  man  sich  zu  den  drei  in  C zusammen- 
kommenden Strahlen  CD,  CB,  CI  den  vierten  dem  CI  zugeord- 
neten harmonischen  Strahl,  so  werden  beide  vierte  hormouische 
Strahlen  in  einem  Punkte  der  Geraden  IBD  znsammentrelle.n,  wel- 
cher der  zu  D,  B,1  dem  I zugeordnete  harmonische  Punkt  ist  (72.). 

Ganz  ebenso  werden  die  beiden  in  Hede  stehenden  Strahlen  in 
einem  Punkte  auf  der  Geraden  All!  Zusammentreffen,  welcher  der 
zu  /,  A,  H dem  H zugeordnete  harmonische  Punkt  ist. 
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Der  Durclischnittspunkt  der  beiden  Strahlen  wird  also  auf  den 
Geraden  AH , BI  zu  gleicher  Zeit  liegen,  fällt  also  mit  O zusam- 
men, und  folglich  ist  O sowohl  der  vierte  harmonische  Pnnkt  zu 
D , B,  I als  auch  zu  H,  A,  F.  Geht  man  von  den  Ecken  D und 
B aus,  so  ergiebt  sich,  dass  auch  E,  C,  /,  //  harmonische  Punkte 
sind. 

Daraus  fliegst,  dass  die  Strahlen  FA,  FI  zu  FB , FD,  ferner 
IA,  IF  zu  IB , IC  zugeordnete  harmonische  Strahlen  sind.  Die 
Figur  BDECF  wird  aber  vollständiges  Viereck  genannt  (Steiner 
Geom.  Gest.  S.  72.),  und  wir  haben  somit  den  Doppelsatz : 


In  jedem  vollständigen 
Vierseit  sind  die  Punkte, 
in  welchen  die  drei  Diago- 
nalen einander  schneiden, 
zu  den  zugehörigen  Ecken 
zugeordnete  harmonische 
Punkte.  (Pappus  Collect.  Math. 
Lib.  VII.,  De  l.ahire  Sect.  Coni- 
cae  p.  9.  prop.  20.,  Schooten  Exer- 
citat.  Mathe  in.  1.  2.  prop.  5.) 


In  jedem  vollständigen 
Viereck  sind  die  Strahlen, 
welche  die  Durchschnitte 
dergegcnüberliegendenSei- 
tenpaare  vereinigen,  zu  den 
letztem  zugeordnete  har- 
monische Strahlen.  (Steiner 
System.  Entw.  d.  Abhäng.  geom. 
Gestalten  von  einander  S.  75.) 


Diese  Sätze  geben  ein  Mittel  an  die  Hand , einerseits  zu  drei 
gegebenen  Punkten  den  vierten  harmonischen  Punkt,  und  andrer- 
seits zu  drei  gegebenen  Strahlen  den  vierten  harmonischen  Strahl 
zu  finden,  und  zwar  bloss  mit  Hülfe  des  Lineals. 


79. 

Verlängert  man  in  Taf.  III.  Fig.  17.  die  Gerade  IF,  bis  sie  AC 
in  K trifft,  so  werden  (72.)  A,  B,  K,  C harmonische  Puokte  sein. 

Daher  das  Theorem: 

Zieht  man  von  drei  in  einer  Gerade n lie ge nden  Punk- 
ten A,  B,  C drei  ganz  beliebige  Gerade  ADE,  BD,  CE, 
von  denen  die  erste  von  den  beiden  andern  in  D und  E 
geschnitten  wird,  die  letztem  sich  in  I schneiden,  so 
wird  die  durch  / und  den  Durchschnittspunkt  der  Gera- 
den BE,  CD  gehende  gerade  Linie  die  gegebene  Gerade 
immer  in  dem  nämlichen  Punkte  K treffen,  der  zu  A,B,C 
der  vierte  harmonische  Punkt  ist. 


80. 

Von  einem  Punkte  0 gehen  nach  den  Schenkeln  des  Winkels 
A (Taf.  III.  Fig.  18.)  beliebig  viele  Gerade,  welche  die  Schenkel 
resp.  in  B,  C\  IV,  6”;  B",  C"  etc.  treffen,  und  mehrere  Vierecke 
erzeugen,  deren  Diagonalen  gezogen  siud.  Die  Durchscbnittspunkte 
der  Diagonalen  D,  D',  D”  ....  werden  nun  in  einer  einzigen  durch 
A gehenden  Geraden  liegen. 

Denn  nach  78.  trifft  die  Gerade  AD  sowohl  als  die  Gerade 
AD'  die  Transversale  OC'  in  einem  Punkte  E der  zu  B',  C , O 
der  vierte  harmonische  Punkt  ist,  mithin  müssen  AD  und  AH, 
und  ebenso  alle  iihrigeo  zusammenfallen. 
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' 81. 

Id  jedem  Paralleltrapez  treffen  die  nicht  parallelen 
Seiten  mit  der  d i e M i tt el p u nkte  der  parallelen  verbin- 
denden Geraden  in  einem  einzigen  Punkte  zusammen. 

Nämlich  es  seien  AB,  CD  die  parallelen,  E der  Mittelpunkt 
der  erstem,  AC,  BD  die  nicht  parallelen  Seiten,"  0 ihr  Durch- 
schnitt. Verbindet  man  O mit  E und  zieht  OM  parallel  AB , s.i 
sind  OA,  OB,  OE,  OM  (72.)  harmonische  Strahlen,  und  da  CD 
mit  dem  äussersten  Strahl  ebenfalls  parallel  ist,  so  muss  der  mittlere 
der  drei  andern,  oämlicb  OE,  ebenfalls  durch  den  Mittelpunkt  von 
CD  gehen. 


82. 

In  Taf.  III.  Fig.  18.  denke  man  sieb  B,  B ',  C,  C'  auf  der  Pe- 
ripherie eines  Kegelschnitts  liegend,  so  erhellet  aus  (60.),  dass  die 
Gerade  AD  die  Polare  des  Punktes  O in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt ist,  und  diese  Polare  wird  von  den  in  0 zusnmmenstossen- 
den  Sehnen  in  E und  E'  so  getroffen,  dass  E und  E'  die  vierten 
harmonischen  Punkte  zu  den  Eudpunkten  der  Sebnen  und  zu  ihrem 
Durchschnitt  O sind.  Dies  ist  aut'  eben  die  Art  für  alle  Sehuea  zu 
erweisen,  und  wir  haben  somit  das  sehr  merkwürdige  Theorem: 


Dreht  sich  eine  Gerade, 
die  einen  Kegelschnitt 
schneidet,  am  irgend  einen 
in  ihr  liegenden  festen 
Punkt,  so  ist  der  Ort  des- 
jenigen Punktes,  welcher 
zu  den  zwei  Durchschnitts- 
unkten  und  dem  festen 
unkte  dervierte,  demletz- 
tern  zugeordnete  harmoni- 
sche Punkt  ist,  eine  be- 
stimmte Gerade,  nämlich 
die  Polarlinie  des  festen 
Punktes,  in  welcher  sich 
also  auch  der  Durchschnitt 
derjenigen  zwei  Tangenten 
dreht,  durch  deren  Berüh- 
rungspunkte die  bewegliche 
schneidende  Gerade  geht. 


Bewegt  sich  ein  Punkt  in 
einer  festen  Geraden  in  der 
Ebene  eines  Kegelschnitts, 
so  dreht  sieb  diejenige  Ge- 
rade, welche  zu  den  zwei 
durch  den  Punkt  gebenden 
Tangenten  und  der  festen 
Geraden  der  vierte  letzte- 
rer zugeordnete  harmoni- 
sche Strahl  ist,  um  einen 
bestimmten  Punkt,  nämlich 
den  Pol  der  festen  Geraden, 
um  wslchen  sieb  also  auch 
diejenigcGerade  dreht,  wel- 
che durch  die  Berührungs- 
punkte der  jedesmaligen 
zwei  Tangenten  geht. 


Das,  was  die  französischen  Geometer  schlechthin  Polaire  und 
Pol  neDnen,  wird  daher  von  Deutschen  auch  Harmonische  und 
Harmonischer  Pol  genannt. 
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IX. 


Neues  Theorem  über  eine  gewisse  Klasse 
periodischer  Functionen. 


Von 

Herrn  Doctor  O.  Sclilömilcli 

zu  Weimar. 


Wenn  eine  Function  die  trigonometrischen  Grössen  sin,  cos  etc. 
allein  enthält,  so  lässt  sich  dieselbe  in  vielen  Fällen  in  eine  Reihe 
verwandeln,  welche  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  eines  Bogens 
fortgeht,  so  dass  man  erhält: 

f(s\n  x,  ca&  x)z=A A t coax+A^  cos2dr+^/,  cos  3ar-+-....  (1) 

* 

wobei  die  Reihe  endlich  oder  unendlich  sein  kann.  Vorausgesetzt, 
dass  diese  Reihencntwicketung  für  alle  Werthe  der  Veränderlichen 
von  ,r  = 0 bis  x = gültig  bleibt,  so  ist 

/T  [/(«*)  -/lM]7=^@’[/(0)  --*.15  (2) 

wobei  f(ax),  f(ßx)  zur  Abkürzung  für  /"(sin  ax,  cos  nx ) und 
/(sin  fix,  cos  ßx)  gesetzt  worden  sind. 

Dieses  elegante  Theorem  lässt  sich  auf  folgende  Art  beweisen. 
Da  die  Gleichung  (1)  für  alle  Werthe  von  x = 0 bis  ;f  = oo 
richtig  bleibt,  so  kann  inau  in  derselben  auch  fix  für  x setzen, 

sie  mit  e dx  multipliciren  und  zwischen  den  Gränzen  x = 0, 
x'=.  00  integriren,  wodurch  man  erhält 

/»* UX 

„ e f{px)dx 

. f 36 — UX  —UX 

=-•»0^  0 e dx-k-AxJ ^ e cos (ixdx-\-At!  ^ e cos2 fixdx-t-...' 


Auf  der  rechten  Seite  kann  man  die  Werthe  aller  Integrale  Bege- 
hen, wenn  man  sieb  erinnert,  dass  überhaupt  für  jedes  positive 
* und  h 


cos  hx  dx  — 


k 

4»  -+-  4* 


ist.  Es  ergieht  sich  so: 
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_vx 

e f([ix)dx 


U 


2>2 


und  wenn  man  fi  = a,  f*  = ß setzt  und  beide  Werthe  subtrahirt, 

y"*00 ux 

0 e [ f(aa:)—/(ßx)]dx 

_ , r « » i ^ r m «-i 

— ' 1 Ll2«2-*-«2  -!_«»» J '*2L.22a2-t-«t2  2V,-t-M*J 


Diese  Gleichung  soll  mit  du  multiplicirt  und  zwischen  den  Gränzen 
»=0  und  u = oo  integrirt  werden.  Auf  der  linken  Seite  steht 
dann  das  Doppelintegral 


y»®  /‘® ia 

o A"J o e I f(.«x)—f(ßx)]dx 


und  auf  der  rechten  erscheint  eine  Reihe  von  Integralen,  welche 
sämmtlicb  unter  der  Form 


r r — - — 


u 

«V'+ä» 


wo  n ganz  und  positiv  ist,  enthalten  sind.  Nun  giebt  die  unbe- 
stimmte Integration 


~ n*ßZiX']äu  ~ W"'“'  + **)  - + •*) 


n2«2 


= 4 1 


-t-l 


und  durch  Einführung  der  Gränzwerthe  « — oo,  «r  = 0 findet  man 


u 

a2-t-iz 


u 

n*ß*  + u* 


il 


»2«2 

n2/!2 


also  den  Werth  des  Integrales  unabhängig  von  n.  So  wird  nun: 

/o  duJ^  «' “X[/(“^)  — Aß*)\d* 

=i*(£)V(0)-^.), 

wie  man  sogleich  erkennt,  wenn  man  in  der  Gleichung  (I)  .r  = (» 
setzt. 

Das  obige  Doppelintegral  nach  x und  u gestattet  aber  noch 
eine  Umformung,  nämlich  dadurch,  dass  inan  die  Ordnung  der  In- 
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tegrationen  umkehrt  uod  zuerst  nach  u integrirt;  dasselbe  wird 
daun 


—f  e U<la=ifü  Lf (<*■■*)— AMU* -l- 

Wir  haben  daher 

/fl /(«*)  -Aß*) J § =^(r),[/(0)  - ^ol  (3) 


and  diess  war  das  zn  beweisende  Theorem  in  (2.). 

Einige  Anwendungen  desselben  sind  folgende. 

Für  jedes  beliebige  x und  ein  r,  dessen  absoluter  Werth  die 
Einheit  nicht  übersteigt,  gilt  die  Gleichung: 


-f-2r  cos  x-f-r5)  = y cos  x — y cos  Ix  -f-  — cos Sx  — ....  etc. 


Wir  haben  daher  für  f{x)—il(l-+-2r  cos.r-f-rs),  </'(0)=/(l-|-r) 
und  Ao=0,  mithin 


1 -t-grcosrrx-t-r* 
1 +2rcos^-f-r3 


§ = /(l  + r)/(£)\  + I>r>-1.  (4) 


D«  r<l,  so  können  wir  r = y setzen, 
hen  so 


wo  p>  1 ist,  and  ha- 


y^^l-f-Spcosgar-^-g1 
0 l-f-Ü^cosjSx+p* 


4»+M9’> 


0) 


Ferner  sind  die  Reihen  bekannt: 


22»— 1cos*"x  = (2»)0  cos  2n.r-f-  (2»),  cos(2»  — 2)x-{-  ....  +4(2»), 
22» cos2»+ix=(2»-f- 1 )„  cos(2»-t-  l)x-t-(2»+ 1) , cos(2»—  .... 

-+-  i (2»  +l)i,c«sx. 

Wir  haben  daher  für  die  erste  Aa  —\(2n)„,  für  die  zweite  Aa  =0 
und  nach  (3)  die  beiden  Integrale 

'^-\fy\^ax  - coss-^jy  = ’/(£)  2[22»-i  - y(2/»)„J, 

2»«^  (cOS^i+lcyp — co*2/i+i 2*" 


oder: 

t/^  [cos*»o.r  — coa?*ßx]^y 


— .//»Vf.  (*-i-  f)(**-f-2) ....  (3w).  m 

"nj  11  4.8. 12 (4»)  1 (b) 
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^ [cos^+’a^r — cns2',+l|9^]  ^ (7)*) 

so  dass  also  der  Werth  des  zweiten  Integrales  von  n unabhän- 
gig ist- 

Man  könnte  ein  ähnliches  allgemeines  Theorem  wie  das  in  (3) 
für  solche  Functionen  aufzustellen  versuchen,  welche  sich  nach  den 
Sinus  eines  vielfachen  Bogens  entwickeln  lassen,  so  dass  z.  B. 

/"(8 in  x,  cos^r)  = B , sin  x -+-  Zf,  sin  2x-+-  B,  sin  3x  -+- ... . 

die  Annahme  wäre.  Man  gelangt  aber  zu  keinem  eleganten  Resul- 
tat, da  sich  aus  der  vorstehenden  Reibe  die  Summe  der  Coeflicien- 
ten  allein  ' 

B,-t-Bs-t-B,-h.... 

nicht  finden  lässt,  wie  diese  hei  der  Reihe  (1)  der  Fall  ist,  wenn 
man  x — = 0 setzt 


X. 


Einige  Bemerkungen  über  die  Reihen,  mit  be- 
sonderer Hinweisung  auf  die  Exponential-  und 
Binomialreike. 


Von  dem 


Herrn  Doctor  Barfuss 

zu  Weimar. 


§.  1. 

Die  Mängel,  welche  den  Demonstrationen  der  älteren  Mathema- 
tiker hier  und  da  noch  eigen  sind,  mussten  natürlich  bei  den  Nach- 


*)  Die  Integrale  (4),  (5)  und  das  obige  (7)  für  den  Fall  » = 0 ergeben 
sich  aus  den  interessanten  Betrachtungen  des  Hrn.  Prof.  Raabe:  „Ueber 
die  Summation  harmonisch  periodischer  Reiben  etc.”  in  Crelle’s  Journal 
Band  23.  Die  Bemerkung,  dass  jene  3 Integrale  den  gemeinschaftlichen 

Factor  \l haben,  veranlasst«  die  Aufsuchung,  des  allgemeinen 

Theoremes  (3). 
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folgern  mannigfaltige  Bestrebungen  nnregon,  die  Theorie  vor  jedem 
denkbaren  Einwurfe  sicher  zu  stellen.  Bei  den  Reihenentwickelun- 
gen  waren  es  vorzüglich  die  Bedingungen  der  Convergenz,  die  man 
einer  weit  gründlicheren  Betrachtung  unterwarf,  als  vorher  gesche- 
hen war,  und  man  scheute  in  dieser  Beziehung  keinen  Aufwand  an 
Rechnungen,  um  der.  Theorie  den  vermissten  Besitz  nicht  länger 
vorzuenthalten,  besonders  da  man  auf  die  Meinung  verfallen  war, 
dass  nur  convergirende  Reihen  auf  analytische  Geltung  Anspruch 
haben,  während  divergirende  von  allein  analytischen  Gebrauche 
auszuschliessen  seien.  Kamen  durch  den  Gebrauch  der  letzteren 
fehlerhafte  Resultate  zum  Vorschein,  so  wurde  der  Grund  lediglich 
auf  die  Divergenz,  d.  h.  auf  den  vernachlässigten  Rest  geschoben, 
und  in  der  Tnat  fehlte  es  auch  nicht  an  Beispielen,  wo  durch  Bei- 
behaltung des  Restes  richtige  Resultate  erhalten  wurden. 

Bei  allen  diesen  Bestrebungen  aber  scheint  es  mif,  als  ob  man 
eine  bei  den  Reiben  wesentliche  Unterscheidung  viel  zu  sehr  ver- 
nachlässigt habe,  woraus  allerdings  viele  Fehler  erklärlich  werden 
können,  die  man  auf  die  Divergenz  schieben  will.  Es  ist  näm- 
lich wohl  zu  unterscheiden,  ob  eine  Reihe  bloss  eine 
Mumme  unendlich  vieler  Glieder,  oder  ob  sie  die  Ent- 
wickelung einer  Function  sei.  Convergirt  die  Reihe,  so  kann 
sie  freilich  allemal  als  Entwickelung  einer  Function  ihrer  allgemei- 
nen Grösse  angesehen  werden,  aber  dieses  ist  nicht  immer  der  Fall, 
wenn  die  Reihe  divergirt.  Dieses  will  ich  jetzt  an  einem  Beispiele 
erläutern. 

, Man  läugnet  die  Richtigkeit  des  Ausdrucks: 

I.  — | = cos  x cos  ix  -+-  cos  Zx 


weil  diese  Reihe  divergirt  und  unterstützt  die  Behauptung  unter 
anderen  mit  folgendem  Grunde.  Mau  findet  die  Mumme  der  endli- 
chen Reihe: 


II.  cos  x -f-  cos  ix  -+- — -f-cos  nx= — -J  -f 


sin  ( n j)x 
2sin  4-r  ’ 


woraus  aller,  wenn  « = ac  genommen  wird,  der  Ausdruck  I.  gar  nicht 
folgt.  Aber  dieser  Schluss,  welcher  vollkommen  richtig  sein  würde, 
wenn  die  Reihe  eine  convergente  wäre,  lässt  sich  auf  divergirende 
Reihen  gar  nicht  anwenden.  Denn  die  Reihe  1.  hat  kein  letztes 
Glied,  welches  durch  cos  oc  x ausgedrückt  werden  könnte,  sondern 
sie  involvirt  über  dasselbe  hinaus  als  ihren  Rest  noch  die  Reibe 


cos  (»  -|-  l).r  -+-  cos  (n  -+-  2) x -+-  . . . . 

in  welcher  n — oc  ist.  Dieselbe  ist  abermals  eine  Entwickelung, 
und  zwar  von 


sin  (»-f-  j).r  » 

2s in  jx  ’ 

wie  man  sich  ganz  auf  dieselbe  Art,  nach  welcher  die  Formel  I. 
gefunden  wird,  leicht  überzeugen  kann.  Daher  gestaltet  sich  für 
jeden  Werth  von  » die  Reihe  I.  so: 
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cos  x + cos  2x  . . . . -f-  cos  nx 


sin  (n  -f-  |)x 
2sin  {x 


I 


welches  eben  der  Ausdruck  in  II.  ist. 

Man  wird  liiernuch  ciuseiien,  was  es  heissen  soll,  dass  man 
einen  Unterschied  zwischen  blosser  Summe  und  Entwickelung  zu 
machen  habe.  Beide  fallen  bei  convcrgirenden  Reihen  zusammen. 
Hat  man  irgend  eine  entwickelte  Reihe": 


f(x)  — X(„  -+-  .X(j)  -H  X(1)  +.... 

und  man  will  hieraus  die  Summe  einer  endlichen  Anzahl  ihrer  er- 
sten Glieder  finden,  nämlich 

& ^ X(„  -+"  X(2)  -+-  ....  + X{n), 

so  kommt  es  dorauf  an,  diejenige  Function  cp(x)  zu  bestimmen,  aus 
welcher  der  Rest 

XVn-4-l)  -f-  X(n-f-2)  + ••• 
entwickelt  werden  kann,  da  dann 

S =f(x)  — <p(x) 

ist.  Dieses  gilt  für  convergirende  Reihen  eben  so  gut,  als  für  di- 
vergirendo,  allein  wenn  bei  den  ersleren  » = oe  ist,  so  verschwin- 
det der  Rest  <p(x)  und  man  erhält  S z=zf(x).  Bei  den  divergiren- 
deo  Reihen  aber  verschwindet  y>(x)  gegen  S auch  dann  nicht,  wenn 
« = ao  ist,  daher  man  auch  nicht  erwarten  darf,  dass  8=.  f(x) 
werde. 


§.  2. 

Indem  sich  nun  die  Ansichten  so  gestalteten,  wie  sie  heut  zu 
Tage  vorliegen,  wollten  die  älteren  Methoden  durchaus  den  An- 
forderungen nicht  genügen,  die  man  an  die  mathematische  Darstel- 
lung machte.  Besonders  war  cs  die  Methode  der  unbestimmten 
l'oeflicienten , welche  von  allen  Seiten  her  chicanirt  wurde,  und 
heut  zu  Tage  kommt  man  gleich  in  den  Rang  eines  mathematischen 
Bettlers,  wenn  man  nur  einiges  Vertrauen  uuf  diese  Methode  laut 
werden  lässt.  Ohne  in  das  Wesen  derselben  rinzudringen  und  die 
ihr  ganz  fremdartigen  Schwächen  zu  beseitigen,  an  welchen  viele 
ältere  Darstellungen  leiden,  hat  man  sie  als  ein  meist  trüglicbes 
Merkzeug  bei  Seile  gelegt  und  anderen  Eiitwickelungsmethoden 
den  Vorzug  gegeben.  Ob  nun  diese  ohne  Schwächen  sind,  davon 
ist  nicht  die  Rede.  Die  Grenzmelhodc  erscheint  freilich  als  eine 
vollkommen  strenge,  aber  was  berechtigt  uns  denn,  sic  in  die  Arith- 
metik da  einzuführen,  wo  es  der  Entwickelung  einer  Form  aus  der 
anderen  gilt?  Eine  Grosse,  welche  über  jede  Grenze  wachsen  soll, 
ist  eine  unendliche,  man  mag  nun  hierbei  den  Ausdruck  gestalten, 
"ie  man  will.  -Mag  man  uucli  in  jeder  Zeile  wiederlioleu:  ,,je 
grösser  n wird,  desto  mehr  nähert  sich  f(x,n)  dem  5 p(.r);  die  Ab- 
leitung der  Form  <pfx)  uus  der  Urform  geschieht  doch  mit  Hülfe 
einer  fremden  Grösse  «,  welche  eben  deshalb  aus  dem  Resultate 
verschwindet,  weil  sie  unendlich  wird. 
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Auf  diese  Art  der  Betrachtung  sind  wir  überall  hingewiesen, 
wo  in  der  Geometrie  oder  in  der  mathematischen  Physik  das  Un- 
gleichförmige mit  dem  Gleichförmigen  zu  vergleichen  ist.  Wir 
können  z.  B.  den  Bogen  mit  der  Abscisse  nur  io  den  unendlich 
kleinen  Tbeilen  unmittelbar  vergleichen,  gelangen  aber  dadurch 
stufenweise  zur  endlichen  Vergleichung  mit  Hülfe  der  Summation 
solcher  Reihen,  die  keine  Entwickelungen  sind. 

Aber  in  der  Arithmetik  bilden  wir  tiuf  synthetischem  Wege 
Form  aus  Form  ohne  Zuziehung  des  Unendlichen.  Wir  gebrauchen 

m 

also  dieses  Mittel  nicht,  um  z.  B.  für  den  Ausdruck  l/o"  die  Form 

n 

a"  zu  rechtfertigen,  worin  soll  nun  die  Nothwendigkeit  begründet 
sein,  dass  die  Entwickelung  von  a 1 einzig  und  allein  durch  die 
Grenzmethode  eine  sichere  Basis  erhalte?  Ich  wenigstens  kann  au 
keinen  Umbau  der  Aualysis  auf  dieser  Grundlage  glauben. 

Doch  wir  wollen  über  die  Zulässigkeit  der  Methoden  oicht  wei- 
ter streiten,  meine  Absicht  ist  demnächst  die  Rechte  der  Methode 
der  unbestimmten  CoefGcienten  zu  vertheidigen  und  ihre  wahre  Be- 
deutung zu  erklären.  Dieses  will  ich  vorzugsweise  an  der  Expo- 
nentialreihe  lliuii  und  dabei  zugleich,  um  allen  Vorwürfen  zu  ent- 
gehen, strenge  Rücksicht  auf  die  Bedingungen  der  Convcrgenz 
nehmen. 


§■  3. 

Die  Methode  der  unbestimmten  Coeffieienten  ist  gleichsam  eine 
indirecte  Entwickelung  und  kommt  nllenthalben  da  in  Anwen- 
dung, wo  die  direrte  Entwickelung  zu  schwierig  werden  würde. 
Die  Ableitung  der  Btuomialreihe  für  ganze  positive  Exponenten  aus 
combinntorischen  Gesetzen  ist  eine  di  recte  Entwickelung,  die  sich 
unmittelbar  auf  den  arithmetischen  Satz  von  der  Multiplication  com- 
ulexer  Factoren  gründet.  Es  wird  wohl  Niemandem  im  Ernst  ein- 
fallen, für  diese  Entwickelungsweise  diejenige  Demonstration  als 
eine  bessere  substituiren  zu  wollen,  nacn  welcher  man  die  Form 
der  Reibe  als  zuerst  gegeben  ansiebt  und  nachher  ihre  Summe 
sucht. 

An  diese  Entwickelung  schliesst  sich  äusserst  leicht  eine  zweite 
für  ganze  negative  Fxponenten  an.  Man  hat  nämlich 

(1  -+-  j:)-"  = (1  — j-~)M , 

also  da  der  binomische  Lehrsatz  für  ganze  positive  Exponenten  be- 
wiesen ist: 


( i + *)—  — i _ „/(1J . + OT(a) . _£L_  _ „0/  .... 

jr*1— i i • xm 

*+•  m(n  ’ (H-x)'«-!  — (l-t-x)»’ 

wo  die  Bedeutung  des  Ausdrucks  mir)  bekannt  ist.  Da  nun  über- 
haupt ' 
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X P XP XP+ 1 

(1  -+-  x)fl  (1  -t-a  jf-J  (I  -+-  X)'/' 

*o  erhält  inan,  wenn  man  diese  Unbildung  in  jedem  Gliede  macht: 

( 1 =1—«(1)  xH~  [ »HV  -+-•»(! ) ] J— 


Aber  weil  sich  sehr  leicht  beweisen  lässt,  dass 

OTM  + m(r — 1)  = [m  -+■  1 )(r)  , 


^®l+l 
(1  -t-a.-)«!' 


so  bat  man 


(1  -+-  x)—m  — 1 — j 

» 

=4=  (*»  -+-  1)Cd  . 


x 1 


-X 

X"» 


■ (m  -+-  !)(,) . ; 


(l-t-x)* 



(1  -+-  (]  -H  -r)»’ 


Wiederholt  man  dieselbe  Umbildung  bei  allen  Gliedern,  die 
noch  den  Divisor  1+^  haben,  so  erhält  man  ferner: 


(1  -f-  x)  " = 1 — m(j)X  -4—  (»*  -4-  — (ot-4-2)(3).  

1 — X 

Xm-+-\  ,V"'-+-2 


■ (m  •+■  2)(jj . 


(1  -+-  x)">—l  1 -+-  x)«>' 


Fährt  man  so  fort,  bis  man  zu  einem  Glied  mit  dem  Factor  xr 
rekommen  ist,  das  aber  den  Divisor  1-f-ar  nicht  mehr  hat,  so  fie- 
let sich: 


('  4-  •*■)  " — 1 — (m  -f-  1)(2}^*  — (»»  Hh2)(i)jr* . . . . 

dfc  (»*-+-  r — l)(r)Xr, 

wozu  aber  noch  der  Rest 


X’'-M  r/  . , , x . x <*-i 

-»-IT^l('n-Hr)(r  + ,)  ~ (”>  + r)(r  + v . (T+.c>->1 


__  (w  + r)fr-H)^'-*-l 
1 -+.  X 


[1 


tn — 1 x m — 1 , m — 2 x* 

r- 1-2- 1-t-x  r-4-2.r-f-3  ’ (1 

m — l.m  — 2....1  a?»-l  , 

r-t-2.r-j-3.„.r-4-r«  * (1  -t- 


kinzokommen  muss,  um  (l-J-a:)-"  vollständig  zu  erhalten.  Da 
die  in  der  Parenthese  enthaltene  Reihe  sich  der  1 um  so  mehr  nä- 
hert,  je  grösser  r ist,  so  kommt  die  Bedingung  der  Uonvergenz 
vorzüglich  auf  den  Ausdruck 


(m  -f.  r)(r-n)j,-r4-l 

1 x 
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zurück,  und  es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  wenn  derselbe  anfangs 
auch  einen  bedeutenden  Werth  hat,  er  doch  endlich  schneller  ab- 
nimmt, als  die  Glieder  einer  geometrischen  Reibe,  deren  Exponent 
irgend  ein  echter  liruch  ist,  wenn  auch  x ein  solcher  ist.  Daher 
ist  für  alle  positive  oder  negative  x,  die  kleiner  als  1 sind, 

(1  .'r)—"’  = 1 — ">Q)&  -+-  {"•  -h  1)(2)^’  — (m  -+•  ~)mx' 

was  mit  der  Form 

1 -+-  (—  m)^)X  -+-  (—  m)m  x'1  -f-  (—  *»)(») x' 

iibereinkommt.  Ich  meine  aber,  die  Entwickelung  sei  richtig,  nuch 
wenn  ar>l,  und  statt  einer  solchen  Entwickelung  lasse  sich 
überall  nur  (1  setzen. 


§ 4. 

Eine  Entwickelung  der  Art  nenne  ich  nun  einedireefe.  Wird 
dieselbe  sehr  verwickelt  oder  erfordert  sie  bedeutende  Vorbereitun- 
gen, so  tritt  oft  die  indirecte  Entwickelung,  d.  h.  die  Methode  der 
unbestimmten  C’oeflicienten , als  Vermittlerin  rin.  Dieselbe  muss 
ober  nothwendig  die  Form  der  Reibe,  deren  Coefficientcn  sie  be- 
stimmen will,  als  hinlänglich  durch  analytische  Wahrheiten  begrün- 
det vorfinden.  Ko  folgt  leicht  mit  Hülfe  des  binomischen  l.rhrsatzes 
für  positive  Exponenten  und  durch  die  gewöhnliche  Division,  dass 
der  Ausdruck  (l-+-.r)— *”  eine  Reihe  von  der  Form 

1 “F"  -^(2)^3  -f- . . ■ . 

geben  muss,  und  durch  die  analytischen  Eigenschaften  dieses  Aus- 
druckes, die  nothwendig  auch  der  Reihe  zukommen  müssen,  findet 
sich  die  Relation  der  Cocflicienten , wornach  sie  gegenseitig  von 
einander  abliängen.  Der  Wcrtb  von  ^/(i)  wird  sich  aber  dadurch 
noch  nicht  linden  lassen,  derselbe  muss  vielmehr  unmittelbar 
aus  directer  Entwickelung  hervorgehen.  Diese  Bemerkung  ist  für 
die  Sache  von  Wichtigkeit;  die  Methode  der  unbestimmten  l’oefli- 
cicnten  findet  zunächst  immer  uur  deren  Relation  und  nicht  ihre 
absoluten  Wcrthe;  sic  findet-,  wie  alle  übrigen  Coefficientcn  vom 
ersten  abliängen,  aber  durchaus  nicht  den  ersten  selbst.  Oft  freilich 
nehmen  wir  den  ersten  Coefiicienten  gleich  von  vorn  herein  richtig 
an,  wie  z.  B.  bei  Quutientenentwickclungen. 

Feberlegt  man  so  mit  Klarheit  den  Gang  der  Schlüsse,  so  fällt 
der  Zweifel  sogleich  hinweg,  ob  wirklich  die  Entwickelung  mit 
der  entwickelten  Func.tinn  identisch  sei,  ob  beide  nicht  vielmehr 
nur  die  syntaktische  Eigenschaft  gemein  haben,  vermöge  welcher 
die  Relation  der  Coefiicienten  bestimmt  wurde.  Die  Form  der  Reihe 
ist  nuchgewiescn  durch  eine  Entwickelung,  welche  zugleich  denje- 
nigen oder  auch  diejenigen  Coefiicienten  gab,  von  welchen  die  Be- 
stimmung aller  übrigeu  ubhängt,  und  aus  den  syntaktischen  Eigen- 
schaften der  Function  bestimmten  sich  zuletzt  alle  jeue  übrigen 
Coefiicienten.  Was  verlangt  man  da  nun  noch/ 

Ich  wüsste  nicht,  w'ns  die  neuere  Aualysis  dem  entgegensetzen 
wollte,  als  die  Beschuldigung,  dass  mau  mit  eiuvr  Reihe  operire, 
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von  der  man  noch  nicht  weiss,  ob  sie  convergirt,  und  bei  der  man 
folglich  den  Rest  beachten  müsse,  der  freilich  unbekannt  ist.  Wenn 
dieser  Einwurf  einen  Sinn  hüben  soll,  so  müsste  die  Meinung  sein, 
dass  durch  die  Vernachlässigung  des  Restes  ein.  fehlerhaftes  Ent- 
vrickelungsgesetz  gefunden  werden  könnte.  Allein  hier  fragt  mau, 
ob  dann  nicht  dieselbe  Gefahr  auch  bei  convergirenden  Reihen  vor- 
handen sei,  denn  der  Rest  hat  ja  immer  dieselbe  Form,  die  Reihe 
mag  convergiren  oder  divcrgiren.  Wir  müssten  also  die  Methode 
der  unbestimmten  Coefficienten  auch  bei  convergirenden  Reihen 
fallen  lassen,  aber  dann  sind  jene  neuen  so  hoch  gepriesenen  Me- 
thoden nicht  besser  daran.  Dicss  würde  z.  B.  mit  der,  namentlich 
von  Cauchy  geübten  Summationsmethode  der  Fall  sein,  welche  noch 
tiberdiess  dem  synthetischen  oder  progressiven  Vortrage  der  Mathe- 
matik zuwider  ist.  Wenn  so  grosse  Männer  vermöge  der  Gewalt 
ihres  GeisteB  einen  Stoff  nach  Belieben  formen  können  und  zu  for- 
men sich  erlauben,  so  kann  damit  noch  nicht  gemeint  sein,  dass 
solche  Gebilde  für  ein  wissenschaftliches  System  sich  schicken. 

ObBchon  es  sich  kaum  der  Mühe  lohnt,  weitläufiger  von  dieser 
Sache  zu  reden,  so  will  ich  dieselbe  doch  noch  ein  wenig  weiter 
verfolgen  und,  um  mich  auf  ein  bestimmtes  Beispiel  zu  beziehen, 
die  Reihe 

1 -t-  m(i)&  -t-  «1(0)^»  -+-  -4- =/(»») 

wählen,  deren  Charaktere  bekannt  sind,  und  für  welche  sieh  die 
Convergenz,  die  io  allen  Fallen,  wo  ist,  statt  findet,  bewei- 

sen lässt.  Multiplicirt  man  sie  mit  einer  ähnlichen  Reihe 

1 -+-  »(i)ar  -f-  -+- =/(*), 

so  Gndet  man  mit  Hülfe  einer  vorher  nachgewiesenen  Eigenschaft 
der  Binomialcoefficienten,  dass  /\m)  X/(n)  f(m  -f-  »)  sein  muss. 
Hieraus  und  mit  Hülfe  der  speciellen  Werthe  f(\)  = 1 -f-  jc  und 
/■(0)r=l  findet  man  alsdann,  dass  überhaupt /■{«)  = (l-t~.r)"  ist.  Wer 
steht  mir  denn  aber  dafür,  dass  in  das  Product  beider  Reiben  keine 
Störqng  in  das  Entwicklungsgesetz  gekommen  seif  Antwortet  man 
aber,  dass  der  weggelassene  Rest  nur  die  Entwickelung  einer  jeden 
Reihe  in  gleicher  Weise  weiter  geführt  haben  würde  und  dass  im 
Producte  alle  Glieder  mit  einerlei  Potenzen  vollständig  zusammen- 
gestellt seien,  so  frage  ich,  warum  das  nicht  eben  so  gut  für  diver- 
girende  Reihen  gelten ^oll?  Wenn  man  jede  Reibe  einmal  abbricht 
und  dann  das  Product  macht,  so  werden  die  letzten  Glieder  dessel- 
ben immer  fehlerhaft,  d.  h.  sie  sind  nicht  nach  demselben  Gesetz 
gebildet,  wie  die  ersten,  aber  sie  ergänzen  sich  aus  den  Produc- 
ten,  welche  die  Reste  zu  Factoren  haben,  weun  dieselben  weiter 
entwickelt  werden.  Dieses  geschieht  aber  auf  gleiche  Weise  z.  B. 
io  den  obigen  Reiben,  a:  mag  grosser  oder  kleiner  als  1 sein,  denn 
die  Reste  sind  in  allen  Fällen  dieselbe  Functionsform  und  gehen 
also  auch  dieselbe  Entwickelung. 

So  scheint  es,  als  ob  die  Schwierigkeit  nur  mit  Gewalt  herbei 
gezogen  sei,  oder  dass  sie  sich  auf  die  Meinung  gründe,  dass  di- 
vergirende  Reihen  nur  Ausdrücke  mit  gewissen  syntaktischen  Eigen- 
schaften seien.  Sind  sie  denn  nicht  zugleich  auch  charakterisch 
für  die  Function,  woraus  sie  entspringen,  d.  h.  kann  dieselbe  voll- 
Tkrtl  V.  1 1 
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ständig  bestimmte  Beihe  aus  verschiedenen  Functionsformen  ent- 
wickelt werden? 

Jene  tingedeutete  Demonstration  Cauchys  für  den  binomischen 
Lehrsatz  scheint  mir  auch  mit  dem  Namen  einer  Summirung  gar 
nicht  richtig  bezeichnet  zu  sein.  Es  wird  von  den  Eigenschatten 
der  Reihe  auf  die  Function  zurückgeschlossen,  aus  welcher  sie  ent- 
wickelt werden  kann.  Die  ganze  Demonstration  ist  so  gehalten, 
dass  die  Bedingung  der  Cnnvrrgenz  gar  nicht  zur  Sache  gehört, 
dass  sie  auch  ohue  diese  Rücksicht  ganz  dieselbe  bleiben  würde, 
wenn  man  nur  statt  des  Ausdruckes  der  Summe  den  allgemeineren 
der  Entwickelung  zu  substituiren  beliebte,  d.  b.  wenn  man  die 
Frage  so  stellen  wollte:  aus  welcher  Function  kann  die  so  gebil- 
dete Reihe  entwickelt  werden?  Und  wie  gross  ist  nun  der  Unter- 
schied dieser  Methode  von  der  der  unbestimmten  Coefficienten,  wel- 
che nicht  von  den  Eigenschaften  der  Cocfficieuten  einer  Reihe  auf 
die  entwickelte  Function,  sondern  umgekehrt  von  den  Eigenschaf- 
ten der  Function  auf  die  Coefficienten  ihrer  Entwickelung  schliesst? 

§■  5. 

Die  Convergenz  oder  Divergenz  hat  auf  das  Entwickelnngsge- 
setz  gar  keinen  Einfluss;  sie  wird  aber  alsbald  erkannt,  wenn  die 
Reibe  vollständig  ist.  Zu  solcher  Erkenntniss  lässt  sich  aber  mit 
weit  weniger  Aufwand  von  Rechnungen  gelangen,  als  gewöhnlich 
geschieht,  denn 

von  der  aus  der  Function  f(x)  entwickelten  Reihe 
weiss  ich  allemal,  dass  sie  convergirt,  wenn  ihre 
Glieder  bis  zum  Verschwinden  klein  werden. 

Dieses  will  ich  jetzt  zu  begründen  suchen. 

Es  sei 

f{x)  = X(„  4-  A'(2)  4-  • • • ■ X,.,  4-  Z?(„)v 
wo  /2(n)  den  Rest  bezeichnet.  Auf  gleiche  Weise  hat  man  dann 

fx)  = X(j)  4-  X(2)  4- X(n-i)  4-  K(n- 1), 

woraus  sogleich  folgt 

R{n—  1)  n) X(„). 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  verschwindet  also  die  Dif- 
ferenz zweier  Nacbbarreste  immer  mehr  und  mehr,  je  höher  man 
in  die  Reihe  geht.  Desshalb  verschwinden  entweder  die  Reste  selbst 
und  dann  ist  die  Suche  klar. 

Will  man  aber  annehmen,  die  Reste  verschwinden  nicht,  so 
müssen  sie,  wenn  f(x)  und  alle  Glieder  seiner  Eutwickelung  end- 
lich sind,  selbst  nur  einen  endlichen  Werth  haben.  Zugleich  wer- 
den Bie  aber  auch  im  Fortgange  der  Reihe,  zu  Folge  der  Voraus- 
setzung immer  kleiuer.  Denn  sind  alle  Glieder  der  Entwickelung 
positiv,  so  zeigt  die  Gleichung 

Ä(«-1)  — -#(«)  = X(«),  dass  Jt(„j  < /?(,-!),  /?(«-H)  < /?(„)  u.  s.  w. 
Wechseln  aber  die  Vorzeichen,  so  kann  mau  wegen  der  Voraus- 
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sefzung  positive  Gliedergruppen  bilden,  die  bis  zum  Verschwinden 
abnehmen,  und  man  erhält  dann  eine  Reibe  positiver  Glieder,  fiir 
welche  wieder  dasselbe  gilt,  wie  vorbin.  Auch  lässt  sich  der  Schluss 
leicht  auf  den  Fall  ausdebnen,  wo  alle  höheren  Glieder  der  Reihe 
negativ  sind. 

Hieraus  folgt  aber  mit  Nothwendigkeit,  dass  wenn  die  Reste 
endlich  bleiben  sollten , sie  sich  einer  constnnten  Grösse  C ohne 
Ende  nähern  müssten.  Es  wäre  also  die  Gleichung 

f[.v)  = A(i)  -+-  -X(s)  A"(j)  + . . . . A"(,i)  -4-  C 

um  so  richtiger,  je  grösser  n wäre,  also  auch  die  Gleichung 

f{i r)  — C = A(i)  -+-  A(2)  + • • - - A fn) 

um  so  richtiger,  je  grösser  n wäre.  Ich  finde  also  jetzt  dieselbe 
Reibe  convergirend , von  welcher  ich  vorhin  annahm,  dass  sic  di- 
vergire.  Da  nun  aber  die  Reihe  eine  Entwickelung  von  f(.z)  ist, 
so  nähert  sie  sich  auch  ohne  Ende  dem  Werthe  von  f(-v)  und  nicht 
dem  von  f(&) — C,  also  dass  C verschwindet. 

Nimmt  man  an,  dass  bei  übrigens  endlichen  Gliedern  der  Reihe 
die  Reste  unendlich  werden,  so  muss  natürlich  auch  f(x)  unendlich 
sein.  Diesen  Full  könnten  wir  von  unserer  Betrachtung  ganz  aus- 
scbliesscn,  allein  es  ist  der  Sache  angemessener,  den  Begriff  der  < 
Convergenz  auch  darauf  auszudehnen.  Der  Rest  verschwindet  näm- 
lich hier  nicht  absolut,  sondern  im  Vergleich  zum  Werthe  von /[.*•), 
und  weil  dieser  unendlich  ist,  so  muss  mau  natürlich  den  Rest  bis 
ins  Unendliche  hinausrücken.  Es  ist  noch  immer  ein  grosser  Un- 
terschied zwischen  einer  divergirenden  Reihe  jind  einer  solchen, 
deren  Summe  unendlich  gross  ist.  Bei  der  erstcren  kann  von  einer 
Summirung,  d.  h.  Zusummenrechnutig  der  Glieder  auf  keine  Weise 
die  Rede  sein.  — Olivier  hat  in  einem  Aufsätze  in  Crellc’s  Journal 
einen  ähnlichen  Satz  uufgestellt,  als  ich  hier,  allein  er  lässt  solche 
Reihen,  die  eine  unendlich  grosse  Summe  haben,  an  dem  Begriffe 
der  Convergenz  nicht  Theil  nehmen,  auch  redet  er  nicht  von  ent- 
wickelten Reihen,  sondern  setzt  dieselben  als  ursprünglich  gegeben 
voraus.  Ihn  sollte  eigentlich  der  Satz  zu  der  Entscheidung  führen, 
ob  die  Somme  einer  gegebenen  Reihe  endlieh  oder  unendlich  sei, 
und  das  kann  derselbe  nicht  leisten. 

Doch  wir  wollen  uns  dabei  nicht  länger  aufhalten;  wir  sehen, 
dass  wenn  einen  endlichen  Werth  hat,  der  Rest  seiner  Ent- 

wickelung, deren  Glieder  wir  endlich  voraussetzen,  auch  nur  end- 
lich sein  kann.  Werden  dann  noch  die  Glieder  der  Reihe  über  alle 
Gränzen  kleiu,  so  convergirt  sie,  und  diese  Wahihcit  überhebt  uns 
vieler  nutzlosen  Rechnungen  und  bringt  uns  auf  ein  freundlicheres 
Feld  der  W issenschaft,  wenn  wir  nur  unahlässlich  die  einzig  ihrem 
Charakter  entsprechende  Methode,  die  der  Entwickelungen  nämlich, 
sie  seien  direct  oder  indirect,  verfolgen  wollen.  Für  jene  Fehler, 
die  man  durch  den  Gebrauch  divergirender  Reihen  bekommen  ha- 
ben will,  werden  sieb  sicherlich  bessere  Erklürungsgründc  nuflin- 
den  lassen,  als  die  Divergenz,  und  die  Wissenschaft  wird  aus  den- 
selben einen  grösseren  Gewinn  ziehen,  als  durch  alle  Untersuchun- 
gen Uber  die  Convergenz. 

II* 


Digitized  by  Google 


164 


V 


« 6. 

leb  komme  nun  noch  zur  Entwickelung  der  Exponentialrcihe, 
für  welche  ich  nur  die  Gültigkeit  der  Binomialreihe  bei  ganzen  po- 
sitiven und  negativen  Exponenten  voraussetze.  Ist  sie  für  solche 
Exponenten  entwickelt,  so  lässt  sich  ihre  Allgemeinheit  sehr  leicht 
dnrihun  und  daraus  dann  rückwärts  auf  die  allgemeine  Gültigkeit 
der  Binomialreihe  schliessen.  Ich  meine,  gerade  nicht,  dass  aut  die- 
sem Wege  etwas  Wesentliches  gewonnen  werde,  obsebon  man  da- 
bei auch  nichts  einbiisst;  mein  Zweck  ist  nur,  die  Methode  der  un- 
bestimmten Coefticienten  in  ein  klares  Lickt  zu  setzen. 

Die  Entwickelung  der  Exponentialreihe,  die  ich  hier  gebe,  ist 
keine  andere,  als  die  von  Tnibaut  in  der  allgemeinen  Arithmetik 
angedeutete,  ober  nicht  bis  zu  den  Anforderungen  der  neueren  Ma- 
thematik durchgeführte.  Sie  besteht  lediglich  in  einer  anderen  An- 
ordnung der  Binomialreihe.  In  ax  setze  ich  und  erhalte 

«*  = ( M-  1>Y  = (1  - 


also  wenn  ich  j setze: 

1.0.  x-*  + lai  . *.*  + 1 

a*=zl  + xß-i fTä — P H TT2TJ P 


Löse  ich  hier  die  Facultäten  oller  Glieder  auf  und  bezeichne  durch 

r * 

C(m)  die  Summe  aller  Producte  zu  je  r Factoren  aus  den  Zahlen 
von  1 bis  oi,  so  wird: 

x — x 

l 

x . x Hh  1 = x*  -+-  C( dx 

1 2 

x . x + 1 - x + 2 — xx  OfflX1  — Cq)x 

1 2 I 

x . x -4-  1 • x 2 . x -4-  3 = x*  -+-  C( t)X*  -+-  Cji)*1  -+-  (\ j ) x 

u.  s.  w. 


Stelle  ich  nun  hier  alle  Glieder  zusammen,  welche  gleiche  Potenzen 
von  x enthalten,  so  bekomme  ich  die  neue  Entwickelung: 


«*=l-+-l/J  ■+* 


1.2P 


Cm 

1.2.3 


ß' 


i 

-C»’  ß'  -4-  1 -£ 

1 . 2 . 3 . 4P  ^ 1 l 


■ Iß * 


A>/}. 

3 p 


1 . 

[ß'-h^fß' 


3.4  p 

Ae.  Ä» 

4.5  P 


Cw  , 

3.4.5f 


t 

Qs)  0. 

ÄTs^P 


1.2.3 


U.  8.  W. 
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was  wir  kürzer  mit 


..  i . „ . At)*' 

U + — - -+- jTJTj 

* 

bezeichnen  wollen.  Hier  ist  nun 


J(n\Xn 


1.2.3.... n 


in. 


t'(n-H-l) 

s+l.s  + 2....n  + 


-ß”^  .... 


Dabei  ist  aber  noch  zu  bemerken,  dass  diese  Entwickelung  so- 
wohl für  positive  als  auch  für  negative  x gilt.  Bei  letzteren  muss 
zwar  die  Reibe  endlich  abbrecben,  indem  sich  <r~ x auf  (1 — ß)x  re- 
ducirt,  allein  da  dann  alle  Glieder  der  Reihe,  welche  man  nach 
gleichem  Gesetz  über  das  Glied  ßx  hinaus  bildet,  der  Ogieich  wer- 
den, so  ist  die  Fortführung  bis  ins  Unendliche  immerhin  zulässig. 

Die  Entwickelung  ist  in  Bezug  auf  x eigentlich  schon  voll- 
ständig, es  bedarf  bloss  noch  einer  Reduction  der  CoefGcienten  und 
der  Nachweisung  der  Convergenz,  um  jetzigen  Anforderungen  zu 

m 

genügen.  Weil  aber  überhaupt  C(m)  = 1 . 2 . 3 ....  m,  so  wird 
IV.  A = ß + 


Hit  meinem  oben  aufgestellten  Satze  darf  ich  eigentlich  die  Con- 
vergenz dieser  Reihe  nicht  beweisen,  weil  ich  die  Function  f(ß) 
noch  nicht  kenne,  aus  welcher  A entwickelt  werden  kann.  Da 

indessen  ß = y~_| — °a~  °Ne  positive  b ein  echter  Bruch 
ist,  so  fällt  die  Reibe  A schneller  als  die  geometrische  ß ß* 

+ ßl  -4-\  . . . = Y—ß  = uul*  es  *8t  4<.b. 

In  A{h)  ist  der  Coeflicient  des  allgemeinen  Gliedes 


G(n-Vr— 1) 


und  es  ist  derselbe  kleiner  als  der  Coeffi- 


n -+-  1 . n -t-  2 . . . . n -+-  r * 
cient  von  ßr  in  der  Entwickelung  von  (1  — ß)r”,  d.  b. 


C(w-t-r-l) 


Ti  | ■ 1 • ft  ■ j~  ■ 2 • • • • Ti 


-<(»+»•— l)(r). 


Denn  das  grösste  Product  in  C’(*+r_ y ist  is.is-f-l — ;1, 

- = (»-|-r — l)(r)  die  Anzahl  al- 


■1  .n-t-r  — 2. 


and  da  — ,.2.3....r 

ler  Producte  ist,  so  bat  man 


CiH+r- 1)  < (n  -f-  r — l)(r)  » . » -+-  1 . n -I-  2 . . . . » -f-  r — 1, 
und  daher 
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Q(n+r — 1) 


-(/»H-r—  l)(rj, 


Daher  sind  alle 

Glieder  der  Keihe  A(„)  kleiner  als  die  gleichzäbligen  in  der  Ent- 
wickelung ßn(\ — ß)~H,  und  folglich,  weil  hier  Couvcrgcuz  statt 
liudet, 


woraus  /obige  Behauptung  sogleich  hervorgeht. 
kle’ 


A(»)  < (r^i) » d‘  **■  ^ 


■ß 

Also  sind  die  Glieder  der  Exponentialrcibe  sämmtlich  kleiner  als 

/j2 /jl  'gß 

die  gleichzähligen  in  der  (leihe  1 -f-  bas  -+-  -j— jj  ~d~  t ^ und 

du  diese  schon  bis  ins  Unendliche  aknehmen,  so  darf  inan  nach  mei- 
nem obigen  Satze  auf  die  Convergeuz  der  Kxponentialreilie  scblicssen, 
da  die  Summe  derselben  zu  Folge  der  Entwickelung  nichts  anders 
als  nJ  sein  kann. 

Bisher  haben  wir  directe  Entwickelung  nnd  dieselbe  ist  eigent- 
lich in  so  fern  schon  vollständig,  als  der  Werth  von  ax  durch  die 
Iteihe  I.  schon  berechenbar  ist.  Da  über  A,  A(?) ....  A(„)  Functio- 
nen von  ß , d.  h.  von  a sind,  so  könnte  es  kommen,  dass  eine  ge- 
wisse einfache  Kelulion  zwischen  den  Coeflicienten  statt  hätte,  wel- 
che aus  A alle  übrigen  linden  liesse.  Um  diese  Relation  auf  di- 
rectem  Wege  zu  entdecken,  müssten  wir  tiefer  in  die  Notar  des 

r 

Ausdrucks  C(m\  eingehen,  «Kein  um  dieses  za  vermeiden,  bedienen 
wir  uns  der  Methode  der  unbestimmten  Coeflicienten,  d.  b.  wir  su- 
chen die  Relation  der  Coefficieuten  A,  A^) durch  die 

Eigenschaften  der  Function  ax. 

Wir  setzen  daher  x -f-  y statt  x in  II.  und  erholten  durch 
Auflösung  der  Poteuzen  von  x y leicht  folgende  neue  Anord- 
nung: 


V.  ax+y  = 1 4-  Ax  -+ 


,J(2)XS  //( JKC 


i.a 


1.2.3 


+ 


-+-  [f  + A(i)X  -| u J 2.3 


• •••ly 


n.  s.  w., 

womit  ich  mciue,  dass  die  Entwickelung  nach  den  Potenzen  von 
y geordnet  sein  soll.  Aus  ax+y  = a1 av  erhält  man  über,  wenn 
mau  für  a'J  die  Entwickelung  einsetzt: 

VI.  ax+ y =.ax-\-  Aaxy  -+-  

Hier  meint  man  nun  gewöhnlich  noch  fernere  Umbildungen  machen 
zu  müssen,  um  zu  beweisen,  dass  iu  V.  und  VI.  die  Glieder,  wel- 
che die  erste  Potenz  von  y zum  Factor  haben,  wirklich  gleich  sind. 
Ich  halte  diese  Bemühung  für  sehr  überflüssig,  denn  cs  handelt  sich 
hier  nicht  um  eine  numerische  Gleichheit  beider  Entwickelungen, 
es  ist  ja  die  Frage  darnach,  welche  Relation  zwischen  deu  Coefli- 
cienten A,  Au) A)n)  statt  haben  muss,  damit  die  Entwickelungen 
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in  V.  und  VI.  durchaus  identisch  werden.  Hierdurch  wird  ja  die 
Identität  der  gleichgebildeten  Glieder  in  beiden  Reihen  zur  unmit- 
telbaren Bedingung.  Man  hat  daher,  wenn  man  die  Glieder  ohne 
y Tergleicht, 


nie  nothwendig.  Alsdann 


Aa*  //  -+-  si( 2)  X — f 


1.2 


A(4)X‘ 

J .2. 3 ' 


d.  h.  wenn  wir  wieder  statt  ax  die  Reihe  II.  einsetzen: 


A -+-  A^)x 


. A(p; v* 
1.2 


= A+-A*x 


+ 


AA(2)X* 

1 .2 


A(4)X‘ 

AAfpx1 

1.2.3 


und  folglich  A(i)=A'1,  A$)=z  AA(i)=A* , A(4)=AA(j)-=xA*.... 
überhaupt  A(n)  — An. 

Daher  haben  wir 


VII. 


ax  = 1 -+-  Ax 


A*x* 

*"  1.2 


A’x1 

1.2.3 


A'x* 
1.2. 3. 4 


wo  nun  die  Entwickelung  vollständig  ist.  Die  Gleichung  A(„) 
z=A*  führt  uns  zugleich  auch  zu  dem  schönen  Resultate,  dass 


VIII.  (ß  4-  iß'-t-iß'-t-lß*  + 

1 2 1 
ßn  ßn+l  £=±U ßn+2  _4_  Qn+ty 

— p +n+lp  ^»  + 1.»  + 2P  ^ n+l.nH-in-h*1 


H £^±r~i) „n+r 

»-f.  1 .»-+-2....«-|-r' 


Es  ist  nun  noch  zu  beweisen,  dass  die  Reihe  VIII.  allgemein 
gilt.  Zn  dem  Ende  bemerken  wir,  dass  A eine  Function  von  a 
ist,  die  wir  mit  <p(a ) bezeichnen  wollen.  Setzt  inan  am  statt  «, 
wo  m eine  ganze  Zahl  ist,  so  wird  aus  <p(_a).  Da  aber 


(am)x  — amx  =1-1-  Amx  -+-  ■■  h , 


so  sehen  wir  sogleich,  dass  g)(am)  = mg>(a)  sein  muss.  Dieses  gilt 
zunächst  für  ganze  positive  oder  negative  m,  kanu  aber  leicht  auch 
für  gebrocheuc  m bewiesen  werden.  Man  hat  nämlich 


daher 


1 i.  JL  „ JL 

9>(«)  = “ • <p(«p)  = ~ • Sf[(«  9 )’]  = P(«  9 )» 


f/(«  7 )=x~<P(a). 
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Demnach  ist  auch 


JE.  J- 
ai  =(ai)P 


= l4-y(a).  £■ 


. (»(«))» 
1.2 


<1.  Ii.  die  Exponentialreihe  gilt  für  alle  positive  oder  negative  ganze 
oder  gebrochene  Werthe  des  Exponenten.  Daher  gilt  auch  die 
Reihe  I.  für  jeden  Werth  von  x , und  wenn  man  sie  wieder  so  re- 
ducirt,  dass  die  gleichen  Potenzen  von  ß zusammen  kommen,  dann 
statt  der  combinatorischen  Ausdrücke  wieder  die  Facultäten  setzt, 
so  erhält  man  die  Binomialreihe  wieder,  die  folglich  ganz  allgemein 
gilt. 

Der  Werth  von 


zeigt  uns  auf  das  Unzweideutigste,  dass  für  a eine  solche  Zahl 
existiren  müsse,  wodurch  Az=  1 wird.  Bezeichnen  wir  sie  mit  e , 
so  haben  wir 

= +r^-+- 


also  für  x=l 


1 

1.2.3 


1 .2 . 3 , 4 


Wir  maclieu  nun  e zur  Grundzahl  eines  Logarithmensystems, 
das  wir  das  natürliche  nennen.  Weil  dann  für  x = 1 : 

« = l+^+  + |“  j ' 3 +■■■•  — eAi 

so  folgt 

A — log  nat  a. 

I)n  nun  a — ^ • , so  folgt  sogleich: 

log  nat  (1  - ß)  = - (ß  + \ß*  +■  iß>  -+-  * ß*  -4-  . . . .). 


§•  7. 

Einen  wichtigen  Zweifel  dürfen  wir  uns  jedoch  am  Ende  nicht 
verhehlen,  den  ich  absichtlich  in  die  Rechnung  des  vorigen  Paragra- 
phen legte.  Die  Aufgabe  war,  in  den  Reihen  V.  und  VI.  die  Coef- 
iicienten  so  zu  bestimmen,  dass  beide  identisch  werden.  Diess  er- 
fordert, dass  die  gleich  gebildeten  Glieder  identisch  sind.  In  der 
Tliat  liegen  auch  die  von  y freien  Glieder  ax  und  1 -+-  Ax 

— ; o + . . . . schon  als  identisch  vor.  Dann  mochten  wir  die  Glie- 
1 • 
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der  mit  der  ersten  Potenz  von  y identisch,  nämlich  A . a*  = A 
-\-A(t)X-\ — j-y und  dieses  führte  uns  auf  einmal  zur  Be- 
stimmung der  gesuchten  Relation  zwischen  den  Coefficienten  A, 
Ai)  . • • . A(n).  Demnach  werden  in  V,  und  VI.  die  zwei  ersten 
Glieder  beider  Reiben  identisch,  abe'r  wie  steht  es  denn  mit 
den  Gliedern,  welche  die  höheren  Potenzen  von  y zu 
Factoren  haben? 

Man  hilft  sich  hier  gewöhnlich  damit,  dass  man  beide  Reihen 
einander  gleich  setzt,  die  gleichen  von  y unabhängigen  Glieder  dann 
weglässt,  mit  y dividirt  und  zuletzt  y = 0 setzt,  wodurch  man  die 
Bestimmungegleichuog  für  alle  Coeflicienten  erhält.  Dieses  Verfah- 
ren ist  im  Grunde  mit  dem  der  Differentialrechnung  ganz  einerlei, 
denn  man  erhält  dadurch  die  derivirteo  Functionen,  und  eben  da- 
hinaus kommen  auch  andere  Umbildungsmetboden,  z.  B.  die  im  ma- 
thematischen Wörterbuche  Bd.  V.  Tb.  I.  S.  500  in  Anwendung  ge- 
brachte. Aber  es  bleibt  hierbei  immer  der  oben  ausgesprochene  , 
Zweifel;  es  werden  zwar  zwei  Glieder  der  beiden  Entwickelungen 
für  ax+ y identisch,  aber  nicht  alle.  Vielleicht  ist  dieses  ein  Haupt 
grund,  warum  die  Methode  der  unbestimmten  Coefflcienten  nicht  be- 
friedigen wollte.  Denn  die  Relation  der  Coefficienten  soll  ja  so 
bestimmt  werden,  dass  die  Bedingung  a*+y  = ax  .an  erfüllt  wird, 
nicht  dass  bloss  ein  Paar  Glieder  von  beiderlei  Entwickelung  iden- 
tisch werden. 

Man  hat  hier  offenbar  ein  Princip  in  die  elementare  Analysis 
herabgezogen,  ohne  davon  nur  die  mindeste  Rechenschaft  zu  geben. 
Wenn  daher  die  Methode  nicht  befriedigt,  so  kann  man  doch  des- 
wegen den  Grund  nicht'  den  unbestimmten  Coefficienten  zur  Last 
legen.  So  wie  diese  Methode  vielfach  angewandt  wordeu , ist  sie 
eigentlich  nnr  durch  eine  gut  begründete  Derivationsrechnung  zu- 
lässig. 

ln  unserem  Falle  lässt  sich  freilich  die  vollständige  Nachwei- 
snng  leicht  geben.  Die  vollkommene  Identität  der  beiden  Reihen 
V.  und  VI.  erheischt,  dass  überhaupt 

A{K)ax  und  A(„)  A(„+i)X  -+-  -1-  “jrytf*  -f- 

vollkommen  identisch  werden,  wie  sich  sehr  leicht  ergiebt,  wenn 
man  aus  den  Reihen 

^ai+4*+t)  + ^+-. 

und 

«*(1  + Ay  A-  yyr  = a*  . av 

die  Glieder  heraussondert,  welche  den  Factor  yn  haben.  Setzen 
wir  nun  statt  A(„ ),  A(n+ 1),  A(n- 1-2)  die  im  vorigen  Paragraphen  ge- 
fundenen Werthe  An,  A "+1,  An+i,  so  ist  die  Identität  der  obigen 
allgemeinen  Gleichung  sogleich  einleuchtend,  und  die  Entwickelung 
der  Exponential-,  so  wie  auch  der  Biuomialreihe  ist  auf  das  streng- 
ste gerechtfertigt. 

Aber  so  leicht  dürfte  die  Rechtfertigung  in  anderen  Fällen 
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nicht  sein,  daher  allerdings  zu  rathen  ist,  die  Methode  der  unbe- 
stimmten Coefficienten  nicht  bei  Seite  zu  legen,  denn  wir  würden 
dann  die  Analysis  au  ihrem  innersten  Wesen  verletzen;  wohl  aber 
'ist  zu  rathen , die  Schwächen , welche  den  elementaren  Entwicke- 
lungen hier  und  da  noch  ankleben,  durch  kluge  Maassregeln  zu 
beseitigen. 


XI. 

Dissertation  sur  la  thäorie  des  axes  priucipaux 
et  des  axes  permanents  de  rotation. 

Par 

Monsieur  Steicbeu, 

i 

Professeur  ä l’ccole  militaire  de  Belgique 
a Bruxelles. 


§.  I.  Theorie  des  axes  priucipaux. 

I. 

L’objet  de  cette  dissertation  est  de  simplilier  et  de  compldter 
la  theorie  des  axes  principaux,  et  pour  atteindre  ä ce  but,  nous  re- 
prendrons  en  entier  le  probleme  qui  s’y  rapporte  et  nous  baserons 
notre  solution  sur  quelques  dllinitions  et  notions  fundamentales  de 
mlcanique,  que  l’on  admettra  probablement  sans  difficultd;  car  ces 
notions  ne  renferment  en  elles  - meines  rien  de  gratuit,  et  eiles  of- 
frent  l’avantage  de  conduire  par  le  moyen  de  l’unalyse  ordinuire  ä 
la  solution  direete  des  questions  k traiter. 

Concevons  un  Systeme  materiel  homogene,  pourvu  d’un  axe 
fixe  qui  le  traverse  en  son  centre  d’inertie,  a rinstur  d’un  essieu 
raide  et  inlbranluble,  et  imprimons  au  corps  un  mouvement  de  ro- 
tation sur  cet  axe.  Sera-t-il  possible  de  trourer  ä cet  axe  une 
Position  pour  laquelle  les  forces  centrifuges,  qui  natssent  de  cette 
rotation,  se  fasseut  cquilibre  et  ne  tendent  pas  ä le  deplacert 

Pour  s’assurer  de  la  possibilite  de  la  question  et  pour  en  trou- 
ver  en  meine  temps  une  solution  direete  et  generale,  il  taut 
commenccr  par  exprimer  analytiquement  les  conditions  mecuuiques 
qu’elle  entraioc.  Or  conirne  les  torces  centrifuges  ue  doivent  poinl 
«ieplaccr  l’cssieu  de  rotation,  lors  meine  qu’il  scrait  libre,  il  faut  que 
la  somrnes  algdhriquc  de  leurs  composantes  suivaut  un  axe  quelcon- 
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qne  soit  nulle,  et  que  de  plus  leur  Energie  totale  ä tourner  l’essieu 
de  rotation  autour  d’un  autre  uxe  quelconque,  passant  pur  le  centre 
soit  nulle  aussi.  Mais  cn  tra^uat  par  ce  centre  un  plan  normal  a 
Taxe  iixe  priinitif,  et  tirant  dans  ce  plan  deux  fixes  rcctaugulaire* 
entr’eux  Ix’,  /y1,  on  obtient  nn  Systeme  d’axes  coordonnes  rcctan* 
jeles  Jx,  ly , Ix1,  dont  le  dernier  coincide  avec  l’oxe  de  rotation, 
et  dont  les  deux  premiers  seront  censds  fixes  dans  le  corps,  mais 
mobiles  avec  lui  autour  de  Ix'.  Si  donc  Si  denote  la  vitesse  an- 
culaire  du  Systeme  tournant,  et  que  x’,  »/,  %’  soient  les  coordonnees 
d’un  point  mnteriel  quelconque  m du  solide,  on  aura  les  forces  cen* 
triftiges  partielles,  represeutees  par  les  expressions:  m , Si*  . 

1/^'  + ni  . -Q*  .V*  y "*  S-  x"*  . . . . ; et  toutes  ccs  forces  etant 
normales  de  direction  a l’axe  Ix‘ , la  somine  de  leurs  projections 
orthogonales  sur  cette  ligne  sera  nulle  d’elle- inenie.  II  faudra  donc 
les  estimer  par  rapport  a une  autre  droite  avant  une  position-moins 
particulicre,  et  l’on  pourra  toujours  commcacer  par  prendre  ly  pour 
fixe  de  comparaison. 

La  projection  sur  cette  droite  de  la  force  centrifuge  mSi*  . 
1/^+7  *'*  se  reduit  a mSi*y' , et  de  meine  sur  Taxe  Ix  eile  de- 
vient  mSi*  . aiusi  d’upres  la  premiere  condition  qui  doit  exprimer 
la  nullitd  de  la  trauslaliou,  ou  de  la  tcndauce  du  solide  a la  Irans- 
iation,  le  long  d’uu  axe  quelconque,  il  faudra  poser  les  equatious 
analytiques: 


Si*  .2  .my’—O,  Si*  .2. mx  — 0 

lesquelles,  par  suite  de  la  ddlinition  du  centre  d’inertie,  sont  satis-  • 
faites  d’elles  - meines,  et  l’ou  aura  par  cousdquent  pas  besoin  de 
s’ea  embarrusscr. 

Quant  au  moyen  d’exprimer  )a  seconde  condition,  on  doit  se 
rnppeler  que  l’energi«  totale  de  plusieurs  forces  i»  tourner  un  eorps 
autour  d’une  droite,  teile  que  ly , s’ubtieut  par  la  projection  de 
toutes  les  forces  sur  un  plan  perpeudiculaire  a la  droite,  et  par 
l’addition  afgebrique  des  momeuts  des  forces  ainsi  projetees.  Mais 
les  forces  ccntrifuges,  projetces  par  exemple  sur  le  plan  des  x’x' 
donnent  lien  h un  grouppe  de  forces  paralleles  Si*  . mx,  Si*  . ms’, 

SI*  . mx'" parcequ’elles  sont  toutes  dirigdes  dans  des  plans  per- 

pendiculaires  a l’axe  Ix1-,  de  plus  le  moment  d’üne  force,  teile  que 
Si*  . mx',  par  rapport  a l’axe  ly',  se  compose  du  produit  de  Si* . mx' 
par  la  perpendiculhire  abaissee  de  l’origine  / sur  la  direction  de 
la  force,  ou  par  l’nbscissc  x' . de  Sorte  que  ce  inoment  est  Si*  . nt 

. x'x'  et  le  moment  total  sera  purcotosdqnent  Si*  . 2 . mx'x'.  — 

On  trouvera  de  müme  que  l’duergie  totale  des  forefts  a tourner 
le  corps  et  l’cssieu  Ix'  autour  de  Taxe  Ix'  cst  repr&cntde  par 
Si* 2 . mx't/ ; et  pour  exprimer  que  cette  double  tendance  a la  ro- 
tatiou  est  nulle,  il  faudra  poser  par  conslquent  les  conditions 
analytiques: 

Si*  .2.  mx'  y’  = 0,  Si*  . 2 . mx'x'  — 0. 

On  pourrait  peut-ßtre  croire,  que  ccs  conditions  soient  iusuflisantes 
pour  exprimer  que  les  forces  centrifugcs  tic  tendent  pas  a deplaccr 
l axe  Ix’;  mais  on  doit  remarqtter  qn’ellcs  ne  sont  pas  meine  toutes 
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deux  ndcessaires,  et  qu’une  seule  d’entr’elles  suffit,  puisque  nons 
d’bvods  pas  assigne  jusqu’ici  de  position  particuliere  aux  axes  hj. 
Ix'  dans  le  plun  normal  cn  / k Ja?.  Seulement  desqu’on  se  donae 
la  direction  de  ly1,  celle  de  Ix’  en  rdsulte,  comme  devant  dtre  nor- 
male k l’autre.  D’ailleurs  il  est  manifeste  que  la  rotation  de  Ix" 
n’est  possiblfe  qu’autour  d’un  axe  situd  dans  le  plan  y’x'.  Si  Ton 
donnait  toutefois  l’oxe  h/  dans  le  plan,  il  faudrait  poser  a la  fois 
les  deux  dquations  preeddentes,  parcequ’alors  In  gyratioD  de  lat? 
autour  de  IiJ  pourrait  etre  nulle,  sans  qu’elle  le  fut  en  mdme  temps 
autour  de  Taxe  /*',  normal  k //. 

Cela  pose  tragous  au  centre  d’inertie  / trois  nouveaux  axes 
rectaogles  Ix,  ly.  Ix  qui  soient  fixes  et  immobiles,  et  supposons 

. cos  [tu?,  x)  — a,  cos  (a?,  y)  = ß,  cos  ( a ?,  x)  = y 
■ cos  (y’,x)  = u',  cos  (y’,y)  = ß',  cos  (y’,x)  = / 
cos  (*',  x)  = a",  cos  (*',  y)  = ß”,  cos  (*',  x)  = y" 

de  plus  x , y,  x ddnotant  les  coordonndes  d’un  point  m , rapporte 
aux  axes  fixes,  k un  instant  quelconque  de  la  rotation,  pour  lequel 
ce  meine  point  a par  rapport  aux  axes  mobiles  les  coordonndes  x\ 
y,  x,  on  doit  avoir  d’apres  la  transformation  connüe: 

x‘  = olx  -+-  ßy  -+-  yx 
y = dx  -+-  ß,y-\-y‘x 
x’  = a"x  -+-  ß"y  -4-  y"x 

et  les  six  cquations  de  condition: 

a'  + ß'+y'  — l,  a”  4- /S'1 +/’  = 1,  a”>4-/?">4-y'»  = l 

aa'  - hßß'-b-  — 0.  aa"  + ßß"  •+-  yf  = 0,  a'a"  -+-  ß'ß"  ■+■  y'y”  = 0. 

Mais  pour  que  l’essieu  la?,  jusqu’ici  arbitraire  de  direction  dans  le 
Systeme  materiel,  a cause  qu’il  a etd  rendu  fixe,  coincide  avec 
l’axe  d’equilibration  des  forces  centrifuges,  partant  pourqu’e- 
tant  rendu  lihre  il  ne  se  ddplace  pas  d’un  mouvement  gyratoire, 
pendant  que  le  Systeme  tourne  sur  lui,  il  est  ndeessaire  que  les  an- 
gles  relatil’s  aux  cosinus  a,  ß,  y soient  ceux  que  forme  Taxe  d’equi- 
libration  avec  les  trois  axes  coordonnds  fixes  Ix,  ly,  Ix  qui  sont 
inddpendants  du  corps.  11  faut  donc  que  les  deux  dquations  de  con- 
dition posdes  plus  baut,  subsistent  ici;  ou  bien  il  sera  ndeessaire 
du  moins,  que  la  premiere  d’entr’elles  soit  satisfaite,  l’axe  It / dtant 
deslors  arbitraire  de  direction  dans  le  plan  yx';  il  faut  et  il  suffit 
parconsequent  que  l’on  fasse  dans  cette  hypotbbse: 

Q*  . 2 . mx'y’  = 0,  ou  2 . mx’y1  = 0. 

Substituant  la  valeur  du  rectangle  eu  a?x' , en  fonction  de  xy, 
a,  ß,  y,  et  posant  pour  abrdger: 

2 . mx7  = a,  — . my*  = l>,  2 . mx 1 = c 

- • *»xy  =/,  2 . mxx—g,  2.myx  = A, 

on  obtiendra  par  un  ealcul  rapide  et  facile  la  condition  transformee : 
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* n.aa'-t-l>.ßß'-t-c.yr'-i-f.(a'ß-i-aß')  j_ 

Et  comme  cette  dquation  doit  etre  satiifaite,  quelle  que  soit  la 
Position  de  l’axe  ly'  dans  le  plan  normal  (y'/x'),  eile  doit  encore 
etre  remplie  pour  le  cas  oü  apres  avoir  fait  touroer  les  axes  IiJ,  Ix! 
dans  ce  plan  on  a amend  ly'  dans  une  position  pour  laquelle  Ix 
= 90°,  c.  a d.  pour  le  cas  de  u = 0,  et  pourvu  qu’on  tienne  compte 
de  la  condition  simplifiee  ßß1  -+-  y/  — 0.  On  aura  donc  ainsi,  en 
supprimant  le  facteur  comtnun  ß’: 

( b — e).ßy-\rf.ay  — g . aß -+-(/*— ß*)A  = 0 ... . (I). 

Mais  l’dquation  de  condition  gdndrale  est  encore  satisfaite  pour  la 
position  particuliere  de  l’axe /y  dans  laquelle  ß1  ==  0,  pourvu  qu’on 
tienne  compte  de  la  condition  simplifide  au1  -f-  yy’  = 0 , qui  en  rd- 
suite;  on  est  ainsi  conduit  ä une  deuxieme  relation  entre  quantitds 
connües  et  inconnües: 

(0  — c)ay  ■+■/.  ßy  ■+-  ( y » — a*)g—a  . ß . A = 0 . . . . (II). 

Or  ces  deux  dquations  particulieres,  dtant  jnintes  a la  relation  per- 
petuelle  a’  ß*  -f-  y*  — 1 , sont  dvidemment  süffisantes  pour  dd- 
terminer  les  trois  inconnües  a,  ß,  y,  et  portant  la  position  de  Taxe 
d’dquilibration  des  forces  centrifuges  que  l’on  chercbe;  mais  rien  ne 
nous  prouve  encore  que  cet  axe  existe,  puisque  nous  ne  savons  pas, 
si  l’dlimination  nous  ddnnera  des  valeurs  reelles  ou  imaginaires 
pour  a , ß,  y.  II  y a d’ailleurs  une  autre  difficultd,  c’est  que  rien 
n’empecbe  de  faire  k son  tour  y'  = 0 dans  l’dquation  gendrale;  et 
cette  supposition  donnera  la  3emc  equation: 

(o  — t)u.  ß -+-/(/?’  — «*)  + g . ßy  — A . ay  = 0 (III) 

et  l’on  aurait  ainsi  quatre  dquations  pour  ddterminer  trois  incon- 
aües.  II  importe  donc  d’examiner  avant  tout  si  la  4eme  equation, 
marqude  par  (III.),  n’est  pas  une  consdquence  des  trois  autres:  car 
■i  ce  cas  n’arrive  pas,  toute  rechercbe  ulterieure  sera  inutile,  et 
l’axe  chercbd  sera  impossible.  Or  on  voit  aisement  qu’en  multi- 
pliant  P equation  (I)  par  a,  et  Pdquation  (II)  par  ß,  et  retrauchant 
les  rdsultuts  membre- a- membre,  on  obtient  en  eßet  l’dquation  (III). 
Ainsi  ecs  conditions  analytiques  s’accordent  d’une  moniere  remor- 
auiible  avec  I’observation  qu’on  n presentde  plus  baut  sur  le  nombre 
u’equations  de  condition  de  la  forme:  2 . mx’y1  = 0.  De  plus  en 
operant  sur  l’dquation  JE  . mx'x'  = 0,  comme  on  l’a  fait  k l’dgard 
de  celle  2 .mx'y1  = 0,  on  obtiendrn  manifestement  une  dquation  gd- 
nerale  qne  l’on  trouve  sans  nouveau  calcul,  en  changeant  u',  ß'.  y' 
dans  celle  ddjk  trouvde,  en  ß ",  y"  respectivemeut.  Et  si  l’on 
pose  ensuite  a"  = 0,  ß"=0,  y"  = 0,  on  retrouvera  encore  une  fois 
les  relations  (I),  (II),  (III);  ce  qui  oflre  kt  confirmation  de  ce  qu’on 
avait  prdvu  sans  calcul,  et  par  le  simple  examen  de  la  nature  md- 
eanique  de  la  questioo. 


2. 

Toutes  les  difficultds  de  la  question  sont  donc  ramendes  k dd- 
terminer les  trois  inconnües  a,  ß,  y par  le  moyen  de  deux  quel- 
coaques  des  cquations  (1),  (II),  (III)  et  de  la  relation  perpdtuelie  a* 
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-4-/S1 +y*  = l.  Si  dans  la  vfie  de  ramener  celle-ci  » une  ideti- 
titd  doot  il  »c  soit  plus  kesoin  de  tenir  compte,  on  ddsigne  par  & 
1’ioclinaisou  de  Taxe  reel  ou  imaginaire  sur  le  plan,  des  (&,  ■>/) . et 
par  t]  l’angle  compris  entre  sa  projectinn  sor  er  plan,  et  entre  Taxe 
/.r,  ou  devra  faire  d’apres  une  trunsformation  conmic: 

u = cos  rj . cos  ß = cos  &■ . sin  ij,  y — sin  &. 

Si  Ton  pose  ensuite,  pour  inienx  abrdger  l’ecriture  des  formulcs: 

lang  # = *,  taug  ij  = £, 

on  reduira  les  conditions  trouvees  plus  baut  aux  formales  sui- 
vantes : 

l(b  - c)C  +/] . * . l/i+CM- h . *»(H-C»)  - gt - K'  =0 . ...  (II ) 
(*C— 4).*.H+TJ+/.(C,-i)+(«-/»){:=0....  (Ul). 

Si  l’on  inulliplie  l’dquation  (I)  par  /i,  l’dquation  (II)  par  g,  qne  l’on 
retrnnche  ensuite  l’une  de  l’autre,  et  qu’on  coustderc  la  quantite 
£*  comme  une  seule  Incnnnüe  auxiliaire  »/ , on  aura  une 
dquation  du  premicr  degrd  en  «,  pour  ddterminer  celle-ci  cn  fouci 
tion  des  autres  qunntites;  de  mdme  l’equation  (111)  donnera  encore 
tr  par  le  premier  degrd  en  fonction  des  donudes  et  de  l’incooniie  £. 
Kgalant  donc  cette  double  valeur  de  n,  on  en  tircra  par  un  cal- 
cul  pou  compliqne  une  cquation  du  troisieme  degrd  en  £ qui  aura 
la  forme  suivante: 

AP  + BP  + c,t+  #,=o, 

dans  laquelle  on  n ponr  nbrdger: 

A,  =(/»  — gz)h  — (b  — c).g.f 

B i = st2^*  — g%  —f*  ) — («  — 6)  (h  — c)g-+-  (2a  — b — c)fh 
C,  = A(2g*  — /i»  — /J)  ■+■  h(a  — b)  (a  — c)  -f-  (2b  — a — c)/g 
= gif*  ~ 4* ) —f.  h.(a  — c). 

Hdmarqunns  qne  qnnnd  on  fait  l’dlimination  entre  (I)  et  (11)  seulc- 
nient,  on  parvieut  a une  dquatinn  du  deine  degrd  dans  Inquelle  le 
terine  eonstaut  se  rdduit  ä p . ft — f*  . A = 0;  de  sorte  que  cette 
dqnation  aura  une  meine  nulle,  re  qui  est  facile  a Interpreter,  et 
l'autre  factenr,  npres  In  snppression  de  cette  racinc  nulle,  repro- 
duira  l’dquation  du  Seme  degrd,  trouvde  par  la  premiere  mdtbnde 
d’dlimiuation,  cette  dquation,  avant  au  moins  une  racinc  reelle,  mon- 
tre,  qu’au  centre  d’inertie  d’un  Systeme  matdricl  quelconquc  donne 
il  existc  toujours  au  moins  un  axe  d’dquilibration  des  forces  cen- 
trifuges:  un  tel  axe  est  ce  qu’on  pourrait  noinmcC pour  plus  de  brid-, 
vete  encore,  axe  de  libre  rotation,  axe  d’inertic  du  corps, 
et  que  l’on  nonune  commundment  axe  principal. 

Au  contraire  quand  un  solide  est  inis  en  raouvement  de  rota- 
tion uutour  d’un  axe  excentrique,  et  qu’il  continue  a toururr  sur 
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cet  axe  pourvu  d’un  seul  point  fixe,  sans  qoe  cet  axe  tourne  ou 
tende  a touruer  sur  le  point  fixe,  sons  l’action  des  seules  forces 
centrifuges,  l’axe  se  nommera  axe  d’dquilibration  rclatif,  axe 
priDcipal  relatif  a ce  point,  ou  enfin  axe  permanent  de 
rotation:  nlors  les  forces  centrifuges  ne  sauraient  plus  s’dquilibrer 
d'nne  mauiere  absolüe,  et  sans  l’intcrventioo  d’un  point  fixe  au  moins, 
attendu  que, pour  un  point  different  du  centre  on  ne  saurait  plus 
avoir  les  deux  conditions  — .nnj  = 0,  .1?. «wa' = 0;  de  Sorte  quc  sans 
nn  point  fixe  l’axe  de  rotation  du  solide  serait  au  moins  empörte 
d’un  mouveinent  de  translation  rcctilighe  paralleleren  mime  temps 
que  le  solide  tournerait  sur  lui. 


3. 

L’existence  d’un  axe  d’inertie  dans  les  solides  dtant  ddja  re- 
connüe,  si  l’on  dirige  l’axe  fixe  des  abscisses  Ix  suivant  cette 
ligne  Ix1 , on  devra  uvoir  d’apres  la  condition  mdcanique  de  la 
question  : 

~ . mx'y  = 0,  — . vix'x  — 0 

on  bien 

2' . mxy  = 0,  2 . mxx  — 0 ; ä cause  de  x’-=x: 

car  Ix  co'incidant  avec  Ix’ , les  deux  autres  axes  fixes  ly , Ix  des 
coordonndes  doivent  etre  dans  un  plan  normal  k Ix? , puisque  par 
hypotbese  nos  trois  axes  dirccteurs  Ix,  ly.  Ix  sont  rectangulaires, 
et  que  d’un  autre  cute  taut  axe  d’dquilibration  absolu  exige  que 
les  somines  de  la  forme  2. mxy,  2.mxx  soient  nulles,  quelle  que 
soit  d’ailleurs  la  direction  des  deux  axes  restant«  ly,  Ix,  trares  ■ 
dans  le  plan  normal.  Donc  pour  le  Systeme  de  coordonndes  ainsi 
disposd  il  faudra  avoir  f=2 .mxy  — ’O,  g = 2.mxx  = 0,  et  ces 
conditions  uous  donneront,  dtant  introduites  dans  les  valcurs  de 

y.,  B : 

Ax  = 0,  V?,  = 0,  D,—  0,  C\  —h.\(a  — l/)  (a  — c)  — A*]. 
L’dquation  du  3eme  degrd,  rddnite  au  scule  terme  C,  £=  0 devient : 

[(«  — ä)  (a  — c)  — A*).A.Z  = 0. 

Celle- ci  peut-etre  satisfaite  1)  par  l’bypotese  £ = 0,  et  cfiacune 
des  dquotions  (1),  (II),  (III)  donnera  pour  x la  valenr  correspnn- 
dante  s = 0:  ainsi  l’on  est  ramend  a concltirc  ce  qu’on  savait  ddja, 
que  l’axe  d’equilibration  absolu  existe  et  qu’il  coincide  avec  Ix.  — 

2)  L’dquation  peut  encore  etre  remplie  par  la  supposition  //  = (), 
ce  qui  donnera  encore  une  fois  x = 0,  £=0,  et  cette  circonstance 
prouve  qu’outre  l’axe  Ix,  celui  des  ly,  ou  des  lx  peut  etre  un  axe 
d’inertie  a cause  qu’on  a ddja  /=■  0 , g-  = 0:  mais  uous  ne  savons 
encore  rien  de  positif  ä cet  egard,  puisqu’aucun  Symptome  ne  nous 
annoncc  qu’il  soit  ndccssaire  de  poser  /t  z=  0,  pour  satisfaire  ä l’e- 
galitd  C,f  = 0.  Enfin  il  est  possible  quc  le  factcur  entre  cro- 
chets,  savoir:  (o  — £)(« — c)  — A*  soit  nul:  dprouvons  donc  aussi 
cette  supposition:  et  soit  cn  consdqucnce: 
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( a — 4)  (a  — c)  = 4*  . . . . (A) 

Ed  vertu  de  f=0,  g-  = 0,  !es  trois  dquation  (I),  (II),  (III)  donneront: 

(4—  c)ßy-^-(y*  —/?*)// = 0 \ 

(a  — e)  . ay — a . ß . h = 0 ( • . • • (B) 

(a  — f/)uß — a.y.A  = 0 ) 

!Si  l’on  supprime  aux  deux  derniercs  le  facteur  u,  ou  si  saus 
le  supprimer,  ou  transportc  cliaque  terme  en  h duns  Ie  second  mein- 
bre,  et  qu’oc  multiplie  les  resultats  membre-a- membre  on  reproduit 
la  condition  A’r=((» — 4)  (a  — c),  admise  ci-dessus  comm  • 3cme 
cas  possible.  De  plus  la  seconde  ou  la  3emc  dquation  donne  y en 
valeur  de  ß:  et  substituant  cette  valeur  duns  la  prcmicre,  on  n’en 
ddduit  nucuue  valeur  ddterminde  de  ß:  parceque  tous  les  termes 
du  rdsultat  reofermeront  le  facteur  ß*  t aiusi  les  quantites  a,  ß,  y 
relatives  a cbaque  axe  d’dquilibration  differeut  de  cdui  Ix  ou  la^, 
resteraient  iuddterinindes,  et  le  probleme  gdndral  serait  par  consd- 

3ueut  aussi  indetermine;  or  les  quantites  a,b,c,f—§,jr=ü,h,  depeo- 
ent  non  seulement  de  la  position  de  l’axe  Ix'  ou  Ix,  mais  encore 
de  la  forme  du  corps,  et  de  la  position  des  axes  ly,  1 »,  qui  sollt 
nrbitraires  de  direction  dans  un  plan  ddfini:  il  est  donc  impossible 
d'avoir  gendralcment  4’  = (a  — 4)  (a  — c);  car  quand  mdine  cette 
equution  subsisterait  pour  une  position  speciale  des  axes  ly,  /s; 
eile  ne  saurait  pas  rester  vraie  pour  toutes  les  positions  diffdrentes. 
Ainsi  l’operation  dans  la  quelle  on  supprimait  d’abord  le  facteur  a, 
commun  a tous  les  termes  des  deux  dernieres  dquations,  on  a sup- 
primer  le  facteur  commun  a2/?/  aux  termes  de  la  combinuison: 

( a — c)  (o  — b)a*ßy  — u'ßy  . 4*  =0 

n’est  point  permisc  gdneralement.  Donc  il  faut  qu’on  ait: 

oq  (1  = 0,  ou  a 1a  fois  ß = 0,  y = 0. 

Or  I’hypothesc  de  ß = 0,  y = 0,  donne  a = I,  et  ramene  k l’axe 
Ix  deja  trouve.  11  faut  donc  encore  voir  si  celle  de  a = 0 ne 
pourra  pas  amener  quelque  nouveau  rdsultat.  Dans  ce  cas  les 
trois  dquations  posdes  plus  baut  se  rdduisent  k la  lere: 

(4  — c)ß.y-\-(y*  —ß*)/i  = 0 

a la  quelle  il  faut  associer  ce  que  devient  la  relation  perpetuelle, 
savoir: 

ß*+y'  = l 

Si  l’on  pose  ß—cos  <p , partant  y = sin  tp,  la  derniere  deviendra 
identique,  et  la  lere  donnera  pour  l’angle  <p: 

taug  2<p  — j—^ (c) 

L’egalitd  de  « — (I  montre  dabord,  que  s’il  exisle  un  2ieme,  3ieme, 
axe  d’dquilibration  absohl,  il  doit  se  trouver  dans  un  plan  nor- 
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mal  a celui  Ix'  qu’oo  n deja  reconnu.  La  valeur  de  lang  2 tp  de- 
muntre  ensuite,  cd  calculant  taug  (p  ou  taug  2<jp,  que  daus  ce  plan 
il  existe  deux  axes  rectangulaires  entr’eux , propres  a remplir  cha- 
cuo  la  condition  prescrite.  Notre  examen  des  differentes  manieres 
de  satisfaire  a fdquntiön  C,£  = 0 prouve  d’ailleurs  avec  dvidence 
que  tont  autre  axe  cd  (1)  De  saurait  remplir  cette  meine  condition 
d’equilibre  des  forces  centrifuges  dans  le  cas  general  de  la  question. 
Si  l’on  applique  le  raisonnement  precedent  au  cas  d’uo  point  lixe 
d’un  corps  quelconque,  on  trouvera  evidemment  la  mente  couclusion: 
ainsi  l’existeoce  des  trois  axes  d’dquilibration  absolus  ou  des  trois 
axes  principaux  du  ceotre,  et  des  trois  axes  permanents  de  rota- 
tiou  , relatiis  a un  point  (ixe  quelconque  d’un  solide,  se  trouve  de- 
montree. 

Remarque  1.  Les  axes  coordonnds  fixes  dtant  disposds  de  la 
maniere  iudiquee,  si  la  forme  du  solide  est  teile  qu’on  ait  h = 
•2'.  w/yx  = ü ct  i = c #u  fy’ldm=/x'ldm  par  rapport  aux  ly.  Ix, 
l’equation  ( C ) doDnera  taug  2<p  = S,  c.  ä d.  que  dans  le  plan  nor- 
mal a un  axe  d’inertie  d’uo  solide  il  peut  v avoir  une  infinite  d’au- 
tres  axes  d’inertie,  pour  certaines  formes  particulieres  de  corps  so- 
lides; et  alors  l’equation  du  3ieme  degre  devient  identique. 

Iiemarque  II.  Nous  concevons  encorc  la  possibilitd  d’exi- 
stence  d’uoe  espece  de  solides  pour  lesquels  l’equation  (A)  soit 
remplie;  mais  coinme  alors  les  dquations  (B)  laissent  inddterminecs 
a la  fois  les  trois  quautites  a,  ß,  y,  relatives  ä faxe  d’equilibration 
nouveau  qu’on  cberche,  il  ,s’ensuit  que  quand  l’egalitd  (A)  est  rem- 
plie seulemcut  par  rapport  ä deux  axes  particuliers  rectangles,  si- 
tues  dans  un  plan  normal  cn  J a un  axe  d’inertie  dound,  il  y nura 
ou  qne  du  moins  il  pourra  y avoir  une  iufinitd  d’axes  principaux 
pour  de  certaines  formes  spdciales  de  corps  solides. 

Remarque  11 1.  Pour  abrdger  le  plus  que  possible  notre  dis- 
sertation  nous  passerons  sous  silence  quelques  propridles  bien  con- 
nües  que  les  personnes  qui  voudraient  suivre  notre  metbode  dans 
l’enseignement,  pourront  intercaler  ici  avec  facilite,  et  nous  insiste- 
rons  sur  quelques  observations  qui  nous  paraissent  utiles. 

1)  Si  un  Systeme  matdriel  plan  est  disposd  par  rapport  a une  droite 
centrale  de  fugon  a avoir  des  quuntites  de  matiere  dgales  et  a dgales  di- 
stances  de  part  et  d’autre  de  cette  droite,  sur  une  meme  normale, 
nons  nnmmerons  cette  droite  une  ligne  de  symdtrie  mdcanique 
du  Systeme,  ainsi  p.  ex.  pour  une  surface  plane  elliptique  cbacun  des 
deux  axes  conjuguds  rectangles  est  une  ligne  de  symdtrie  directe, 
tandis  qu’un  simple  diametre  serait  seulement  une  ligne  de  sy- 
metric  inverse. 

Le  plan  de  la  base  commune  d’uu  Systeme  polyddrique  et  de 
sou  symdtrique  est  ce  qu’on  noinmera  plan  de  symdtrie  directe 
du  Systeme  entier;  on  cou^oit  de  mdme  ce  qn’il  faut  entendre  par 
plan  de  symdtrie  inverse.  La  ligne  d’intcrsection  de  deux 
plans  de  svmdtrie  directe  d’un  Systeme,  si  toutefois  ces  plaus  exi- 
stent, est  ce  qu’on  peut  nommer  ligne  de  symdtrie  directe  du 
Systeme;  on  cou;oit  de  meme  ce  qti’il  faut  entendre  par  ligne  de 
sy.mdtrie  inverse  dans  les  solides.  Ces  notioos  posdes,  il  est  dvi- 
dent  par  la  theorie  des  moments,  que  tout  axe  de  symdtrie  directe 
d’un  Systeme  matdriel  homogene  est  un  axe  absolu  d’dquiiibratinn 
des  forces  centrifuges,  purtant  que  pour  de  certaines  classcs  de  so- 
lides, qui  existent  en  gram!  uouibrc  par  le  fait  de  la  nnturc  ou  de 
Tk.II  V.  12 
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l’art,  le  calcul  laborieux  de  la  rechcrche  d'uo  axe  principal  au 
moins  devient  inutile,  et  les  deux  autrcs  se  trouveront  ensuite  dejä 
moins  laborieusemeut  pur  le  calcul  des  quantitds  h,  h,  c de  l’dqna- 
tion  (C).  Si  le  solide  a deux  axes  de  symdtrie  directe,  il  n’y  aura 
plus  uucun  calcul  a faire,  puisque  le  3ieme  axe  d’iuertie  sera  nor- 
mal au  plan  des  deux  autres. 

2)  Dans  tout  solide  cylindrique  ou  prismatique  homogene,  cn- 
gendre  par  le  mouvement  de  transport  parallele  d’une  figure  plane 
suivant  une  droite  normale  au  plan  les  trois  axes  principaux  coin- 
cidcnt  l’uu  ovcc  i’nxe  central  normal  au  plan,  et  les  deux  autres 
avec  les  axes  d’inertie  de  la  section  plane,  faite  dans  le  solide  par 
ua  plan  du  centre,  normal  k la  directrice  du  mouvement.  Cette 
propridtd  a dtd  dtablie  par  Mr.  Binet  (Journ.  de  l’Ec.  polyt.).  Nous 
en  omettons  pour  le  moment  la  ddmonstration. 

3)  L’equation  gdndralc  des  surfaces  du  second  ordre  rapportdes 
ä trois  axes  coordonnds  rectangles  demontrc  que  ces  surfaces  ad- 
mettent  gdndralement  trois  plans  de  symdtrie  directe:  eilcs  admet- 
tent  donc  aussi  trois  axes  de  cette  espcce:  or  si  l’on  considere  une 
teile  surfoce  comme  un  Systeme  matdriel  contiuu  et  bomogetre,  les 
trois  axes  de  symdtrie  deviennent  a Ieur  tour  trois  axes  d’dquilibra- 
tion  des  forces  centrifuges:  mais  ces  trois  derniers  sont  rectangles 
entr’eux;  les  trois  premiers  le  sont  donc  aussi:  ce  qui  dtablit  l’exi- 
stence  des  diametres  conjuguds  rectangles  dans  les  surfaces  du  se- 
cond ordre;  et  l’on  en  rattache  ainsi  la  thdorie  ä la  thdorie  plus 
gdndrale  des  axes  d’inertie  des  systemes  matcriels.  qui  comprennent 
en  effet  le  cas  des  courbes  et  des  surfaces  courbes,  ceosdes  materia- 
lisdes,  et  cette  materialisatiou  est  permise,  quisqu’elle  n’enleve  a ces 
courbes  aucune  de  leurs  propridtds  geomdtriques. 

4)  Pour  un  Systeme  materiel  plan,  c.  ä d.  avant  toutes  scs  par- 
ties  materielles  situdes  dans  un  mdme  plan,  ( xly ) par  cxemple,  on 
a ideutiqucment  — . m.vz  = 0,  2:  .mxy  = 0,  ou  g-  — 0,f—Ö,  l’axe 
Ix  coincidant  avec  la  normale  en  I au  plan:  et  des  dquntions 
(I,  II,  III)  on  conclut  que  deux  des  trois  axes  d’inertie  sont  a angle 
droit  dans  ce  plan,  et  que  le  3ieme  tombe  sur  la  normale  Ix\  la 
Position  des  deux  lers  axes  se  calculera  donc  par  l’dquation  (C), 
en  dvalunnt  /i=2.mys  a l’instar  d’un  moment  d’inertie,  et  les 

Suantitd  c = — .«is2:  cette  disposition  des  axes  d’inertie 

u cas  actuel  est  aussi  dvidente  par  la  theorie  des  moments,  puisque 
cbaque  force  centrifuge  diemenfaire  (&*mx,  S2,my)  passe  par  le 
centre  d’inertie,  et  que  par  consdquent  son  moment  a tourner  l’es- 
sieu  de  rotation  Ix  autour  d’un  ase  quelconque  en  /,  situc  dans 
le  plan  est  dvidemment  nulle  d’elle-mdmc. 


§.  II.  Thdorie  des  axes  permanente  de  rotation. 

Extension  de  In  mdthode  prdeddemment  exposde,  et 
ddtermination  des  axes  permanents,  relatifs  a un  point 
fixe  quelconque  du  solide,  par  rapport  aux  axes  princi- 
paux, dejk  censes  connus. 


4. 

D’apres  ce  qu’on  a ddjh  remarqud,  il  est  raauifcste  qu’un  corps 
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solide  Itant  mis  eo  mouvement  de  rotation  autour  d’un  a xe  ' OK, 
passant  par  nn  poiut  desigul  ( O)  du  solide,  les  forces  centrifuges 
ne  sauraient  plus  se  faire  Iquilibre  d’uoe  moniere  nbsolüe;  que  si 
Ie  point  ( O ) n’est  pas  fixe,  ce  point  et  l'axe  OK  seront  empörtes 
dans  l’espace  d'uu  mouvement  plus  ou  moins  coinpliqul,  eo  meine 
temps  que  Ic  corps  tourue  sur  OK-  la  questiou  precldemment  resolue 
doit  doDC  etre  modifiee,  et  poslc  de  la  maniere  suivaute. 

I’d  corps  solide  est  in variablemeut  lil  a un  certain 
point  fixe  (0),  iutlrieur  ou  extlrieur,  et  Ton  demande 
autour  de  quel  axe  OK  eu  ce  point  il  faut  le  faire  tour- 
ii er,  pour  que  les  forces  centrifuges  qui  naissent  de 
cette  rotation,  se  fassest  Iquilibre  par  le  mojen  du  seul 
point  fixe. 

Solution.  La  condition  d’lquilibre  est  Ividemment  remplie,  si 
i’on  cxprime  par  le  calcul  que  la  summe  nlglbrique  des  Inergics  des 
forces  centrifuges  a tournerl’uxe  de  rotation  OK  autour  d’une  droite 
quelconque  en  (O),  situlee  dans  le  plan  perpendiculaire  est  nulle. 
A cet  eft'et  considerons  la  rotation  ä un  instant  qnelconque  autour 
de  OK  censl  d’abord  fixe,  comme  dans  le  1er  cas,  et  concevons  par 
le  point  donnl  trois  axes  rectangles  OX,  OY,  OZ,  dont  le  1er  se 
superpose  sur  la.  droite  OK,  inconnüe  de  directiou,  et  dont  les  deux 
aulres  se  trouvent  dans  un  plan  uormal  tu  ( O)  f»  OK.  A ce  meine 
instant  le  centre  d’inertie  (/)  du  solide  occuperu  dans  l’espace  une 
certaine  positiun. 

Concevons  cn  (7)  trois  autres  axes  rectangles  Ix,  ly,  1 % 
respectivement  paralleles  aux  premiers  OX,  OY,  OZ:  enfin  ima- 
ginons  cn  ce  mdme  point  (7)  les  trois  axes  d’inertie  du  solide  Ix , 
ly,  7a',  qui  seront  en  ginlrnl  autrement  dirigls  que  ceux  du  se- 
cond  Systeme,  et  resteront  cependaut  perpltuellement  rectangulaires 
entr’eux. 

Soieut  (X,  Y,  Z),  (x,  y,  *),  (x\  y , *’)  les  coordonnles  d’un 
point  quelconque  m du  solide,  rapportd  respectivement  aux  systemes 
(OX,  OY,  OZ),  (Ix,  ly,  7a),  (Ix,  ly.  Ix)  pour  l’instant  oü  l’on 
considere  le  mouvement;  et  nommons  x,y,x,  les  coordonnles  au 
mene  instant  du  centre  (7),  rapportl  au  premier  Systeme,  tondis 
que  S,T,U  dlnoteront  les  coordonnles  du  point  fixe  (O)jtar  rapport 
aux  directrices  d’inertie  (Ix’,  Itf,  Ix),  les  quelles  sont  mobiles  avec 
le  corps, 

Si  pour  übriger,  et  soulagcr  la  mlmoire,  on  dresse  le  tableau 
de  notations: 

cos  ( X,  x ')  = cos  (x,x)  = o,  cos  (F,  x>)  — cos  (y,  x“)  = ß, 

cos  (Z,  x1)  = cos  (*,  x ■')  = y 

cos  (X,  y')  = cos  (x,  y)  = u,  cos  ( Y,  y)  = cos  (y,  y7)  = ß', 

cos  ( Z,  y')  = cos  (*,  j/)  = y' 

cos  (X,  x')  — cos  ( x,x' ) = a",  cos  ( Y,  a')  = cos  (y,a')  = ß", 

cos (Z,  x)  = cos (a,  *')  = f 


on  obtiendra  par  la  trunsformatinn  tonn uc: 

12* 
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x '=  ax  + <*y  -4-  a'V  \ «*  -4-  -4“  a"*  — 1 \ 

v=ßx'-t-ßy+ß'x'  J = i 

s =yx  -4-  /V  -t-  y'V  ) y5  -4-  y'5  -t-  y"*  = 1 > 
«(?+af  + «T=ü 
ay  -4-  a'y7  -4-  a"y"  = 0 

fr  + ry"  = 0. 


Pour  fixer  les  idees,  supposons  que  Je  ceotre  (/)  se  trouve  dans  le 
tri  - rectangle  des  X,  lr,  Z positifs,  et  comptons  les  x,  y,  a dans 
le  müine  sens,  que  les  X,  Y,  Z;  le  point  (O)  se  trouvern  donc  ainsi 
dans  le  tri -rectangle  des  x , y,  * ndgatifs,  et  les  quantWs 

exprimeront  parcons^quent  les  coordondes  du  point 

(0),  rapportd  aux  axes  Ix,  ly,  Ja.  Mais  d^ja  S,  T,  U expriment  les 
coordoundes  de  (0)  rnpportd  aux  axes  d’inertie  Ix',  ly,  /%':  on 
aura  donc  x,,y par  les  formules: 

— ^r,  =aS-ha'T-ha"U 

— y , =ßS  + ß'T  + ß''U  , 

— =rs+yT+r"U. 

Pour  passer  ensuite  des  coordonnees  X,  Y,  Z aux  coordonnees 
paralleles  x,  y,  s,  on  a les  equations: 

X = x -4-  x , , Y=y-\-y , , Z = a-4-*,  1 

' XY—xy  + yx,  -\-xy,  +x,y, 

XZ  = w4-m,  -4- xx,  -4- x,a, 

YZ  = ya  + ay,  -4 -ya,  + y,*,; 

et  comme  par  hypothese  les  plans  coordonnds  ( xa , xy,  ya)  passent 
par  le  centre  d’inertie,  on  a Z.mx  = 0,  ^.wjy  = 0,  ^.«s=0,  et 
partant,  M exprimant  la  masse  entiere  du  corps: 

2 . m X Y = Mx,y,  -4-  2.  mxy 
2’.#»XZ  = Mx , * , -4-  — . mxs 
— . m YZ  — My,a,  -+-2.mys. 

Mais  Taxe  OK  ou  OX  devant  ötre  un  axe  d'equilibration  des  forces 
centrifuges,  il  faut  que  la  somme  de  leurs  moments  a tourner  OX 
autour  d’un  axe  quelconque  tel  que  OY  ou  OZ  soit  nulle;  c’est 
ce  qu’on  pourra  exprimer  en  posant  a la  fois  2.«X  F=0,  ~.mXZ 
= 0;  ou  bien  en  derivant  simplemcnt  2,»X  Y = 0,  l’axe  OK  dtant 
alors  dirigd  d’une  innnidre  quelconque  par  le  point  fixe,  dans  un 

Elan  normal  a OX.  Ainsi  en  se  donnant  cette  latitude,  on  doit  se 
orner  a faire : 

2.aXK=0 


ou  bien: 

Mx,y,  -4-  2 . mxy  — 0. 
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Si  I’od  substitue  da  ns  cette  derniere  equation  les  valeurs  de 

(x,  «),  (■*■,,  y,)  en  fonction  de  x,  </,  a,  ß,  y,  a\  ß,  / S, 

T.  U,  od  obtiendra  lVquation  de  condition  glndrule: 

aß  (MS*  -+-  2 . mx’*)  + aß" (MT*  -+-  2 . mi/*) 

-+-a"ß"( ML*  + 2 .mx”) 
-+-  MST . (aß'  -f  a'ß ) -+-  MSU(aß"  -+-  a'ß) 

-+-  MTV(u'ß"  -+-  a"ß). 

Cette  equation  dcvant  subsistcr,  quelle  que  soit  la  valeur  de  ß,  ß', 
ß",  aura  encore  lieu,  quund  on  fait  tour-a-tour  cbacuue  de  ccs 
quantites  nulle.  Si  donc  on  pose  pour  abrdger: 

MST—f,  MSV—g,  MTV—  h 
2 . my '»  — 2 . mx*  ■+■  Ml * — Ml1  = B 
2 . mx  * — 2 . i»xn  -+-  MS*  — Mi  * ==  A, 

on  obtient  les  equations  suivantes,  toutcs  issües  de  la  conditioa 
generale: 

a’u"B'  -f-  faa"  — gaoi  -f-  h («"*  — «'*)  = 0 (1') 

aa"A'  -+-  fu'a"  -+-  g(a"*  — a’)  — hua!  = 0 ....  (II') 
aa'(A  — B')  -f- f(a'2  — a’)  -f-  gdu"  — haci’  = 0 . . . . (111'). 

Maltipliaut  la  Ire  pur  a,  la  seconde  pur  et  retraucbaat  meiubre- 
a - meinbre , puis  supprimunt  le  facteur  u"  coinmun  aux  termes  re- 
stants,  ou  ubtient  la  3ieme  equation.  Ainsi  cette  derniere  n’est 
qu’uoe  consdquence  des  deux  autres,  ce  qui  prouve  que  jusqu’ici 
il  n’y  a aucune  iinpossibilite  a la  question  proposee;  car  on  n’a  de 
cette  moniere  que  deux  equations  distinctes,  lesqnclles  £tunt  jointes 
ä la  relation  pcrpetuellc  «* -(-«'*  + «"*  = 1,  serviront  ä faire  con- 
naitre  les  angles  relatifs  aux  cosinus  «,  a",  et  compris  entre 

l’axe  OK,  et  enlre  les  axes  d’ioertie  Ix' , iij.  Ix’.  De  plus  commc 
l’dlimination  de  a' , u'  se  rdduit  ä une  Operation  tonte  analogue  a 
celle  qn’on  a ddjä  effectu^e  pour  le  cas  du  ceutrc  d'inertie,  et  que 
d’un  autre  edte  les  trois  Equations  precldcntes  sont  aux  coefficients 
multiplicateurs  pres  les  mdmes  que  cellcs  du  premier  cas,  il  s’cnsuit 
que  si  l’on  pose  encore  une  fois: 

a = cos  & . cos  q,  a'=  cos  # . sin  q,  a"=sin^ 

puis: 

tang  & = x,  tangq  = £, 
on  obtiendra  l'dquation  du  3ieme  degre: 

At^  + B,^+C^+D,=0, 

dans  la  quelle  on  a sans  nouveaux  calculs  ct  par  contpnraisou  avec 
le  cas  traite: 
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Ax=h(P  -g*)-gfB' 

ltx  = g{U'  -/»  - g*)  4-  hfA  4-  (>}/-  tfÄ')  M'  - ZO 

C,  = A(2g’  - /i»  -/’)  -+-/**'  4-  (AA‘  - Ä ) 

D, =g(f*-A*)-fAA'. 

Soient  A,  ß,  C les  trois  moments  d’inertie  priucipaux  du  corps, 
relatifs  au  ceutre  (/):  oo  aura  douc: 

A — B = 2.m(y A — C=2.m(x"1  — a/'), 

- B — C—  2 . *»(*'*  — t/z) ; 

et  pour  plus  de  clartd  dans  les  notatious,  il  sera  utile  de  dresser 
le  tablcau  suivuut: 

A'  = C — A -+-  Af(Ä*  — U *) 

B — C—  B- H M(T*—V *) 

A'-B'z=B  — A-+-M(S'—  T>) 
f=  MST,  g=MSU , h = W7Y/. 

Si  l’on  devcloppe  nmiuteuant  les  valeura  de  A,,  B,,  C„  D , en 
foDction  des  coiistautes  A,  B,  C,  qui  expriment  en  calcul  par  leurs 
valeurs  respectives  le  mode  de  distribution  de  la  mutiere  inerte,  ou 
ce  qu’on  pourrait  nommer  la  forme  m£canique  du  corps,  et  eu 
fonction  des  quantit^s  S,  T,  U,  coordonudes  du  point  (ixe  ( O)  par 
rapport  aux  trois  axes  d’inertie  du  solide,  ou  trouvera  par  des  re- 
ductious  longues  mais  facilcs: 

A,  = M*(B — C)S*TL\ 

ßl=Mt(C-A)ST1U-4-M'(B—J)SLt-t-M'(C—B)(Tt-l')SU 

— M(  C—  B)  (B—A)SU, 

Ct=M*(C-B)S*  TU-M'(B-A)  TU'+-M*(C—A)(S'—T')TU 

4-  M(B  — A)  C — A)  TU, 

D,  — M*(A  — C)ST*  V. 

Ainsi  donc  le  probleme  gdneral  tel  que  nous  voulions  l’cnvisager, 
se  trouve  compldtemeut  resolu:  car  un  solide  homogene  continu  ou 
discontiuu  etant  donnd  de  grandeur  et  de  positiou  dans  l’espace, 
et  coonaissant,  comme  cela  arrive  souveut  (reiuurq.  III,  No.  3.)  la 
positiou  de  ses  trois  axes  d’inertie,  on  obtieudra  celle  de  ses  trois 
axes  permanents,  relatifs  a un  point  lixc  quelconque  par  l’evnlua- 
tion  simple  des  quautitds  A,  B,  C,  M,  et  des  coordonnees  S,  T,  V, 
qui  donneot  la  positiou  du  point  fixe  par  rapport  aux  trois  axes 
d’inertie.  Cor  ces  quantites  etant  conndes  en  nombres,  un  obtieu- 
dra la  valeur  de  £ par  la  rdsolutiou  d’une  equatiou  nuraerique  du 
3ieme  ddgrd.  Pour  tircr  ensuite  de  lä  lu  valeur  de  z = taug  &,  il 
faut  se  rappelcr  que  dans  le  cas  du  ceutre  (/)  uous  avous  trouve 

pour  al/T  £*  la  valeur  — j de  sorte  qu’alors  la 

valeur  de  a etait  couuue  eu  foDCtiou  de  £,  dejä  cense  calcule.  l)e 
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plus,  pour  passer  de  ce  pretnier  cas  ou  cus  actuel,  il  faut  cbangcr 
6 — c en  B’,  a — c eu  A\  partant  a — b en  A‘  — JW,  puis  les  * 
uuautitcs  f,  g,  h,  qui  d’abord  designaient  les  somaies  £ .mxy, 

£ .m.vs,  £ .myz,  ddsignent  presentemeut  les  qunntites  MST,  MS li, 
MTU\  dune  on  aura  dans  le  cas  actuel: 

ou  bien: 

_ MS*  — MT*  -\-B  — A-t-MSl\p  — I) 
MU{T—SQ\/T+? 

Connaissant  f et  s,  on  connaitra  les  quantitds  a,  o',  a"  relatives  a 
un  meine  axe  inconnu  OK,  lequel  sera  par  suite  connu  de  position 
et  de  direction  dans  le  solide  proposd. 

L’axe  OK  ou  OX  £taut  ainsi  trouvd,  commc  les  dquations  (I', 
I!',  III')  sont  absolumcnt  analogues  aux  cquations  (I,  II,  111)  du  1er 
cas,  il  s’ensuit  que  les  deux  autres  sont  dans  un  plan  normal  en  ( O ) 
a cet  axe,  et  qu’on  en  calculera  les  directions  par  l’tfquation  sui- 
vante  qui  est  l’analogue  de  i’e'quation  ((C).  No.  3.): 

(cos ’<p — sin’ <p).£.tn  YZ  — sin 5p. cos <p. £.m(  Y * — Z’)  = 0.. ..  (C) 

5. 

II  importe  de  rlmarquer,  que  les  valeurs  des  coefiicients 
A,,/t ,,C,,DX  dependaut  pour  tous  les  termes  en  A,B,  C,S , T,  (J  de 
la  difference  des  moments  d’inertie,  pris  deux-a- deux , ne  penvent 
pas  se  simplifier  d’uvautage  dans  le  cas  particulier  d’une  forme  de 
corps  donuee,  a moins  que  cette  forme  ne  soit  donuee  en  meine 
temps  par  ses  dimensioos.  On  voit  aussi  par  les  formules  generales 
que  deux  solides  scmblables  et  semblableinent  places  ont  les  niemes 
axes  principaux , ou  du  moins  des  axes  paralleles  en  deux  points 
homologues  quelconques. 

ß. 

Uuand  le  solide  est  de  Evolution  autour  d’un  axe  d’inertie 
la?,  on  a B — £7=0,  partant  A,  =0,  et  I’lquation  trouvee  prd- 
cedemment  s’abaisse  au  second  (legre,  car  eile  devient: 

Ä.P-i-eiC+Ä.atO....  ( D ) 

Dans  ce  meme  cas  on  conclut  deja  par  la  theorie  du  §.  I.  que 
tout  plan  conduit  suivant  Taxe  de  rdvolution  est  un  plan  principal 
on  d’inertie,  c.  ä d.  renfermant  deux  axes  principaux  du  centre: 
donc  de  quelque  moniere  que  le  point  fixe  ( £^)  est  place,  il  peut  6tre 
cense  situe  dans  un  plan  d’inertie  central  (x’fy’),  et  il  est  pnrsuitc 
permis  de  faire  £/=  0,  ce  qui  donne  B , =0,  C,  =0,  D , =0,  et 
x=o c.  Ainsi  des-lors  un  des  axes  pennanents  de  rotation  en  (O) 
est  normal  au  plan,  que  determinent  l’axe  de  rtivolution  et  le  point 
donne  (0);  et  les  deux  autres  sont  parconsequent  dans  ce  plan. 
Pour  y trouver  leur  position , on  peut  proceder  par  le  moyeu  de 
l’lquation  (C’).  U’ailleurs,  si  avant  que  de  faire  (7=0  commuu  ii 
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tous  les  termes  de  l’dquation  ( />),  on  supprime  ce  facteur,  et  que 
I’od  pose  ensuite  17=0,  on  obtieut  par  Substitution  de  B,,Ct,D, 
et  cu  dgard  ä B — C=  0,  la  reiatiou  suivante: 


^ M*ST  ^ — v’ 


laquelle  donue  la  valeur  des  angles  que  forment  avec  Taxe  de 
figure  J.v  les  deux  axes  principnux  eu  (0)  situds  dans  le  plan 
(Olaf),  et  l’on  vuit  encore,  ce  qu’on  savnit  deja  genenilemeut,  que 
ceux-ci  sont  ä angles  droits,  puisque  les  racines  f, C douncnt  la 
condition  £'£"  -+-  I = 0. 

Quant!  en  uu  point  d’un  solide  dornte  il  existe  une  infinite 
d’axes  permanents,  tous  situds  dans  uu  mente  plan,  ce  point  peut 
dtre  considdre  comtne  uu  ceutre  d’axes,  et  on  le  nommera  par  cette 
raison  centre  de  rayunnement  ou  centre  de  radiutiou 
plane,  tandisqne  nous  nommerons  centre  de  radiution  abso- 
lüe  tout  point  d’un  solide  pour  lequcl  il  existe  une  infinitd  d’axes 
suivant  toutes  les  directions  possibles  de  l’espuce. 

D’apres  ce  qui  prdcede,  il  est  facile  d’obtenir  les  ceDtres  de 
rodiation  plane  des  solides  de  revolutioo.  Bo  effet  pour  trouver  les 
coordonndes  d’un  tel  point,  il  faut  exprimer  que  les  racines  £r 
sont  inddtermindes,  ce  qui  exige  qu’on  fasse  a la  fois: 

«1=0,  et  B — A = M[T* — Ä*). 

Ln  Ire  de  ces  dgnlitds  est  satisfaite  par  <S=0,  et  par  T=  0.  Si 
Taxe  de  figure  est  uu  axe  de  moment  d’inertie  muxiinum,  on  fera 
T—  0,  et  il  vient: 

®=±V/T- 


Ainsi  dans  ce  cas  le  solide  renferme  deux  foyers  de  radiation 
plane,  situds  sur  l’axe  de  figure  a dgale  distauce  du  centre:'  ce 
sont  donc  deux  foyers  de  radiation  conjugues. 

Si  Taxe  de  figure  est  uu  axe  de  moment  d’inertie  minimum, 
il  faudra  faire  au  contraire  S =z  0,  ce  qui  donne: 


Ainsi  daos  tout  solide  de  rdvolution  autour  d’un  axe  de  moment 
ininimum,  il  existe  une  infmitd  de  centres  de  radiation  plane,  tous 
distribuds  sur  le  lieu  d’une  circouference  de  cercle,  tracde  dans  le 
plan  normal  ä Taxe  de  figure,  et  le  quel  plan  passe  par  le  centre 
d’inertie:  le  royon  de  cette  circonfdrence  est 


A la  vdritd  la  solutiou  prdcddentc  ne  semble  d’ubotd  donner  que  deux 
points  conjugues  de  cette  espece:  inais  il  convient  de  se  rnppeler 
que  toute  droite,  tirde  par  le  centre  d’inertie  norinalement  ä faxe 
de  rdvolutiou  est  un  axe  d'inertie,  et  cn  realitd  la  solutiou  nous 
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indique  qu’une  teile  droite  reoferme  deux  points  de  radiation  con- 
jugues:  eile  montre  donc  qu’en  cffct  chaque  point  de  la  circoufe- 
rccce  en  question  est  ud  centre  de  radiatiou  plane. 


7. 

Observous  que  les  proprietes  prdcddentes  subsistent  encore  pour 
de  certaines  classes  de  solides  qui  oe  sunt  pas  de  rdvolution.  Con- 
cevons  p.  ex.  le  solide  matdriel  homogene,  engendre  par  le  mou- 
v erneut  d’uue  figure  plane  dont  le  centre  d’inertie  se  meut  sur  uue 
droite  normale  a son  plan,  et  d’un  mouvcment  de  transport  commun 
a tous  les  points  de  la  figure.  Si  pour  les  deux  axes  d’inertie  de 
In  figure  pinne  les  moments  d’inertie  correspondants  sont  dgaux 
entr’eux,  le  solide  engendrd  aura  aussi  ses  moments  dgaux  relati- 
vement  a scs  deux  axes  principaux  iesquels  sont  dans  un  plan  nor- 
mul a Taxe  directeur,  et  de  plus  paralleles  aux  axes  principaux  de 
la  figure  mobile,  tel  est  p.  ex.  le  cas  d’un  parallelipipede  droit  a 
base  quarrde  ou  a base  lozange , d’un  cyündre  a base  circulaire, 
quoique  appartenant  ddja  aux  solides  de  rdvolutiou.  II  existe  d’uil- 
leurs  d’autres  cas  de  solides  qui  sans  etre  compris  dans  l’une  ni  dans 
l’autre  des  deux  especes  prdcddentes  ont  neanmoins  deux  moments 
d’inertie  principaux  du  centre  dgaux  entr’eux:  tel  est  p.  ex.  l’octae- 
dre  forme  par  deux  pyramides  egales  rdgulieres,  appuydes  sur  une 
mene  base  quarrde,  et  mdine  lozange.  Les  diagonales  de  cette  base 
sont  dvidemment  deux  axes  principaux  ä moments  dgaux,  tandis  que 
le  3ieme  axe  d’inertie  central  repondra  en  general  ä uu  moment  „ 
plus  fort  ou  plus  faible. 

Si  l’on  demandait  les  axes  permanents  de  rotation  d'un  tel  so-., 
lide,  relatifs  a uu  point  fixe  quelconque  (ö),  la  solution  de  la  que- 
stion se  trourerait  toute  faite  par  nos  formules  gdndrales.  En  Dom- 
inant Ix  l’axe  du  moment  d’inertie  inegal,  ou  aurait  ici  B — C, 
partant 


A,  =0,  B,  = 3 1’(B  - A)S.  U(T*  H-  //*), 
t\  = M\B  - A)TL\S * — 7”  — V*  -f-  ™^), 

D,  — — M*(B  — A)ST*U, 

Ä.tM -C,t+D,  =0. 

Si  l’on  porte  maintenant  dans  cette  derniere  les  valeurs  de 
B„  C„  D„  ou  pourra  y supprimer  ensuite  le  facteur  commuu 
M*{B — A)C  toutes  les  fois  que  le  point  fixe  ( 0 ) ne  se  trouve 
point  place  dans  le  plan  y'x'i  cur  alurs  U ne  sera  pas  nul.  Ayant 
une  fois  £ pur  l'dquation  ainsi  prdparde,  on  aura  egalement  s con- 
formemcnt  aux  indicatious  de  la  fiu  du  No.  4.  Ainsi  la  question 
iicfuelle  est  resolöc. 

Si  l’on  resout  l’dquation  en  £,  on  reconnaitra  que  pour  les 
points  de  radiation  des  solides  de  cette  classe  il  faut  avoir  encore 
C,  =0,  Bl—  0,  partant: 

y*(B—A)S(Jz=  0,  3B(B— A)TL\S'—  T* - [J>  + ~-)==0. 
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De  lä  on  conclut  1)  que  quaod  faxe  directeur  da  mouretneot  de  la 
ligure  gdndrotrice  (ou  Taxe  du  moment  inegal  dans  d’autres  cas) 
est  un  axe  de  momeat  d’inertic  maximum,  il  existe  sur  cet  axe  deux 
foyers  conjuguds  de  radiation  plane,  et  distants  du  centre  d’inertie 

d’une  quantitd  |/ ^ qne  si  au  contraire  cet  axe  central  est  un 

axe  de  moment  d’inertie  minimum,  les  foyers  de  radiation  plane,  con- 
jugues  deux-k-deux,  se  trouveront  sur  unc  circonfdrence  de  cercle 
situde  dans  le  plan  normal  cn  (/)  k l’aye  dont  il  s’agit,  et  ddcrite 

avec  un  rayon  l/v  Examinons  de  plus  pres  la  derniere  by- 

potkegc  laquelle  udmct  et  donne  parconsdquent: 

£ = 0,  et  7\S*  — T1  — (]'  — 0. 

L’dquation  8 = 0 montre  d’abord , que  si  les  centres  de  radiation 
pinne  existent,  il  faut  les  chercber  tous  dans  le  plan  (y  Ix').  La 
2ieme  cquntion  est  ensuite  satisfaite  par  l’dgalitd  a zdro  de  chacun 
de  ses  facteurs,  ce  qui  donne  tour- k-  tour: 

r=o,  et  r+  (7*  = ^j4. 

ß — > 

Mais  l’equation  T=0  prouve,  que  le  point  17= — jj—  du  solide 

est  lui-mdmc  un  foyer  de  radiation  plane,  c.  k d.  que  tous  les  axes 
en  cc  point  situds  dans  un  certain  plan  peuvent  iltre  des  axes  per- 
manents  de  rotation:  mais  dvidcmment  ce  n’est  la  qu’une  solution 

particuliere  de  la  circonfdrence  T’  + J7’  = — . Si  l’on  a encore 

B = A,  ce  qui  est  ln  limite  de  l’indquation  B7>A,  il  viendra  k 
la  fois  S = 0,  T*-+-  C*=0,  ou  8 = 0,  T=  0,  17=0:  c.  k d. 
qu’alors  le  centre  d’iuertie  est  un  foyer  de  radiation  plane  d'axes 
principaux,  ce  qui  n’est  encore  qu’une  suite  ndcessairc  de  la  cir- 
Conference  reconnde. 

II  est  du  rcste  facile  de  se  convaincre,  que  les  points  ainsi  ob- 
tenus  sont  de  radiation  plane;  car  par  exemple  la  supposition  de 
(7  = 0,  7,=  0 donne  a = oo,  de  sorte  qu’il  y a toujours  un  axe 
permanent  qui  coi'ncide  au  point  donnd  avec  la  normale  au  plan 

x’y'. 

L’hypotbesc  S=.0,  M(T * (7*)  = B — A reduit  Ja  valeur  de 

-*»3  = -^,  et  foit  voir  que  l’un  des  trois  axes  permanente  en 

un  point  quelcoDque  pris  sur  le  cercle  M(T*  •+•  (7 *)=B — A,  a 
uuc  iuclinaison  ddterminee  sur  le  plan  (x'y'),  ddpcndante  de  la  Po- 
sition particuliere  de  ce  point,  et  que  les  aulres  axes  permanente 
en  nombre  illimitd,  sont  cependant  tous  situds  dans  un  mdme  plan 
normal  au  1er  axe. 

Ln  condition  de  C,* — 4 B,D,  =0,  qui  exprime  que  les  deux 
racines  de  £ sont  egales  entr’elles,  ue  conduit  k aucune  conclusion 
qui  ne  soit  dejk  couniic;  on  trouverait  facilement  qu’cllc  ne  saurait 
«Ire  satisfaite  que  par  la  supposition  de  C,=  0,  B,=  0 qu’on  a 
dejk  examinde. 


Digitized  by  Google 


187 


Les  r «eines  de  l’equation  =0  ne  sauraient 

jamais  devenir  imaginaires,  parceque  la  quantite  6’,* — MJt  D,  se 
rdduit  ä une  quantite  essentiellement  positive: 

M*(B  — — T'  — ü*  -+- 

-\-\M*(B  — A )'S*T*U*(T>-+-  V'). 

Ainsi  cont'ormdmcnt  aux  cooclusions  de  la  metbode  generale  il 
n'existe  ici  aucuu  point  extdrieur  du  solide,  qui  n’admette  au  moins 
trois  axes  permauents. 

Les  deux  racioes  de  l’eqnation  trouvee  sont  egale»  et  de  signes 
contraires  daus  tous  les  cas  particuliers  oii  l’on  a C,  = 0,  et  eiles 
devieonent: 


Dans  ce  cas  il  faut  que  le  point  (O)  soit  place  sur  une  surfuce  du 
second  ordre  C,  —0  ou: 


8*  — T*  — 11*  = 


A-B 
M ’ 


la  quelle  coupe  les  plane  principaux  ( x' >/ , x'x' ) suivant  deux  hy- 
perbnles,  et  le  plan  (t/s)  suivant  une  circonfdrence  imaginaire  ou 
reelle,  selon  que  l’axe  la:'  du  moment  inegal  est  de  maximum  ou 
de  minimum:  ainsi  la  surface  sera  un  hypcrboloide  de  rdvolution  a 
deux  nappes  dans  le  premier  cas,  et  a une  seule  noppe  daus  le  se- 
cond cas.  On  obtiendra  d’ailleurs  sans  difliculte  la  valeur  de  * 


correspondante  k celle  de  t,  — ± V U*-\-T*  ^ans  *a  ^or,nn*e  6^n®' 

rale  qui  donne  a en  £,  S,  T,  U,  etc 

l'our  l’espece  de  solides  dont  on  vient  de  s’occuper,  on  ne 
saurait  faire  separement  //,  =0,  ni  Dl=Q,  sans  admettre  que 
le  point  (O)  soit  place  dans  l’un  des  trois  plaus  principaux  du  so- 
lide. ür  cette  position  particuliere  du  point  (O)  rndritu  sans  doute 
queique  attention:  inais  on  peut  l’envisuger  d’une  moniere  plus  gd- 
uerale  et  meine  pour  les  corps  qui  ont  ä la  fois  leurs  trois  moments 
d'iuertie  principaux  du  centre  indgaux  entr’eux.  Cet  examen  fera 
l’objet  du  No.  suivant. 


8. 


On  demande  de  ddtermincr  les  axes  permanente 
d'un  solide,  relatifs  a un  point  situd  dans  l’uu  quel- 
conque  des  trois  plans  principaux  du  centre  de  cc  so- 
lide. 

Solution.  Supposons  d’abord  que  le  point  (0)  soit  situe  dans 
le  plan  principal  (or',  y1);  on  auri*  donc  CI  = 0,  partout  At  =0, 
B,  =0,  C\  =0,  I),  =0,  car  U est  un  fuctcur  cnmmun  a tous 
ces  coefficients.  II  semble  donc  que  pour  le  point  ainsi  placd  il  y 
ait  une  infinite  d’axes  permanents,  ou  que  du  moins,  s’il  n’y  en  a 
que  trois,  leur  determination  dchappe  a la  metbode  generale.  Mais 
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ou  s’apper^oit  en  du' me  temps  qu’en  supprimant  le  facteur  U com- 
idud  a tous  les  termes  de  l'dquation  du  diente  degrö,  et  cbercbant 
ensuite  ce  que  deviennent  les  quantitls  A,  : V , Bx  : V , Cx  : 17, 
•D,iU  pur  tu  supposition  de  U = 0,  ou  parvicut  a l’dquation  veri- 

table  qui  convieut  a ce  nouveau  cas.  Nommant  QjjJ  la  valeur  de 

-jj  qui  rdsulte  de  cette  bypothese,  CjfJ  celle  de  jj-,  et  a'msi  de 
suite  pour  Cx,  Ox,  on  aura 


(r)t‘ + (§0? + ®c+ (% = ». 

et  cette  dquation  pourra  servir  a determiner  les  trois  axes  perma- 
nents.  Muis  eile  ne  fait  pas  connaitre  d’une  maniere  gduerale  la 
position  mutuelle  de  ces  lignes,  et  c’est  cepeudaut  la  l’objet  auquel 
il  faut  attacher  ici  le  plus  d’importance.  Kn  se  reportant  ici  uux 
equations  g^ndrales  (T,  II',  III  ) et  rcmarquant  que  U — 0 donue 
g — 0,  ä = 0,  on  obtient  les  relations  simplilides: 


(1)  a'a"/f  -+-  fad'  = 0 \A'  = MS'-\-C—A 

(2)  aa"A'-h /«'«"  = 0 > ß = MT*  ■+■  C — B 

(3)  aa'(A'  — ß') ■+■  Aa  * ~ «* ) = 0 ' A'—B—  M(S* — T‘y+-ß — A 


Si  l’on  supprimc  d’abord  le  facteur  «"  dans  cbaque  membre  des 
deux  premieres  condition»,  on  a: 

u'B'  ~+-/a  = 0,  aA  -4 -fvl  = 0. 

Tirant  de  la  les  valeurs  de  a',  et  les  egalant  entr’elles,  on  obtient 
la  conditioD: 


(f'-A'B)*  = 0, 


ct  comme  on  ue  peut  avoir  gdm'ralement  le  facteur  f%  — A' B'  dgal 
a zdro,  a moins  que  le  poiDt  (O)  deja  situd  dans  le  plan  (x'y1)  n’y 
occupe  une  positiou  particuliere,  il  est  manifeste  qu’on  doit  faire 
« = 0;  ce  qui  donne  parsuite  a'  = 0;  ces  valeurs  dtant  iutroduites 
dans  la  relation  perpetuelle  a* +....=  1 donneront  a'=±l. 
Ainsi  daus  ce  cas  l’un  des  trois  axes  cherches  est  paralelle  ä 1% 
ou  se  trouve  normal  au  plan  principal  dans  lcquel  on  a placd  le 
point  ( O).  Uuant  aux  deux  autres,  ils  seront  parconsequent  situes 
daus  ce  plan  intime  oü  ils  occupent  une  position  qu’ou  peut  ddter- 
miner  par  la  mdtbode  de  l’dquat.  (CT).  No.  i.;  mais  on  peut  aussi 
les  deauire  des  dquctions  de  condition«  posees  ci-dessus.  En  effet 
les  deux  premieres  doivent  et  re  satisfuites  aussi  par  la  supposition 
de  a"  — 0,  ce  qui  laisse  les  cosinus  a,  u encore  inconnus.  Mais 
cotnmc  on  a outre  la  3ieme  equatiou  celle-ci:  aJ -f- a'a  = 1 , on 
aura  deux  relations  pour  ddterminer  deux  inconnöcs.  1,’elimination 
donnera: 


n/  m'-zo» 

2 V (4- -#)*+*/*' 
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Si  donc  on  pose  a = cos<p,  et  quc  l’on  denote  par  9',  9''  les  an* 
gles  qui  repondent  aus;  deux  racines,' on  obtient; 


(O) 


st  — ir 


9 = 2 


2 '/(AC  — B) 


a - ir 


pour  abreger.  I.a  valenr  ar  = 0 montre  qu’un  ou  deux  des  axes 
chercbes  sont  situcs  dans  le  plan  d’inertie  (ar'i/),  et  les  raleurs 
9',  9"  ^ui  donnent  lang  9'  . tang  9" -f-  1 = Ö nous  apprennent 
qu’effectivcment  ces  axes  sont  au  nombre  de  deux  et  qu’ils  sont 
a angles  droits.  De  plus  leurs  directions  par  rapport  a la:  se 
trouvent  ddtermindes  par  les  dquations  en  9',  9".  Ainsi  la  question 
actuelle  est  resolüe. 

Pour  comprendre  la  direction  de  ces  deux  axes  dans  une  seule 
formule,  on  observera  que  cos1  9 = £ -f-  \K  donne: 

sin39=y — jÄ,  cos1 9—  sin1  y>=K,  •lsin,9  cos1 9=!  — Ä*, 


partant: 


tang  : 


2/  _ 


2 MST 


A — B B — A-i-M(S2 — T‘)’ 


resultat  auquel  ou  parvient  aussi  par  la  mdthode  qui  emploie  di- 
rectement  l’angle  auxiliaire  9.  Le  rdsultat  prdeddent  et  notamment 
la  valeur  de  cos  9 ou  celle  de  tang  %>  nous  fournit  le  moyen  de 
de  ddtermioer  les  centres  de  radiation  plane  situds  dans  le  plan  prin- 
eipal  ( xy ).  On  voit  en  effet  qu’ou  n’a  qu’a  exprimer  analytique- 
ment  la  condition  que  l’angle  9 reste  inddtermind , ce  qui  revient 
a faire  ä la  fois: 


ST=  0,  B — A -+■  - T1)  = 0. 

Si  Ton  a B>A,  on  fern  S=0,  et  il  vient: 

Si  l’on  a B<iA,  on  fern  T=0,  et  il  vient: 


8 — 


On  conclnt  de  la  que  Taxe  du  moment  d’inertie  mnximum  dans  nn 
solide  quelconque  renferrne  toujours  deux  foyers  conjuguds  de  ra- 
diation plane,  qui  a lieu  dans  le  plan  principal  müme  forme  par  les 
deux  autres  axes  d’inertie  du  centre. 

On  demontrerait  de  mdme  que  l’axe  principal  du  moment  d’iner- 
tie moyen  du  solide  renferrne  deux  foyers  coojuguds  de  radiation 
plane  qui  se  fait  dans  le  plan  formd  par  les  deux  autres  axes  prin- 
cipaux.  La  distance  des  foyers  au  centre  est  dans  ce  dernier  cas 
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\ / ß — 4 7 

dgale  a y — ^ — . On  suppose  alors  A B et  B > C s faxe  du 

moment  d'iuertie  minimum  ne  renferme  que  des  foyers  de  radiation 
imaginaires.  Dans  Ie  cas  des  solides  de  rdvolution  du  l’oo  a B=C, 
In  distance  focale  devient  nulle,  et  l’ou  en  conclut  ce  qu'on  sarait 
ddja:  que  dans  les  solides  de  rdvolution  et  dans  ceux  avant  seule- 
mcnt  deux  moments  egaux,  tous  les  axes  du  centre,  traces  dans  le 
plau  normal  k Taxe  de  figure  ou  a l’axc  du  momeut  inegal,  soot 
des  axes  priucipaux. 


9. 

Nous  avons  eouclu  de  l’equation: 

(/*  — A’B')u  = 0, 

que  l'un  des  trois  axes  permanents  est  normal  au  plan  principal  oii 
lc  poiut  fixe  ( U)  se  trouvc  place : mais  si  le  poiut  uvnit  dans  cc 
plan,  dans  celui  des  (.T'y1)  p.  ex.  une  position  particuliere  propre 
a satisfaire  k legalite  a zerr»  du  1er  facteur  c.  a d.  k l’dgalitd: 

P — AB'  = 0, 

on  ne  serait  plus  en  droit  d’admettrc  cettc  conclusion,  relative  k 
la  direction  de  I’axe  cherche;  car  les  quantitds  u,  u'  dtant  tou- 
jours  assujetties  uux  conditions  (1,2,3)  resteraieut  indeterminees 
entre  de  ccrtaines  limites.  Or  la  condition  f1 — A’B  = 0 peut 
£tre  remplie  de  deux  manieres:  1)  pur  l’hypothkse  dey=0,  A'B’ 
= 0 k la  fois;  2)  par  l’livpotkese  de  f*  ■=  A B’ , equation  qui  peut 
subsister  sans  qti’aucnne  des  quantites  y,  A',  B soit  separdment 
nulle.  Exominons  d’abord  le  cas  de  la  prcmiere  supposition.  Elle 
exige  qu’on  ait  k la  fois  y=0,  A=0,  on  bien  / = 0,  tf  = 0. 
Or  chaque  Systeme  de  ces  dquations  ramene  aux  propridtds  partiell* 
lieres  que  l’on  n ddja  reconnues.  Reste  donc  a interprdter  l’hypo- 
tbese  plus  gdndrale:  • 

/*  = AB>, 

laquelle  dtant  ddveloppde  deviendra: 

MS'(C- B)  1UT*(C—  A)  = — (C—  A)  ( C — ß). 

Si  C est  le  plus  graod  des  trois  moments  d’inertie  principaux,  la 
courbe  prdcddente  est  imagioaire. 

Si  C est  le  minimum  de  ces  trois  moments  d’inertie,  In  courbe 
de  cette  equation  sera  une  ellipse,  tracde  dans  le  plan  formd  par 
les  axes  du  moment  maximum  et  du  moment  moycn. 

Si  C est  le  moment  d’inertie  moyeu,  il  y aura  un  terme  positif 
dans  le  premier  mcmbre,  tandis  que  l’autre  est  ndgatif,  et  le  second 
membre  devient  positif.  Ainsi  deslors  la  courbe  de  l’dquation  sera 
une  byperbole  concentrique  au  Systeme  et  tracde  dans  le  plun  prin- 
cipal torrnd  par  les  axes  des  moments  minimum  et  maximum. 
De  plus  la  supposition  f*—Aß'  reduit  les  equations  (1)  et  (2) 
a une  meine  condition: 
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(aJ!-h  fa)a"  — 0, 

a laquelle  il  faut  joindre  la  relation  perpbtuelle: 

a’  + a'J  a"1  = 1 

et  l’equation  (3): 

aa'(A  — ZT)  -+- /(«'*  — n»)  = 0. 

Si  I’ob  suppose  dabord  a"  = 0 , ii  restern  pour  la  determination 
des  quantitbs  a,  a'  les  deux  bquations  de  condition: 

a*  -f-  «'*  = 1, 

' aa‘(A'  — ß')  -+■  /(«'»  — a>)  = 0; 


car  alors  cette  derniere  n’est  plus  une  consbquence  des  deux  autres 
a cause  de  a"  = 0.  Or  ce  cas  d’blimination  a dtd  dbja  traite,  et  il 
uous  a douue  uu  Systeme  d’axes  permanent» , l’uu  normal  au  plan 
d’inertic  ( .v'y’ ) , et  les  deux  autres  situbs  dans  ce  plan  au  point 
donne  ( S,T ).  Pour  i’un  de  ces  derniers  on  a trouve  qu’il  fait  avec 
l’axe  des  abscisses  un  angle  tp'  donnb  par  l’bquation  (/J)  du  No.  8. 
laquelle  devient  ici  en  vertu  de  la  valeur  de  /*: 

cos*  q/  = y ■+■  et  lang*  <p  = 

Ainsi  l’un  de  ces  axes^forme  avec,  l’axe  des  abscisses  un  angle  dont 

la  tangente  est  ± et  l’autre  un  angle  de  tangente  qp  n 

Mais  nos  bquations  de  condition  doivent  ötre  satisfaites  anssi  indb- 
pendamment  de  la  valeur  particulibre  a"  = 0 attribube  a a".  L’e- 
quation (3)  n’est  d’ailleurs  qu’une  consequencc  des  deux  autres 
(1,2),  si  l’on  ne  suppose  pas  d’avance  «'zziO;  et  il  sufGra  parcon- 
sbquent  de  poser  gbnbralement 

aA'  fd  = 0,  a-  -f-  a'*  -f-  art  = 1. 

Or  si  l’on  dbnote  par  q l’anglc  compris  entre  l’axe  Ja. r et  entre  la 
projection  sur  le  plan  (ar'y)  de  l’axe  d’cquilibratian  eberebb,  et  par 
& son  inclinaison  a ce  plan,  on  pourra  faire: 

u = cos  & . cos  q,  «'  = cos  & . sin  q,  u"  — sin  &. 

De  la  on  conclut: 

A’  cos  & . cos  q •+-/  cos  # . sin  q = 0, 

car  la  relation  perpbtuelle  devient  identique.  La  derniere  bquation 
se  partage  cn  deux  facteurs,  Tun  cos  & = 0,  qui  reproduit  la  solu- 
tion  de  l’axe  normal  au  plan,  et  l’autre: 

A'  cos  q sin  q = 0 

donne: 
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taogt]  = — j 


et  l’angle  & restera  indetermine  pnrtant  orbitrnire.  11  en  est  par- 
consequent  de  mfime  des  trois  cosinus  a,  a , a'.  Ainsi  toutes  les 
lignes,  situdes  au  point  donnc,  d’uoe  onaniere  quelconque,  dans  un 
plan  normal  au  plan  d’inertie  et  passant  au  point  doune,  sont  des 
axes  d’dquilibration.  Mais  en  substituant  pour  A’,  B’  leurs  valeurs 
dans  l’expression  de  tang  q,  on  peut  s’appercevoir  que  tous  les 
axes  se  projettent  suivant  la  normale  a la  section  conique  au  point 
donnd,  et  que  la  solution  particuliere  qui  provient  de  o"  = 0 est 
comprise  dans  la  solution  gdndrale.  Nous  sommes  donc  en  droit 
d’dooncer  les  propositions  suivantes,  dont  la  premiere  n’est  qu’une 
ndgation: 

1)  Dons  le  plan  principal  du  centre,  forme  pa'r  les  axes  de  mo- 
ments  mojen  et  minimum  il  n’existe  aucun  point,  aucun  lieu  gdo- 
metrique  de  foyers  de  radiation  plane. 

2)  Dans  le  plan  principal  du  centre,  formd  pnr  les  nxes  de  mo- 
ments  maxi  in  um  et  minimum,  il  existe  toujours  une  byperbole 
coocentrique  au  solide  dont  ebaque  point  est  un  foyer  de  radiation 
plane  normale  d’axes  pcrinanents:  c.  a.  d.  que  ccs  axes  sont  tous 
distribuds  dans  le  plan  normal  au  plan  principal,  et  inend  suivant 
la  normale  a la  section  conique  au  point  donnd. 

3)  Dans  le  plan  principal  formd  pnr  les  axes  des  moments  ma- 
ximum  et  moyen  il  existe  toujours  une  ellipse  coocentrique  au 
solide,  dont  cliaquc  point  est  un  foyer  de  radiation  plane  normale: 
c.  a.  d.  que  tous  les  axes  permanents  en  ce  point  sont  situds  dans 
un  plan,  normal  au  plan  principal  et  mend  suivant  la  normale  k la 
section  conique;  de  plus  la  tangente  en  ce  mdme  point  a la  courbe 
est  Taxe  permanent  isole. 

Si  l’on  se  reporte  sur  la  valeur  de  tang  q,  on  voit  qu’elle  est 
inddterminde  pour  le  cas  de  A’  = 0,  f=.  0;  c.  a.  d.  pour  ST—  0, 
et  MS*  -1-  C — A = 0,  dquations  aux  quelles  on  peut  satisfnire  en 

prenant  T=0  et  S . Cette  circonslance  seinble  an- 


noncer  que  les  sommets  du  grand  axe  de  l’ellipse  soient  des  foyers 
de  radiation  absolde  et  universelle:  mais  il  n’eu  est  pas  ainsi,  parce- 
jf  A l ? 

qu’en  derivant:  — y = — > 00  °bt'ent  tang  q = =p  y — , et 

l’hypothese  de  A'  = Q,  T=  0 donnant  ß'  = C — /?,  il  en  resulte 

tang  q = = 0,  ce  qui  est  conforme  k Penoncd  general, 

dtabli  plus  baut.  Mais  pour  Io  classe  de  solides,  qui  auraient  deux 
moments  d’inertie  dgaux  C,  R , et  dont  le  troisieme  A serait  le 
plus  grand,  la  quantitd  tang  q dericut  eu  effet  inddterminde:  ainsi 
pour  cette  cspece  de  solides  les  dcux  points  de  l’axe  du  maximom 

situds  ii  la  distance  centre  sont  des  foyer*  de  ra- 


diation absolus  et  universeis  d’axes  permanents.  Cette  derniere  pro- 
pridtd,  et  cellcs  relatives  aux  deux  sections  coniques  de  radiation  ont 
ete  decouvertes  pour  In  premiere  fois  pur  M.  Itinet  (Journ.  de  l’Ecole 
polyteclin.).  Pius  tard  Ampere  y est  parvenu  de  son  cdtd  ( Xnu- 
reaux  Mdmoires  de  Plnstitut).  Nous  les  nvoos  dgalemcnt  trouvdes, 
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avant  que  d’avoir  pria  une  connnfssance  opprofondie  da  mdmoire  de 
M.  Binet. ' Duant  a la  propridtd  des  deux  foyers  de  rndiation  nbso- 
lus  demontree,  son  uualogue  se  trouve  aussi  demontree  dans  la 
note  p.  496.  lere  Edition  de  la  mdcaniquc  de  Poisson:  mnis  nous 
priuos  le  lecteur  de  revoir  ce  passage  et  le  memoire  de  M.  Binet; 
il  pourra  se  convaiacre  que  la  question  s’v  trouve  euvisagee  sous 
un  poiot  de  vüe  different  de  ce  que  nous  venons  de  präsenter;  c’est 
ce  qu’on  concevra  d’autant  mieux,  si  l’on  a dgard  a ce  que  nous 
dirons  sur  les  momeuts  d’inertie  eguux  entr’eux. 


1«. 

On  voit  par  les  valeurs  des  coefficieutg.-#,,/?,,^, ,D„  que  pour 
tous  les  solides  ayant  leurs  momeuts  d’inertie  principaux  du  ceutre 
egaux  entr’eux,  les  racines  de  l’dquation  en  £ restent  indetermiules 
ou  inconndes:  mais  il  y a ici  ou  du  moins  il  peut  y avoir  un  degre 
d’indetermination  plus  ou  moins  considerable  et  avant  que  de  riet) 
prononcer,  il  faudra  soumettre  encore  ce  cos  particulier  k un  exa- 
men  special.  On  sait  dejä  que  quand  les  moinents  principaux  du 
centre  sont  egaux , tous  les  inoments  relatifs  a des  ligoes  centrales 
quelconques  du  solide  sont  egaux  entr’eux.  De  lä  il  est  aise  de 
couclure  que  de  tous  les  axes  en  un  point  queiconque  (O)  d un  tel 
solide  la  ligne  droite  OJ , menee  du  point  aonud  par  le  ceutre  d’i- 
nertie , est  pour  le  point  ( 0)  l’axe  du  moment  d’inertie  minimum; 
cette  droite  est  uussi  manifestement  unc  l’igne  d’inertie  centrale,  et 
de  plus  tous  les  axes  en  ( 0 ) situds  dans  un  plan  normal  a OJ  cor- 
respondent  a des  moments  d’inertie  £gaux.  Enfin  tous  les  axes  en 
(O)  situes  en  dehors  de  ce  plan,  mais"  distribues  sur  une  mdme  sur- 
face  conique,  concentrique  a OJ,  ont  encore  des  moments  d’inertie 
dgaux  dont  la  valeur  commune  est: 

A + iV . ö/’  . sin’  a, 

A ddsignnnt  le  moment  central,  et  a l’incliuoisou  de  la  gdndratrice 
a la  ligne  OJ,  considdrde  comme  axe  conique.  De  la  on  est  eon- 
duit  a penser  que  si  pour  le  point  ( 0)  il  existe  une  multiplicild 
d’axes  d’equilibrution,  lls  doiveut  au  moins  se  trouver  tous  dans  un 
plan  normal  en  (O)  k OJ.  Or  cette  propridtd  peut  ßtre  en  effet  de- 
montree d’une  moniere  rigoureuse  a Vaide  des  dquations  de  condi- 
tion  generales  (!',  11',  111',  No.  4.);  car  de  queltpie  moniere  que  le 
point  fixe  ( ö)  se  trouve  placd,  on  peut  dire  qu’il  est  place  sur  un 
axe  priucipal  du  ceutre  Ja:',  et  faire  en  coosdquenCe  7’=:0>  t/= 0: 
ce  qui  doune  y=0,  g-  = 0,  >1  = 0,  par  tont: 

B>= 0,  aiu'Jf =0,  aa"A=0,  aa'(A'—ß')—0  ....  (g) 
et  a cause  de  B' — 0,  il  restera  simplemeut: 
aa'A'  = 0,  aa'A  — 0. 

Ccs  conditions  sont  satisfaites  1)  par  a"=0,  a = 0 a la  fois:  ce 
qui  doune  a = l,  et  fait  voir  que  Tun  des  axes  cherches  coincide 
avec  Ol  ou  x ’J\  ce  qui  est  dvident.  Mais  elles  sont  encore  satis- 
faites par  a = 0;  ct  comme  on  a dcslors  = 1,  il  s’ensuit 
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que  les  autres  axes  cberchds  sont  dans  un  plan  normal  en  Öl  Ol, 
et  qu’ils  s’y  trouvent  en  nombre  ioüni,  puiaque  les  qauntitds  a',  a'', 
quoique  liees  pur  la  relalion  a'a  - f-a"*  = l,  restent  arbitraires  on 
indetermiuees.  — Ainsi  en  noaMnant  arec  Euler  solides  de  lere 
clasae  ceux  des  solides  qui  ont  teure  trois  moments  priucipaux  du 
centre  egaux,  uous  pouvons  etablir  daus  notre  laagage.  que  tont 
poiot  fixe  d’un  solide  de  lere  olasse  est  un  centre  de  radiation  plane 
normale  d’axes  permanent«,  tandisque  le  centre  d’iaertie  est  un  Foyer 
de  radiation  absolüe  et  universelle. 

Remarque.  On  nous  objectera  peut  • t?tre  que  notre  raison- 
nement  est  insuffisant,  en  ce  que  nous  admettons  a la  fois  les 
trois  dquations  . . . . (g),  tandis  qu'ailleurs  nous  avons  remarque 
que  l’une  d’entr’elles  n’est  qu’une  consdquence  des  deux  autres. 
Mais  il  convient  d’observer  que  dans  le  cas  particulier  actuel  la 
löre  condition  u'a"H  = 0 est  satisfaite  d’elle  - mdme  i»  cause  de 
B'  — 0;  si  donc  on  la  supprime  ou  qu’on  la  ndglige,  il  fandra  te- 
nir  compte  des  deux  autres  a la  fois,  car  on  doit  dans  tous  les  cas 
exprimer  completcmeut  la  nature  mdcanique  de  la  question  qui  veut 
que  I’dnergie  totale  des  forces  centrifuges  a touroer  Pessicu  de  ro- 
tation  du  solide  autour  de  deux  axes  au  moins,  situes  dans  un  plan 
normal,  soit  nulle.  Notre  raisonnement  ne  nous  parait  donc  pour  le 
momcnt  susceptible  d’aucune  objection  fondee. 

11. 

En  examinant  avcc  quelqu’attention  In  loi  de  composition  des 
coBfficients  A',B ‘,0,0,  de  l’dquation  du  ‘Seme  ddgrd  en  f,  onre- 
connait  qu’ils  ne  cbangent  pas  de  valenrs  quand  on  cbange  a la  fois 
les  signes  des  coordonnees  S,  T,  V,  sans  älterer  lenrs  valenrs.  Donc 
en  joignant  un  point  quelconqne  ((/)  de  l’espace  an  centre  d’inertie 
d’un  Systeme  rigide,  et  prolongeant  la  droite  Of  d’nne  quanthd 
IW— IO,  on  obtient  un  point  (</),  pour  lequel  les  axes  permanente 
de  rotation  du  solide  sont  respectivement  paralleles  a ceux  du  point 
( O).  Cette  proprietd  a «Ste  uussi  reconnüe  par  Mr.  Binet,  mais  par  sa 
marcbe  plus  savante  et  plus  laborieuse. 

12. 

Les  racines  de  Tdquation  du  3eme  ddgrd  en  £ ne  sauraient  de- 
venir  indeterminecs  que  quand  on  suppose  a la  fois  ^#,=0,  /?,=0, 
C , =0,  D , =0.  i>i  donc  on  se  reporte  de  nouveau  a la  d£com- 
position  de  ces  cocfficients,  on  s’appercoit  que  dans  des  solides 
quelconques  il  ne  saurait  exister  aucun  foyer  de  radiation,  qni  ne 
soit  situd  dans  l’un  des  trois  plans  principaux  du  centre  du  solide, 
et  comme  ces  plans  ne  renferment  que  des  centres  de  radiation  plane 
normale,  il  s’ensnit  que  les  solides  en  gdndral  n’admettent  aucun 
centre  de  rayonnement  absolu  et  universel.  Le  cas  exoeptisnel  a 
cet  egard  a ete  signale  plus  baut. 

13. 

Pour  ddterminer  les  axes  permanent»  de  rotation  d’un  Systeme 
matdriel  plan , relatifs  ä an  point  fixe  ( O)  da  plan , on  fera  posser 
par  oe  poiot  deux  axes  rectangles  (Otc,  Oy)  paralleles  aux  axes  prin- 
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cipaux  (li r*, /y'),  et  en  ddsignaut  pur  g>  l’angle  inconnu  de  Taxe 
cbercbd  avec  Ox,  et  par  S,  T les  coordoundes  de  ( O)  relatives  k 
Mat ?■>  J\ ou  ce  qui  revient  au  mdme  iei,  celles  de  / relatives  a Ox, 
Oy,  on  aura: 

taug  ly  = B) ^ M(T2_s,y 
Pour  uvoir  tang2q>  = §,  il  faudra  donc  puser  ä >a  fois: 

MST=0,  Ar—  li M(T*  — £*)  = 0. 

Soit  A>ß,  et  posoiu  cn  consdquence  Tz=z 0;  d’oii  l’on  tire: 

II  B’ensuit  de  lk  que  pour  tout  Systeme  matdriel  plan  il  existe  sur 
l’axe  du  moment  d’inertic  maximum  central  du  plan  deux  foyers  de 
radiatioD  plane  coqjuguds.  11  est  bien  entendu  que  le  3eme  axe 
permanent  est  uuique  ou  isold  et  normal  ou  plan.  L’exemple  de  la 
surface  elliptique  homogene  est  bien  remarquable  ici.  Kn  effet  nom- 
mant  g sa  densitd,  a,  f>  les  demi-axes  principaux  du  centre,  on 
obtient: 

A =.  {nga’b,  ß ~ \ngab'}  M 3=  ngab 

ce  qoi  donne: 

JS=dhV/av  — 6*. 

Ainsi  les  foyers  mdcanlques,  ou  1*8  centres  de  radiation  plane 
de  la  surface  elliptique,  se  trouvent  placds  sur  le  petit  axe  de  la 
figure,  de  la  mdme  moniere  dont  les  foyers  gdometriques  ou  op- 
tiques  de  la  courbe  sont  rangds  sur  le  grand  axe. 

On  peut  encore  ddmontrer  facilement  que  pour  un  point  fixe 
( O ) pris  sur  l’un  des  deux  axes  d’inertie  d’une  surface  plane  ma- 
terielle les  trois  axes  permanente  sont  constamment  paralleles  h eux 
meines  et  k ceux  du  centre;  qu’enfin  le  lieu  des  centres  de  paral- 
Idlisme  d’axes  permanente  dans  le  plan  est  uoe  byperbole. 

14. 

Snr  le  plan  d’inertie  central,  comprenant  les  axes  des  momcnts 
maximum  et  mojen,  ddcrivons  l’ellipse,  lieu  deq  foyers  de  radiation: 

(H- + (A  - C)  T*  == 

et  concevons  en  un  point  quelconqiie  du  perimetre  curviligne  un 
Systeme  d’axes  rectangulaires,  l’un  Ox  tangent  k la  courbe,  i’autre 
Oy  normal,  et  le  3eme  0 » parallele  k /*'.  Si  l’on  denote  par  a, 
b,  c les  trois  angles  d’une  droite  quelconque  OK  avec  ces  axes 
coordonnes  et  par  fp'tlm  ou  par  2. mp*  le  moment  d’inertie  du  so- 
lide par  rapport  k OK,  on  aura  en  nommant^',,  B\,  C\  les  trois 

13* 
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moments  d’inertie  du  solide,  relatifs  aux  axes  permanents  Ox , 
Oy,  Ox: 

2 . mp 1 = A , cos’  a-\r  B , cos’  l>-\~  C't  cos1  c. 

Si  l’on  eppelle  tj'  1’augle  de  l’axe  Ox  avec  l’axe  Zar*,  on  aura: 

B*  /f 

tang’ij'rrr  -j , cos1  ij’  = 

et  si  ij  exprime  1’angle  de  la  normale  Oy  avec  Ix,  il  vient: 

A.'  B" 

tBDg1^  = #,  cos1  ri  = A 


Or  en  concevant  par  le  centre  I deux  axes  Im,  Iv  paralleles  i» 
Ox , Oy,  respectivement,  on  aura  le  moment  d’incrtie  relatif  a lu 
egal  a: 

A cos1  ij'-f-  B cos*  t],  car  cos(t*/*)  = 0; 


et  celui  relatif  a Iv  6gal  a: 

A cos1  ij-+-  B sin1  q; 
et  par  Substitution  ces  quantitds  deviendront: 


AA  A-BB 
A -\-B 


pour  Im, 


AB  + AB 
A -t-B 


pour  Iv. 


Pour  obtenir  maintenant  les  valeurs  de  A', , B , , on  n’a  qu’a 
ajouter  aux  prdcddentes  le  produit  de  la  masse  par  le  quarrd  de  la 
distance  p entre  lu,  Ox,  et  par  celui  de  la  distance  q eutre  Iv 
et  Oy.  Mais  on  a: 


. (A-C)(B-0 

v ~~ M\(A—cyT'+.(B —cys'Y 


q*  = S'-i-  T*  — p\ 


d’oii  Ton  tire: 

*4  i — A B Mp  • • • • ( Bx), 

B\=4£±g-  + M(S'+T*-p')...\0y\, 


et  l’on  aura  ensuite  pour  C\ : 

C\  = C-+-  M(S*  4-  T>). 

11  n’y  aura  plus  qu’a  substituer  ces  valeurs  de  A1,,  B\,C‘ , dans  I’<- 
quation  premiere  pour  avoir  le  moment  — . mp2. 

Si  l’on  tieut  compte  de  la  relation  entre  S et  T,  on  trouvera 
aisdment: 
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d’oii : 


Mp' 


(A-C)(B-€) 

r -+-  ir  > 


_JA-i-BB’-(A-C)(B-C) 

' ~ A R » 

b-,  =&.+-'*+u-<w-Q+ma. + t-), 


de  la  od  cooclut  aussi: 

A\  -4-  B\  -4-  C\  — C -4-  2^(5*  ■+■  7”), 


ce  qui  exprime  unc  propridtd  facile  ä enoncer  cu  langage  ordi- 
naire. 

Pour  avoir  le  moment  d’inertie,  relatif  ä unc  droite  OK,  situ^e 
dans  le  plan  de  rayonnement  normal  a la  conique,  on  fera: 

cos  a = cos  9 . cos  q,  cos  b = cos  9 . sin  q,  cos  c — sin  9, 
ce  qui  donne: 


cos  s=  cos  9 


\ r~y 

’V  A + B-' 


cos  b ==  cos  & 


K= 


■ B 


et 


cos’  9 


2.  mp' =(A\B'+ß\A')j~^+C\.  sin' 9. 


Donc  le  momeut  d’inertie  relotif  a cette  Position  particuliere  de 
OK  change  avec  son  inciinaisnn  sur  le  plan  principal  (.*•'?/),  et 
cependant  toutes  ics  lignes  en  (0)  situees  dans  le  plan  normal  sont 
des  axes  permanents  de  rotation.  II  n’est  donc  pas  cxact  de  suppo- 
ser,  comme  on  le  fait  dans  la  thdorie  ordinaire,  que  les  lignes 
droites,  pour  £tre  axes  permanents  de  rotation  en  un  point  quel- 
conqufe,  doiveot  correspondre  a des  moments  d’inertie  dgaux  entr’eux. 
L’bypotbese  rdeiproque  serait  dgalement  errounee,  puisque  l’ou  a ddja 
reconnn  plus  haut  des  axes  ä moments  dguux  qui  ne  sont  point  des 
axes  permanents. 

Si  Ton  considere  l’un  des  sommets  du  grand  axe  de  In  courbe, 
on  aura:  MS'  = A—C,  , A' = 0,  B'  = V — B;  pnrtant 

A'-\-B=C—B,  et  A\  = ß A — C,  B\—A , t\  = A\ 

ce  qui  est  evident  aussi  par  la  transformation  directe,  parcequ’alors 
Oy  co'iocide  avec  Ix'.  Par  rapport  a la  droite  en  ce  sommet,  situe 
dans  le  plan  (jr1,  *'),  le  moment  d’inertie  devient: 

2 . mp' z=l  A Ar  (B — C)  cos1  9. 

Au  contraire  pour  une  droite  en  ce  sommet,  dirigee  d’une  maniere 
quelconque,  on  doit  avoir: 

. mp  2 =(  B-\-A — C )coa' a Ar A cos' bA-A  cos3e=^/-4-(Z? — C)  cos’«. 


Ainsi  toutes  les  gencratrices  d’une  surface  conique  conpentrique  a 
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la  tangente  k la  conrbe  parallele  a Iy\  et  ayaut  bod  sommet  k l’uo 
des  sommets  du  graod  axe  repondent  a des  momeuts  d’iuertie  egaux; 
et  cependant  aucuue  de  ces  geueratrices  n’est  douee  de  la  propridtd 
d’un  axe  permanent.  Four  cliaque  sommet  du  petit  axe  de  la  courbe 
on  a: 

2 .mp'2  — B -\-\A — C)cos*a, 

ce  qni  repond  k une  propridte  annlogtie.  Pour  les  tangentes  aux 
quatre  sommets  la  valeur  commune  du  moment  d’inertic  sera  A-+-  ß 
— C.  On  pourra  repeter  les  calcnls  precedcBts  pour  l’hyperbole  de 
radiation,  et  pour  tout  axe  de  l’espace passant  par  un  sommet  de 
la  courbe,  on  trouvera: 

2.  tnp1  — ß cos1  « -f-  A sin1  a,  , 

ce  qui  suppose  le  plan  des  axes  maximum  et  minimum  daos 
celui  des  (x’y').  De  Ik  on  dddnit  encorc  l’analogue  d’une  conclusion 
ddja  dtablie. 


15. 

Supposons  que  le  point  fixe  ( 0 ) soit  situe  d’une  moniere  quel- 
conque  sur  l’un  des  trois  axes  prindpanx  du  centre,  sur  lar  par 
exemple.  On  aura  donc: 

a'a”(2 . mtj2  —2.  ms’2 ) = 0, 
aa"(2 . mx'2  — 2 . ms'2 ) — 0, 
aa'(2  .ma;'2—  2.  mt/2  ) = 0 j 

et  comme  pour  des  formes  quelconques  de  solides  on  n’a  pas  dgalite 
entre  les  quantites  2.mx'2,  2.my’2,  2.  ms'2,  ou  devra  poser  simple- 
ment: 

ua'  — 0,  aa"  =r  0,  a'ar  — 0. 

('es  dqaations  de  condition  ne  sauraient  et  re  remplies  que  par  l’hy- 
pothese  de  l’egalitd  k zcro  de  deux  quelconques  des  truis  quantites 
«,  u,  On  conclut  de  la,  conformdment  a ce  que  Foisson  a re- 
connu  par  une  autrc  voie,  que  pour  tout  point  situe  sur  l’un  des 
trois  axes  d’inertie  d’un  solide,  l’un  des  trois  axes  permanent»  co'in- 
eide  toujours  avec  cet  axe  meine.  Mais  contrairement  k sou  asser- 
tion , les  deux  autres  axes  permanent»  en  ce  point  soot  paralleles 
respedtivement  aux  deux  autres  axes  d’inertie,  car  en  dirigeant 
Faxe  Ox  suivant  Ix  qui  renferme  (>0 ),  et  faisant  Oy,  Os  paral- 
leles a Jy,  Is,  on  aura  pour  un  puint  materiel  quelcouque  y=zy, 
et  * = partant  2. my*  = 2 . mt/s'  = 0 ; et  comme  on  a dejk  Ox 
permanent,  il  s’ensuit  a ia  fnis  2.mys  =0,  3.*«^rx=0,  2.mxy=i0\ 
c’est  ce  qu’oo  pourrait  aussi  demontrer  eucore  par  d’uutres  moyens. 

16. 

Continuons  k placer  le  point  fixe  ( O ) sur  l’un  des  trois  axes 
d’iuertie,  sur  Ja ?'  par  exemple,  et  admettons  que  le  solide  soit  de 
rdrolntion,  partant  qu’il  ait  scs  deux  momeuts  d’iuertie,  relatits  aux 
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• xes  ly'.  Ix , fy*ux  entr’eux:  deslors  tous  lei  uxes  dans  Io  plan 
(j'A'J  seront  des  axes  d’inertie.  Donc  puieque  les  deux  ligues 
Oy,  O*  parallele*  a cee  axes  sont  permanents,  et  que  dans  le  plan 
( y’lx  ) cbaque  axe  d’inertie  ly’  reste  arbitraire  de  direction,  ii  en 
est  de  mdme  de  ia  direction  de  Oy,  0%  dans  le  plan  ( y , x ).  On 
conclnt  de  la,  que  quand  un  solide  a deux  momeDts  d’inertie  prin. 
cipanx  du  centre  %aux,  un  point  quelconque  de  l’axe  d’inertie 
a moinent  inegal  est  un  foyer  de  radiation  plane  d’axes  permanents, 
tons  situcs  dans  un  plan  normal  en  ce  point  k l’axe,  ou  pour  le 
dire  plus  abräviativement,  c’est  uo  foyer  ue  radiation  plane  uormale 
d’axes  permanents.  Cette  proprietc  reproduit  celle  du  No,  10.  rela- 
tive  aux  solides  de  premiere  claase. 

Remarque.  Nous  terminerons  cette  disaertation , eu  suppri- 
raant  quelques  ddveloppementa  et  details  qui  ne  noua  paraisseut  pas 
d’un  interet  Capital;  mais  il  nous  reste  k faire  une  derniere  Obser- 
vation , et  k rdparer  une  omission.  Lea  deux  sommets  de  l’ellipse 
de  radiation , relative  aux  extremites  de  son  gruud  axe,  son  situes 
sur  l axe  du  moment  d’inertie  maximum,  aux  distanoes  du  ceutre 

mais  ce  mdme  axe  renferme  les  deux  sommets  de  l’by- 


\ / 4 c 

perbole,  distauts  du  centre  des  quantitds  db  y ■ — — les  deux  ex. 

tremitds  du  petit  axe  de  l’ellipse  se  trouvent  au  contraire  sur  l’axe 
du  moment  moyen.  Concluons  de  la  que  duus  tout  solide  Taxe 
central  du  moment  d’iuertie  maximum  renferme  denx  couples  de 
foyers  conjuguda  de  radiation  plane  normale,  exprimds  par  les  di- 

stances  J = ± ^ & = ± , tandisque  Taxe  moyen 

ne  renferme  qu’uu  Systeme  unique  de  foyers  conjugues,  donne  pur 
la  distance: 


c 


17. 

Notice  bistorique.  Segner  a le  premier  reconnu  l’existeuce 
des  axes  priocipaux  et  des  axes  permanents  de  rotation,  qui  lut  en- 
suite  demontree  par  l’ioimurtel  Euler.  Sa  demonstratiou  analytique  se 
trouve  reproduite  avec  plus  ou  moins  de  modilications  |iar  les  gdo- 
metres  mecaoicions  plus  rdeeuts,  Laplace,  Prony,  Poisson,  etc.  La 
methode  de  Laplace  nous  parait  plus  rigoureuse  que  celle  de  Pois- 
son, en  ce  qu’il  fait  voir  d’abord  l’existence  des  trois  axes  princi- 
paux,  pour  en  couclure  ensuite  la  realitd  des  trois  raciues  de  l’e- 

Suation  du  3eme  ddgrd;  tandisque  Poisson  admet  par  une  espece 
e reduction  ä l'absurde  la  realite  des  trois  racines  pour  en  couclure 
l’existence  des  axes  principaux,  ce  qui  nous  semble  laisser  quelque 
cbose  k ddsirer.  D’ailleurs  cette  derniere  muoiere  de  proceder  n'est 
pas  enticrement  conforme  k l’esprit  de  l’analyse,  en  ce  que  l’on 
admet  d’abord  l’existence  de  ces  axes,  pour  la  vdrifier  ensuite  par 
le  calcul;  ensuite  eile  offre  l’inconvenient  de  rendre  solidaires  cn- 
tr’eux  ces  trois  axes  et  de  ne  pouvoir  les  deiinir  que  par  les  ex- 
pressions  unulytiques.2'.»».ry  = 0,  S.marx  — 0,  2.myx  = 0.  D’un 
aotre  cötd  nous  faisons  contrc  cette  mdibode  uue  objection  que 
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nona  reproduiaons  ici,  snns  prdtendre  toutefois  qu’elle  soit  fondde. 
II  dous  parait  qae  la  rculitd  des  trois  racines  de  Tdquation  du  3eme 
degre  a la  quelle  on  parvient  doos  toutes  les  metbodcs  est  impossi- 
ble  a prouver;  et  il  se.peut  tndme  duns  de  certains  cas  qu’il  n’y 
ait  qu’une  racine  reelle.  Kn  elf  et  les  coefiicients  des  termes  de  l’d- 
quation  ddpendent  des  constantes  <*,  A,  c,f,  g,  h les  quelles  dd- 
peudent  elles- mdmes  des  dimensions,  de  la  forme  et  de  la  müsse  du 
Systeme  et  de  la  disposition  des  axes  coordonnds  fixes  aux  quels 
il  est  rapporld:  il  se  pcut  douc  que  ces  axes  se  trouveut  disposds 
de  faqon  que  l’dquation  de  condition  entre  constantes  qui  doit  dtre 
remplie  pour  rendre  deux  racines  imaginairea  soit  en  eilet  satisfnite, 
mais  deslors  on  aurait  un  axe  principal  seulement,  ce  qui  dans  la 
ddiioition  purement  analytique  est  absolument  ddpourvu  de  signiii- 
cation.  Dans  sa  mdcamque  analytique  Lagrange  traite  aussi  la 
qnestion  des  axes  principaux ; inais  loin  de  les  reudre  solidaires  eo- 
tr’eux  il  ddmontre  d’abord  par  ses  formules  gdnerales  du  mouvement 
do  rotation  des  solides  l'existence  d'un  axe  de  libre  rotation,  ct 
ddduit  ensuite  facilement  les  deux  autres  de  la  müme  analyse. 

Dans  un  mdmoire  insdrd  dans  le  journal  de  l’dcole  polytechnique 
M.  Binet  traite  la  question  par  uue  mdthode  fort  gdodrale  dont  nous 
nc  saurions  ici  donner  Tidde;  et  le  premier  il  a ddcouvert  cette 
belle  propridtd  de  l’ellipse  et  de  l’hyperbole  de  radiation  que  Ton 
a dtablie  ci  • dessus.  Klus  tard  Ampere  s’est  occupd  de  la  indme 
question  dans  les  nouveaux  mdmoires  de  l’institut  de  France;  et  ses 
rdsultats  sont  pour  la  plupart  identiques  a ceux  de  AI.  Binet;  su 
mdthode  est  plus  gdomdtrique,  mais  l’enoncd  des  propridtds  qu’il 
dlablit  devient  embarrassant  et  quelque  fois  me  me  fort  difficile  ä 
bien  saisir.  De  plus  uueun  de  ces  illustres  maitres  ne  s’etait  occupd 
de  la  ddtermination  des  axes  permaneuts  par  rapport  aux  axes  prin- 
cipaux ddjä  censds  connus.  Ainsi  donc  dans  notre  moniere  de  voir 
il  y avait  encore  des  diflicultds  a vaiocre  et  des  conclusions  uou- 
veiles  a dlablir,  concluBions  qui  devaient  rdsulter  de  cette  ddtermi- 
nation. Kn  commen^ant  notre  täclie  nous  avions  pour  but  de  faire 
une  thdorie  gdodrale  tompidte  des  axes  principaux  ct  permanente, 
une  thdorie  susceptible  de  comprendre  toutes  les  propridtds  connues 
et  nou  veiles  de  ces  axes,  et  de  ligurer  eu  mdme  temps  dans  l’en- 
seignement  ordinaire  de  la  indcauique.  Nous  allions  oublier  de  par- 
ier de  M.  Cauchy  qui  a traitd  la  question  des  axes  principaux  par 
une  mdthode  gdometrique  remarquable  de  simplicitd  et  que  dans 
l’enseignemcnt  on  pourrait  prdfdrer  a toute  autre  marche,  quand  on 
aurait  peu  de  temps  a consacrer  a cette  matiere:  en  outre  plus  rd- 
cemment  dans  le  journal  mathdm.  de  AI.  Liouville,  AI.  fiaschenu  a 
montrd  le  moyen  de  ddduire  de  la  les  deux  sections  coniques  de  ra- 
diation; de  Sorte  qu’il  scrait  mainteuant  facile  de  faire  de  cela  un 
tout  bien  homogene  qui  suppose  toutefois  l’existence  des  diomrtres 
conjuguds  rectungles  des  surfaces  du  second  ordre.  Alais  nous  ne 
croyous  pas  que  ootie  truvail  devienne  par  la  inutile,  et  c’est  cc 
qui  nous  a ddcidd  a le  livrer  a In  publicitd. 
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XD. 


Ueber  Euler’s  Princip  der  Differenzialrechnung, 
ein  Zusatz  zu  des  Herrn  Dr.  Gerhardt  Aufsatz 
im  II.  Band,  2.  Heft  des  Archivs  für 
Mathematik  und  Physik. 


Von 


Herrn  Doctor  Ludwig  Felix  Ofterdinger 

zu  Tübingen. 


Oie  Derivations- Methode  fand  bei  den  Deutschen  solchen  An- 
klaoff,  dass  sie  in  fast  allen  Lehrbüchern  der  Differenzialrechnung 
za  Grunde  gelegt  wurde,  und  gilt  jetzt  noch  bei  manchem  Mathe- 
matiker als  die  wahre  Grundlage  des  höheren  Calculs.  Es  ist  dies 
um  so  auffallender,  als  Euler")  schon  vor  Jahren  gezeigt  hat,  wie 
jenes  Princip  nicht  die  Grundlage  eines  wissenschaftlichen  Gebäudes 
sein  kann,  als  ferner  Lagrange  selbst  in  seiner  Mdcanique  analy- 
tique  jenes  Princip  nicht  weiter  anwenden  wollte,  als  endlich  Cau- 
chy  das  wahre  Princip  mit  einer  Wissenschaftlichkeit  und  Eleganz 
aufstellte,  welche  ihm  den  Beifall  aller  wissenschaftlichen  Mathe- 
matiker verschaffte.  Es  war  daher  von  Herrn  Dr.  Gerhardt  sehr 
verdienstlich,  dass  er  die  Sache  in  dem  Archiv  für  Mathematik  und 
Physik  (II.  2.  200.)  zur  Sprache  gebracht  hat  und  das  wahre,  ein- 
zig wissenschaftliche  Princip  der  Differenzialrechnung  klar  aus  ein- 
ander setzte*) **);  aber  eben  wegen  der  Wichtigkeit  der  Sache  möchte 
es  erlaubt  sein,  einen  Vorwurf  zu  beseitigen,  welcher  einem  der 


*)  Euler  institutiones  calculi  differentialis. 

**)  An  der  Tübinger  Universität  wurde  noch  im  Jahre  1842  folgende  Preisr 
aufgabe  gegeben:  „die  Erfahrung  lehrt,  dass  die  Methode  des  Un- 
endliclikleinen,  selbstständig  vorgetragen,  für  den  Anfänger  etwas  seh- 
Mysteriöses  hat,  und  dass  ihm,  wenn  auch  dieses  durch  Gründung 
derselben  auf  die  Ableitongsmethode  vermieden  wird,  die  Sicherheit  der 
Anwendung  in  allen  Fällen  zweifelhaft  erscheint,  in  welchen  er  nicht 
im  Stande  ist,  die  Ableitungsnietbode  der  Methode  des  Unendlicbklei- 
nen  zu  substituiren.  Da  nun  die  letztere,  ihrer  Kürze  wegen,  in  den 
Scbriften  über  angewandte  Mathematik  die  herrschend«  ist,  ihre  Ueber- 
t Tagung  in  die  Ableitungsmethode  aber  noch  in  manchen  Pallen  Schwie- 
rigkeiten darbietet,  so  würde  die  Beseitigung  dieser  Schwierig- 
keiten ein  verdienstliches  Werk  sein.  Die  Fakultät  macht  daher  das- 
selbe zur  Aufgabe  mit  dem  Wunsche,  dass  bei  Lösung  derselben  das 
Lehrbuch  der  Mechanik  von  Poisson  besonders  berücksichtigt  werde." 

Diese  Aufgabe,  in  einer  Stadt  gegeben,  in  der  L’Uuilier  seine  p rin  - 
cipiorum  calculi  differentialis  et  integralis  expositio  clc- 
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grössten  Mathematiker  gemacht  wird.  Herr  Dr.  Gerhardt  sagt  näm- 
lieh  pag.  202: 

,, (Ihn  geachtet  dieser  Vorgänge  entbehrte  doch  noch  das  um  diese 
„Zeit  im  Jahre  1755  abgefasste  Lehrgebäude  der  Differenzialrecb- 
„nung  unseres  unsterblichen  Euler  die  fegte  Begründung  durch 
,,dic  Grenzmethode,  aber  er  setzte,  in  der  Ueberzeugung,  dass  vor 
,, allen  Dingen  die  so  vagen  unendlich  kleinen  Grössen  aus  der  Dif- 
ferenzialrechnung entfernt  werden  müssten,  mittelst  eines  kühnen 
,, Gewaltstreiches  dieselben  =0  und  legte  diesen  Nullen  einen 
,, intensiven  Werth  bei.  Nach  seiner  Meinung  müsse  man  auf  ihre 
,, Entstehung  Rücksicht  nehmen,  dann  dürften  sie  auch,  je  nachdem 
,,8ie  aus  einer  grossem  oder  kleinern  Grosse  entstanden  wären, 
„einen  verschiedenen  Werth  unter  einander  haben,  obgleich 
,,sie  durch  dasselbe  Zeichen  dargestellt  würden.  Diese  Annahme 
„veranlasste  aber  bei  der  Bestimmung  der  Differenziale  vielfache 
„Schwierigkeiten,  zumal  da  Euler  durch  die  Diflerenzcnrech- 
„nung  und  mittelst  der  Entwickelung  der  Functionen  in  Reihen 
„dahiu  gelangen  wollte,  und  in  der  Tbat  ist  die  Dunkelheit  und 
„Unverständlichkeit,  die  in  den  ersten  Capiteln  der  Euler’scben 
„Differenzialrechnung  herrscht,  eine  merkwürdige  Erscbei- 
-„nung  für  jeden,  der  mit  der  äusserst  lichtvollen  Darstellung 
„Rulers  vertraut  ist.” 

Es  ist  diese  Ansicht  Uber  Eulers  Differenzialrechnung  nicht  neu, 
denn  schon  im  Jahre  1786  bat  sich  W.  J.  G.  Karsten  in  seinen 
mathematischen  Abhandlungen.  Halle  1786.  pag.  92  seq.  ver- 
anlasst gesehen,  gegen  dieselbe  zu  schreiben.  Wäre  das  Werk  von 
Karsten  der  jetzigen  Generation  so  bekannt  als  dos  Archiv,  so 
könnte  man  einfach  darauf  verweisen,  so  aber  wird  es  nicht  unnö- 
thig  sein,  an  der  Hand  des  Kuler'schen  Werkes  das  Irrige  obiger 
Behauptung  zu  zeigen. 

Euler  eröffnet  die  Vorrede  mit  der  Frage:  quid  sit  calculus  dif- 
■ ferentialis,  atque  in  generc  aoalysis  inlinitorumf  Er  beantwortet 
diese  Frage  dahin:  dass  eine  Antwort  nicht  möglich  sei,  so  lange 
nicht  bestimmte  Begriffe  vorher  festgesteüt  seien , daher  er  zuerst 
die  Begriffe  von  Function  aus  einander  setzt.  Ferner  sei  y^=x7, 
und  x wachse  um  w,  so  muss  y um  * wachsen,  und  es  ist  also 
% = 2xco  + es’ , also  s :w=2x-^-u>:  1.  Ebenso  kann  man  in 
allen  andern  Fällen  beide  Incremente  vergleichen,  ja  sogar, 
wenn  tv,  also  auch  * wieder  verschwinden,  wo  s : tr  — 'ix:  1 sich 
verhalte.  Jetzt  erst  gab  Euler  eine  Antwort  auf  obige  Frage;  er 
sagt,  die  Differenzialrechnung,  qui  est  methodus  determinandi  ra- 
tionem  incremenlorutn  evanescentium , quae  functiones  quaecunque 
accipiunt,  dum  quantitati  vuriubili,  cujus  sunt  functiones,  iocremen- 
tum  evanescens  tribuitur.  — Calculus  igitur  differentialis  non  tarn 
in  his  ipsis  incrementis  evanescentibus,  quippe  quae  sunt  nulla, 
exquirendis,  quam  in  eorum  ratione  ac  proportionc  mutua  scrutanda 
occupatur;  et  cum  hae  rationcs  finitis  quantitatibus  exprimantur,  etiam 


inentaris  vor  VJ  Jahren  lind  Bobnenberger  seine  Anfangsgründe  der 
höheren  Analysis  vor  33  Jahren  geschrieben  hat,  und  welche  den 
jetzigen  Stand  der  Wissenschaft  völlig  ignorirt,  daher  vor  30  Jahren, 
aber  nicht  jetzt,  an  der  Zeit  gewesen  wäre,  konnte  natürlich  keine  be- 
friedigende Lösung  erbalten,  und  der  Verf.,  der  sich  mit  der  Lösung  dieser 
Aufgabe  abmühte,  konnte  nicht  einmal  eines  Lohes  thcilhaftig  werden. 
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iiie  caleulus  circa  quantitates  finita«  versari  est  censendus.  Quamvis 
enini  praecepta,  uti  vulgo  tradi  solent,  ad  ista  incrementa  evaneseentia 
defioienda  videautur  accomodata;  nunquam  tarnen  ex  iis  absolute  spe- 
ctatis,  aed  potius sempcr ex eorumrationeconclusionesdeducuntur'9).  Oie 
-verschwindenden  Incremente,  fährt  Euler  fort,  heissen  Differenziale, 
auch  unendlich  kleine  Grössen,  die  der  Natur  der  Sache  nach  gleich 
0 gesetzt  werden  müssen,  was  in  einem  Beispiel  gezeigt  wird,  wobei 
aber  Euler  bemerkt,  dass  man  ja  nicht  glauben  müsse,  die  Differenzial- 
rechnung gebe  Regeln,  die  Differenziale  zu  linden,  sondern  nur  ihre 
Verhältnisse,  welche  endliche  Grössen  seien.  Cum  autem  hoc  modo, 
qui  solus  est  rationi  consentaneus,  principia  calculi  differentialis 
stahüiuntur,  omnes  obtrectationes,  quae  contra  bunc  calculum  pro- 
fern  sunt  solitae,  spante  corruunt;  quae  tarnen  summum  vim  retiue- 
rent,  si  differentialis  seu  infinite  parva  non  plane  nnnihilarcutur. 
Piuribus  autem,  qui  calculi  differentialis  praecepta  tradidere,  visum 
est  differentialia  a nibito  absoluto  secernere,  peculiaremque  ordinem 
quuntitatum  infinite  parvarum,  quae  uon  penitns  evanescant,  sed 
quantitatem  quandam,  quae  quidem  esset  omai  assignabili  minor,  re- 
tmeant,  coastituere:  Ins  igitur  jure  est  objectum,  rigorem  geome- 
tricum  negligi  et  conclusioues  inde  deductas,  propterea  quod  hu- 
jusmodi  infinite  parva  negligerentur,  merito  esse  suspectas:  quau- 
tumvis  enim  exigua  baec  infinite  parva  concipiantur , tarnen  non 
solum  singulis,  sed  etiam  piuribus  atque  adeo  innumerabilibus  simul 
rejicicndis,  errorem  tandem  inde  enormem  resultare  posse  **).  Es 
zeigt  nun  Euler,  dass  der  Sache  durchaus  nicht  geholfen  sei,  wenn 
man  die  Debereinstimmung  der  Resultate  mit  denen  anfiihre,  welche 
durch  schart'  geometrische  Schlüsse  gefunden  worden  seien,  denn 
ein  Irrthum  könue  den  andern  nicht  uufheben,  vielmehr  werde  die 
Sache  uur  noch  verdächtiger.  Wenn  die  Differenzial-  oder  unend- 
lich kleinen  Grössen  wirkliche  Nullen  seieu,  so  entstehe  allerdings 
die  Krage,  wie  sie  mit  einander  verglichen  werden  können,  worüber 
Euler  sagt:  incrementum  quantitatis  x,  quod  in  geuere  indicavimus 
per  or,  ad  incrementum  quadrati  a:* , quod  est2i'<^»■+•w,,  rationein 
habet  ut  1 ad  2.r  + u>,  quae  sempcr  differt  a ratione  1 ad  2^r,  nisi 
eit  cu  = 0;  at  si  statuamus  esse  ui  — 0,  tum  demum  vere  affirmare 
possumns  banc  rationem  fieri  esacte  ut  1 ad  2.*\  Interim  tarnen  per- 
epicitur,  quo  minus  illud  incrementum  tu  accipiatur,  eo  propius  ad 
baue  rationem  uccedi;  uude  non  solnm  licet,  sed  etiam  naturae  rei 
coovenit,  baec  incrementa  primum  ut  finita  considerare,  atque  etiam 
in  figuris,  si  quibns  opus  est  ad  rem  illustrandam,  Gölte  repraesen- 
tare;  deiude  vero  haec  incrementa  cogitatioue  continno  miuora  fieri 
concipiantur,  sieque  corum  ratio  coutinuo  magis  ad  certum  quendam 
limitem  apprapiaquare  reperictur.  quem  autem  tum  demum  attingant, 
cum  plane  in  nihiluiü  abierint.  Hie  autem  limes,  qui  quasi  ra- 
tionem nltimam  incrementorum  illorum  constituit,  verum 
est  objectum  calculi  differentialis;  cujus. igitur  prima  funda- 
menta  is  jecisse  existimandus  est  cui  primum  in  meutern  venit,  bas 
rntiooes  ultimas,  ad  quas  quantitatum  variabilium  incrementa,  dum 
continus  magis  diminuuulur,  appropinqdant,  et  cum  evauescuat,  tum 
demum  attingnnt,  contemplori  •**). 
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Diese  Sätze,  welche  Euler  noch  weiter  ansrührt,  sind  ebenso 
lichtvoll  geschrieben  als  alles  andere,  was  ans  der  Euler’schen  Fe- 
der geflossen  ist;  sie  geben  dem  III.  Cap.  der  inst,  calcul  diff.  ein 
ganz' anderes  Aussehen,  als  es  ohne  dieselben  hat;  denn  wenn  jetzt 
Euler  die  Differentiale  =0  setzt,  wenn  er  denselben  verschiedene 
Werthe  beilegt,  so  hat  er  deutlich  gesagt,  auf  welche  Art  diess  zu 
verstehen  sei,  nirgends  ist  ein  „Gewaltstreicfa”;  die  Dunkel- 
heiten und  Unverständlichkeiten  in  dem  ersten  Capitel  des 
Kulerschen  Werkes  verschwinden,  so  wie  die  Vorrede  genau  stu- 
dirt  ist.  Der  einzige  Vorwurf  mochte  Euler  gemacht  werden  kön- 
nen, dass  er  das,  was  er  in  der  Vorrede  gesagt  hat,  nicht  als 
den  Anfang  des  III.  Cap.  gesetzt  bat;  denn  die  Vorrede  wird  häutig 
entweder  gar  nicht  oder  nur  oberflächlich  gelesen,  und  deswegen 
wurde  Euler  von  so  vielen  missverstanden  und  manches  für  dunkel 
und  unverständlich  gehalten,  was  klar  ist,  so  wie  man  die  in  der 
Vorrede  erklärten  Begriffe  mitbringt. 


xni. 

Ueber  einige  merkwürdige  bestimmte  Integrale. 

Von 

Herrn  Docfor  O.  Schlömilch, 

Privatdocenten  an  der  Universität  zu  Jena. 


Von  dem  berühmten  Fourier’schen  Theoreme: 

f0  es  auduSü  /W  cos  utdt  = %Aa)>  « = 0 (l) 

J\  sin  auduj^f{t)  sin  utdt  — |-/(a),  a>0  (2) 

lässt  sich  bekanntlich  eine  wichtige  Anwendung  zur  Entdeckung 
bestimmter  Integrale  machen.  Wählt  man  nämlich  die  Function  f 
so,  dass  sich  die  jedesmalige  erste  Integration  nach  f,  nämlich 

J f(t)  cos  utdt  oder  J # f(t)  sin  utdt, 

in  welcher  u als  Constante  figurirt,  ausführen  lässt,  so  bleibt  noch 
eine  zweite  Integration  übrig,  für  welche  a als  conslnnt,  u als  ver- 
änderlich angesehen  wird.  Diese  lässt  sich  sehr  oft  nicht  bewerk— 
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stelligen,  aber  man  kennt  schon  ihren  Werth,  nämlich  ^ /[a ),  und 

auf  diese  Weise  gelangt  man  zur  Kenntniss  eines  bestimmten  In- 
tegrales, das  man  nicht  leicht  auf  anderem  Wege  linden  würde. 
Eine  der  einfachsten  und  bekanntesten  Annahmen  dieser  Art  ist 

die:  /(<*)  = « . Man  hat  dann 


fl  A*) cos  — j;  e cos  » Udl  — t ^ 

y^/(#)sin 


und  durch  Substitution  in  die  Gleichungen  (1)  und  (2): 


/. 

r. 


30 cos  au 

1-t-w* 


du  = 


n — « 


u §in  au 
1 HH? 


a>0  (3) 

a>0  (4) 


und  weon  man  aß  für  a setzt  und  « = ~ nimmt: 

p 


r: 

n 


cos  ax  , n —aß 

- (L/T'  ~~~  /j 

0 /t3-»-*1  2^  5 

•arsinoa:,  ?r—  aS 


0 /S1 


a>0  (5) 

o>0.  (6) 


So  leicht  man  hier  zu  diesen  wichtigen  Integralen  gelangt  ist,  so 
schwer  schien  es,  die  Werthe  der  ähnlich  gebildeten  Integrale 


L 


o l-t-u* 


du  und 


r*» i 

J Ol 


.dm 


aufzufinden,  wenigstens  ist  dieses  Problem  bisher  ungelöst  geblie- 
ben. Es  kommt  offenbar  bloss  darauf  an,  eine  Function  f zu  fin- 
den, welche  die  Eigenschaft  hat,  dass 

f(t)  cos  mtdt  — y "j-,  (7) 

oder  auch 

f0  A *)  «*»  "tdt  = J~ i (8) 

ist,  wobei  k einen  constanten  Factor  bedeutet.  Dergleichen  Func- 
tionen nnn  sind  folgende: 

/(/)  = «'+*  *li(«'w),  für  Gleichung  (7) 

und 

= c-*-*  li (« — ') — e~l 1 \\{tr+-‘),  ßr  Gleichung  (8) 

wobei  das  Zeichen  li  den  Integrallogarithmus  bezeichnen  soll.  Da 
die  Definition  dieser  Transscendenteu  selbst  durch  ein  bestimmtes 
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Integral  gegeben  ist,  so  werden  obige  Substitutionen  Cürf^t)  in  den 
Gleichuugen  (7)  und  (8)  eine  doppelte  Integration  nüthig  machen. 
Diese  würde  unter  Anwendung  der  gewöhnlichen  Formel  für  den 
Integrallogarithmus  besondere  Schwierigkeiten  dorbieten^  die'  sich 
aber  gänzlich  vermeiden  lassen,  wenn  man  den  Integrallogarithmus 
in  eine  andere  Form  bringt. 


Die  Definition  des  Integrallognrithmus  liegt  bekanntlich  in  der 
Gleichung: 


li. 


p*  dx 

J 0 Ix 


oder  li . 


'=/: 


dx 
Ix  ‘ 


Nimmt  man  hier  x = py.  so  wird  y = 1,  y = 0,  wenn  x=p 
und  .r  = 0 geworden  ist.  Ferner  ist  dauu  dxxzzpdy,  lx  — lp 
-+-  Ar,  folglich 


— s 

Für  y — e wird  ferner  * = 0 und  x — oc,  sobald  y die  Wertbe  1 
und  0 angenommen  bat,  mithin 


Z”0  «/*  — » /**  dx  -* 

* = + Pj0  [f—x*  ■ 


Für  p — e~‘,  p = tr+*  wird  hieraus 


«Ccr-0  — 

ac«*o=- *-**t/l  rz 


dx 
0 t- J-S 
dx 


e-%, 


Setzt  man  endlich  x = tx,  so  ist 

^/,CO  = -t/Tl$5^  (9) 

*-f  Ä(e+0  CIO). 

Mit  Hülfe  dieser  Formeln  wollen  wir  uns  nun  an  die  Untersuchung 
der  Integrale 

«/0  l***  -4-  li(e+*)]  cos  vtdt 

und 

J*  [er*-*  li(e—‘ ) — e 1 li(er+l')\  bin  ntdt 

machen. 
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, u. 

Aus_  Formel  (9)  folgt  durch  Multiplication  mit  cos  utdt  und 
Integration  zwischen  dep  Gräazen  « = 0,  f=oc: 

y e+*  /«(«-')  cos  utdt  = — f cos  utdt  / e~t*. 

o o i/  o 1 -j-x 

Da  es  aber  in  einem  bestimmten  Doppelintegrale  mit  zwei  Verän- 
derlichen gleichgültig  ist,  nach  welcher  Veränderlichen  zuerst  inte- 
Jfirt  wird,  so  können  wir  im  vorliegenden  Falle  die  Integrationen 
in  umgekehrter  Ordnung  verrichten  und  zuerst  nach  t integriren. 
Es  wird  dann 


y>  ^ cos  *tdt= -j0  ez!  cos  ut<it 

y'»®  dx  x 

o I+x  ' 

Die  noch  übrige  Integration  nach  x hat  nicht  die  mindeste  Schwie- 
rigkeit. Es  ist  nämlich 

1 x 


1 -f-x  ‘ m2  -+-x* 

1 _ . 1 , x 

1 -t-  «*’  1 ] 


folglich 


-+-  X u* -f-x*  XaJ 

dx 


/dx  x 

1 ■+-  x ’ ««>  x* 

— 1 ui  [ — f(l  4-  x)  4-  */(«*  -+-  x1)  v Arctan  -^-J  -f-  Const. 

% 

Bemerkt  man,  dass 

r)  + */(«*  4-  x»)  = — = /— 

1 -4-  1 


-/(1-4-x) 


— 4-1 

X 


ist,  folglich  fiir  x = oe: 

~K 1 + x)  4-  ;/(««’  4-  x»)  = /(l)  = 0 


nnd 


Arctan  — ss  -2- 
u 2 


wird,  so  ergiebt  sich  für  x = oo,  ,x  = 0: 

y’”_dx_  x 1 . n _ . . 

0 1+x  ' 1-f«1  *2 

und  die  Substitution  in  die  Gleichung  (H) 
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f ' tr +■*  li(e~ ')  cos  ultlt  — — . - — - — - -4-  — . (12) 

./  o v ’ 2 l-i-u’  i-t-u*  ’ 

Etwas  Aehnliches  erhält  man  aus  Formel  £10)  durch  Multiplication 
mit  cos  utdt  und  Integration  zwischen  den  Gränzen  1 = 0,  t = an, 
nämlich 

,/7 liie+l) cos  vt(U  =f0  ~«*f.  T=ner~,z 

= /*  I «""cos  Ut(lt 

*/  0 1 — x%ß  o 


dx 


-X  M -4-  X 


r-  (13) 


Es  ist  aber 


1 — x b1  -f-  x* 

- 1 r 1 _ £ üi_l 

1 -t-  «’  Li  — -r  «>  -+-  x’  **  +X»J’ 


folglich 


/fix  x 

1 — X ‘ »*  + X1 

= [f  fZTJ  + 14*’  + *')  — * Arctan  -1-  Const. 

Oie  erste  Integration  ist  noch  nicht  ausgefiibrt,  weil  sie  zwei  ver- 
schiedene Werthe  giebt.  Es  wird  nämlich  für  x > 1 


/Ä— /Ä— * 


folglich 


/i* 
yn^~+~x * 


X M1  -J-  X1 


1 r M u2  + x*  . . xl 

■ = — — r / : u Arctan  — -4-  C 

• -t-  “L  x — i kJt 

und  für  x<?  1 
folglich 

/dx  x 

1 — x ‘ u1  ■+■  x* 


Const. 


= * \iY.^L±.<  _ „ Arctan  -|- 

1-4-m’  L l — x u J 


Const, 


Der  ersten  Form  bedienen  wir  uns  für  x = oo,  der  zweiten  für  x 
= 0.  Wir  bekommen  dann 
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dx 


p «J 


1 


» / n . . 

■jr  ii1  -4-  jr1  1 -f.  «*  ' *2 

folglich  durch  Substitution  in  die  Gleichung  (13): 

lu 


f0  •-* caa  «*«*—— f • 


i 


(14) 


Durch  Addition  und  Subtraction  der  Gleichungen  (12)  und  (14)  er- 
giebt  sich  jetzt:  ' 


J\  1«+'  H{e-<)  -+-  e~*  Ii{e+>)]  cos  ul  dt  = — (15) 

Sl  1***^*-*)  — «-'Ä(«+<)]  COS  vtdtx=-\-  (16) 

Nimmt  man  jetxt  in  der  Gleichung  (1) 

/(*)  = <r+<  -f-  <r-<  /,(*+») 

und  auch 

/(/)=^/f(r-«)  - r<A(fH) 

und  substituirt  die  Integrale  (15)  und  (16),  so  erhält  man  auf  der 
. Stelle: 


y'»®  u cos  au  , , 

o Tj^r*  = -j[t«/i(ri.)  + r. /*(«+")]  (17) 

/'”/«.  cos  o«  , n r 

o = T l«*/*«“*)  “ (18) 


III. 


Durch  Multipücation  der  Gleichung  (9)  mit  sin  utdt  und  Inte- 
gration zwischen  den  Gränzen  / = 0 und  f = oo  ergiebt  sich 

y li(e~‘)  sin  utdt  = — f sin  utdt  f ~—g-u 
9 " o J o 1-t-  x 

y *"  dx  /•” 
o TT^./o 

/•*  «£r  1 

V 0 1 -HJ-  * «> 


Et  ist  aber 


1 


1 


1 

I -+-  u 


1 x »•  + J1 
1 


_ r_j £ . i -) 

3 Ll  x w*  -1-  . V * ~ w»  -f.  .r*J’ 


nithin 
Tbell  V. 


14 
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. X u* 


= nh?  M1 + *)  - +*■)-+--  Arct8n  Ji  +-  Con,t  ’ 


woraus  sich  für  a:  = oc,  .v  — O leicht  findet: 


y>*  rfx_ 
o l + ^ 


l l X. 

c*  1 ■+-  u*  2 ' « 


Ä»)i 


I -+-  x *i*  x* 
folglich  aus  Gleichung  (19) 

e+Mi(e-')sin  «/*=—  — j + „>•  ^ 

Aus  der  Gleichung  (10)  folgt  ferner  durch  Multiplication  mit 
sin  utdt  und  Integration  zwischen  den  Gränzcn  / = 0,  t = x: 


■e~** 


— P _^£_  P e—xt  «in  utdt 

i/  0 1 — Xt/  0 

<*> 


Gs  ist  ober 


1 — x ’ -f-  x3 

_ 1 r 1 * -i ! i 

x «’  -+-  X1  U3-+-X3J’ 

mithin  durch  Integration: 

/-  dx 1_ 

1 — x ’ u1  -+-X3 

= ~— , [—/(x—  l)-H4»’+x*)-l-^-  Arctan  ^J,  fürx>1 

= [—  /(I  — x)  + {/(«*  -+-  x»)  -4-  ^ Arctan  für  x<  1. 

Bedient  man  sich  der  ersten  Formel  für  x = ae,  der  zweiten  für 
47  = 0,  so  erhält  man  leicht 

/*“  rfx_  \ _ _J_ 

y0  i-x • w'-t-x» — i+st1  * « • 2 11 

mithin  nach  Gleichung  (21) 

=f  nb-Ä-  <2*) ' 

Durch  Subtraction  und  Addition  der  Gleichungen  (20)  und  (22)  er- 
geben sich  jetzt  folgende  Integrale: 
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,/;  /i(e~')  — e~' /t(c+<) } sin  utdt  ——  (23) 

/’**  2» tlu 

0 sin  vit  = — — — . (24) 

N’eiimen  wir  nun  in  der  Gleichung  (2)  einmal 

= ) - er-'  /»(«+') 

und  dann 


/■(/)  = <r*-'  /i(r-')  -4-  «-'/»(«-•-'), 
so  erhält  man  auf  der  Stelle: 

y du  — — U<r+-:  /*(*“«)  — <f«  /•(«+«))  (25) 

^ = — ylr»” /»(*-»)  4-  <r-Wt(<r+-«)].  (26) 

Diese  Formeln  entsprechen  ganz  den  unter  (17)  und  (18)  darge- 
stellten.  Man  kann  auch  (17)  aus  (25)  dadurch  ableiten,  dass  man 
die  letztere  Gleichung  partiell  nach  a dilTerenziirt  und  auf  gleiche 
W eise  die  Formel  (26)  aus  der  in  (18). 

Setzt  man  nun  in  den  Integralen  (17)  und  (26)  u~~-  und 
schreibt  aß  für  a,  so  ergeben  sich  die  folgenden: 

/I  j^^fdx  = — i\e+aßliCe-<‘a)^-e-»ä/i(t+nä))  (27) 

f0  dx  = — “ [e-1-"5  (28) 

Da  man  für  den  lutegrallorithmus  Tafeln  besitzt,  wie  für  die  f.o- 
garithmen  und  trigonometrischen  Functionen,  so  sind  jetzt  die  obi- 
gen Integrale  als  völlig  entwickelt  und  bekannt  anzusehen. 

Nimmt  man  auch  in  den  Gleichungen  (18)  und  (26)  « = 

setzt  aß  fiir  a und  bemerkt,  dass  l~-=.lx — Iß  ist,  so  erhält  man 
nnter  Anwendung  der  Formeln  (5)  und  (6)  die  folgenden  Ausdrücke: 


. (29) 

= ■ e~*a  -+-  ^ /»(*-«*)  - e~*ß  /r(cr*-*4)]  ) 

14* 


/: 


’ Ix  . COS  ttX 


dx 
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xlx  . sin  ax  ^ 
ß*  .r1  ' V 


e~*ß j-  [e-t-*/3  /»(^-°0)  -+-  e~aß  /f(e~MfÄ)l 


(30) 


welche  ebenso  wenig  bekannt  zu  sein  scheinen,  als  die  Formeln 
(27)  und  (28). 


XIV. 

Geodätische  Aufgabe. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Wenn  man  in  drei  ihrer  Lage  nach  gegebenen  Punk- 
ten A,Ax,At  die  180°  nicht  übersteigenden  .Winkel  ge- 
messen hat,  welche  die  von  den  Punkten  A,  A ,,  A,  nach 
dem  seiner  Lage  nach  unbekannten  Punkte  M gezoge- 
nen Gesiclitslinien  AM.  AXM,  AXM  mit  drei  von  den 
Punkten  A , A , , At  uns  nach  derselben  Seite  hin  gezo- 
genen einander  parallelen  Linien*)  e i n sc h I i esse u : so 
soll  man  die  Lage  dieser  Parallelen  und  die  Lage  des 
Punktes  M bestimmen. 

Man  bezeichne  die  bekannten  rechtwinkligen  Coordinaten  der 
Punkte  A,  Ax,  Ax  respective  durch  a.  b\  a,  , //,  ; 0„  //,;  die  ge- 
suchten rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punktes  M durch  x.  y\ 
und  setze  der  Kürze  wegen  AMz=q,  A,M=qi,  AtM  = p,. 
Ferner  bezeichne  man  die  von  den  Linien  AM,  A,M.  A , M und 
von  den  aus  den  Punkten  A,  A ,,  A,  gezogenen  Parallelen  mit  der 
Richtung  der  positiven  ersten  Conrdiuuten  eingeschlossenen  Win- 
kel, indem  man  diese  Winkel  von  der  Richtung  der  positiven  er- 
sten Coordinaten  an  durch  den  Coordinateuwinkel  hindurch  von  0 
bis  360°  zählt,  respective  durch  gp,  y,,  tpt  und  tu;  so  bat  man  of- 
fenbar die  folgenden  Gleichungen: 

X = a -+-  Q cos  <p,  y = b -f-  Q sin  (f> ; 
x = a,  -\-Q i cos  gp , , y = 6,  -f-  sin  y,; 
x = crt  -4-p,  cos  y=6tA-Qt  »in  <p, ; 

*)  Etwa  mit  der  einen  Hälfte  des  magnetischen  Meridians. 
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uud  kauo,  wie  sogleich  erhellen  wird,  die  Werthc  der  Differenzen 
*P  5 p,  — tu,  gp,  — tu  immer  leicht  aus  den  gemessenen  Winkeln 

finden,  weshalb  man  diese  Differenzen  als  bekannt  zu  betrachten 
berechtigt  ist.  Bezeichnen  wir  nun  die  aus  den  gemessenen  Win- 
keln sich  ergehenden  Werthe  der  Differenzen  g>  — tu,  y,  — tu, 
w durch  a,  a,,  a„  und  nehmen  un,  dass  diese  Werthe,  wie 
dies  u.  A.  bei  Messungen  mit  der  Boussole  der  Fall  sein  könnte, 
sämmllich  mit  einem  und  demselben  constanten  Fehler  © behaftet 
sind,  so  dust  nämlich  «4-©,  a,4-0,  a,  4-  © die  richtigen  Wer- 
tbe  der  io  Rede  stehenden  Differenzen  sind;  so  ist 

9>  — <£»  = «-+-©,  tp  = a-i- u> -t- 0; 

Vi  — w = “t  4-0,  gp,  = a,  tu  + ©; 

9*  — w = «»-+■©,  SP,  = o,  -f-  tu  + © ; 
folglich  nach  dem  Obigen 

= « -+-  Q cos(a  -+-  tu  + ©),  y — sin(«  4-  tu  4-  0) ; 

•r— "i  +?i  cos(a,  -f-tu-f-©),  y—i 5,  4-  p,  sin(«,  -t-tu-f-©); 

d-fi  cos(a, -f- tu -f- 0),  y—b^  4-p,  sin(t»,  ■+■  tu  0) ; 
woraus  sich 

lang  0 + tu  4-0)  =|~, 
tang  (a,  4-iu4-  ©)  = 
tang  (a,  4-  w 4-  0)  = 

^ fl  2 

ergiebt.  Diese  Gleichungen  bringt  man  aber  leicht  auf  die  Furm 

a:  sin(a  4-  tu  4-  ©)  — y cos(a  4- tu  4- 0) 

= a sin(a  4-  tu  4-  0)  — b cos(a  4-  tu  4-  0), 

x siu(a,  4-  <u  4-  0)  — ycos(a,  4- tu  4-©) 

= «,  sinCo,  4-  w 4 - ©)  — 4,  cos(a,  4-  tu  4-  0), 

-z-sio(a,  4-tu*4-@)  — y cos(«,  4- tu  4- 0) 

= sin(a,  4-  tu  4-  0)  — Ä,  cob(«,  4-  tu  4-  0) ; 

und  erhält  aus  denselben  durch  Elimination  von  x und  y die  Glei- 
chung: 

ö=|siQ(«14-tu4-Ö)cos(a,4-tu4-0)— cos(tt14-tu4-©)sin(tt1+tu+©)J 
X |«sin(a4-tu4-0) — b coa(o4-tu4-0)  J 

4-|  sin(a,4-tu4-0)cos(a4-tu4-0)— cos(a,4-tu4-0)sinC«4-tu4-0)  | 

X jt»,sin(«I4-tu4-@)  — bx  008(0,4-014-0)1 

4-|sin(a4-tu4-0)coa(al4-tu4-0) — co.>i(«4-tu4-0)sin(a,4-tu4-©)  | 

X |«,sinC«,4-w4-0)  — ^,cos(«,4-tu4-0)j; 
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<L  i. 

0 = sin(a,  — a,)  ja  sin(a  4-  « 4 - 0)  — A cog(a  4-  tu  -1-  0)  j 
4-  sin(a,  — «)|«,  sin(t*,.  4- w 4-  0)  — 6,  cos(a,  4-  u>  4-  ©)J 
4-  sin(«  — a,) Ja,  sin(a3  4-  w 4-  0)  — A,  cos (a2  4-w  + 0)J. 

Setzt  mau  der  Kürze  wegen 

K=  sinC«, — «,)  (a  sin  a — b cos  a) 

4-  sin(a,  — «)  («,  sin  a,  — A,  cos  «,) 

4-  sin(a  — a,)  (a,  sin  a,  — A,  cos  a 

L=.  sin(a, — «,)  (a  cos  a 4-  b sin  a) 

4-  sin(a,  — a)  (a,  cos  «,  4-  b , sin  a,) 

4-  sin(a  — a,)  ( a,  cos  a,  4-  A,  sin  «,); 

so  ist,  wie  sogleich  erhellen  wird: 

K cos(<o  4-  0)  4-  L sin(w  4-  0)  = 0, 

also 

lang  (w  4-©)  = — j. 

lierechnet  man  die  Hülfsgrössen  /*,  A;  j»1(  A,  ; /»,,  A,  auf  bekannte 
Weise  mittelst  der  Formeln 

azzr/ucosA,  A = /*sinA; 

,a,—ni  cosA,,  £,=/*,  sin  A,; 

cosA,,  b2  = jU,,  sin  A, ; 

so  ist 

Ä = 1*  sin(a,  — «,)  sin(«  — A) 

4-;*,  sinO,  — a)sin(a,  — A,) 

4-f*j  sin(«  — «,)  sin(«,  — A,), 

Z,=  jusin(a, — a,)  cos(o — A) 

4-  /<,  sin(«2  — a)  cos(a,  — A,) 

4-/“i  sin(a  — «,)  cosfa,  — A,); 

mittelst  welcher  Formeln  die  Grössen  K and  l>  ohne  Schwierigkeit 
berechnet  werden  können. 

Zwischen  p und  p,  hat  man  nach  dem  Obigen  die  Gleichungen 

q cos(a  4-  ui  4-  0)  — p,  cosfa,  4-ü>4-0)  = a,  — a, 
p sin(a  4- w 4- 0)  — p,  sin(a,  4-  w 4-  0)  = A , — A; 
aus  denen  sich 

(«,  — 0)  sin(a,  <u  -f-  M)  — (A,  — b)  cosfa,  4-  w -+■  O) 

Q »in(«,  — o)  ’ 
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oder,  wcun  mau  die  Hülfsgrüssen  k und  i mittelst  der  Formeln 


tt,  — a = k cos  ä,  — 6 = k sin  * 

berechnet: 

, sin  (n  | — i + M+W) 

® sin(«,  — a) 

ergiebt.  Hat  man  aber  auf  diese  Weise  g gefunden,  so  erhält  man 
die  Coordinuten  ar  und  y leicht  mittelst  der  Formeln 

a:  = a -+-  g cos(a  -1-  id  0),  y = b -+-  g sin(a  ■+•  w -+-  0) ; 


und  dann  g,  und  p,  mittelst  der  Formeln 

-r-«!  _ y — f>, 

cosfa,  -+-  io  ■+■  B)  sin(o,  8)’ 

x — «i  y — b-t 

cos  (er,  -J-ai  -+-  ö)  -7_  sin(«,  tu  + ©) 

Auch  hat  man  nach  dem  Obigen  zur  Bestimmung  von  x und  y die 
Gleichungen 

,xsin(a-l-«o-F-©) — ycos(a  + ai-f-0)=/i8in(a — 1-t-w-l-O), 
•arsinO,  -f-w-t-0)  — ycos(a,  -f-w-1-©)  =/z,  sio(a,  — l,H-w  + ©), 
xs\o(ai-\-üi-\-Q') — ycos(a,  -+-  io  -J-  0)  = fi  , sin(a,  — l,-|-w+0); 


aus  denen  sich  u.  A. 


UMiifnr — i-|_<,j-f-8)cos(a , ft , sin(o i i -Hm-e)cos(«+«)4-e) 

sin(«  — a,) 

(4  sin(c— sin(« , -Ha-4-  fl)— ,« , sinf«,  — t. , -hu-+-8)  sinfg-f^u-t-  W) 

sin(«  — «,) 


ergiebt. 

Da  g immer  eine  positive  Grösse  sein  muss,  so  kann,  wie  leicht 
erhellen  wird,  nie  ein  Zweifel  bleiben,  wie  mun  den  Winkel  <o 
+ 0 zu  nehmen  but,  wenn  man  denselben  mittelst  der  Formel 


tang  (tu  H-  0)  = — 


A" 

L 


berechnet.  Weitere  Bemerkungen  über  die  obige  Auflösung  können 
wir  füglich  dem  Leser  überlassen. 
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XV. 

Remarques  faites  ä l’occasion  du  No.  XIII. 
T.  IV.  p.  113.  de  ce  journal. 

Par 

Monsieur  Ubbo  H.  Meyer 

de  Groninguc. 


Dans  l’articlc  eite  M.  Ic  redacteur  a communique  une  equation 

ire 

elini 

* / (1  -f-  XU>) 


(j^dndrale  de  M.  Bertrand  qui  sert  a truuver  lu  valeur  de  i’integrulc 


/; 


-dui. 


o I -f-  Ui* 

Gelte  equation  est  la  suivnnte 

(1)  f(w,x^doi—  <p(x)dx  <ft(x)dx 

dang  laquelle  <p{x~)  signifie  ce  que  devient  f(x. io)  lorsqu’on  derit 

x au  lieu  de  w,  et  $p,(ai)  ce  que  devient  j'  da?  en  met- 

taut  x au  lien  de  u>  apres  la  ditlerentiation  et  l’intdgration.  Saus 
ce  long  avertissement  la  formute  (I)  n’a  aucune  signilication  et  ce 
serait  donc  un  grave  inconvdnieut  si  cette  dquation  ne  pourrait 
s’exprimcr  d’une  mattiere  plus  simple.  Or  on  verra  avec  peu  d’at- 
tention  nu'elle  n’est  autre  cltose  qu’un  cas  particulier  du  principe 
de  la  dincrentiation  sous  le  signe  iutegral. 

En  eilet,  soient  a et  b des  fonotions  de  x et  en  ddsignnnt 

pour  plus  de  commoditd  la  ddrivde  ^ ^ d’une  fonction  quelconque 

F(x)  par  dxF(x ),  on  n en  gdndral 

(2)  dx J^°f(_i».x')dw=f(b,x')dxb—f(.a.x)dj:a-k- dxf(w,x)düt 

d’oii  l’on  tire  en  particulier,  en  fuisant  b = x et  n inddpendant 
de  x: 

<*>  ■‘■f  , f(ut,x)dw  =/(x,x')  +fa  dxf(oi>yx)dw. 
Maintcnant  si  l’on  fait 


dx/(ui,x)  =f((u,x) 
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011  nur« 

(*)  4/(^,w)  =/,(or,w) 

el 

(5)  J* m dxf[y>,x)dta  =J.  f(w,x)du>. 

Mais  on  voit  saos  peilte  que  l’oo  aura 

(ö)  ^ f{ut,x)du>  = [/;  f'(x, 

en  admettant  que  le  dernicr  membre  signifie  qu’il  faut  changer  a i 
eu  x dans  l’expression  J*  f(x,u i)dx  apres  l’iutegratiou. 

II  guit  douc  de  (5)  et  (ö) 

fyxf{u>,x)du>  = [ /;>  (x,  o.)  dx]m 

au  d’apres  (4) 

7>/k^ = 

ce  qui  cbange  (3)  eo 

m */;  f((»,x)dw  =/(x,x)  -I-  u:  da)/(x,iu)dx  ] 

Or  f(x,x)  egt  le  mdme  que  ce  qu’on  n exprimd  par  dans  tu 

formule  (1)  et  \/  du)f(_x,w)dx  1 est  le  mdme  que  <pt  (x) 

dang  cette  formule.  Donc  d’apres  cette  notatiun  lu  formule  (4)  ou 
(3)  ge  rdduit  a 

dxf*  f(w,x)  du>z=  <p(x)  -f-  <pt(x), 

et  en  intdgrant  par  rapport  a x entre  les  liinites  x = a et  x = x 
il  g’ensuit 

J *f(p>yx}dui  —tf°f(w,a)dw  =/;9(x)dx  +/a  tp^x^dx, 
ou  puisque  f(w,a)du>  est  dvidemment  dgal  a zero 


J'  ßuitx)dw—  <p(x)dx  J'  <pt(x)dx. 

II  rdsulte  de  ce  qui  prdeede  que  l’dquation  de  M.  Bertrand  n’est 
qu’un  cas  particulier  de  l’iutdgrale  de  la  formule  qui  sert  a diffd- 
rentier  sous  le  eigne  integral  leg  intdgrales  ddiinics  par  rapport  ä 
une  variable  dont  les  limites  sont  des  tonctiong,  et  que  par  conad- 
queat  toutea  leg  cousdqueuces  que  l'ou  eu  peut  faire  se  deduiront 
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auagi  dp  la  formule  äquivalente  (3)  et  a fortiori  de  la  forinulc  ge- 
nerale (2). 


Ainsi  |iour  trouver  la  vateur  de  l’intdgrale  delinic 
l’on  ditferentie  pur  rapport  ii  .r,  et  la  formule  (3)  donue 


todui 


(H-a,1)(l+X<u) 


mal»  on  a 


(o  I_ /•  J-  o>  ' x N 

(1  -f- «»’J  (1  -4- xu>)  1 -j-ar’v.!  -+-  w*  1 — j—  <i**  l -t- xu 

d’oii 

fo(  i+Jw  + ZT)  = 

Kn  aubstituaot  cette  valeur  dans  (9)  on  obtient 

n , /(l-t-ar’)  . Zr.arctan.x 

***  — + 1 + x» 

dqnation  que  l’on  peut  derire  sous  la  forme 

2d[zy=:/(l  -t-x*)d*  arctan  .x -§-  arctan  . xdxl.(\  -+-.r’)  . 
= dx[/(l  -f-  x*)  . arctan  . .r| 

et  en  integrant  par  rapport  ä x: 

2y  = /(I  -+-  x7)  . arctan  . x + C. 

La  quantitd  C independante  de  x est  d’apres  (8)  dgale  a zdro. 
Douc  on  a 

f*  ‘r‘"\/w  = £/(  1 -+-  ar3)  . arctan  . x. 

,/  0 1 -t - <o*  * ' ’ 


Quant  a la  formule 

f rp(x)f\x)dx=x^(x)J'n  F(x)dx-J ^ (<txV(.x)/  F(x)dx)t/x, 

que  l’on  a deduite  de  l’dquation  (1)  et  la  quelle  offre  une  extenaion 
du  principe  de  l’intdgration  par  partie,  eile  s’obtieut  de  meine  de  l’d- 
quatiou  (3),  muis  l’equation  (2)  nous  donne  la  foruiule  plus  gdudrale: 
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(10)  /:  if>  (x)F(x)  fix  = F(x)dx  — tp(»)  f F(x)dx 

— f (dxipx  j F(x)dx)dx 

» et  c designant  des  fonctioos  qoelconqupg  de  x et  « une  coti- 
staote.  Cepeudant  od  o’ä  pus  besoio  de  transformer  (2)  pour  olite- 
nir  la  formule  preeddeote,  parcequ’ou  y parvieudra  immediatement 
au  rnoyen  de  la  foruiule  couuue: 

dx[ip(x)<f  (x')]  = xp(x)dxy(x)  -f-  dxy(x)  . <f  (x). 

Car  eu  integrant  eutre  les  limites  u et  v par  rapport  a x,  on  aura 

/V  t'V  C v 

dx\tp(x)<p(x)]dx  = J * ip(x)dx<f(x)dx  -+-  f * dxil>(x)  ,tp(x)dx-, 

mais 

/„  dx[y(x)<f(x)\dx  = if>(.v)<p(v)  — y(ti)<p(u), 

d’oii 

y(v)y(v)  — tp(»)gp(»)  =r:  tpxdx<p(x)dx  -+-  /:  dxy{x)<p(x)dx. 
Posons 

(f(x)  — j F\x)dx , 

on  aura 


<p(v)  = f F(x)dx,  <jp(«)  = r F(x)dx  et  dx<p(x ) = F(x) ; 

' a f o 

par  consequent 

tp(i >)j  F(x)dx — 1/<«)  j'  F(x)dx  = j y(x)  f\x)dx 
-+-  / (dxip(x)  f F(x)dx)dx. 

' U ' fl 

En  renrersant  les  termes  od  obtient  la  formale  (10),  par  luquelle 
I’od  integre  par  parties  eotre  des  limites  quelcoDques. 
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XVI. 


(Jebungsaufgaben  für  Schüler. 


Aufgaben  aus  den  Cambridge  problems,  proposed  b y tbe 
moderators  tu  the  cnudidates  für  m a t b e ni  a t i ca  I houors 
at  tbe  general  examination  1842  — 43  und  1843. 

Man  soll  beweisen,  dass  die  Summe  eines  Bruchs  uud  seines 
reciproken  Werths  immer  grösser  als  2 ist. 

Man  soll  beweisen,  dass,  weuu  0 den  von  den  Diagonalen 
eines  Parellelogramros,  dessen  Seiten  «,  b unter  dem  Winkel  u ge- 
lten einander  geneigt  sind,  eingeschlossenen  Winkel  bezeichnet, 
jederzeit 

’iab  sin  a Iah  sin  a 

tang  0 a.  _**  (o  h-  h)  (a  — h) 


ist. 

Wenn 


cos  01 


cos  re 
cos  ß 


, cos  0,  * = 


cos  a, 
cos  ß * 


tang  © tang  re 

tang  ©,  tang  re, 


ist,  so  ist  immer 


tang  ja  taug  ja,  = tang  \ß. 

Wenn  E und  F die  Punkte  bezeichnen,  in  denen  die  Seiten 
AC  und  AH  eines  Dreiecks  von  den  auf  sie  von  den  gegen  überste- 
llenden Spitzen  U und  C gefällten  Perpendikeln  getroffen  werden, 
so  ist  immer 

BC*  = AB . BF-+-  AC.  CE. 

4Vcnn  a , b,  c die  Seilen  und  A,  B , C die  gegenüberstehenden 
Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  sind,  und  r deu  Halbmesser  des  uui 
dieses  Dreieck  beschriebenen  Kreises  bezeichnet,  so  ist  immer 

I 

o cos  A -\r  b cos  B -+-  c cos  C=4r  sin  A sin  B sin  C. 

Wenn  die  Sinus  der  Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  eine  arith- 
metische Progression  bilden,  so  bilden  auch  jederzeit  die  Cotan- 
genten  der  halben  Winkel  dieses  Dreiecks  eine  arithmetische  Pro- 
gression. 

Wenn  A,  B , C und  A\  B1,  C'  Punkte  in  der  Peripherie  eines 
Kreises,  und  die  Linien  AB,  AC  den  Linien  A' B' . A'C“  bezie- 
hungsweise parallel  sind,  so  sind  auch  jederzeit  die  Linien  BC 
und  B'C  einander  parallel. 

Kin  rechtwinkliges  Dreieck  durch  eine  auf  seiner  Hypotenuse 
senkrecht  stehende  Linie  zu  halbiren. 
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Wenn  zwei  Kreise,  deren  Halbmesser  a und  b sind,  sich  von 
Anssen  berühren,  und  & den  von  zwei  gemeinschaftlichen  Beriili- 
ruogslinien  dieser  beiden  Kreise  eingeschossenen  Winkel  bezeich- 
net,  so  ist  immer  , 


r.  h(a  — b)^//  ab 

sin  @ = — ’y- — 

(a  -+-  6)* 

I 

Wenn  die  Zahl  » Bich  in  q Quadrate  zerlegen  lässt,  so  lasst 
die  Zahl  2(g — 1)»  sich  immer  in  q(g — 1)  Quadrate  zerlegen. 

Die  stereographische  Projection  eines  Tubus  auf  einer  auf  sei- 
ner Diagonale  senkrecht  stehenden  Ebene  ist.  wenn  das  Auge  sich 
in  der  verlängerten  Diagonale  befindet,  ein  gleichseitiges  .Sechseck. 
Befindet  sich  das  Auge  in  einer  der  Diagonale  gleichen  Entfer- 
nung von  dem  Tubus,  so  verhalten  sich  die  Sinus  zweier  einander 
benachbarten  Winkel  dieses  Sechsecks  wie  8 : 5 zu  einander. 

Eiu  leuchtender  Punkt  befindet  sich  in  der  grossen  Axe  einer 
Ellipse  in  der  Entfernung  n vom  Mittelpunkte;  man  soll  beweisen, 
dass  die  Entfernung  vx  des  Bildes  nach  der  ;rten  Reflexion  vom 
Mittelpunkte  durch  die  Gleichung 

ar  — ( — I )zux  -f-  ae  — ti 

ae  (—  l)xux  — ej  ' ae-\-  u 

gefunden  wird.  ( 


Sätze  von  den  Kegelschnitten,  welche  zu  beweisen  sind. 

Von  Herrn  Fr.  Seydewitz,  Oberlehrer  om  Gymnasium 
zu  Heiligenstadt. 

Nennt  man  eine  jede  Sehne  eines  Kegelschnittes,  welche  durch 
einen  Brennpunkt  geht,  eine  Brennseboe,  und  je  zwei  solche  zu 
einander  rechtwinklige  Sehnen  zwei  zugeordnete  Brennsebnen  der- 
selben, so  bat  man  die  Sätze: 

1.  In  jeder  Ellipse  und  Parabel  ist  die  Summe,  und 
in  jeder  Hyperbel  ist  die  Summe  oder  der  Unterschied 
der  reciproken  Wert  he  derStücke,  in  welcheeinc  Brenn- 
sehne durch  den  Brennpunkt  zerlegt  wird,  jenachdem 
letztere  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Hyperbel  liegt, 
constant,  und  zwar  viermal  so  gross  als  der  reciproke 
Werth  des  Parameters. 

2.  ln  jeder  Purabel  ist  die  Summe  der  reciproken 
Werthe  je  zweier  zugeordneter  Brennsebnen  gleich  dem 
reciproken  Werthe  desParameters,  in  jed  e|r  Ellipsegleich 
der  Summe  der  reciproken  Werthe  des  Parameters  und 
der  Hauptachse,  und  in  jeder  Hyperbel  ist,  wenn  beide 
Brennsebnen  innerhalb  oder  beide  ausserhalb  derselben 
liegen,  die  Summe;  dagegen,  wenn  die  eine  innerhalb, 
die  andere  ausserhalb  liegt,  der  Unterschied  ihrer  re- 


Digitized  by  Google 


222 


eiproken  Werthe  gleich  dein  Unterschiede  der  recipro- 
ken  Werthe  des  Parameters  und  der  Hauptachse. 

3.  In  jeder  Parabel  ist  die  Summe  der  reciproken 
Werthe  der  Rechtecke  zwischen  den  durch  den  Brenn* 
puii  kt  bestimmten  Abschnitten  je  zweier  zu  geordneter 
Urcnnsehnen  dem  reciproken  Werthe  des  Quadrates  des 
halben  Parameters,  in  jeder  Ellipse  der  Summe  der  re- 
ciproken Werthe  der  Quadrate  des  halben  Parameters 
und  der  halben  Nebenachse,  und  in  jeder  Hyperbel  ist, 
wenn  b ei  de  B re  n nse  h n e n innerhalb  oder  beide  ausser- 
halb liegen,  die  Summe;  dagegen,  wenn  die  eine  inner- 
halb, die  andere  ausserhalb  liegt,  der  Unterschied  je- 
ner reciproken  Werthe  dem  Unterschiede  der  reciproken 
Wcrtbe  der  Quadrate  des  halben  Parameters  und  der 
halben  Nebenachse  gleich. 

4.  In  jeder  gleichseitigen  Hyperbel  sind  je  zwei 
zugeordnete  lire n n se h n en  von  gleicher  Länge,  und  die 
Rechtecke  zwischen  ihren  durch  den  Breun puukt  be- 
stimmten Abschnitten  von  gleichem  Inhalte. 

5.  Oie  Summe  der  reciproken  Werthe  der  Quadrate 
über  den  vier  Abschnitten,  in  welche  je  zwei  zugeord- 
nete Brennsehnen  im  Brennpunkte  getheilt  werden,  ist 
für  die  Parabel  24mal  so  gross  als  der  reciproke  Werth 
des  Quadrates  des  Parameters,  und  für  die  Ellipse  oder 
Hyperbel  24m  n I so  gross  als  der  reciproke  Werth  des 
Quadrates  des  Parameters,  weniger  oder  mehr  dem  Dop- 
pelten des  Quadrates  der  halben  Nebcnachse. 

6.  In  jeder  Ellipse  ist  die  Summe,  und  in  jeder  Hy- 

{terbel  ist  der  Unterschied  derRechtecke  zwischen  zwei 
'aar  Zuglinien,  welche  von  beiden  Brennpunkten  nach 
den  Endpunkten  zweier  zugeordneter  Durchmesser  ge- 
zogen werden,  von  unveränderlichem  Inhalt,  und  zwar 
der  Summe  oder  dem  Unterschiede  der  Quadrate  der  hal- 
ben Achsen  gleich. 


XVII. 


M i s c e 1 1 e n. 

$ 


ln  Schumachers  astronomischen  Nachrichten  No.  491.  S.  171. 
hat  Herr  Professor  Anger  zu  Danzig  die  folgende  interessante 
Bemerkung  mitgetbeilt. 

Wenn  man  unter  dem  IliilieDdreieck  eines  Dreiecks  das  Dreieck 
versteht,  welches  durch  Verbindung  der  Fusspunktc  der  drei  Hohen 
des  gegebenen  Dreiecks  durch  gerade  Linieu  entsteht,  so  giebt  cs 
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zwischen  dem  Radius  des  um  das  gegebene  Dreieck  beschriebenen 
Kreises,  dem  Radius  des  in  dasselbe  beschriebenen  Kreises,  dem 
Radius  des  iu  das  Hiibeudreieck  beschriebenen  Kreises,  und  den 
drei  Winkeln  des  gegebenen  Dreiecks  eine  merkwürdige  Relation. 
Bezeichnet  man  nämlich  den  Radius  des  uui  ein  Dreieck  beschrie* 
reo  Kreises  durch  R,  den  Radius  des  in  dasselbe  beschriebenen 
Kreises  durch  r,  den  Radius  des  in  sein  Höhendreieck  eingeschrie- 
benen Kreises  durch  ß,  so  ergeben  sich  die  Cosinusse  der  drei 
Winkel  des  gegebenen  Dreiecks  durch  die  Auflösung  der  folgenden 
cubischen  Gleichung: 


cos*  ®-(l  + »•) cos’ 


r»  2 Kr  •+-  /in 


cos  a = -jL. 


Ilerr  Professor  Anger  bemerkt  noch,  dass  sich  viele  interessante 
trigonometrische  Sätze  aus  dieser  Gleichung  ableiten  lassen,  die 
wegen  ihrer  einfachen  Form  einige  Aufmerksamkeit  zu  verdienen 
scheine.  g. 


Eine  Reclinungsspielerei 

znr  Sprache  gebracht  von  Herrn  Professor  Hessel 
in  Marburg. 


Bei  der  bekannten  Aufgabe,  nach  welcher  man  die  Zahlen 
1 bis  9 so  in  ein  aus  9 Feldern  bestehendes  quadratisches  Tafel. 

/ abc  1 

eben  wie  einschreihen  soll,  dass  die  Summen  a b 


ä e g h i , a 


c , 


/l,  c 


i -Vts  . 

a + e-hi,  c-i-e-i-g  gleich  gross  »erden,  ist  e = 5,  z.  B.  j 951  ' . 


,27er 

.Man  äudere  nun  vorstehende  Aufgabe  dahin  ab,  dass  gefordeit 
wird,  es  soll  a-±-  6 c=  rf-|-  e-\-f=g-+-  h -+-  « = a 4-  U-+-  g 
= b -i- e -i- h = c-i-f -t- i = a-t-c-t- i aber  verschieden  von 
f+e-t-g,  und  e eine  von  5 verschiedene  Zahl  sein. 


Auszug  aus  einem  Briefe  des  Herrn  G.  D.  E.  Weyer, 
Assistenten  an  der  Sternwarte  zu  Hamburg,  an 
den  Herausgeber. 

Die  von  Gerling,  Hansen,  Clausen,  so  wie  von  Euer  etc. 
selbst  bearbeitete  geodätische  Aufgabe  gehört  nach  meiner  Meinung 
zu  den  einfachen  und  nützlichen  Problemen,  die  beim  ersten  An- 
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blick  die  Auflösung  zu  fliehen  scheinen.  So  findet  sich  die  leich- 
tere umgekehrte  Aufgabe  z.  B.  fast  in  allen  Navigationsbücbern, 
während  die  gegenwärtige  wohl  mit  demselben  Rechte  einen  Platz 
darin  verdiente,  indem  die  unsichere  Messung  einer  Standlinie  auf 
dem  Wasser  dabei  wegfällt  und  zugleich  die  magnetische  Declina- 
tion  des  Compasses  (mit  Einschluss  der  Lokalattruction ) bestimmt 
wird.  Ich  sehe  solche  Aufguhen  gerne  historisch  nachgewiesen. 
Hier  ist  ein  Beitrag  dazu  aus  William  Payne's  Elements  of  Trigo- 
nometrie, London  1772: 

Having  tbe  distance  of  two  objects  A and  B (Taf.  II.  Fig.  9.), 
with  the  ungles  observed  at  the  stations  C and  D\  it  is  required 
lo  find  the  distance  between  the  stations  C and  D.  — Constructiou. 
Lpon  AB  descrihc  segments  of  circles  thnt  will  contain  the  giveu 
ungles  ACB,  ADB,  make  tbe  angle  ABE  = ADC,  draw  AE, 
upon  AE  descrihe  a segment  of  a circle  AFCE,  tliat  will  contain 
the  Supplement  of  the  angle  ACD,  cutting  the  circle  ACB  in  C, 
draw  ECD,  and  the  thing  is  evidently  done.  — Calculation. 
In  the  triangle  CDA  are  given  all  the  angles,  and  bv  tuking  CD 
ut  pleasure  (suppose  1000)  we  muy  find  CA  etc. 


Noch  einige  Aufgaben. 

1.  Wenn  die  Mittelpunkte  A,  ß,  C dreier  Kreise  in  einer  ge- 
raden Linie  liegen,  und  die  Kreise  ß und  C den  Kreis  A von 
Innen,  sich  selbst  von  Aussen  berühren,  so  ist  immer  der  ausser- 
halb der  Kreise  B und  C liegende  Tbeil  der  Area  des  Kreises  A 
der  Area  des  über  der  die  beiden  Kreise  B und  C berührenden 
Sehne  des  Kreises  A beschriebenen  Halbkreises  gleich. 

2.  Die  Seiten  eines  ebenen  Dreiecks  seien  den  Wurzeln  der 
Gleichung 

,r,  -f-  bx  c = 0 

proportional:  man  soll  die  Summe  der  Cosinus  der  Winkel  dieses 
Dreiecks  finden. 

3.  Aus  drei  gegebenen  Punkten  als  Mittelpunkten  drei  sich 
gegenseitig  berührende  Kreise  zu  beschreiben. 
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Theorie  der  involutoriscben  Gebilde  nebst 
Anwendungen  auf  die  Kegelschnitte. 

Von 

Herrn  Fr.  Seydewitz, 

Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Heiligenstadt. 


(Fortsetzung  des  Aufsatzes  No.  XXX.  im  dritten  Hefte  des 
vierten  Theils.) 


Feber  das  Wesen  und  die  Eigenschaften  der  einem  Sy- 
steme von  Kegelschnitten  gemeinschaftlichen  Sekanten 
und  Tangentendurchschnitte. 

§.5. 


Zwei  in  einer  Ebene  beliebig  liegende  Kegelschnitte. 


Steht  durch  unmittelbare  Anschanung  fest,  dass  eineEIlipse 
und  irgend  ein  anderer  Kegelschnitt,  welche  in  einer 
Ebene  beliebig  liegen,  wenn  sie  einen  Punkt  gemein 
haben,  ohne  sich  in  ihm  zu  berühren,  nothwendig  einen 
zweiten,  und  wenn  einen  dritten,  nothwendig  einen 
vierten  Punkt  gemein  haben  müssen,  so  zeigt  man  das  näm- 
liche von  zwei  beliebigen  Kegelschnitten,  indem  man  alle  ihre 
Punkte  mit  einem  beliebigen  Punkte  des  Raumes  durch  Gerade  ver- 
bindet und  die  bo  erhaltenen  Kegel  mit  einer  Ebene  schneidet,  wel- 
che einer  durch  den  gemeinsamen  Scheitel  gehenden  und  einen  der 
Kegelschnitte  weder  schneidenden  noch  berührenden  Ebene  parallel 
ist.  Und  hieraus  schliesst  man  dann,  dass  zwei  beliebige  Kegel- 
schnitte, welche  eine  Tangente  gemein  haben,  ohne  sich  selbst 
längs  derselben  zu  berühren,  nothwendig  eine  zweite  n.  s.  w.  ge- 
TM  V.  1& 
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mein  haken  müssen,  weil  die  Polar- Kegelschnitte  derselben  in  Be- 
zug'auf  einen  beliebigen  dritten*)  einen  Punkt  und  folglich  zwei 
Punkte  gemein  haben. 

Es  seien  nun  in  einer  Ebene  zwei  Kegelschnitte  K,  Ax  von 
beliebiger  Gestalt  und  Lage  gegeben;  es  sei  A eine  beliebige  Ge- 
rade dieser  Ebene,  und  B,  Bx  die  barm.  Pole  von  A für  A,  A,. 
Ferner  seien  a,  6,  c,  d . . . . und  ax,  b ,,  cx,  d,  . . . . der  Reihe  nach 
und  bezieklich  die  barm.  Polaren  der  Punkte  a,  6.  C,  b . . . . von  A 
für  A,  Ax,  und  die  Puukte  ß.  //,  mit  a,  b,  C,  b....  durch  die 
Strahlen  a',  b',c',d’  b'x,  c',,  d\  . . . . verbunden;  so  sind 

je  zwei  Strahlen  a,  a'\  b,b' für  A,  und  ax,a,x-,  bxxb\  .... 

für  A , zug.  harmonische  Polaren.  Man  hat  also  nach  §.  4.  1.  um 
jeden  der  Punkte  B , /?,  zwei  involutorische,  a potiori  also  projek- 
tivische  Strablbüschcl  B und  ß\  B , und  B\,  von  denen  überdiess 
ß’  und  B\  perspektivisch  sind,  nümlicb: 


B(a , b , c,  d....)  — B(a’,  b\  e\  tf ....)  = A(a,  b,  C,  b....) 
= B x («f, , b'x , , d1,  ....)  — B x[a  xx  bxx  c,,  d,  ..«.), 

also  ist  auch 


ß(a,  b,  c,  d....)  = ßl(al,  ä„  c„  dx  ....). 


1.  Die  harmonischen  Po- 
laren allerPunkte  einerbe- 
liebigen Geraden  in  Bezug 
auf  zwei  in  einer  Ebene  be- 
liebig liegende  Kegel- 


1.  Die  harmonischen  Pole 
aller  Strahlen  eines  belie- 
bigen Punktes  in  Bezug  auf 
zwei  in  einer  Ebene  belie- 
big liegende  Kegelschnitte 


•)  Sind  nämlich  A,  At  zwei  beliebige  Kegelschnitte,  A , Ax,  o,  ß,  y,  d .... 
Tangenten  von  AT,,  und  B,BX  n0,ß0,  y0,  cf0....  die  harmonischen  Pole 
derselben  für  K\  sind  ferner  a,  b,  t,  0....  und  fl,,  b,,  C,,  b.....  di* 

Durchschnittspunkte  von  A und  A,  mit  a,ß,y,tf und  a,6,c,d.... 

und  <*,,  bx,  c„  dx  ....  die  Strahlen,  welche  beziehlieh  B und  ßx  mit 
«0,  y„,  da  ....  verbinden,  so  sind  a,  b,  c,  d ....  der  Reihe  nach  die 

harmonischen  Polaren  von  a,  b,  C,  b....,  und  ax,  bx.cx,d die  har- 

monischen Polaren  von  a,,  b,,  c,,  b, ....  für  K\  also  sind  die  Punkte 
a',  b',  C',  b' . ...,  wo  A die  a,  />,  c,d ....  schneidet,  die  zugeordneten  har- 
monischen Pole  von  fl,  b,  t,  b....,  und  die  Durchschnittsnunfcte  fl',,  b',, 
t',,  b't ....  von  Ax  mit  ax,6x,cx,dx  ....  sind  die  zug.  narin.  Pole  von 
du  b„  c,,b, ....  Nun  aber  ist  nach  §.  b.  1.  und  Einfeitang  )I. 

Wo, b,e,d. ...)&-  b',  t,  b'  — ) **  A(a,  b,  c,  b »..) » A , (a , , b , , t,  ,b , .. ..) 

“ i (®  ,.b  ,,  c j,Vx)  = Bx(ax,bx,  ex,  dx «...); 

als«  aueh  B(a,  h,  e,  d ...)==  BAa„  bx,  c.,  dx ....),  d.  b.  die  harmoni. 
sehen  Pole  der  Tangenten  von  Jif,  für  K liegen  »uf  einem  dritten  Ke- 
gelschnitte £,.  Ist  nun  «,  die  Tangente  in  Bx,  so  ist  e die  Verbin- 
dungslinie von  B und  Bx,  e der  gegenseitige  Durchschnitt  von  A und 
Ax,  e,  der  Berührungspunkt  von  Ax,  also  sind  auch  die  hanuoaiseben 
Polaren  aller  Punkte  von  A',  für  K Tangenten  von  A',.  Haben  nun 
zwei  Kegelschnitte  eine  Tangente  gemein,  so  ist  der  harmonische  Pol 
derselben  für  K e'm  gemeinschaftlicher  Punkt  ihrer  Polar-Kegelsihmtt* 
fiir  A',  und  die  harmonischen  Polaren  der  beiden  gemeinschaftlichen 
Punkte  der  letzteren  sind  gemeinschaftlich«  Tangenten  der  ersteren. 
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liegen  paarweise  anf  den 
Tangenten  eines  dritten 
Kegelschnitts,  weicherauch 
die  beiden  harmonischen 
Polaren  jenes  Punktes  be- 
rührt. •) 

Ist  a,  der  gegenseitige  Durchschnitt  der  harmonischen  Polaren 
Ton  a,  so  ist  auch  a der  gegenseitige  Durchschnitt  der  harmoni- 
schen Polaren  von  a,  für  K,  A’, ; daher  nennt  Herr  Poncelet  sol- 
che zwei  Punkte  a,  a,  rcciprokc  oder  YVecbselpunkte  in  Bezug 
auf  K,  K,,  und  in  demselben  Sinne  sollen  zwei  Gerade,  deren  jede 
die  harmonischen  Pole  der  anderen  in  Bezug  auf  K , Kx  enthält, 
Wechselstrahlen;  ferner  soll  der  Kegelschnitt,  dessen  sämmtli- 
cbe  Punkte  mit  denen  einer  Geraden  A Paare  von  Wechselpunk- 
ten bilden,  der  Wechselpunkt  - Kegelschnitt  dieser  Geraden, 
und  jener,  dessen  sämmtliche  Tangenten  mit  den  Strahlen  eines 
Punktes  Paare  von  Wechselstrahlen  bilden,  der  Wechselstrah- 
le n • Kegelschnitt  dieses  Punktes  — iu  Bezug  auf  A",  Af,  — 
heissen. 

Die  Wechselpunkt- Kegelschnitte  zweier  verschiedenen  Geraden 

A,  A'  in  Bezug  auf  K , Ä',  haben  notbwendig  einen  Punkt  q,, 
nämlich  den  Wechselpunkt  ihres  Durchschnittes  q gemein,  a)  Be- 
rühren sie  sich  nun  nicht  in  diesem  Punkte  q,,  so  haben  sie  noth- 
wendig  einen  zweiten  Punkt  p gemein;  die  harmonischen  Polaren 
dieses  Punktes  u convergiren  sowohl  auf  A als  auf  A',  ohne  durch 
q zu  gehen;  also  fallen  sie  in  eine  einzige  Gerade  /'zusammen; 
und  du  diese  Gerade  nun  jede  Gerade  der  Ebene  in  einem  Punkte 
schneidet,  dessen  harmonische  Polaren  für  Ai  A”,  durch  p gehen, 
so  haben  die  Wechselpunkt- Kegelschnitte  aller  Geraden  für  Af,  Af, 
den  Punkt  p gemein,  b)  Berühren  sie  sich  in  q,,  so  seien  R,  II' 
die  harmonischen  Polaren  von  q,,  die  also  durch  q gehen  müssen; 
es  sei  B’  der  harmonische  Pol  von  R!  für  K,  ß,  der  harmonische 
Pol  von  R für  Af,,  und  es  heisse  q,  als  harmonischer  Pol  von  R 
für  K und  von  R'  für  Ä,  beziehlich  ß,ß,.  Denkt  man  sich  nun 
die  Wechselpunkt -Kegelschnitte  von  R und  R’,  und  erwägt,  dass 
die  Geraden  ßß',  ß,Ift  die  harmonischen  Polaren  von  q für  Af, 
Af,  sind,  und  dass  in  den  projektiviseben  Strablbüscbeln  ß,  Bx 
{B\  ß'i)>  welche  den  Wechselpunkt- Kegelschnitt  von  /}(/£')  er- 
zeugen, die  Tangente  in  B(B\)  dem  gemeinschaftlichen  Strahle 

B , ß(ß'B,l)  entspricht,  so  sieht  man,  duss  die  Geraden  ß,ß  und 
ß’ß',  jede,  den  anderen  Kegelschnitt  in  q,  berühren.  Bildeten 
sie  nun  eine  gemeinschaftliche  Tangente,  so  hätte  der  Punkt  q für 
K und  Kx  einerlei  harmonische  Polare;  wo  aber  nicht,  so  hätte 
diess  neue  Paar  von  Wechselpunkt- Kegelschnitten  einen  zweiten 
Punkt  p gemein,  welcher  für  K und  A,  einerlei  harmonische  Po- 
lare haben  und  sämmtlicben  Wechselpunkt- Kegelschnitten  gemein, 
schaftlich  angeboren  müsste.  , 

2.  Sind  in  einer  Ebene  zwei  Kegelschnitte  von  be- 


schnitte  schneiden  sich 
paarweise  auf  dem  Umfange 
eines  dritten  Kegelschnit- 
tes, welcherauch  die  beiden 
harmonischen  Pole  jener 
Geraden  enthält. 


*)  Da  die  beiderseitigen  Betrachtungen  dem  Wesen  nach  allemal  eins  sind, 
so  wird  man  die  eine  jedesmal  gern  erlassen. 


.15* 
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einen  Punkt  p,  dessen  har- 
monische Polaren  in  Bezug 
auf  beide  Kegelschnitte  in 
eine  einzige  Gerade  P zu  - 
sammenfal  len. 


eine  Gerade  P , deren  har- 
monische Pole  in  Bezug  auf 
beide  Kegelschnitte  sich  in 
einem  Punkte  p vereinigen. 


Dieser  Punkt  p liegt  nun  entweder  1)  innerhalb  beider 
Kegelschnitte  oder  2)  innerhalb  des  einen  und  aus- 

serhalb  des  anderen,  oder  3)  ausserhalb  beider,  und  die- 
sen Fällen  entsprechend  wird  die  Gerade  P entweder  keinen  von 
beiden,  oder  nur  einen,  oder  beide  durchschneiden.  Die  Involutio- 
nen zug.  harmonischer  Polaren  des  Punktes  p in  Bezug  auf  K und 
Kx  bestehen  nach  §.  4.  1.  im  Falle  1)  beide  aus  gleicblie- 
genden,  im  Falle  2)  die  eine  aus  gleichliegeuden,  die 
andere  aus  ungleichliegenden,  im  Falle  3)  beide  »ui  un- 

f leichliegenden  Gebilden;  daher  haben  sie  nach  4.  3.  5.  im 
alle  1)  und  2)  allemal  ein  Paar  zugeordnete  Strahlen  Pn  P , ge- 
mein, im  Falle  3)  aber  nur  dann,  wenn  die  beiden  von  p ausge- 
henden Tangentenpaare  sich  ein-  oder  ausschliessen.  Diese  Gera- 
den /*,,  P,  naben  die  Eigenschaft,  dass  eine  jede  die  harmonischen 
Pole  der  anderen  für  K , Ky  enthält,  Pole,  welche  übrigens  auch 
auf  P liegen  müssen;  also  schneidet  eine  jede  die  P in  einem 
Punkte  pt,  p,  , der  in  Bezug  auf  K und  K , der  harmonische  Pol 
der  anderen  (/*,,  P,)  ist.  Von  den  beiden  Involutionen  zug.  har- 
monischer Pole,  welche  einer  dieser  Geraden,  z.  B.  P angeboren, 
sind  zwei  jener  drei  Punkte  p,px,Pt,  also  hier/»,,;»,,  ein  gern, 
zug.  Paar;  bedenkt  man  also,  dass  plt  pt  beide  ausserhalb  eines 
Kegelschnittes  R '{HC,)  liegen  müssen,  wenn  p in  demselben,  und 
dass  der  eine  innerhalb,  der  andere  ausserhalb,  wenn  p ausserhalb 
desselben  liegt,  so  ergeben  sich  als  die  einzigen  Lagen,  deren  die 
Punkte  p,  p,,  Pt  in  den  genannten  drei  Fällen  fähig  sind,  fol- 
gende: 


lster  und  3ter  Fall. 


p innerhalb  K und  innerhalb  K, ; 
p , ausserhalb  K und  ausserhalb  K, ; 
Pt  ausserhalb  K und  ausserhalb  K , ; 


2ter  und  3ter  Fall. 

p innerhalb  K und  ausserhalb  JST, ; 

ausserhalb  K und  ausserhalb  K , ; 
p9  ausserhalb  K und  innerhalb  Kt ; 

wo  jeder  der  drei  Punkte  mit  den  anderen  verwechselt  werden 
kann. 

OIT  ibar  aber  muss  von  zwei  beliebigen  Kegelschnitten  K,Kt 
entweder  a)  der  eine  ganz  innerhalb  des  anderen  oder  b)  ein 


Digitized  by  Googl 


I 


229 

/ 

jeder  ganz  ausserhalb  des  anderen,  «der  c)  zum  Theil 
innerhalb,  zum  Theil  ausserhalb  des  anderen  liefen.  Im 
Falle  a)  können  von  den  früheren  drei  Fällen  nur  1)  und"  3)  cin- 
treten;  denn  läge  p innerhalb  des  äusseren  und  ausserhalb  des  in- 
neren Kegelschnittes,  so  würde  p , oder  p , ausserhalb  des  äusseren 
und  innerhalb  des  inneren  liegen  müssen,  was  unmöglich  ist.  Tritt 
aber  der  Fall  3)  ein,  d.  h.  liegt  der  einzelne  Punkt  p,  den  zwei 
Kegelschnitte  allemal  besitzen,  ausserhalb  des  inneren  und  des 
äusseren,  so  schneidet  die  Gerade  P beide  in  zwei  Punktenpaaren, 
welche  sich  eioscbliessen ; also  existiren  die  Punkte  p ,,  p,  im  Falle 
a)  allemal.  Im  Falle  b)  ist  der  Fall  1)  nicht  denkbar,  und  da  im 
Falle  3)  die  Gerade  P die  Kegelschnitte  in  zwei  Punktenpaaren 
schneidet,  die  sich  ausscbliessen,  so  existiren  auch  im  Falle  b)  die 
Punkte  p„  p,  unbedingt.  Im  Fülle  c)  endlich  haben  die  Kegel- 
schnitte, da  Berührungspunkte  ausgeschlossen  sind,  entweder  vier 
oder  nur  zwei  Punkte  gemein.  Ist  das  erstere,  so  bilden  die  vier 
Punkte  ein  vollständiges  Viereck,  dessen  Gegenseiten  sich  offenbar 
in  drei  Punkten  p,  px,pt  schneiden.  Demnach  kann  der  Umstand, 
dass  zwei  Kegelschnitte  nur  einen  einzigen  Punkt  p in  ihrer  Ebene 
besitzen,  einzig  nur  dann  statt  finden,  wenn  sie  bloss  zwei 
Punkte  gemein  haben.  Und  zwar  findet  er  dann  nothwendig 
statt;  denn  sonst  könnte  man  einen  jeden  der  gemeinschaftlichen 
Punkte  a,  A,  z.  B.  a,  mit  einem  der  Punkte  p , pt,  z.  B.  mit 

p„  durch  eine  Gerade  ap,  verbinden,  welche  nicht  in  die  Rich- 
tung ab  fiele,  und  die  folglich  jeden  der  Kegelschnitte  K,  K,  in 
einem  zweiten  Punkte  c,  c , schneiden  müsste;  dann  aber  würde 
Px,  als  harmonische  Polare  von  pt  für  K,  A">  , die  apx  in  einem 
Punkte  schneiden,  welcher  sowohl  zu  a,  e,  p,  als  zu  a,  e,,  p, 
der  vierte  harmonische,  dem  px  zugeordnete  Punkt  wäre,  was  un- 
möglich ist,  da  c und  c,  nicht  zusammenfallen  sollen. 

Ebenso  zeigt  man,  dass  zwei  Kegelschnitte,  welche  nur  zwei 
Tangenten  gemein  haben,  auch  nur  eine  Gerade  P,  und  folglich 
auch  nur  einen  Punkt  p besitzen.  Hieraus  folgt  dann,  dass  sie 
allemal  und  nur  zwei  Punkte  gemein  haben,  und  umgekehrt: 
Haben  zwei  Kegelschnitte  nur  zwei  Punkte  gemein,  so  haben  ihre 
Polar- Kegelschnitte  in  Bezug  auf  irgend  einen  dritten  nur  zwei 
Tangenten,  also  auch  nur  zwei  Punkte,  also  die  ursprünglichen 
allemal  und  nur  zwei  Tangenten  gemein. 

3.  Haben  zwei  in  einer  Ebene  beliebig  liegende  Ke- 
gelschnitte 


nur  zwei  Punkte  gemein, 
so  haben  sie  allemal  und 
nur  zwei  Tangenten  ge- 
mein. 


nur  zwei  Tang  enten  ge- 
mein, so  haben  sie  allemal 
und  nur  zwei  Punkte  ge- 
mein. 


4.  Zwei  in  einer  Ebene  beliebig  liegende  Kegel- 
schnitte haben  allemal  drei  zugeordnete  harmonische 
Pole  und  drei  zugeordnete  harmonische  Polaren  ge- 
mein, wenn  sie  einerseits  entweder  keinen  oder  vier 
Durch  schnittspunkte,  oder  wenn  sie  andererseits  ent- 
weder keine  oder  vier  Tangenten  gemein  haben,  und 
zwar  a)  wenn  einer  der  Kegelschnitte  ganz  innerhalb 
des  anderen  liegt,  so  liegen  zwei  jener  drei  Pole  ausser- 
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halb,  der  dritte  innerhalb  beider,  und  zwei  jener  drei 
Polaren  schneiden  beide,  die  dritte  keinen;  b)  wenn 
ein  jeder  Kegelschnitt  ganz  ausserhalb  des  anderen 
liegt,  so  liegt  einer  der  drei  Pole  ausserhalb  beider, 
und  in  jedem  der  Kegelschnitte  liegt  einer  der  beiden 
anderen;  eine  der  drei  Polaren  sclineidet  beide,  und 
jede  der  beiden  anderen  nur  einen,  nämlich  denjenigen, 
welchen  die  andere  nicht  schneidet;  und  c)  wenn  sie 
sich  in  vier  Punkten  durchdringen,  so  liegen  die  drei 
Pole  und  Polaren  entweder  wie  im  Falle  a)  oder  wie  im 
Falle  b).  Haben  sie  endlich  nur  zwei  Durchschnitts- 
punkte oder  Tangenten  gemein,  so  giebt  es  in  ihrer 
Ebene  nur  einen,  aber  allemal  einenPunkt,  dessen  har- 
monische Polaren  in  Bezug  auf  beide  zusammenfallen; 
und  dieser  Punkt  liegt  ausserhalb  beider. 

Man  sieht  leicht  voraus,  dass  die  Punkte  p,  />,,  pt  und  die 
Geraden  P,  /*,,  /',  ganz  eigentbiimlicbe  Eigenschaften  in  sich  ver- 
einigen werden.  Denn  diese  Geraden  allein  sind  es,  deren  Wecb- 
selpunkt- Kegelschnitte  sich  auf  einen  Punkt,  und  jene  Punkte  al- 
leiu  sind  es,  deren  Wechselstrablen  • Kegelschnitte  sich  auf  eine 
Gerade  reduciren. 

Es  sei  A ein  beliebiger  Strahl  eines  dieser  Punkte,  z.  B. 
so  liegen  seine  beiden  harmonischen  Pole  ß,  II , auf  P,  und  die 
oben  betrachteten  prajektiviseben  Strahlbüscbel  ß,  B , , deren  ent- 
sprechende Strahleapaare  n,  />,  e,  fl....-,  c, , d,  ....  sich  iu 

den  Wechselpunkten  von  A schneiden,  sind  jetzt  offenbar  perspecti- 
visch,  weil  die  harmonischen  Polaren  von  p . d.  h.  zwei  entspre- 
chende Strahlen  von  ß.  ß,  in  eine  Gerade  ßß , zusammenfallen. 

Der  Wecbselpuokt- Kegelschnitt  von  A geht  also  jetzt  in  ein 
System  zweier  Geraden  über,  deren  eine  (P)  die  harmonischen  Pole 
von  A , die  andere  die  Wecbselpunkte  von  A enthält;  und  zwar 
ist  letztere  selbst  ein  Strahl  von  p,  weil  die  harmonischen  Polaren 
des  Durchschnittes  von  A und  P durch  p gehen  müssen.  Aelinli- 
cber  Weise  gebt  der  Wechselstrablen -Kegelschnitt  eines  Punktes 
von  P in  ein  System  zweier  Punkte  über,  deren  einer  (p)  die  har- 
monischen Polaren  jenes  Punktes,  der  andere  die  Wechselstrablen 
desselben  enthält,  und  dieser  liegt  auch  auf  P. 

Zwei  Strahlen  eines  Punktes  p,p,,pt,  deren  Punkte  paar- 
weise W'echselpuukte  sind,  sollen  zwei  Wecbselpunktstrnh- 
len,  und  zwei  Punkte  einer  Geraden  P,  Pl , /*,,  deren  Strahlen 
paarweise  Wechselstrahlen  bilden  zwei  Wechselstrahlenpunkte 
heissen. 

Aus  dem  Vorigen  ergiebt  sieb  eine  lineare  Construktion  des 
Punktes  p,  wenn  A,  A',  und  ein  beliebiger  Strahl  von  p gegeben 
sind. 

Es  sei  jetzt  A eine  beliebige  Gerade,  und  B,  ß , seien  ihre 
harmonischen  Pole  für  K,  Kx ; durch  p seien  die  Strahlen  a,  6,  r, 
d. ...  gezogen,  welche  .zf  in  a,b.c,b....  schneiden,  und  durch 
denselben  Punkt  nach  den  Wechselpunkten  a,,  b,,  c,,  b,  ....  von 
a,  b,  C,  b....  die  Straldeu  a,,  £,,  c,,  d endlich  werde  entwe- 
der Zf  oder  Ä,  mit  a,  b,  C,  b . . . . und  a,.  b,,  C,,  b, durch  die 

Strahlen  a1,  !>',  c',  d' ....  und  i’i,  c\,  d1,  ....  verbunden;  so  ist 
einmal 

p(a,  6,  c,  d )==  ß{a',  6',  d,  d1....), 
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/?(*',  b\  d,  d — ß(a\,  b\,  c\,  dt 

weil  die  Strahlen  panre  a',  b',  b' als  zugeordnete  harmo- 

nische Polaren  für  K,  eine  Involution  bilden;  endlich  ist 

i * ^ n d1 1 • • • •)  “ p(a 1 1 » ci>  dj  ....), 

weil  die  Punkte  p,  B.  0,,  C,,  b auf  dem  Wecbselpunkt- 

Kegelscbnitte  von  A liegen.  Demnach  ist  auch 

/»(«,  b,  c,  d....)=p(a„  6„  e„  d ). 

Aber  je  zwei  Strahlen  b,bx\ sind  Wechselpunkt  strahlen ; es 

sind  also  nicht  nur  ein  Punkt  a,  wo  a die  A,  und  ein  Punkt  0,, 
wo  a,  den  VVeckselpunkt- Kegelschnitt  schneidet,  sondern  auch 
ein  Punkt,  wo  *,  die  A,  und  ein  Punkt,  wo  a den  Wechselpunkt- 
kegelschnitt  schneidet,  sind  Wechselpunkte  von  einander,  d.  h.  die 
Strahlen  a,  a,  entsprechen  sich  in  doppeltem  Sinne;  also  ist 

p(a,  b,c,  d....  «,,bl,c„dt....)=p(a„ b„el,dl,...  a,b,c,d..>.)-, 

d.  b.  die  Wechselpunktstrablen  eines  Punktes  p,p,,pt 
für  K,  K,  bilden  eine  Involution  von  Strahlen;  und  glei- 
cher Weise  bilden  die  Wechselstrahlenpunkte  einer  Ge- 
reden  P,  /*,,  P2  eine  Involution  von  Punkten. 

Die  Uauptstrahlen  einer  Involution  von  Wechselpunktstrablen 
sollen  llauptwecbselpunktstrahlen,  und  die  Hauptpunkte  einer 
Involution  von  Wechseistrahlenpunkten  sollen  Hauptwechsel- 
strahlenpunkte heissen.  In  jedem  der  ersteren  fallen  zwei  W'ech- 
selpunktstrahlen,  in  jedem  der  letzteren  zwei  Wechselstrahlenpunkte 
zusammen;  jener  besitzt  also  die  charakteristische  Eigenf 
scbaft,  dass  die  W'echBelpunkte  aller  seiner  Punkte  au- 
ihm  selber  liegen;  dieser  die,  dass  alle  seine  Strahlen  ihre 
W ecliselst  rahlen  in  ihm  selber  schneiden.  Man  kanD  da- 
her als  sekundäre  Definition  der  Ilanptwecliselpuuktstrahlen 
und  der  Hauptwechselstrahlenpunkte  aufstellen,  dass  die  zugeord- 
neten  harmonischen  Pole  der  einen,  und  die  zugeordneten  harmo- 
nischen Polaren  der  anderen  in  Bezug  auf  den  einen  Kegelschnitt 
es  zugleich  auch  in  Bezug  auf  den  anderen  sind,  und  insofern 
könnte  man  «inen  jeden  Hauptwecfasclpuuktstrahl  eine  Gerade 
vereinigter  Paare  zugeordneter  harmonischer  Pole  bei- 
der Kegelschnitte,  und  jeden  Hauptwechselstrahlenpuokt  einen 
Miteipunkt  vereinigter  Paare  zugeordneter  harmoni- 
scher Polaren  beider  Kegelschnitte  nennen.  Fasst  man 
endlich  die  Hauptpunkte  der  Involution  jener  Pole,  und  die  Haupt- 
strahleu  der  Involution  dieser  Polaren  ins  Auge,  so  begreift  man, 
dass  die  harmonischen  Polaren  eines  solchen  Hauptpunktes  (wenn 
er  existirt)  in  Bezug  auf  Ä und  Ä',  durch  diesen  Punkt  selber 
gehen,  und  dass  die  harmonischen  Pole  eines  solchen  Hauptstrables 
auf  ibm  selber  liegen  müssen,  d.  h.  ersterer  ist  ein  Durchschnitts- 
punkt, letzterer  eine  Tangente  beider  Kegelschnitte.  Als 
tertiäre  Definition  der  Hauptweclisclpuuktstrahlen  und  der 
HauptwechscUtrablenpunktc  ergiebt  sich  daher,  dass  jene  gerne in- 
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scbaftliche  Sekanten,  diese  gemeinschaftliche  Tangen- 
t e n d urcli • ch n i t te  beider  Kegelschnitte  sind;  und  zwar  heissen 
sie  reell  und  ideal,  jenachdem  jene  Hauptpunkte  und  Hauptstrab- 
len  existiren,  oder  nicht. 

Zu  jeder  Involution  von  Wechselpuoktstrahlcn  gehören  nicht 
nur  zwei  der  Geraden  P,  Px,  P2X  sondern  auch  die  beiden  harmo- 
nischen Polaren  A , A , ; A\  A'x  eines  jeden  Hauptwechselstrahlen- 
punktes t,  welcher  der  dritten  angehört.  Denn  sind  a,  a , zwei 
beliebige  Wechselstrahlen  des  Punktes  s,  deren  jeder  also  die  har- 
monischen Pole  des  anderen  enthält,  und  schneidet  a die  A in  a, 
o,  die  Ax  in  a, , so  ist  a,  der  harmonische  Pol  von  a für  Kx, 
weil  dieser  Pol  auch  auf  der  harmonischen  Polare  A,  von  * für 
Kx  liegt;  und  ebenso  ist  a der  harmonische  Pol  von  a,  für  K\ 
also  schneiden  sich  die  harmonischen  Polaren  von  a für  K,  Kx  im 
Punkte  a,,  und  somit  sind  A',  Ax,  da  sie  nach  zwei  Wechselpunk- 
ten gehen,  Wechselpunktstrahlen  des  betreffenden  Punktes  p,pxxp2. 

Gleicher  Weise  gehören  zu  jeder  Involution  von  Wecbselstrab- 
leopunkten  einer  Geraden  P,  P„  P2  nicht  nur  zwei  der  Punkte 
Pi  Pu  Pu  sondern  auch  die  beiden  harmonischen  Pole  »s,  », ; n' , 
eines  jeden  Hauptwecbselpunktstrahles  S,  Sxx  welcher  dem  dritten 
angehört. 

Jedes  Paar  Hauptwecbselpunktstrahlen  eines  Punktes  p,px,p2 
heisst  ein  Paar  zugeordnete  gemeinschaftliche  Sekanten, 
und  jedes  Paar  Hauptwechselstrahlenpunkte  einer  Geraden  Px  Px , 
P2  heisst  ein  Paar  zugeordnete  gemeinschaftliche  Tan- 
gentendurchschnitte; und  wieder  heisst  ein  Paar  der  er- 
steren  einem  Paare  der  letzteren  zugeordnet,  wenn  jenes 
einem  Punkte  p,  und  dieses  einer  Geraden  P zugehört,  welche  die 
harmonische  Polare  von  p für  K,  Kx  ist. 

Es  ist  nun  die  Frage,  ob  zwei  Kegelschnitte  1)  jedesmal  ein 
Paar  zugeordnete  gemeinschaftliche  Sekanten  oder  Tangentendurch- 
schnitte, und  2)  ob  auch  jedesmal  zwei  zugeordnete  Paare  zugeordnete 
gemeinschaftliche  Sekanten  und  Tangentendurchschoitte  Tiesitzenf 

1)  Fasst  man  alle  Eigenschaften  eines  Punktes  p,  px,  p2  zu- 
sammen, so  erweist  er  sich  als  gemeinschaftlicher  Mittelpunkt  von 
vier  Involutionen  von  Strahlen:  a)  der  zugeordneten  harmonischen 
Polaren  für  A;  b)  der  zugeordneten  harmonischen  Polaren  für  Ä, ; 
c)  der  Wechsclpunktstrahlen  für  A",  Kx ; d)  derjenigen  Strablen- 
paare,  welche  nach  den  Wechselstrahlenpunkten  der  entsprechenden 
Geraden  P,  /*,,  P2  gehen.  Zu  jeder  von  diesen  vier  Involutionen 
gehören  die  beiden  Geraden  /*,,  P2\  P,  P2;  P,  P,  als  zugeordne- 
tes Paar.  Da  nun  zwei  Gerade  Px,  P2  nothwendig  ezistiren,  wenn 
eine  oder  zwei  der  Involutionen,  denen  sie  angehören,  gleichlie- 
gende Gebilde  enthält,  und  nur  dann  möglicher  Weise  nicht,  wenn 
alle  vier  Involutionen  aus  ungleichliegendcn  Gebilden  besteheu;  und 
da  sie  in  zwei  Kegelschnitten,  welche  nur  zwei  Punkte  und 
Tangenten  gemein  haben,  in  der  Tliat  nicht  vorhanden  sind,  so 
müssen  in  diesem  Falle  alle  jene  vier  Involutionen  aus  ungleichlie- 

f 'enden  Gebilden  bestehen,  und  demnach  eine  jede  ihre  Hauptstrah- 
cn  besitzen.  Solche  Kegelschnitte  haben  also  zwei  gemeinschaft- 
liche Sekanten,  und  aus  ähnlichen  Gründen  zwei  denselben  zuge 
ordnete  gemeinschaftliche  Tangenteudurchscbnitle;  doch  ist  natür- 
lich die  eine  und  der  eine  reell,  die  anderen  ideal. 

Besitzen  die  Kegelschnitte  drei  Punkte  p,px,p2,  und  man 
stellt  sich  irgend  einen  innerhalb  des  Dreiecks  ppxp%  liegenden 
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Pnokt  a vor,  so  liegt  sein  Wechselnunkt  fl,  entweder  n)  ebenfalls 
innerhalb  desselben,  oder  doch  b)  innerhalb  eines  seiner  Winkel. 
Im  Fall  »)  erhält  man  drei  Paar  Wechselpnnktstrablen  pa,  pa,; 
Pi®>  Pi<*i  ? Pi®.  /Mi.  deren  jedes  das  coocentrische  Strahle  »paar 
P*n  PjS  P i P|  ausschliesst;  und  im  Falle  b)  scbliesst  alle- 

mal eines,  aber  auch  nur  eines  der  drei  ersteren  eines  der  drei 
letzteren  au*.  Da  nun  diese  ebenfalls  Wechselpunktstrahlen  siod, 
so  sind  im  Falle  a)  alle  drei  Involutionen  der  Wechselpnnktstrablen 
aus  ungleichliegenden  Gebilden  zusammengesetzt,  und  es  giebt  also 
drei  Paar  zugeordneter  gemeinschaftlicher  Sekanten,  welche  sämmt- 
lich  reell  sind,  im  Falle  b)  dagegen  giebt  es  aus  demselben  Grunde 
a lemal  ein  Paar  zugeordneter  gemeinschaftlicher  Sekanten,  aber  nur 
eines;  und  da  dieser  Fall  nur  solche  Kegelschnitte  betreffen  kann, 
welche  keinen  Punkt  gemein  haben , so  ist  jede  von  beiden  ideal 
und  geht  somit  durch  einen  ausserhalb  beider  Kegelschoitte  irele- 
genen  Punkt  p.  6 

Ebenso  zeigt  man  mittels  einer  beliebigen  Geraden  ar,  die  alle 
Seiteo  des  Dreiecks  pp,p,  ausserhalb  desselben  schneidet,  und  ihres 
Wechselstrabls  a„  welcher  notbwendig  entweder  alle  3 Seiten  oder 
nur  eine  ausserhalb  des  Dreiecks  schneidet,  dass  zwei  beliebige  Ke- 
gelschnitte entweder  drei  Paar  zngeordneter  gemeinschaftlicher  Tan- 
gentendurcbschnitte,  welche  sämmtlich  reell  sind,  oder  nur  ein  ein- 
ziges besitzen,  dessen  Punkte  beide  ideal  sind  und  einer  beide  Ke- 
gdscbnitte  durchschneideoden  Geraden  P angehören. 

2)  Diese  Frage  betrifft  nur  noch  den  Fall,  wenn  drei  Punkte 
Pi  P>i  Pi  un)i  dre>  Gerade  P,  P,,  Pt  vorhanden  sind.  Geht  durch 
p eine  reelle  oder  ideale  gemeinschaftliche  Sekante  S,  und  sind 
p»,  pn,  die  zugeordneten  harmonischen  Polaren  von  S für  K,  K, , 
so  haben  die  Geraden  /*,,/*,,  welche  ebenfalls  zugeordnete  harmo- 
nische Polaren  für  K und  Ä,  siod,  a)  wenn  p innerhalb  Ä und 
ÜT,  liegt,  sowohl  zu  S und  pn  als  zu  S und  pn,  eine  abwechselnde 
Lage;  bl  wenn  p ausserhalb  K und  K,  liegt,  so  schliesseu  P„ 
P,  sowohl  S und  pa  als  <¥  und  pn,  aus  oder  ein;  c)  wenn  p in- 
nerhalb K und  ausserhalb  K„  so  liegen  P„  /*,  zu  S und  pn  ab- 
wechselnd, zu  S und  pn,  aus-  oder  einscbliessend.  In  den  beiden 
Fällen  a)  und  h)  müssen  also  die  Geraden  P, , /■*,  die  Geraden  pn 
und  pn,,  und  folglich  auch  die  Punkte  p„  p%  die  harmonischen 
Pole  n,  n,  von  S aus-  oder  einschliessen,  im  Falle  c)  dagegen  lie- 
gen P,,Pt  zu  pn,  pn, , und  somit  auch  p,,p2  zu  n,n,  abwech- 
selnd. Aber  p,,pt  und  »,  n,  sind  zwei  Paar  Wecbselstrablen- 
paukte  von  P;  also  giebt  es  in  den  Fällen  a)  und  b)  allemal,  und 
im  Falle  c)  nie  ein  der  Sekante  & zugeordnetes  Paar  gemeinschaft- 
licher Tangentendurchschnitte. 

Haben  also  K,  K,  vier  Punkte  gemein,  so  besitzen  sie  entwe- 
der drei  Paar  zugeordnete  gemeinschaftliche  Taogentendurcb- 
schnitte  and  somit  vier  gemeinschaftliche  Tangenten,  oder  nur  ein 
solches  Paar  und  folglich  keine  gemeinschaftlichen  Tangenten,  je- 
nachdem  zwei  der  Punkte  p,  p,,  p%  ausserhalb  und  der  dritte  in- 
nerhalb beider  Kegelschnitte,  oder  nur  einer  ausserhalb  beider,  ein 
zweiter  nur  innerhalb  K und  ausserhalb  K, , der  dritte  innerhalb 
K,  und  ausserhalb  K liegt. 

Haben  sie  dagegen  keinen  Punkt  gemein , so  besitzen  sie  nur 
zwei  gemeinschaftliche  Sekanten,  deren  Durchschnitt  p ausserhalb 
beider  Kegelschnitte  liegt,  also  jedesmal  ein  diesen  Sekanten  zu- 
geordnetes  Paar  gemeinschaftlicher  Tangentendurcbschnitte,  welche. 
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wenn  die  Kegelschnitte  ausser  einander  liegen,  beide  reell,  wenn 
über  der  eine  den  anderen  einscbliesst,  beide  ideal  sein  müssen. 

Andererseits  ersieht  sieb,  dass  jedem  Paare  gemeinschaftlicher 
Taogentendurcbschnitte,  deren  Verbindungslinie  P beide  Kegel* 
schnitte  durchscbneidet  oder  beide  nicht  durcfaschneidet,  ein  Paar 
gemeinschaftliche  Sekanten  zugeordnet  sind,  dass  aber  solche  nicht 
existiren,  wenn  P den  einen  schneidet,  den  andern  nicht;  dass  da- 
her zwei  Kegelschnitte  mit  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  ent- 
weder drei  Paar  reelle  gemeinschaftliche  Sekanten  oder  nur  ein 
Paar  ideale  besitzen,  jenacbdem  zwei  der  Geraden  P,  Plt  Pt  beide 
Kegelschnitte  durchsetzen  und  die  dritte  keinen,  oder  nur  eine  bei- 
den begeguet,  und  jede  der  beiden  anderen  nur  einem;  und  dass 
endlich  zwei  Kegelschnitte,  welche  keine  gemeinschaftliche  Tan- 
gente haben,  allemal  wenigstens  ein  Paar  gemeinschaftliche  Sekan- 
ten besitzen,  welche  solchen  gemeinschaftlichen  Tangentendureh- 
schnitten  zugeordnet  sind,  deren  Verbindungslinie  beide  Kegel- 
schnitte schneidet. 

5.  Sind  in  einer  Ebene  zwei  Kegelschnitte  von  be- 
liebiger Gestalt  und  Lage  gegeben,  so  giebt  es  in  dieser 
Ebene 

a)  allemal  entweder  drei 
oder  wenigstens  einen 
Punkt,  dessen  Strahlen 
paarweise  VVechselpunkt- 
strahlen  bilden,  d.  b.  solche 
Strahlenpaare,  deren  jedes 
lauter  Wechselpunkte  ent- 
hält 


a)  allemal  entweder  drei 
oder  wenigstens  eine  Ge- 
rade, deren  Puukte  paar- 
weise W’ecbselstrahlen- 
punkte  bilden,  d.  b.  solche 
Punktenpaare,  deren  jedes 
lauter  VVechselstrahlen  ent- 
hält. 


b)  Diese  Wechselpunkt-; 
strahlen  bilden  eine  Invo- 
lution von  Strahlen,  nnd 
diese  besteht,  wenn  sie  die 
einzige  ist,  allemul  aus  uu- 
gl  eich  liegenden  Gebilden, 
und  wenn  ihrer  drei  vor- 
handen sind,  so  besteht 
entweder  eine  jede  dersel- 
ben, oder  nur  eine,  deren 
M ittelpunkt  ausserhalb  bei- 
der  Kegelschnitte  liegt, 
aus  solchen  Gebilden. 


b)  Diese  Wechselstrahl  en- 
punkte  bilden  eine  Involu- 
tion von  Punkten,  und  diese 
besteht,  wenn  sie  die  ein- 
zige ist,  allemal  aus  un- 
gleichliegeuden  Gebilden, 
und  wenn  ihrer  drei  vor- 
handen sind,  so  besteht 
entweder  eine  jede  dersel- 
ben oder  nur  eine,  deren 
Richtuugslinie  beide  Ke- 
gelschnitte durchscbneidet, 
aus  solchen  Gebilden. 


c)  Die  Hauptstrahlen  einer 
solchen  Involution  oderdie 
Haupt  wechselpunktstrah- 
len sind  zwei  Gerade,  von 
denen  eine  jede  lauter 
W'ecbselpunkte  enthält.  Da- 
her ist  ein  jeder  ilaupt- 
wechselpunktstrabl  eine 
Gerade  vereinigter  Paare 
zugeordueter  harmonischer 


c)  Die  Hauptpunkte  einer 
solchen  Involution  oderdie 
Hauptwechselstruhlen- 
punkte  sind  zwei  Punkte, 
von  denen  ein  jeder  lauter 
Wecbselstrablen  enthält. 
Daher  ist  ein  jeder  Haupt- 
wecbselstrahlenpuukt  ein 
Mittelpunkt  vereinigter 
Paare  zugeordneter  harmo- 
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Pole,  d.  b.  deren  Punkte 
paarweise  zogeordnete  har- 
moniscbe  Pole  in  Bezug  auf 
beide  Kegelschnitte  zu- 
gleich sind.  Endlich  ist  je- 
der Hauptpunkt  einer  Invo- 
lution vereinigter  Paare 
zugeordneter  harmonischer 
Pole  ein  beiden  Kegel- 
schnitten gemeinschaftli- 
cher Durch  Schnitts punkt, 
und  insofern  ist  jeder 
Hauptwechselpunktstrahl, 
jenachdem  er  einem  der  Ke- 
gelschnitte begegnet  oder 
nicht,  eine  reelle  oder 
ideale  gemeinschaftliche 
Sekante  derselben. 


d)  Einer  jeden  Involution 
von  Wecbselponktstrahlen 
ist  eine  Involution  von 

Wechselst  rahlenpunkten 
zugeordnet,  deren  Rieb- 
tuogslinie  die  harmonische 
Polare  des  Mittelpunktes 
der  ersteren  in  Bezug  auf 
beide  Kegelschnitte  ist. 
Diese  letztere  besteht  aus 
ungleichliegenden  Gebil- 
den, wenn  die  erster«  ent- 
weder aus  ungleichliegen- 
den besteht,  und  ihr  Mittel- 
punkt  innerhalb  oder  aus- 
serhalb beider  Kegel- 
schnitte liegt;  oder  wenu 
die  erstere  aus  gleichlie- 
geuden  besteht,  und  ihr 
Mittelpunkt  innerhalb  des 
einen  und  ausserhalb  des 
anderen  Kegelschnittes 
liegt;  in  jedem  anderen 
Falle  dagegen  besteht  die 
letztere  aus  gleichliegen- 
den Gebilden. 

e)  Zu  jeder  Involution 
von  Wechselpunktstrablen 
gehören  als  zugeordnete 
Strahlen  die  beiden  Gera- 
den, welche  in  Bezug  auf 
beide  Kegelschnitte  zuge- 


nischer  Polaren,  d.  h.  des- 
sen Strahlen  paarweise  zu- 
geordnete harmonische  Po- 
laren in  Bezug  auf  beide 
Kegelschnitte  zugleich 
sind.  Endlich  ist  jeder 
Hauptstrahl  einer  Involu- 
tion vereinigter  Paare  zu- 
eordnetcr  harmonischer 
olaren  eine  beiden  Kegel- 
schnitten gemeinsehaftii- 
cheTangente,  und  insofern 
ist  jeder  Hauptwechsel-' 
st rah le n pu n k t , jenachdem 
er  ausserhalb  oder  inner- 
halb eines  der  Kegelschnitte 
liegt,  ein  reeller  oder  idea- 
ler gemeinscbaftlicberTan- 
gentendurch  schnitt  der- 
selben. 

d)  Einer  jeden  Involution 
von  Weebselstrah lenpunk- 
ten  ist  eine  Involution  von 
Wechselpunktstrahlen  zu- 
geordnet,  deren  Mittel- 
punkt der  harmonische  Pol 
der  Richtungslinie  der  er- 
steren in  Bezug  auf  beide 
Kegelschnitte  ist.  Diese 
letztere  besteht  aus  uu- 
gleicbliegeuden  Gebilden, 
wenn  die  erstere  entweder 
aus  ungleicbliegen  den  be- 
steht, und  ihre  Ricbtungs- 
linie  beide  Kegelschnitte 
durehschueidet  oder  nicht 
durchscbneidet,  oder  wenn 
die  erstere  aus  gleichlie- 
genden  besteht,  und  ihre 
Ricbtungslinie  den  einen 
Kegelschnitt  durchschuei. 
det,  den  anderen  nicht;  in 
jedem  anderen  Falle  dage- 
gen besteht  die  letztere 
aus  gleichliegenden  Ge- 
bilden. 

e)  Zu  jeder  Involution 
von  Weeb  sei  strahle  n punk- 
ten gehören  als  zugeord- 
nete Punkte  die  beiden 
Punkte,  welche  in  Bezug 
auf  beide  Kegelschnitte 
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ordnete  harmonische  Pola- 
ren sind,  und  ausserdem  die 
beiden  harmonischen  Pola- 
ren eines  jeden  Hauptwech- 
sel s trab  I e n p u n kte  s der  der 
ersteren  zugeordneten  In- 
volution in  Bezug  auf  beide 
Kegelschnitte,  wenn  er 
existirt. 

6.  Sind  in  einer  Ebene 
liebiger  Gestalt  und  Lage 
selben: 


zugeordnete  harmonische 
Pole  sind,  und  ausserdem 
die  beiden  harmonischen 
Pole  eines  jeden  Haupt- 
wechselpunktstrahles der 
der  ersteren  zugeordneten 
Involution  in  Bezug  auf 
beide  Kegelschnitte,  wenn 
er  existirt. 

zwei  Kegelschnitte  von  be- 
gegebe n,  so  besitzen  die  - 


a)'  wenn  sie  vier  Punkte 
gemein  haben,  drei  reelle 
Haare  zugeordneter  ge- 
meinschaftlicher Sekanten, 
und  entweder  drei  reelle 
Paare  zugeordneter  gemein- 
schaftlicher Tangenten- 
durchschnitte, oder  nur  ein 
solches  und  zwar  ideales 
Paar,  welches  demjenigen 
der  drei  ersteren  zugeord- 
net ist,  dessen  gegenseiti- 

fer  Durchschnitt  ausser- 
alb  beider  Kegelschnitte 
liegt;  b)  wenn  sie  bloss 
zwei  Punkte  gemein  haben, 
so  besitzen  sie  allemal  nur 
ein  einziges  Paar  gemein- 
schaftlicher Sekanten,  wo- 
von die  eine  reell,  die  an- 
dere ideal  ist,  und  nur  ein 
einziges  und  zwar  ein  dem 
ersteren  zu geo rd n e tes  Paa r 
gemeinschaftlicher  Tan- 
ge nten  d u rchschn  itte,  wo- 
von der  eine  reell,  der  an- 
dere ideal  ist;  c)  wenn  sie 
keinen  Punkt  gemein  ha- 
ben, so  besitzen  sie  nurein 
einziges  und  zwar  ideales 
Paar  gemeinschaftlicher 
Sekanten,  und  entweder 
drei  reelle  Paare  gemein- 
schaftlicher Ta  n ge  nten  - 

durcbschnitte  oder  nur  ein 
solche*  und  zwar  ideales 
Paar,  welches  dem  ersteren 
zugeordnet  ist,  und  dessen 
Verbindungslinie  beide  Ke- 
gelschnitte durcbschneidet, 


a)  wenn  sie  vier  Tangen- 
ten gemein  haben,  drei  re- 
elle Paare  zugeordneter 
gemeinschaftlicher  Tan- 
gentendurchscbnitte,  und 
entweder  drei  reelle  Paare 
zugeordneter  gemeinschaft- 
licher Sekanten,  oder  nur 
ein  solches  und  zwar  idea- 
les Paar,  welches  demjeni- 
gen der  drei  ersteren  zu- 
geordnet ist,  dessen  Ver- 
bindungslinie beide  Kegel- 
schnitte durch  schneidet;  b) 
wenn  sie  bloss  zwei  Tan- 

fenten  gemein  haben,  so 
esitzen  sie  allemal  nur  ein 
einzigesPaor  gemeinschaft- 
licher Tangentendurch- 
schnitte, wovon  der  eine 
reell,  der  andere  ideal  ist, 
und  nur  ein  einziges  und 
zwar  ein  dem  ersteren  zu- 
geordnetes Paar  gemein- 
schaftlicher Se  kan  te  n , wo- 
von die  eine  reell,  die  an- 
dere ideal  ist;  c)  wenn  sie 
keine  Tangente  gemein  ha- 
ben, so  besitzen  sie  nurein 
einziges  und  zwar  ideales 
Paar  gemeinschaftlicher 
Taugeutendurchschnitte, 
und  entweder  drei  reelle 
Paare  gemeinschaftlicher 
Sekanten,  oder  nur  ein  sol- 
ches und  zwar  ideales  Paar, 
welches  dem  erstereD  zu- 
geordnet ist,  und  dessen 
gegenseitiger  Durchschnitt 
ausserhalb  beider  Kegel- 
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jenacbdem  die  Kegel* 
schnitte  völlig  ausserein- 
ander  oder  ineinander  lie- 
gen. 


schnitte  liegt,  jenachdem 
die  Kegelschnitte  sich 
durchdringen  oder  nicht. 


Mit  Hülfe  der  gegebenen  Sätze  wird  man  nun  leicht  die  Auf- 
lösung folgender  Aufgabe  finden. 

7.  Mittels  des  Lineals  und  eines  festen  Kreises  die 
gemeinschaftlichen  Sekanten  und  Tangentendurch- 
sebnitte  zweier  Kegelschnitte,  von  denen  ein  jeder 
durch  fünf  Punkte  oder  fünf  Tangenten  beliebig  in 
einer  Ebene  gegeben  ist,  zu  finden,  wenn 


a)  irgend  eine  der  Gera- 
den P,  P,,  /*, ; b)  wenn  ir- 
gend ein  Punkt  einer  die- 
ser Geraden;  c)  wenn  ir- 
gend ein  Strahl  eines  reel- 
len oder  idealen  gemein- 
schaftlichen Tangenten- 
durchscbnittes,  der  aber 
keine  gemeinschaftliche 
Tangente  sein  darf,  be- 
kannt ist. 

\ 

• Umgekehrt  darf  man  behaupten,  dass  jede  Gerade,  deren  sämmt- 
liehe  Puokte  paarweise  Wecbselpunkte  in  Bezug  auf  zwei  Kegel- 
schnitte  bilden,  eine  reelle  oder  ideale  gemeinschaftliche  Sekante 
derselben,  und  dass  jeder  Punkt,'  dessen  Strahlen  paarweise  Wech- 
selstrahlen bilden,  ein  reeller  oder  idealer  gemeinschaftlicher  Tan- 
gentendurchschnitt derselben  sei.  Denn  jene  Gerade  8'  schneidet 
zwei  zugeordnete  gemeinschaftliche  Sekanten  von  K,  K\  entweder 
im  Punkte  p,  und  dann  fällt  sie,  als  Vereinigung  zweier  Wechsel- 
punktstrublen , noth wendig  mit  einer  von  beiden  zusammen,  oder 
sie  schneidet  jede  in  zwei  besondere  Punkten,  und  dann  ist  jeder 
dieser  Punkte  ein  gemeinschaftlicher  Durchschnitt  der  Kegelschnitte, 
also  8'  eine  gemeinschaftliche  Sekante;  oder  fiele  einer  derselben 
nicht  mit  seinem  Wecbaelpunkte  zusammen,  so  würde  letzterer  so- 
wohl auf  8'  als  auf  einer  gemeinschaftlichen  Sekante  liegen,  also 
wiederum  8'  mit  einer  gemeinschaftlichen  Sekante  Zusammenfällen. 


a)  irgend  einer  der  Punkte 
p,  p ,,p,;  1*)  wenn  irgend  ein 
Strahl  eines  dieser  Punkte; 
ej  wenn  irgend  ein  Punkt 
einer  reellen  oder  idealen 

femeinschaftlichen  Se- 
ante,  der  aber  kein  Durch- 
schnittspunkt beider  Ke- 
gelschnitte sein  darf,  be- 
kannt ist. 


Besondere  Fälle. 

Sind  je  zwei  zugeordnete  Durchmesser  eines  Kegelschnittes 
denen  eines  anderen  parallel,  was  offenbar  der  Fall  ist,  wenn  es 
von  zwei  Paaren  allein  gilt  (§.  1.  e ),  so  ist  die  unendlich  • ent- 
fernte Gerade  ihrer  Ebene  eine  Gerade  vereinigter  Paare  zugeord- 
neter harmonischer  Pole,  also  eine  gemeinschaftliche  Sekante 
der  Kegelschnitte,  und  umgekehrt.  Sind  aber  A,  A , ; B,  ß , zwei 
Paar  zugeordnete  Durchmesserlängen  des  einen,  und  a,  a, ; 6,  6, 
die  Längen  der  ihnen  parallelen  Durchmesser  des  anderen,  so  ist 
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kraft  $ . 4.  •)  A s Ay  = a : a,  und  ß : ß,  = b : b,,  also  auch 
A . A , : b . a , = A*  : a2 ; ß . ß,  : h . il  — B 1 : b *,  und  nach  %.  4. 
6.  ist  A . A , : ß . ß , = «./*,  • 6 . A, ; also  A : «=  ß : b = C':  c 
u.  s.  w. , d.  h.  die  Kegelschnitte  sind  ähnliche  und  ähnlich  - lie- 
gende Figuren;  und  umgekehrt. 

8.  Je  zwei  ähnliche  und  ähnlich  - I iegende  Ellipse  n 
oder  Hyperbeln  haben  beziehlich  eine  unendlich-ent- 
fernte ideale  oder  reelle  Sekante  gemein. 

9.  Zwei  in  einer  Ebene  beliebig  liegende  Kreise  ha- 
ben eine  unendlich-entfernte  ideale  Sekante  gemein. 

Sind  die  Achsen  zweier  Parabeln  parallel,  so  haben  sie  nicht 
nur  die  unendlich  - entfernte  Tangente,  sondern  auch  deren  Berüh- 
rungspunkt gemein;  da  nun  die  harmonische  Polare  jedes  Punk- 
tes einer  Tangeute  durch  den  Berührungspunkt  gebt,  so  folgt  auch 
für  diese  Art  Kegelschnitte: 

10.  Zwei  in  einer  Ebene  beliebig,  aber  mit  paralle- 
len Achsen  liegeude  Parabeln  haben  eine  unendlich- 
entfernte  Sekante  gemein,  welche  zugleich  deren  ge- 
meinschaftliche Tangente  ist. 

Die  zugeordoeten  harmonischen  Polaren  eines  Brennpunktes 
sind  zu  einander  rechtwinklig,  also  bildet  jedes  Paar  derselben  in 
zwei  Kegelschnitten,  welche  einen  Brennpunkt  gemein  haben,  zwei 
Wecbselstrablen: 

11.  Fällt  ein  Brennpunkt  eines  Kegelschnittes  mit 
dem  eines  andern  zusammen,  so  ist  er  ein  idealer  ge- 
meinschaftlicher Tangenten  durebsebnitt  derselben. 


Es  möge  jetzt  eine  beliebige  Gerade  A zwei  beliebige  Kegel- 
schnitte H,  S in  den  Punktenpaaren  a,  fl, ; b,  fc,  und  zwei  zugeord- 
nete gemeinschaftliche  Sekanten  S,  S,  derselben  in  den  Punkten 
#,  <J,  schneiden;  so  giebt  es,  wenn  fl,  0,  und  b,  b,  nicht  etwa  ab- 
wechselnd liegen,  allemal  zwei  Punkte  <j,  die  sowohl  mit  a,  a, 
als  mit  b.  b,  harmonisch  sind.  Solche  zwei  Punkte  g,  b sind  aber 
Wechselpunkte  für  81.  33,  also  die  Strahlen,  welche  sie  mit  dem 
Durchschnitte  p Ton  8,  8,  verbinden,  Wechseipunktstrahlen ; wor- 
aus folgt,  dass  g,  b such  mit  d,  d,  harmonisch,  folglich  die  Puok- 
tenpaare  a,  a,  ; b,  b,  ; d 6,  eine  Involution  von  sechs  Punkten  bil- 
den. Hoben  81,©  keinen  Punkt  gemein,  so  schliessen  die  Punkte 
<1,  a, ; b,  b,  einander  ein  oder  ans,  und  dag  nämliche  gilt  von  den 
Tangenten,  welche  von  einem  beliebigen  Punkte  gezogen  werden. 


*)  Denn  nach  der  dortigen  Bezeichnung  ist 


A/a«. 

« 


ma,  ^ ma  A/a1  Mm  A/a*,  Mm 
aa,  ' 1 ‘aa, — A/m* ‘ ma  ' A/m*"ma,’ 


also  wenn  n,  n,  die  ^Vinkel  sind,  welche  A,,  ß,  mit  der  Achse  A/u l bilden: 
. eot.a  cot.a,  . . . _ . _ 

A‘.  : « , aas  — ; — : - — — a=c  sm  o, . cos  o,  : sin  « . CQSa=sui2cr , :sin2a; 

cos1.«  cos* 1 11 

(und  ebenso  ist  rechts  tng1  .a : tng*.o,  = A/a, : A/a).  Nach  der  jetzigen  Be- 
zeichnung also  ist  A2  : A2,  =sin  . 2«,  : sin  . 2a  = aJ  : a2 ,. 
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Der  Fall,  dass  diese  Punkte  oder  Tangenten  abwechselnd  liegen, 
kann  also  nur  dann  eintreten,  wenn  "8,  33  vier  oder  nur  zwei 
Punkte  gemein  haben. 

Es  seien  B , ß,  irgend  zwei  den  Kegelschnitten  8,  83  gemein- 
schaftliche Punkte;  durch  B sei  eine  beliebige  Gerade  gelegt,  wel- 
che 8,  33  mm  ondcrnmal  in  ß^.ß,  schneidet,  and  durch  /?,  die 
Strahlen  «,,  6„  c,,  d,  welche  8t  in  fl,  b,  C,  b....  und  33  in 

fl,,  h,,  «,,  b schneiden;  endlich  gehen  von  Bt  nach  fl,b,c,b.... 

die  Strahlen  a„  6t,  ca,  r/, . . . .,  und  von  B,  nach  fl,,  b,,  C,, b, .. .. 
die  Strahlen  «*,,  b„  c„  rf,  ... .;  diess  voransgesetzut,  so  ist 

^,i  Gt  rfj....)  B ,(al1  6l,elJ  d,..«)  — B ,(«, , c,, 

also 

^s,  c,i  ^ ) — ^i(ai>  d ). 

Aber  derjenige  Strahl  <*,  von  Ä, , welcher  mit  znsammen- 

fallt,  schneidet  8 nnd  33  in  zwei  Punkten  e,  e,,  welche  sich  in  B 
vereinigen;  also  fallen  anrli  die  Strahlen  e%,  e,  mit  BtB,  zusam- 
men. Die  Strahlbiischel  //, , B,  sind  also  perspektivisch,  d.  b.  je 
zwei  Strahlen  a±,  a,\  6t,  6 schneiden  sich  auf  einer  Gera- 

den S,. 

Ist  nun  A eine  beliebige  Gerade,  welche  8 in  /?,,  fl  nnd  33 
in  b°,  b°,,  ferner  ßß,  oder  S in  6 und  ß,a,  in  ä,  schneidet,  so 
bilden  die  drei  Punktenpaare  B%.  a;  b*,  b°,;  ö,  ö,  , als  Durch- 
schnitte von  A mit  33  und  den  Gegenseiten  des  dem  ® eingeschrie- 
benen Vierecks  B B ,fl,ZJ , , eine  Involution  von  sechs  Punkten*). 


*)  Ist  nämlich  S,  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  eines  Kegelschnittes 
K,  und  sind  (BIT)  und  Ä,  zwei  beliebige  Punkte  von  K\  sind  ferner 

a,  a,;  ß,  ßt',  y,  y,',  d1,  <1,  ....  die  Durchschnitte  von  K uiit  beliebigen 
Geraden,  welche  von  ßt  ausgeben,  und  haben  diese  Punkte  mit  (B/f) 

die  Strahlenpaare  «,  a';  i,  //;  c,  c'{  d,  tt und  insbesondere  die 

Punkte  c„  ß„  y,,  if mit  B,  die  Strahlen  a„  t„  e„  d,....  ge- 

mein, so  bat  man  nach  §.  3.  3.  und  Eint.  11. 

B(a,6,c,d....)=:B’(J,6',d,<r  = bl,c„d, ....). 

Wird  nun  eine  beliebige,  durch  Bt  gehende  Gerade  (AA,)  von  a,  b, 
€,  d ....;  bx,  c„  d,  ....  beziehlich  in  a,  b,  t,  b ....;  fl„  b„  t„ 

b,  ....  geschnitten,  so  hat  man 

d(t,  b,  c,  b ....)=  Ax (fl i,  b,,  c„  b, ....). 

Aber  auf  A entspricht  dem  Punkte  f,  welcher  mit  B einerlei  ist,  ein 
Punkt  f,  auf  Ax,  welcher  der  Linie  Bß,  angebert,  und  dem  Punkte 
9>  auf  A,  welcher  mit  f,  zusanimenliegt , entspricht  auf  A,  ein  mit  f 
zusammenliegender  Punkt  also  kt 

A(a, b, c, b . . ..  fl,, b,, Ci, b, . . . .)  = cd, (a,, b„ c,»b, . ...  fl, b,  c,  b . .. .), 

woraus  obiger  Satz  sich  sofort  ergiebt.  Aber  noch  mehr.  Sieht  man 
z.  B.  den  Punkt  a,  als  der  A zugehörig  an,  zieht  Äfl,  oder  a°,  wel- 
cher Strahl  K in  «°  schneidet,  sofort  die  Gerade  /f,a°,  welche  K wie- 
der in  «»,  schneidet,  endlich  den  Strahl  ff,«0,  oder  o“,,  so  muss  a°, 
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Aber  der  Punkt  6,  gebürt  such  der  Geraden  8,  an,  welche  durch 
Drehung  der  Geraden  ßta  und  ß,a,  um  die  Punkte  ßt,  B,  er* 
zeugt  wird;  und  offenbar  lassen  sich  immer  durch  Bt  zwei  Gerade 
A so  legen,  dass  die  Punkte  Ä„  a und  0,  0,  sich  ein*  oder  aus* 
schliessen,  und  zugleich  die  Punkte  b°,  b",  existireu  — es  braucht 
nur  Bt  innerhalb  33  zu  liegen  — also  würden  für  diese  zwei  Ge* 
raden  A die  Punkte  0,  sowohl  auf  8,  als  auf  der  zugeordneten 
gemeinschaftlichen  Sekante  von  BB,  liegen  müssen,  und  demnach 
diese  letztere  mit  S , identisch  sein. 

Ebenso  behandelt  man  andrerseits  den  Fall,  wenn  21,  SB  vier 
oder  zwei  Tangenten  gemein  haben;  und  was  denjenigen  betrifft, 
wenn  21,  SB  vier  Punkte,  aber  keine  Tangente  gemein  haben,  so 
überzeugt  man  sich  leicht,  dass  die  zwei  Tangentenpaare,  welche 
von  einem  beliebigen  Punkte  an  solche  zwei  Kegelschnitte  gelegt 
werden,  sich  ein-  oder  ausschliessen  müssen.  Denn  denkt  man  sich 
den  Polar- Kegelschnitt  SB,  von  SB  in  Bezug  auf  S,  so  können  31 
und  33,  keinen  Punkt  gemein  haben,  weil  & und  SB  keine  gemein- 
schaftliche Tangente  besitzen;  heissen  nun  jene  zwei  Tangenten- 
paare a,  a,  ; b,  bv,  und  sind  a,  a,;  b,  b,  deren  harmonische  Pole 
für  21,  so  liegen  diese  in  einer  Geraden,  und  zwar  a,  a,  auf  21, 
6,  t>,  auf  SB, ; folglich  schliessen  sich  diese  Punktenpaare  ein  oder 
aus,  und  demnach  gilt  dasselbe  auch  von  a,  o, ; b,  £,,  weil  die  har- 
monischen Polaren  aller  Punkte  einer  Geraden  für  21  einen  mit  die- 
ser Geraden  projektivischen  Strahlbüschel  bilden. 


12.  Die  drei  Punkten- 
paare, in  welchen  zwei  Ke- 
gelschnitte von  beliebiger 
Gestalt  und  Luge  und  zwei 
zugeordnete  gemeinschaft- 
liche Sekanten  de  rs  eiben 
von  einer  beliebigen  Gera- 
den geschnitteu  werden, 
bilden  eine  Involution  von 
sechs  Pu  nkten. 


12.  Die  drei  Strahlen- 
paare, welche  von  einem 
beliebigen  Punkte  an  zwei 
Kegelschnitte  von  beliebi- 
ger Gestalt  und  Lage,  als 
Tangenten,  und  nach  zwei 
zugeordneten  gemeinschaft- 
lichen T äugen tendurcb- 

scbnitten  derselben  gezo* 

Pen  werden,  bilden  eine 
nrolution  von  sechs  Strah- 
len. 


Ich  übergehe  die  Corollare  dieses  Satzes. 


13.  Haben  zwei  Kegel- 
schnitte zwei  Punkte  ge- 
mein, und  man  legt  durch 
jeden  dieser  Punkte  eine 
beliebige  Gerade,  so  sch  nei- 
den sich  die  durch  diese 
zwei  Geraden  bestimmten 
Sehnen  der  Kegelschnitte 


13.  Haben  zwei  Kegel- 
schnitte zwei  Tangenten 
gemein,  und  man  zient  von 
einem  beliebigen  Punkte 
einer  jeden  an  jeden  Kegel- 
schnitt eine  neue  Tangente, 
so  liegen  die  gegenseitigen 
Durchschnitte  je  zweier 


durch  den  Punkt  a gehen.  Die  Punkte  «,  B,  aa,  <i°,,  B,,  a,  bilden 
ein  dem  K eingeschriebenes  Sechseck  aBa°a° ,B ,alt  dessen  Hauptge- 
genseiten sich  paarweise  in  drei  Punkten  B ,,  a,  a,  einer  Geraden 
schneiden,  und  offenbar  ist  dieses  Sechseck  beliebig. 


Digitized  by  Google 


241 


nuf  einer  gemeinschaftli- 
chen Sekante  derselben, 
welche  der  durch  jene 
Funkte  gehenden  zugeord- 
net ist. 


Tangenten  desselben  Ke- 
gelschnitts mit  einem  ge- 
meinschaftlichen Tangen- 
tendurchschnitte derselben, 
welcher  dem  der  beiden  er- 
sten Tangenten  zugeordnet 
ist,  in  gerader  Linie. 


§.6. 

Constructiou  und  Eigenschaften  eines  Systems  von 
beliebig  vielen  Kegelschnitten,  welche  zwei  zugeord- 
nete Sekanten  oder  Tangenten  durch  schnitte  gemein 
haben.  System  der  zugehörigen  Wechselpunkt-  oder 
Vfechselstrahlen-Kegelschnittc.  Drei  Wechse I- Sy s tem e 
von  Kegelschnitten  mit  zwei  z uge  o rd  u e I e n gemein- 
schaftlichen Sekanten  oder  Tangentendurchschnitten. 


1.  Sind  in  einer  Ebene  ein 
Kegelschnitt,  zwei  Gerade 
und  ein  Funkt  beliebig  ge- 
geben, einen  zweiten  Ke- 
gelschnitt zu  finden,  wel- 
cher mit  dem  ersteren  die 
beiden  Geraden  als  (reelle 
oder  ideale)  Sekanten  gemein 
habe  und  durch  den  gege- 
benen Funkt  gebe. 


1.  Sind  in  einerEbene  ein 
Kegelschnitt,  zwei  Funkte 
und  eine  Gerade  beliebig 
gegeben,  eiueu  zweiten  Ke- 
gelschnitt zu  finden,  wel- 
cher mit  dem  ersteren  die 
beiden  Funkte  als  (reelle 
oder  ideale)  Tnngentcn- 
d u rch sch n i 1 1 e gemein  habe 
und  die  gegebene  Gerade 
berühre. 


Erste  Auflösung  (links).  Es  sei  33  der  gegebene  Kegel- 
schnitt, S,  Sl  die  gegebenen  Gerudcn , a der  gpgebene  Funkt  des 
gesuchten  Kegelschuittes  21.  Mau  verbinde  den  Durchschnitt  p von 
S,  mit  a durch  eine  Gerade  a,  suche  die  harmonische  Polare 
P von  p für  93.  welche  die  a in  p'  schneide,  und  zu  p,  p',  a den 
vierten  harmonischen,  dem  a zug.  Funkt  (t,;  suche  zu  S,  A', . n den 
vierten  harmonischen,  dem  a zugeordneten  Strahl  und  noch  die 
harmonischen  Folaren  von  a,  a,  für  93,  welche  a in  a,  «,  schnei- 
den. Jetzt  verbinde  man  die  Funkle  a und  a , a,  und  d,  durch  die 
Geraden  A , Ax,  lege  durch  a eine  beliebige  Gerade,  welche  SB  in 
h,  b,  und  S,  S,  io  d,  d,  schneide,  suche  einen  Funkt  a, , welcher 
mit  a und  b,  b, ; d,  d,  eine  Involution  von  sechs  Funkien  bildet, 
und  suche  einen  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  Funkte  a,  a,,  a, 
gehe  und  die  Geraden  A,  A , berühre;  so  ist  diess  der  verlangte 
Kegelschnitt  21. 

Beweis.  Da  A,  als  Tangente  in  a,  die  harmonische  Folare 
von  a für  21  ist,  und  von  der  harmonischen  Folare  desselben  Punk- 
tes  für  93  iu  a Beschnitten  wird,  so  sind  a,  «,  und  aus  demselben 
Grunde  fl,,  a,  Wechselpuukte  für  21,  93,  und  da  p,  p'  harmonisch 
mit  a,  a,,  und  p’  auf  der  barm.  Polare  von  p für  33  liegft,  so  sind 
p,  p'  ebenfalls  Wechsclpunkte  für  21.  93.  Es  liegen  also  drei  Paar 
Wechselpunkte  0,  u ; <j,,  ; p,  p'  auf  denselben  zwei  Geraden  a,  a'\ 

demnach  sind  a,  n zwei  Wcchselpunktstrahlen  für  2t,  93,  und  p ist 
Tkrll  V.  16 
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ein  Punkt,  dessen  harmonische  Polaren  fiir  St,  33  sich  vereinigen.  Die 
Gerade  aa,,  da  sie  beliebig  ist,  konnte  jedenfalls  so  gewählt  wer- 
den, dass  die  Punkten|inare  b,  b,  und  6,  d,  einander  und  folglich 
auch  0,  n,  ein-  oder  ausscbliessen-,  also  giebt  es  auf  ihr  zwei 
Punkte  g,  $,  welche  sowohl  mit  a,  a,  als  mit  6,  b,  (und  d,  d,)  har- 
monisch, also  Wechselpunkte  für  Si,  23  sind.  Somit  sind  auch  die 
Strahlen1  g,  Ä,  welche  j)  mit  g,  verbinden,  Wccliselpunktstrahlen, 
und  da  nun  S,  .V,  sowohl  mit  a,  ä als  mit  g , h harmonisch  sind, 
so  sind  sie  zwei  zugeordnete  gemeinschaftliche  Sekanten  von  2t,  33. 

Zweite  Auflösung  (links).  Man  lege  durch  den  gegebenen 
Punkt  a beliebig  viele  Strahlen  ft,,  o,  ....,  und  suche  auf  je- 
dem derselben,  z.  B.  auf  a,,  einen  Punkt  a,,  welcher  mit  a und  den 
Punktenpaaren  b,  b,;  d,  d,,  wo  a,  den  gegebenen  Kegelschnitt  33 
und  die  Geraden  S , 8,  schneidet,  eine  Involution  von  sechs  Punk- 
ten bildet;  so  gehören  alle  diese  Punkte  a,  u.  s.  f.  dem  verlangten 
Kegelschnitte  31  an. 

Beweis.  Da  durch  die  erste  Auflösung  bewiesen,  dass  der 
Kegelschnitt  31  existirt,  so  sind,  wenn  2t  den  Strahl  a,  zum  zwei- 
tenmal in  a,,  schneidet,  sowohl  b,b,;  d,  d,  als  auch 

b,  b, ; d,  d,  in  Involution,  also  a,,  mit  a,  identisch  u.  s.  w.  Zu- 
gleich sieht  man,  dass  nur  ein  einziger  Kegelschnitt  2t  existirt. 


2.  W i rd  ein  e be  ner  Strahl- 
büschel von  einem  beliebi- 
gen Kegelschnitte  und  von 
zwei  festen  Geraden  ge- 
schnitten, so  gehören  alle 
Punkte,  welche  mit  dem 
Mittelpunkte  des  Strahlbü- 
schels, als  zu  geordnete  in 
Punkte,  und  mit  de u je des- 
maligen  zwei  Punkten  paa- 
ren des  Kegelschnittes  und 
der  festen  Geraden  Involu- 
tionen von  sechs  Punkten 
bilden,  dem  Umfange  eines 
zweiten  Kegelschnittes  an, 
welcher  mit  ersterem  die 
beiden  festen  Geraden  als 
reelle  oder  ideal e S e k an t e n 
gemein  hat  und  durch  den 
Mittelpunkt  des  Strahlbü- 
scbels  geht. 


2.  Alle  Geraden,  welche 
mit  einer  beliebig  gegebe- 
nen Geraden,  als  zugeord- 
netem Strahle,  mit  zwei 
Tangenten  eines  beliebig 
gegebenen  Kegelschnittes 
uud  mit  zwei  nach  zwei  fe- 
sten Punkten  gehenden  Ge- 
raden Involutionen  von 
sechs  Strahlen  bilden,  um- 
hüllen einen  zweiten  Ke- 
gelschnitt, welcher  mit  er- 
sterem die  zwei  festen 
Punkte  als  reelle  oder 
ideale  Tangentendurch- 
schnitte gemein  hat  und  die 
gegebeue  Gerade  berührt. 


Aus  §.  5.  12.  folgt  nun  ohne  Weiteres; 


3.  Hat  eine  Schaar  von 
Kegelschnitten  mit  einem 
uud  demselben  Kegel- 
schnitte dieselben  zwei  zu- 
geordneten  reellen  oder 
idealen  Sekanten  gemein, 
so  bilden  sämmt liehe  Punk- 
tenpaare,  in  denen  diese 


3.  Hat  eine  Schaar  von 
Kegelschnitten  mit  einem 
und  demselben  Kegel- 
schnitte dieselben  zwei  tu- 
geordneten  reellen  oder 
idealen  Ta n gen t e n d u rch - 
schnitte  gemein,  so  bilden 
sämintliche  Tangenten- 
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Kegelschnitte  und  Sekan-  pnnre,  welche  von  einem 
ten  eine  beliebige  Gerade  beliebigen  Punkte  an  die- 
schneiden,  eine  Involution  selben,  nebst  (len  Geraden, 
von  Puukten,  deren  Haupt-  welche  nach  den  gemein- 
punkte allemal  zweien  die  schaftlicben  Tangenten- 
Gerade  berührenden  Kegel-  durchschnitten  geben,  eine 
schnitten  angehören;  und  Involution  von  Strahlen, 
desshalb  bat  jeder  Kegel-  deren  Hauptstrahlen  nllc- 
seknitt  dieser  Schaar  mit  mal  zwei  durch  jenen  Punkt 
jedem  jene  zwei  Sekanten  gehende  Kegelschnitte  be- 
gemein.  rühren;  und  dessbalb  hat 

jeder  Kegelschnitt  dieser 
Schaar  mit  jedem  jene  zwei 
Tangeutendurcbschnitte 
gemein. 

Aus  diesem  Satze  wieder  ergiebt  sich  sehr  leicht: 

4.  Die  h u r m o u isc h e n Po-  4.  Die  harmonischen  Pole 
laren  eines  beliebigen  einer  beliebigen  Geraden 
Punktes  in  Bezug  auf  eine  in  Bezog  auf  eine  Scbaar 
Schaar  v o n Kegelscb  nitten,  von  Kegelschnitten,  wel- 
w eiche  mit  einander  diesel-  che  mit  einander  dieselben 
ben  zwei  zugeordneten  Se-  zwei  zugeordneten  Tan- 
kanten gemein  haben,  geDtendurcbscbnitte  ge- 
schneiden  sich  alle  in  ei-  mein  haben,  liegen  alle  auf 
nem  und  d e msel ben  P an  k te,  einer  und  derselben  Gera- 
und  daher  geben  auch  alle  den;  und  daher  liegen  die 
Durchmesser  derselben,  de-  Mittelpunkte  aller  dieser 
ren  zugeordoete  parallel  Kegelschnitte  in  einer  und 
laufen  ,d  urch  einerlei  Pu  □ kt.  | derselben  geraden  Linie. 

Ist  in  der  Ebene  der  (links)  in  Rede  stehenden  Kegelschnitte 
91,  33,  S,  3)  . . . . und  K eine  Gerade  A beliebig  gegeben,  so  giebt 
es  allemal  unzählige  unter  ihnen,  welche  diese  Gerade  in  Punkten- 
paaren a,  a, ; b,  b, ; c,  C, ; b,  b,  . ...  schneiden;  denn  jeder  Punkt 
von  A bestimmt  einen  solchen.  Es  werde  nun  1)  K ebenfalls  von 
A in  zwei  Puukten  f,  f,  geschnitten  (oder  io  einem  Punkte  be- 
rührt); von  einem  beliebigen  Punkte  B des  K gehen  nach  a,  a>; 
b.  b,  ....!,  f,  die  StrBblenpaare  a,  er,:  b,  b,  ....  k,  (fr,,  welche  K 
zum  zweitenmal  in  a,  «,;  ß,  ß,  ....{,  f,  schneiden;  so  bilden  diese 
Strahlenpaare  eine  Involution  von  Strahlen;  folglich  gehen  sämmt- 
liche  Sehnen  aa,,ßß,  ....  und  A durch  einerlei  Punkt  q (§.3.4.). 
Sind  nuo  jene  Punktenpaare  ungleichliegend,  so  schneidet  die  har- 
monische Polare  von  q für  K diesen  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten 
t,  <p , und  die  Strahlen  e.f  des  Strahlbüschcls  B,  welche  nach  r, 
<f  gehen,  sind  mit  je  zwei  Strahlen  a,  a,  ; 6,6,....,  also  nach  die 
Punkte  e,  f,  wo  dieselben  der  A begegnen,  mit  je  zwei  Punkten 
a,  a,  ; b,  b,  ....  harmonisch,  d.  h.  e,  f sind  zwei  Werliselpunkte  auf 
A für  sämmtlichc  Kegelschnitte.  Wird  aber  2)  K von  A weder 
geschnitten  noch  berührt,  so  sind  die  zugeordneten  harmonischen 
Pole  von  A für  K nothwendig  gleicbliegend , folglich  bat  die  In- 
volution dieser  Pole  mit  derjenigen  für  irgend  einen  andern  der 

Kegelscbnitte  2t,  33,  S,  ® allemal  zwei  zugeordnete  Punkte  e,  f 

16* 
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gemein  (§.  3.  5.),  und  diese  sind  dann  zwei  der  Geraden  A zuge- 
hörige VYechselpunktc  für  sämmtliche  Kegelschnitte.  Ueiutiach  sind 
auch  jetzt  die  Strahlen  e , f,  welche  B mit  c,  f verbinden,  mit  je 
zwei  Strahlen  «r,  a,  ; 6, harmonisch,  und  sofort  die  Gerade 
l<p  die  hurmonische  Polare  eines  Punktes  q , in  welchem  sich  auch 

jetzt  die  Sehnen  au, , ßß schneiden  müssen.  Weil  aber  die 

Punkte  e,  f zwei  zugeorduete  harmonische  Pole  von  A für  K sind, 
so  ergiebt  sich  durch  Cmkehiung  des  Satzes  (§.  4.  2.),  dass  q als 
harmonischer  Pol  von  tq>  auf  A liegen  muss, 

5.  Hat  eine  Schaar  von  Kegelschnitten  dieselben 
zwei  zugeordneten  reellen  oder  idealen 


Sekanten  gemein,  und  wer- 
den alle  oder  ein  Th  eil  der- 
selben von  einer  Geraden 
geschnitten,  und  man  zieht 
vonei  nembeliebigen  Punkte 
eines  der  Kegelschnitte 
S t r a hie n paa re  nach  je  zwei 
Du  rch  s ch  n i 1 1 s [i u n k te n , so 
gehen  die  Sehnen  dieses 
letzteren,  welche  durch 
diese  S t r n h I e n |>u nr e be- 
stimmt werden,  olle  durch 
einen  und  denselben  Punkt, 
welcher  allemal  auf  jener 
Geraden  liegt,  es  mag  nun 
diese  letztere  diesen  einen 
Kegelschnitt  durch  sch  nei- 
den, berühren  oder  gänz- 
lich ausserhalb  desselben 
liege  n. 


Tange  uten  durch  schnitte 
gemein,  und  man  zieht  von 
einem  b e I i e b i g r n Punkte  an 
alle  oder  einen  Tbeil  der- 
selben Tn  n gen  te  n pa  a re  und 
ausserdem  an  einen  der  Ke- 
gelschnitte eine  beliebige 
Tangente,  endlich  wieder 
von  je  zwei  Durchschnitts- 
punkten dieser  Tangente 
mit  jenen  Taugenten  paa re n 
an  den  letzteren  zwei  neue 
Tangenten,  so  liegen  die 
Durchschnitte  dieser  letz- 
teren alle  auf  einer  und 
derselben  Geraden,  welche 
allemal  durch  jenen  Punkt 
eilt,  es  mag  nun  dieser 
unkt  ausser  halb,  auf  oder 
innerhalb  dieses  einen  Ke- 
gelschnittes liegen. 


Aus  §.  5.  1.  und  §.  6.  4.  folgert  man; 


6.  Die  harmonischen  Pole 
jeder  Geraden  in  Bezug  auf 
eine  .Schnur  von  Kegel- 
sehnitten,welchedieseiben 
zwei  zugeordneten  reellen 
oder  idealen  Sekanten  ge- 
mein haben,  liegen  aut  dem 
Umfange  eines  einzigen 
Kegelschnittes. 


6.  Die  harmonischen  Po- 
laren eines  jeden  Punktes 
in  Bezug  auf  eine  Schaar 
von  Kegelschnitten,  wel- 
che dieselben  zwei  zu  ge- 
ordneten reellen  oder  idea- 
le n T a n g e n t e n d u r c h s c h n i 1 1 e 
gemein  haben,  umhüllen 
einen  einzigen  Kegel- 
schnitt. 


7.  Die  Mittelpunkte  aller 
Kegelschnitte,  welche  zwei 
zugeordnete  reelle  oder 
ideale  Sekauten  gemein  ha- 
ben, liegen  uuf  dem  Um- 
fange eines  einzigen  Ke- 
gelschuittes. 


7.  In  einer  Schaar  von 
K egel  sch  u i 1 1 e n , welche 

zwei  zugeordnete  reelle 
oder  ideale  Tangenten- 
durchschnitte gemein  ha- 
ben, umhüllen  alle  Durch- 
messer, deren  zugeordnete 
parallel  laufen,  eineu  ein- 
zigen Kegelschnitt. 
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Kiue  beliebige  Gerade  A schneide  die  zugeordneten  gemein- 
schaftlichen Sekanten  S , 8,  von  2t,  23,  (£,  2) welche  letztere 

allemal  besitzen,  io  den  Punkten  g,  g,,  so  liegen  die  Wechselpunkte 
ß,  ß,  von  g,  g,  ebenfalls  auf  8,  8,,  und  die  harmonischen  Pola- 
ren a,  tr,  von  g,  g,  in  Bezug  auf  irgend  einen  21  jener  Kegel- 
schnitte gellen,  die  eine  a durch  ß und  den  harmonischen  Pol  a 
von  8,  die  andere  a,  durch  ß,  und  den  harmonischen  Pol  a,  von 
8,  für  21;  zugleich  ober  liegt  der  Durchschnitt  a von  er,  er,  als 
harmonischer  Pol  von  A für  2t,  auf  dem  Wechselpunkt  - Kegel- 
schnitte A,  der  Geraden  A.  Die  Punkte  a,  u,  und  alle  ähnlichen 
ß,  ßii  Y*  Y\ > welche  den  Kegelschnitten  58,  (£,  2).... 

entsprechen,  liegen  auf  der  Geradeu  P,  und  jedem  Punkte  d dieser 
Geraden,  als  harmonischen  Pol  von  8 oder  S , gedacht,  entspricht 
in  jenem  System  ein  Kegelschnitt  <5  oder  , iu  Bezug  auf  wel- 
chen er  es  ist.  Ist  nun  <S  der  Durchschnitt  von  A mit  P und  zwar 
der  harmonische  Pol  von  8 für  ©,  so  ist  ß der  harmonische  Pol 
von  A für  ©,  weil  die  harmonischen  Polareu  8,  t,  t,  von  d,  g,  g, 
durch  einerlei  l*unkt  d gehen  müssen,  der  auf  A , liegt;  also  ist  d, 
mit  ßßt,  und  * mit  ßi  identisch,  und  daher  ßi  Tangente  an  A, 
in  ß.  Denkt  mau  sich  dagegen  denselben  Punkt  d als  harmoni- 
schen Pol  von  8,  fiir  so  ist  ß,  der  harmonische  Pol  von  A 
für  ©,,  also  jetzt  ß,i  Tangente  an  A,  in  ß Demnach  liegt 
der  harmonische  Pol  d von  ßß,  in  Bezug  auf  A,  auf  der  Gera- 
den P\  und  hieraus  folgt  nach  §.  4.  2.  wegen  der  dem  A,  einge- 
schriebenen Dreiecke  ßaß, , ß\tß ßiß dass  die  Punk- 

tenpaare a,  «i ; ß,  ß, ; y,  y, ; <J,  d,  • . . . zugeordnete  harmonische 
Pole  der  Geraden  P iu  Bezug  auf  A,  , und  sofort,  weil  diese 
Punkte  nur  von  21,  23,  @,  2) . . . . ahhängcn  und  mit  A , sich  nicht 
ändern,  es  auch  in  Bezug  auf  alle  anderen  Wechselpunkt- Kegel- 
schnitte sein  müssen. 


$.  llat  eine  Schaar  von 
Kegelschnitten  zwei  zuge- 
nrduete  reelle  oder  ideale 
Sekanten  gemein,  so  bilden 
a ) die  harmonischen  Pole 
dieser  zwei  Sekanten  in 
Bezug  auf  je  einen  dieser 
Kegelschnitte  eine  Involu- 
tion von  Punkten,  welche 
nur  dann  aus  gleichliegcn- 
denGebilden  besteht,  wenn 
eine  der  gemeinschaftlichen 
Sekanten  reell,  die  andere 
ideal  ist;  b)  jedes  Paar  die- 
ser Pole  sind  zwei  zugeord- 
nete harmonische  Pole  der 
Geraden/*  in  Bezug  auf  alle 
Wechselp.unkt  - Kegel- 
schnitte, welche  zu  jener 
Schaar  gehören,  und  daher 
haben  c)  alle  diese  Wech-( 
selpunkt  - Kegelschnitte 
ausser  dem  Punkte  p,  wo 


$.  Hat  eine  Schar  von 
Kegelschnitten  zwei  zuge- 
ordnete reelle  oder  ideale 
Tangentendurch  schnitte 
gemein,  so  bilden  a)  die 
li u rin o n i sehe n Polaren  die- 
ser zwei  T an  gen  ten  durch - 
schnitte  in  Bezug  auf  je 
einen  dieser  Kegelschnitte 
eine  Involution  von  Strah- 
len, welche  nur  dann  aus 
gleichliegenden  Gebilden 
beste lit,  wenn  einer  der  ge- 
meinschaftlichen Tangen- 
tendurchschnitte reell,  der 
andere  ideal  ist;  b)  jedes 
Paar  dieser  Polaren  sind 
zwei  zugeordnete  harmo- 
nische Polaren  des  Punk- 
tes p in  Bezug  auf  alle 
W'echselatrahlen  - Kegel- 
schnitte, welche  zu  jener 
Schaar  gehören,  und  daher 
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die  gemeinschaftlichen  Sc- 
kaoteu  sich  schneiden,  noch 
die  ihm  entsprechende  (Ge- 
rade P als  re  eile  oder  ideale 
Sekaute  gemein,  jenaclidein 
jene  ersterc  Schaar  vier, 
keinen  oder  nur  zwei  ge- 
meinschaftliche Durch- 
schnitte besitzt. 


haben  c)allediese  Wechsel- 
strablen-Kegelschnitte  aus. 
ser  einer  Tangente  P,  wel- 
che die  gemeinschaftlichen 
Tange  u tendurch  schnitte 
verbindet,  noch  den  dieser 
Geraden  entsprechenden 
Punkt  p als  reellen  oder 
ideulen  Tangentendurcb- 
schnitt  gemein,  jenaebdem 
jene  erstere  Schaar  vier, 
keine  oder  nur  zwei  ge- 
meinschaftliche Tangenten 
besitzt. 


Der  3te  Satz  veranlasst  jetzt  zu  fragen:  Welchem  Gesetze 
sind  die  Hauptpunkte  aller  Involutionen  von  Puukteu, 
von  denen  dort  die  Rede  war,  unterworfen,  wenn  ihre 
Richtungslinien  durch  einerlei  Punkt  gehen?  und  ähnlich 
andrerseits.  Aber,  so  allgemein  gestellt,  lässt  sich  diese  Frage 
nicht  erledigen,  ohne  die  Betrachtung  auf  Curven  \on  höherer  als 
der  zweiten  Ordnung  auszudehuen.  Nur  in  einem  besonderen  Falle, 
wenn  nämlich  jene  Linien  von  einem  Punkte  einer  gemeinschaftli- 
chen Sekante  ausgehen,  erscheint  jenes  Gesetz  in  der  einlächereu 
Gestalt  von  Kegelschnitten;  und  wir  stossen  liier  auf  eine  höchst 
eigentümliche  Wechselbeziehung  zw'iscbeu  mehreren  Systemen  von 
Kegelschnitten,  welche  zwar  bereits  iu  den  Eigenschaften  der  so- 
genannten Orthogonal  - Kreise,  aber  noch  nicht  iu  allen  ihren 
Momenten  hervortritt. 

Durch  einen  beliebigen  Paukt  ö der  Sekante  S,  welche  eine 
Schaar  von  Kegelschnitten  51.  23,  S,  jD  . . . . nebst  eiuer  ihr  zuceord- 
neten  B,  gemein  haben,  mögen  beliebig  viele  Gerade  A,  ß,  C, 
D . ...  gehen,  welche  der  Reihe  nach  die  Wechselpunkte  a,  a, ; 
b,  h, ; c,  C, ; b,  b,  . . . . enthalten.  Da  jede  dieser  Geraden  von 
zweieu  jeuer  Kegelschnitte  in  diesen  Punkten  berührt 
wird,  so  kann  man  allemal  vom  Punkte  $ an  einen  derselben, 
z.  B.  3t,  zwei  Tangenten  legen,'  deren  Berührungspunkte  B,  Zf, 
heissen  mögen.  Mau  denke  sich  von  B (oder  li,  ) nach  a,  a , ; 
b,  b,  i C,  C, ; b,  b,  . ...  die  Struhlenpaarc  a,  b,  b' ; c , e';  d,  it .... 

gezogen,  welche  2t  in  «,  u, ; ß,  ß,\  y,  y,;  d,  d, schneiden,  und 

sofort  diese  Punkte  mit  B , durch  die  Strahlen  a b',,  b,\ 
c\,  c, ; <f,,d,  verbunden.  Da  nun  z.  B.  a,  a,  zugeordnetc  harmo- 
nische Pole  von  A für  21  sind,  so  muss  die  Sehue  au,  durch  den 
harmonischen  Pot  a'  von  A für  2t  gehen,  welcher  übrigens  auch 
auf  BB,,  der  harmonischen  Polare  von  d,  liegt;  also  ist  a der 
Durchschnitt  vo.n  a,  so  wie  a,  der  von  a\  Aus  demselben 
Grunde  geht  ferner  auch  die  Gerade  A durch  den  harmonischen 
Pol  a"  der  Sehne  au,  für  21;  und  zieht  man  nun  Ba",  so  sind 
(nach  einem  Zusatze  zu  §.  3.  3.)  die  Strahlen  Bi 5,  Ba"  mit  Ba, 
Ba,.  also  auch  die  Punkte  tf.  a"  mit  fl,  o,  harmonisch. 

Nun  aber  sind  je  zwei  Wechselpuukte  a,  a,  mit  den,  den  ge- 
meinschaftlichen Sekanten  S,  S , ungehörigen  Punkten  jedesmal 
harmonisch;  also  liegt  der  Puukt  a'’  auf  S„  und  auf  derselben  Li- 
nie ebenso  auch  alle  ähnlichen  Punkte  b",  c",  b"  . . . . Demnach 
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gehen  alle  .Seltnen  ua, , ßß,,  yy, , durch  einen  festen  Punkt, 

uämlich  den  harmonischen  Pol  a'„  von  8,  für  9t;  also  bilden  die 
Strahlenpaare  a,  nt';  b , \ e,  c, ; d,  d,  ....  eine  Involution  von 

Strahlen,  und  weil  auch 


ß(a',  b',cb,  d,' ) — A„c„  d, ) 

ist,  so  ist 

B(a,  l>,  c,  d ) = B,(alt  b,,c,,d, ) 

oder  vielmehr 


B(a,b,c , d....a',b',c',<e....)  = ß,(a1,bl,cl,dl ....  a' ,,6' ,,c’ t,d' L....)-, 


dies  heisst:  alle  Punkte  a,  a, ; b,  b,  ; C,  C, ; b,  b,  . , . . liefen  summt 
B,  B , auf  dem  Umfange  eines  einzigen  Kegelschnittes  A. 

Da  die  Sehnen  tut,,  ßßt,yy,,  iS durch  den  harmonischen 

Pol  a'„  der  gemeinschaftlichen  Sekante  S,  gehen,  so  wird  8,  vou 
jedem  Slrahlenpaare  a,  nt';  b,b‘ ....  io  zwei  zugeordneten  harmoni- 
schen Polen  für  91  und  zugleich  auch  für  0,  £,  © . . ...  geschnitten ; 
aber  auch  die  Sehnen  aa,,  bb,,  CC,,  bb,  ....  von  K gehen  durch 
einen  festen  Punkt  d,  und  dieser  ist  ofTenhur  der  harmouische  Pol 
von  Sx  für  K,  indem  je  zwei  Punkte  d,  a-';  d,  b";  d,  c' . . . . resp. 
mit  a,  a,  : b,  b, ; C,  C,  ....  harmonisch  sind;  also  wird  8,  von  den- 
selben Straklenpauren  n.  a\  b.  b' ; c,d\  d.<C ....  auch  io  Bezug 
auf  K in  zugeordneten  harmonischen  Polen  geschnitten. 

Wählt  mau  nun  statt  d irgend  einen  anderen  Punkt  d,,  d,.... 
der  gemeinschaftlichen  Sekante  S,  so  erhält  man  statt  K einen  ähn- 
lichen Kegelschnitt  K,.  A, in  Bezug  auf  welchen  das  Gesagte 

ebenfalls  gilt;  also  ist  8,  eine  Gerade  vereinigter  Paare  zugeord- 
neter harmonischer  Pole  für  sämmtlicbe  Kegelschnitte  A',A,,A3 ...., 
d.  h.  eine  gemeinschaftliche  Sekante  derselben,  und  zwar  Italien  sie 
dieselbe  zugleich  mit  jedem  der  Kegelschnitte  2t,  0,  G,  © .... 
gemein. 

In  den  ,projektivischen  Strahlbüscbeln  B,  B,  entsprechen  dem 
gemeinschaftlichen  Strahle  BB , wechselseitig  die  Geraden  B ,ü' 0, 
Ba'„,  welche  nueb  dem  harmonischen  Pole  fl'„  von  <S,  für  91  gehen, 
also  sind  diese  Geraden  Tangenten  an  A',  und  es  ist  Bß\  die  har- 
monische Polare  von  a'„  für  K.  Aber  BB t geht,  als  harmonische 
Polare  von  d für  9t,  durch  den  harmonischen  Pol  a0  von  S für  9t, 
welcher  mit  a'0  zugleich  auf  der  den  Sekanten  8,  S,  zugeordneten 
Geraden  P liegt;  ulso  sind  diese  Punkte  ebensosehr  zwei  zuge- 
ordoete  harmonische  Pole  von  P für  A',  als  für  sämmtlichc  Wech- 
selpunkt-Kegelschnitte des  Systemen  91,0,  G,©....  (8);  und  da 
diese  Punkte  nur  mit  9t  sich  ändern,  so  sind  sie  es  auch  für  A',, 
A',  . . . . Vertauscht  man  aber  9t  mit  0,G,  ©....,  so  erhält  man 

ähnliche  Punktenpaare  b„,  b'»;  C0,  c'»;  bOJ  b’„ von  welchen  in 

Bezug  auf  AT,  Kt,  Ä,  . .. .,  welche  dieselben  geblieben  sind,  Glei- 
ches als  von  a„  o'„  gelteu  muss;  also  ist  uueh  P eine  Gerade  ver- 
einigter Paare  zugeordneter  harmonischer  Pole  für  A,  A', , I\  , 

d.  b.  eine  Sekante,  welche  sie  unter  sich  und  mit  jedem  der  Wech- 
selpunkt . Kegelschnitte  des  Systemes  2t , 0,  G,  ©....  gemein 
haben. 


/ 
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Da  endlich  die  Puuktc  tf.  ö , , (?,  ....  der  Reihe  nach  die  har- 
monischen Dole  von  Ä,  für  K,  A,,  Ä,  . . . . sind,  S,  aber  eine  ge- 
meinschaftliclie  Sekante  dieser  Kegelschnitte  ist,  so  spielt  die  Ge- 
rade <S  für  diese  dieselbe  [tolle,  als  P für  2t,  33.  S,  25....  Und 
du  je  zwei  zugeordnete  harmonische  Pole  von  S für  2t,  33....  Wech- 
selpunkte, und  als  solche  die  Durchschnitte  von  S mit  je  einem  der 

Kegclschuitte  A'  Ä', , K2 sind,  so  ist  die  lavolutiou  dieser 

Paare  von  Durchschnittspunkten  mit  der  Involution  der  vereinigteu 
Paare  zugeordneter  harmonischer  Pole  von  S für  21,  33....,  folg- 
lich auch  die  Hauptpunkte  der  ersteren,  d.  h.  die  Punkte  p,,  f>3 
für  K , Kx , Ä,  ....,  mit  denen  der  letzteren,  d.  h.  den  gemein- 
schaftlichen Durchschnitten  von  2i,  33....  identisch. 

Nimmt  mau  in  der  Ebene  von  21,  58 . . . • einen  Punkt  a beliebig 
an  und  verbindet  ihn  mit  seinem  Wechselpunkte  a,  durch  eine  Ge- 
rade A,  welche  S iin  Punkte  (J  schneidet,  so  erzeugt  dieser  Punkt 
d einen  Kegelschnitt  A,  welcher  zur  Schaar  von  A',,  A,  gehört 
und  durch  a geht.  Also  gehören  alle  Kegelschnitte,  welche  mit 
dieser  Schaar  einerlei  gemeinschaftliche  Sekanten  hüben,  auch  hin- 
sichtlich der  übrigen  Eigenschaften  zu  derselben. 

Nimmt  man  endlich  die  Punkte  6.  d,>  d, statt  auf  S,  auf 

der  zugeordneten  gemeinschaftlichen  Sekante  <S,  an,  so  erhält  man 
ein  von  dem  vorigen  verschiedenes,  aber  in  Bezug  auf  21,33,6,25.... 
mit  denselben  Eigenschaften  als  Ä\  A,,  A,....  ausgestattetes  Sy- 
stem von  Kegelschnitten  K’, A7, , K\  . . . . j dieses  hut  mit  21,33.... 
die  Sekante  S und  mit  dereu  Wechselpuukt - Kegelschnitten  die  Se- 
kante P gemein.  Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen  die  drei  Sy- 
steme von  Kegelschnitten  21,  33,  S". . . .;  K,  A',.  A,  ....;  K',  A',, 
A”',  ....  durch  ©,.  ©,  ©,  und  schreibt  <S2  statt  P,  so  sind  der 
Reihe  nach  S und  S,,  S,  und  St.  St  und  S zugeordnete  gemein- 
schaftliche Sekanten  des  Systemes  ©,.  ©,  ©, ; jedes  dieser  Systeme 
hat  mit  jedem  der  beideu  anderen  ©,  ©,  ; ©,,  ©2;  ©,,  (ö  eine 
Sekante  »V,,  S ; A',,  S, ; »S',  und  mit  dessen  Wccbselpunkt- Ke- 
gelschnitten eine  Sekante  S,  S, ; <S,,  A'2;  <S,,  iÜ  gemein,  und  die 
Wechselpunkt- Kegelschnitte  eines  jeden  haben  die  Gerade  S2,S,S, 
zur  gemeinschaftlichen  Sekante.  Zieht  man  von  einem  beliebigen 
Punkte  ö der  Geraden  S an  sämintliche  Kegelschnitte  des  Syste- 
mes ©,  Tangenten,  so  liegen  die  Berührungspunkte  auf  einem  Ke- 
gelschnitte des  Systemes  ©.  und  die  Tangenten,  welche  von  eiuem 
beliebigen  Punkte  ö2  der  S2  an  die  Kegelschnitte  von  © gelegt 
werden,  berühren  sic  in  Puuktcn,  welche  uuf  einem  des  Systemes 
©,  liegen  u.  s.  w. 


9.  Hat  eine  Schaar  von 
Kegelschnitten  zwei  zuge- 
ordnete reelle  oder  ideale 
Sekanten  gemein,  so  liegen 
n ) die  Berührungspunkte 
aller  Tangenten,  die  von 
einem  beliebigen  Punkte 
einer  dieser  Sekanten  an 
jene  Kegelschnitte  gelegt 
werden,  auf  dem  Umfange 
eines  neuen  Kegelschnit- 
tes, welcher  mit  ersteren 


9.  Hat  eine  Schaar  von 
Kegelschnitten  zwei  zuge- 
ordnete  reelle  oder  ideale 
Tnngentendurch  schnitte 
gemein,  so  umhüllen  a)  alle 
Tangenten  derselben,  de- 
ren Berührungspunkte  mit 
einem  d i eser  gern e i n sch aft - 
liehen  Tan  ge  n t cn  du  reb- 

schnitte  in  gerader  Linie 
liegen,  eineu  Denen  Kegel- 
schnitt, welcher  mit  erste- 
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die  andere  Sekante  und  mit 
deren  WechBelpunkt-Kegel- 
schnitten  die  Gerade  P als 
Sekante  gemein  hat.  b)Alle 
mittels  dereinzelneo  Punkte 
einer  jener  gemeinschaftli- 
chen Sekanten  so  erzeug- 
ten Kegelschnitte  bilden 
eine  zweite  Schaar,  welche 
ihrerseits  ebenfalls  zwei 
zugeordnete  reelle  oder 
ideale  Sekanten  gemein  ha- 
ben, nämlich  die  eine,  wel- 
che sie  mit  jedem  der  ersten 
Schaar,  und  die  andere, 
welche  sic  mit  jedem  Wech- 
sel |tun k t-Kegelsc h n itte  der 
ersten  Schaar  gemein  ha- 
ben; und  ebenso  haben  auch 
die  Kegelschnitte  der  er- 
sten Schaar  mit  den  Wech- 
selpunkt - Kegelschnitten 
der  zweiten  jene  Sekante 
gemein,  mittels  deren  letz- 
tere erzeugt  wurde. 

c)  Berücksichtigt  man 
nach  einander  beide  der  er- 
sten Schaar  gemeinschaft- 
liche Sekanten,  so  erhält 
in a n im  Ganzen  drei  S c h a a - 
ren  vou  Kegelschnitten, 
welche  in  vollkommener 
Wechselbeziehung  zu  ein- 
ander stehen,  nämlich  je 
zwei  dieser  Schuaren  haben 
allemal  unter  sich  und  mit 
den  Wech sei pn n k t - Kegel- 
schnitten der  dritten  Schaar 
eine  von  drei  bestimmten 
Geraden  zur  gemeinschaft- 
lichen Sekante;  jeder  Ke- 
gelschnitt der  «inen  schnei- 
det alle  Kegelschnitte  der 
zweiten  oder  der  dritten 
Schaar  in  den  Berührungs- 
punkten solcher  Tangenten 
der  beiden  letzteren,  wel- 
che in  zwei  Punkteu  der 
den  Wechselpunkt  - Kegel- 
schnitten der  ersten  Schaar 
gemeinschaftlichen  Sekante 
convergiren;  und  es  kann 
also  eine  jede  dieser  drei 
Scbaaren  als  diejenige  an- 


ren  den  anderen  Tangen- 
tendnrchschnitt  und  mit  de- 
ren Wechseistrahlen  - Ke- 
gelschnitten den  Tange n- 
tendurchschnitt  p gemein 
hat.  b)  Alle  mittels  der  ein- 
zeln en  S trab  len  eines  jener 
gemeinschaftlichen  Tan- 
genteudurchschnitte  so  er- 
zeugten Kegelschnitte  bil- 
den eine  zweite  Schaar, 
welche  ihrerseits  ebenfalls 
zwei  zugeordnete  reelle 
oder  ideale  Tangenten- 
durchschnitte gemein  ha- 
ben, nämlich  den  einen  mit 
jedem  Kegelschnitte  der 
ersten  Schaar  und  den  an- 
deren mit  jedem  Wechsel- 
strahlen-Kegelscbnitte  die- 
ser Schaar  zugleich;  und 
ebenso  haben  auch  die  Ke- 
gelschnitte de  re  rstenSchaar 
mit  den  Wechseistrahlen- 
Kegelschnitten  der  zweiten 
jenen  Tangentendurch- 

schuitt  gemein,  mittels  des- 
sen Strahlen  letztere  er- 
zeugt wurde. 

c)  Berücksichtigt  man 
nacheinander  beide  der  er- 
sten Schaar  gemeinschaft- 
liehe  Tangentendurchr 

schnitte,  so  erhält  man  im 
Ganzen  drei  Schuaren  von 
Kegelschnitten,  welche  in 
vollkommener  Wechselbe- 
ziehung zu  einander  stehen, 
nämlich:  je  * w e i dieser 

Scbaaren  haben  allemal  un- 
ter sich  und  mit  den  Wech- 
selstrablen-Kegelschnitten 
der  dritten  Schaar  einen 
von  drei  bestimmten  Punk- 
ten zum  gemeinschaftlichen 
Tangentendurchschuitt;  je- 
der Kegelschnitt  der  einen 
hat  mit  sämmtlichen  Kegel- 
schnitten der  zweiten  oder 
der  dritten  Schaar  solche 
Tangenten  gemein,  deren 
Berührungspunkte  auf  zwei 
Strahlen  des  den  Wechsel- 
strub len-K e ge I schnitten  der 
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ersten  Schaar  gemeinschaft- 
liche o Tangen  te  u durch  - 
schnittes  liegen;  und  es 
kann  also  eine  jede  dieser 
drei  Schoaren  als  diejenige 
angesehen  werden,  aus  wel- 
cher die  beiden  anderen 
entsprungen  sind. 

Diese  drei  Schaar  sollen  drei  Wechsel  - Systeme  von  Ke- 
gelschnitten  mit  zwei  zugeordneten  gemeinschaftlichen 
Sekanten  oder  Tange n te n d ureh sch  n itte n , und  eine  jede 
einzelne  ein  Wechsel-System  der  beiden  anderen  geuannt 
werden. 

Sind  die  Kegelschnitte  der  oben  zu  Grunde  gelegten  Schnur 
@j  (links)  ähnlich  und  äbnlicbliegend , so  haben  Bie  mit  einander 
und  mit  denen  der  Schaar  © (oder  ©,  ) eine  unendlich  entfernte 
Sekante  iS,  gemein;  folglich  geben  die  harmonischen  Polaren  eines 
beliebigen  Punktes  von  8,  für  sämmtlichc  Kegelschnitte  von  ©, 
und  ©,  d.  h.  alle  Durchmesser  derselben,  dereu  zugeordnete  nach 
jenem  Punkte  gerichtet  sind,  nach  einem  und  demselben  zweiten 
Punkte  von  <9,,  sind  also  unter  sich,  sowie  jene  unter  sieb,  paral- 
lel. Demnach  sind  auch  alle  Kegelschnitte  von  © mit  einander 
und  mit  denen  von  ©a  ähnlich  und  äbnlicbliegend  (§.  5.  8.  Um- 
kehrung). 

Die  dritte  Schaar  @,  dagegen  besitzt  keine  solche  Sekante 
S, ; weil  aber  die  harmonischen  Pole  ihrer  gemeinschaftlichen  Se- 
kanten 8 und  8t  in  Bezug  auf  alle  ihre  Kegelschnitte  der  unend- 
lich-entfernten Geraden  8 , angehören,  so  sind  8 und  St  Durch* 
messcr  aller  dieser  Kegelschnitte,  welche  demnach  concentrisch 
sein  müssen. 

10.  Hat  eine  Schaar  ähnlicher  und  ähnlich-liegen- 
der Kegelschnitte  ausser  der  u n e nd lieh -e n t fern ten  noch 
eine  zweite  Sekante  gemein,  so  besteht  dos  eine  ihrer 
Wechsel  - Systeme  ebenfalls  aus  ähnlichen  und  ähnlich- 
liegenden  Kegelschnitten,  und  zwar  sind  sie  diese  nicht 
nur  unter  sich,  sondern  auch  mit  ersteren  zugleich;  da- 
gegen besteht  das  audere  aus  lauter  concentrischenKe- 
gefschnitten,  deren  gemeinschaftliche  Sekunteu  zwei 
Durchmesser  sind. 

11.  Die  beiden  Wechsel  - Systeme  einer  Schaar  von 
Kegelschnitten,  welche  zwei  Durchmesser  zu  zugeord- 
neten gemeinschaftlichen  Sekanten  haben,  bestehen  ein 
jedes  für  sich  und  beide  unter  einander  aus  lauter  ähn- 
lichen und  ähnlich-liegenden  Kegelschnitten. 

Jenachdem  die  unendlich  - entfernte  gemeinschaftliche  Sekante 
8,  von  ©,  und  © reell  oder  ideal  ist,  ist  es  auch  die  der  Wech- 
selpunkt-Kegelschnitte  von  ©,,  und  cs  besitzen  folglich  die  letz- 
teren im  ersten  Falle  entweder  zwei  reelle  oder  zwei  ideale,  im 
zweiten  aber  allemal  eine  reelle  und  eine  ideale  gemeinschaftliche 
Sekante  8,  S7.  Besteht  also  ©a  und  folglich  auch  @ aus  lauter 
Ellipsen,  wo  8,  ideal  sein  muss,  so  besteht  ©,  aus  lauter  Hyper- 
beln , indem  der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt  jetzt  ausserhalb  der 
Kegelschnitte  von  ©,  liegen  muss.  Da  nun  jede  Gerade  ein  Sy- 


gesehen  werden,  aus  wel- 
cher die  beiden  anderen 
entsprungen  sind. 
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stein  von  Kegelschnitten  mit  zwei  zugeordneten  gemeinschaftlichen 
Sekanten  in  solchen  Punktenpaaren  schneidet,  welche  eine  lovolu- 
tion  von  Punkten  bilden,  unu  hierzu  auch  die  DurchschniUsnunkte 
der  gemeinschaftlichen  Sekanten  als  zugeordnete  gehören;  da  fer- 
ner die  Berührungspunkte  der  Tangenten,  welche  von  einem  Punkte 
p an  ein  solches  System  gezogen  werden,  in  einer  Geraden  P lie- 
gen, also  auch  diese  Tangeoteupaare  stimmt  den  gemeinschaftlichen 
Sekanten  eine  Involution  von  Strahlen  bilden,  diese  Tangenten- 
paare aber  im  Falle  des  Systeme«  ©,  die  Asymptoten  der  betref- 
fenden Kegelschnitte  sind,  so  bilden  die  Asyinptoteupaare  dieser 
Schaar  © , eine  Involution  von  Strahlen,  und  zwar  besteht  diese 
Doth wendig  aus  gleichliegenden  Gebilden,  wenn  es  keine  Gerade 
Pt,  Pf  gieht,  d.  h.  wenu  ©,  eine  reelle  und  eine  ideale  gemein- 
schaftliche Sekante  besitzt. 

Besteht  nun  die  Schaar  ©,  aus  lauter  Kreisen,  so  stehen  S 
und  Ä,  senkrecht  auf  einander;  denn  in  diesem  Falle  ist  die 
harmonische  Polare  des  uneudlich  • entfernten  Punktes  von  8 für 
alle  jene  Kreise,  uod  je  zwei  zugeordnete  Durchmesser  eines  Kret. 
ses  sind  rechtwinklig  zu  einander.  Also  bilden  die  Asymptoteu- 
paare  der  Kegelschuitte  von  ©,  eine  Involution  der  rechten 
Winkel,  indem  ausser  8 und  S7  auch  noch  die  Achsen  dieser 
Involution  zu  einander  rechtwinklig  sind. 

12.  Hat  eine  Schaar  von  Kreisen  ausser  der  unend- 
lich-eutf  ernten  noch  eine  zweite  Sekante  gemein,  so 
liegen  a)  die  Berührungspunkte  aller  Tangenten,  wel- 
che von  einem  beliebigen  Puukte  dieser  zweiten  Sekante 
an  dieselben  gezogen  werden,  auf  einem  neuen  Kreise, 
dessen  Mittelpunkt  jener  beliebige  Punkt  ist;  und  alle 
diese  Kreise,  welche  den  verschiedenen  Punkten  der 
zweiten  gemeinschaftlichen  Sekante  entsprechen,  haben 
die  Centrallinie  der  erstereu  zur  gemeinschaftlichen 
Sekante,  welche  reell  oder  ideal  ist,  jenachdem  die  der 
ersteren  ideal  oder  reell  ist,  und  sowie  erstere  von  je- 
dem der  letzteren,  so  werden  auch  letztere  von  jedem 
der  ersteren  in  den  Berührungspunkten  solcher  Tangen- 
ten geschnitten,  welche  im  Mittelpunkte  desselben  con- 
vergiren.  b)  Die  Berührungspunkte  aller  Taogeuten  je- 
ner ersteren  Kreise,  welche  eine  und  dieselbe  parullele 
Richtung  haben,  liegen  auf  einer  gleichseitigen  Hyper- 
bel, und  alle  diese  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche  den 
verschiedenen  Richtungen  der  Ebene  entsprechen,  sind 
cc>  uren  Irisch  und  haben  mit  jenen  Kreisen  die  zweite 
Sekante  uud  mit  der  zweiten  Schaar  von  Kreisen  die 
Cent raliinie  der  ersteren  als  Sekante,-  und  zwar  beide 
als  Durchmesser,  gemein,  c)  Diese  Schaar  gleichseiti- 
ger Hyperbeln  bleibt  dieselbe,  sie  mag  nun  aus  der  er- 
sten oder  aus  der  zweiteu  Schaar  vou  Kreisen  abgeleitet 
werden  u.  s.  w. 
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§ 7. 

Construction  und  Eigenschaften 
eines  Systems  von  Kegelschnitten,  welche  nur  eine  Se- 
kante und  nur  einen  ihr  zugeordneten  Tangenten- 
durchschnitt gemein  haben. 

I.  Wenn  eine  Gerade  als  Richtungslinie  einer  In- 
volution von  Punkten,  und  ein  Punkt  als  Mittelpunkt 
einer  Involution  von  Strahlen  beliebig  gegeben  sind, 
einen  Kegelschnitt  zu  finden,  für  welchen  die  eine  je- 
ner beiden  Involutionen  eine  Involution  zugeordneter 
harmonischer  Pole,  die  andere  ei n e I n v o I u t i o n zugeord- 
neter harmonischer  Polaren  sei, 


und  für  welchen  die  harmo- 
nische Polare  jenes  Punk- 
tes durch  einen  zweiten  be- 
liebig gegebenen  Punkt 
gehe.' 


und  für  welchen  der  harmo- 
sche  Pol  jener  Geraden  auf 
einer  zweiten  beliebig  ge- 
gebenen Geraden  liege. 


Auflösung  (links).  Sind  auf  der  gegebenen  Geraden  S die 
involutorischen  Punklcnpaare  a , a, ; b,  b,  . . . .,  und  um  den  gege- 
benen Punkt  * die  involutorisehen  Strahlenpnurc  a,  ; b,  b 

beliebig  gegeben,  und  schneiden  letztere  die  Gerade  S in  den  Punk- 
ten a\  a', ; b',  b' so  suche  man  das  gemeinschaftliche  Paar 

zugeordneter  Punkte  p.  q der  Involutionen  von  a,  a,;  b,  b und 

von  ft',  a’, ; b'.  b',  verbinde  einen  beliebigen  dieser  Punkte, 
z.  B.  p,  mit  dein  zweiten  gegebenen  Punkte  i durch  eine  Gerade 
A7.  und  den  anderen,  q , mit  j durch  eine  Gerade  P.  Jetzt  wähle 
inan  ein  beliebiges  Paar  der  Strahlen  «r,  «r,;  b,b,....,  z.  B.  a,  a,, 
und  verbinde  den  Punkt  a,.  wo  z.  B.  a,  die  A7  schneidet,  mit  dem 
Punkte  der  in  der  Involution  von  a,  fl,;  b,  b,  ....  dem  Durch- 
schnitte a'  von  a und  S zugeordnet  ist,  durch  eine  Gerade  o3,  wel- 
che P in  a schneide. 

Besteht  nun  a)  die  gegebene  Involution  von  Strahlen  aus  un- 
gleichliegendrn  Gebilden,  so  suche  man  deren  Hnuptstrahlen  g,  h, 
welche  die  A in  g,  b schneiden  mögen ; verbinde  einen  dieser  Punkte 
g,  b-  *■  B.  g.  mit  o durch  eine  Gerade,  welche  S in  d schneide, 
suche  zu  d,  «,  g den  vierten  harmonischen,  dem  g zugeordneten 
Punkt  g,  und  construire  einen  Regelschnitt  $1.  welcher  g und  h in 
g und  b berührt  und  durch  g,  geht;  so  ist  31  der  gesuchte,  und 
zwar  A harmonische  Polare  von  * für  31. 

Besteht  aber  b)  jene  Involution  aus  gleichliegenden  Gebilden, 
so  suche  man,  wenn  *,  der  Durchschnitt  von  P und  A’  ist,  zwei 
Punkte  tt , //, , welche  sowohl  mit  «.  t,  als  mit  q,  a harmonisch 
sind,'  und  verbinde  einen  jeden  derselben  mit  den  Pnnktenpaaren 
a.  a,  ; b,  b,  . . . . durch  die  Strahlen  a\  a"  und  a\,  a",  ; b\  b"  und 
b\,  b" , so  gehören  die  Punkte  tt,  tt,  und  die  Durchschnitte 

je  zweier  Strahlen  a'  und  a",;  n"  uud  a',  ; //  und  b", ; b"  und 
b' , ....  dem  Umfange  des  gesuchten  Kegelschnittes  3(  an.  Liegen 
*,  *,  abwechselnd  zu  q,  a,  so  existireu  keine  Punkte  B,  //,  uud 
kein  Kegelschnitt  31. 

Beweis,  a)  Da  31  die  g,  h in  g,  b berührt,  so  ist  N harmo- 
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niscbe  Polare  von  i,  and  da  g,  h die  Huuptstrahlen  der  gegebe- 
nen Involution  sind,  so  ist  diese  eine  Involution  zugeordneter  har- 
monischer Polaren  für  31.  Ferner  ist,  weil  tp , *q  ein  zugeordne- 
tes Paar  dieser  Involutioo,  P die  harmonische  Polare  von  p,  also 
auch  p.  q zugeordnete  harmonische  Pole  von  8.  Da  ferner  d,  u 
mit  g,  g,  harmonisch,  so  geht  die  harmonische  Polare  von  ö durch 
u;  durch  denselben  Punkt  geht  aber  auch  die  harmonische  Polare 
von  also  ist  u der  harmonische  Pol  von  S.  Demnach  gebt  auch 
die  harmonische  Polare  von  fl'  durch  a,  zugleich  aber  auch  durch 
den  harmonischen  Pol  a,  von  «,  welcher  iin  «Durchschnitte  von  a, 
und  A liegen  muss,  fallt  also  mit  a,  zusammen.  Nun  sind  zwei 
zugeordnete  Punktenpaare  p,  q und  fl'.  a,  der  gegebenen  Involution 
zugeordnete  harmonische  Pole  von  S für  31;  also  gilt  dasselbe 
von  allen  solchen  Paaren. 

b)  (lieht  es  unter  den  jetzigen  Bedingungen  einen  Regelschnitt 
21,  so  geht  die  harmonische  Polare  von  p durch  q,  aber  auch  durch 
den  harmonischen  Pol  von  »p , welcher  auf  *q  liegt,  fällt  also  mit 
P zusammen.  Ferner  geht  die  harmonische  Polare  von  a durch 
a, , aber  auch  durch  den  harmonischen  Pol  von  a,  welcher  int 
Durchschnitte  roo  «,  und  Ä-  liegt,  — denn  die  harmonische  Po- 
lare vou  * geht  durch  i und  p — fällt  also  mit  0,  zusammen. 
Folglich,  ist  « der  harmonische  Pol  vou  8.  und  da  nun  u,  q und 
*,  s,  zugeordnete  harmonische  Pole  von  P sind,  und  die  Gerade  P 
den  Kegelschnitt  durchschoeideu  muss,  weil  die  gegebene  Involu- 
tion von  Strahleo  aus  gleicbliegeodeu  Gebildeu  besteht,  folglich  t 
innerhalb  2t  liegt,  so  giebt  es  notbwendig  zwei  Punkte  ß,  It ,. 
Giebt  es  also  keine  Punkte  It,  II , , so  giebt  es  auch  keinen  Ke- 
gelschnitt 31.  Doch  sieht  man  in  diesem  Falle,  wo  *,  »,  mit  q,  a 
nbwechselu,  dass  dies  nicht  stuttfindeu  würde,  wenn  man  nur  deu 
Punkt  t auf  die  andere  Seite  von  8 verlegte. 

Du  nun  ß(a',  b' , c\  tt . . . . a",  b",  c",  ä" . . . .)  = S(a,  b,  C.  b . . . . 

ßn Cj,  b, ....)  — ^(fl,,  b,,  c,,  b u,  b,  c.  b ....)  = /?,  (0  , , 

b",,  c",,  /P,  ... . a\,  b' if,  . . . .),  so  ist  B(a',  //',  c',  tl’ . . . . a", 

If.d",  )=  ftx(a'l,b",,c"l,<f'i a\,b\,c\,d'x  ....),  also. 

liefen  die  Durcbsrhnitte  vou  u,  0" und  ft,  B , auf  einem  Ke- 

gelschnitte, und  da  auch  p , q zu  a,  fl, ; b.  b,  . . . . gehören,  so  sind 
Bp,  B,p  Tangenten  desselben,  uud  P harmonische  Polare  von  p. 
Daher  geht  die  harmonische  Polare  von  * durch  p und,  weil  *,  x , 
mit  B,  ß,  harmonisch,  auch  durch  t,,  fällt  also  mit  A'  zusammen. 
Ebenso  geht  die  hurmouisebe  Polare  von  a durch  p uud,  weil  q,  u 
mit  ß,  B , harmonisch,  durch  q,  fällt  also  mit  8 zusammen.  Und 
da  dud  Bß,  durch  den  harmonischen  Pol  von  S geht,  so  sebnei- 


//,  b", 


die  8 in  zugeordneteu 


den  je  zwei  Strahlen  a 
harmonischen  Polen. 

Die  harmonische  Polare  von  a'  geht  also  durch  a,  und  auch 
durch  den  harmonischen  Pol  a von  8,  fällt  also  mit  0 , zusammen; 
sie  geht  aber  uucli  durch  den  harmonischen  Pol  von  0,  der  auf  A 
liegt;  also  ist  a,  dieser  Pol,  uod  0 , zugeordnete  harmonische  Po- 
lare  von  0.  Es  haben  also  die  gegebene  Involution  von  Strahlen 
und  die  der  zugeordneten  harmonischen  Polaren  von  » zwei  zuge- 
ordnete Paare  a,  0,  und  tp , »q  gemein,  sind  also  identisch;  w. 
z.  b.  w. 

Man  denke  sich  nun  die  Involutionen  auf  S und  um  * mittels 
eines  beliebigen  Kegelschnittes  gegeben,  den  Punkt  i aber  verän- 
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derlich,  and  zwar  jedesmal  sowohl  mit  q als  mit  p verbunden,  so 
überzeugt  man  sich  ganz  streng  von  folgendem  Matze: 

2.  Ist  ein  Kegelschnitt,  eine  Gerade  und  ein  Punkt 
beliebig  gegeben,  so  giebt  es  allemal  unzählige  Kegel- 
schnitte, welche  mit  ersterem  jene  Gerade  als  Sekante 
und  diesen  Pnnkt  als  Tangentendurchsehnitt  gemein 
haben;  es  bilden  aber  diese  K ege I sch u itt e zwei  beson- 
dere Gruppen,  welche  sieb  dadurch  von  einander  unter- 
scheiden, dass  die  harmonischen  Polaren  des  gemein- 
schaftlichen Tangentendurcbscbnittes  in  Bezug  auf  die 
Kegelschnitte  der  einenGruppe  in  einem  und  demselben 
Punkte  der  gern  ein  sch  oft  I ic  he  n Se  k n n te , und  die  harmo- 
nischen Polaren  desselben  Punktes  in  Bezog  auf  die  der 
anderen  Gruppe  in  einem  anderen  Punkte  dieser  .Sekante 
convergiren,  und  dass  zu  gleicher  Zeit  die  harmoni- 
schen Pole  der  gemeinschaftlichen  Sekante  in  Bezug 
auf  die  der  ersten  oder  zweiten  Gruppe  zwei  verschie- 
denen Geraden  angehören,  welche  den  gemeinschaftli- 
chen Tangentendurchsehnitt  beziehlich  mit  dem  zwei- 
ten oder  ersten  jener  Punkte  verbinden. 

Denkt  man  sich  zur  Construction  dieser  Kegelschnitte  31,  SB, 
6,  ®....  immer  dasselbe  Slrahlenpnar  a,a,  gebraucht,  so  bleiben 
ausser  dem  Punkte  //  auch  noch  die  Punkte  a'  und  re,  unverändert, 
und  es  erscheint  a,  als  der  perspektivische  Durchschnitt  zweier 
Sirahlbüschel,  deren  einer  von  den  harmonischen  Polaren  A.  ii,  C. 
/>....  des  Punktes  «,  der  andere  von  den  harmonischen  Polaren 

b2,  c„  </, des  Puoktes  a'  für  21,  SB,  (E,  ® . . . . gebildet  wird. 

Nun  aber  gelten  a7,  br,  c,,  d7  ....  durch  die  harmonischen  Pole  re, 
ß.y,d....  von  8,  und  diese  liegen  in  einer  Geraden  P;  also  lässt 
sich  behaupten ; 

3.  Hat  eine  Schaar  von  Kegelschnitten  eineSekante 
und  einen  ihr  zuge ordneten  Tangentendurchsehnitt  ge- 
mein, so  bilden  in  Bezug  auf  alle  diese  Kegelschnitte 
die  harmonischen  Polaren  dieses  Punktes  und  die  har- 
monischen Pole  jener  Geraden  zwei  projektivische  Ge- 
bilde, in  welche u allemal  zwei  demselben  Kegelschnitte 
zugehörige  ßlemeate  sich  entsprechen,  und  insbeson- 
dere entspricht  der  gemeinschaftlichen  Sekante  ein  auf 
ihr  selbst  enthaltener  Punkt,  und  dem  gemeinschaftli- 
chen Tangentendnrcbachnitt  ein  nach  ihm  selbst  ge- 
richteter Strahl. 

Eine  beliebige  Gerade  A werde  von  der  gemeinschaftlichen 
Sekante  8 voo  SÄ,  33,  (E,  im  Punkte  ß und  von  den  harmo- 

nischen Polaren  a , b\  c',  (f....  ihres  gemeinschaftlichen  Tangen- 
tendurchsclinittes  * in  den  Punkten  a,  b,  C,  b....  geschnitten,  wobei 
vorausgesetzt  wird,  dass  a',  b',  P ....  durch  einerlei  Punkt  p ge- 
hen; es  seien  a,  b.  c,  </....  die  harmonischen  Polaren  der  Punkte 
fl,  b,  c,  b....  für  St,  SB,  S,  welche  also  sämintlich  durch  » 

gehen  müssen;  und  blt  c, , d seien  die  Strahlen,  welche 

voo  » nach  fl,  b,  C,  b . . . . gehen;  endlich  seien  a".  b".  c ",  d" . ...  die 
harmonischen  Polaren  des  Punktes  S für  21,  33,  (E,  2)....,  welche 
also  sämmtlich  durch  einerlei  Punkt  ß"  von  8 und  einzeln  durch 
die  harmonischen  Pole  a,  ß,  y,  d . . . . von  8 für  2t,  SB,  6,  3) ge- 

hen müssen.  Diess  vorausgesetzt,  so  schneiden  sich  je  zwei  Strah- 
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len  a,  a";  b,l/'-,  e,  c ";  d,dr....  im  harmonischen  Pole  von  A für 
21,58,5,2)....;  «ker  die  Struhlen  «,  b.  c,  d....  bilden  einen  Strahl- 
büscbel  » oder  B , welcher  mit  dem  von  a,,  bt,  c,,  dt  ....  gebil- 
deten ß,  iovolutoriseh  ist  — denn  je  zwei  Strahlen  er,  a sind 

zugeordnete  harmonische  Polaren  von  * — , der  letztere  wieder  ist 
mit  dem  von  a\  b\  &,  J . . . '.  gebildeten  p oder  B'  perspektivisch, 
und  dieser  dem  vorigen  Satze  zufolge  mit  dem  von  a",b".c",U". .. . 
gebildeten  B”  projektivisch;  also  ist  auch  B(a,  b,  c,  d....)  — 
//''(«",  b",  r",  d"  ....).  Bedenkt  man  nun,  dass  in  den  Strahlbü- 
schein B.  B ,,  B\  B r der  Reihe  nach  sich  die  Strahleu  tß",  si, 
8,  8 und  wieder  sq  (oder  P),  »p,  *p , B"t  entsprechen,  su  erhält 
man  links,  und  ähnlicher  Weise  rechts,  den  Satz: 

4.  Hat  eine  Schaar  von  Regelschnitten  eine  reelle 
oder  ideale  Sekante  und  einen  reellen  oder  idealen 
Tangentendurcbschnitt  gemein, 


so  liegen  die  harmonischen 
Pole  einer  beliebigen  Ge- 
roden ihrer  Kbene  in  Bezug 
auf  alle  diese  Kegelschnitte 
auf  zwei  Kegelschnitten, 
deren  jeder  die  gemein- 
schaftliche Sekante  in  dem- 
jenigen Punkte  berührt, 
dessen  harmonische  Pola- 
ren auf  jener  Geraden  con- 
vergiren,  und  denen  jeder 
im  gemeinschaftlichen  Tan- 
gentendurebsebnitte  dieje- 
nige Gerade  berührt,  wel- 
che die  harmonischen  Pole 
der  gemeinschaftlichen  Se- 
kante für  die  betreffende 
Gruppe  von  Kegelschnitten 
enthält;  so  dassalsosäiiimt- 
liebe  Kegelschnitte,  welche 
den  verschiedenen  Geraden 
der  Ebene  entsprechen,  die 
gemeinschaftliche  Sekante 
der  ersten  Schaar  paurw'eise 
in  einem  und  demselben 
Punkte,  und  ausserdem  im 
gemeinschaftlichen  Tan- 
gentendurchschnitte, in 
zwei  besondere  Gruppen 
getrennt,  zwei  besondere 
Geraden  berühren. 


so  umhüllen  die  harmoni- 
schen Polaren  eines  belie- 
bigen Punktes  ihrer  Ebene 
in  Bezug  auf  alle  diese  Ke- 
gelschnitte zwei  Kegel- 
schnitte, deren  jeder  im  ge- 
meinschaftlichen Tnngen- 
t end urchsch n i tte  diejenige 
Gerade  berührt,  deren  har- 
monische Pole  mit  jenem 
Punkte  in  gerader  Linie 
liegen,  und  deren  jeder  die 
gemeinschaftliche  Sekante 
ia  demjenigen  Punkte  be- 
rührt, welcher  die  har  m o- 
uischenPolaren  des  gemeiu- 
sc  haftlicken  Tangenten- 

durchschnittes  für  die  be- 
treffende Gruppe  von  Ke- 
gelschnitten vereinigt;  so 
dass  also  sämmtliche  Ke- 
gelschnitte, welche  den 
verschiedenen  Punkten  der 
Ebene  entsprechen,  im  ge- 
meinschaftlichen Tangen- 
tendurchachnitte  paarweise 
einerlei  Gerade,  und  ausser- 
dem die  gemeinschaftliche 
Sekante,  in  zwei  besondere 
Gruppen  getrennt,  in  zwei 
besonderen  Punkten  berüh- 
ren. 


Rückt  man  die  Gerade  A (links)  und  den  Punkt  (rechts)  ins 
Unendliche  hinaus,  so  erhält  man  die  besonderen  Aussagen: 

5.  Hat  eine  Schaar  von  Kegelschnitten  eine  reelle 
oder  ideale  Sekante  und  einen  reellen  oder  idealen  Tau- 
geutendurchschnitt  gemein, 
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so  sind  die  Mittelpunkte 
aller  dieser  Kegelschnitte 
auf  dieUmfänge  zweier  Ke- 
gel sch nit te  verth ei 1 1,  deren 
jeder  die  gemeinschaftliche 
Sekante  im  Mittelpunkte 
ihrer  Involution  zugeord- 
neter harmonischer  Pole, 
und  ausserdem  im  gemein- 
sc  haft  liehe  n Tangenten- 
durch schnitte  diejenige  Ge- 
rade berührt,  welche  die 
harmonischen  Pole  der  ge- 
meinschaftlichen Sekante 
für  die  betreffende  Gruppe 
von  Kegelschnitten  ent- 
hält*). 


so  umhüllen  die  Durchmes- 
ser aller  dieser  Kegel- 
schnitte, deren  zugeordnete 
einander  parallel  sind,  zwei 
Kegelschnitte,  deren  jeder 
im  gemeinschaftlichen  Tan- 
gentendurchscbnitte  dieje- 
nige Gerade  berührt,  deren 
harmonische  Pole  in  einer 
mit  jenen  Durchmessern  pa- 
rallelen Geraden  liegen, 
und  ausserdem  die  gemein- 
schaftliche Sekante  in  dem- 
jenigen Punkte,  welcher 
die  harmonischen  Polaren 
des  gemeinschaftlichen 
Tangentendurch  Schnittes 
für  die  betreffende  Gruppe 
von  Kegelschnitten  verei- 
nigt. 


Es  seien  S,  <S',  zwei  zugeordnete  gemeinschaftliche  Sekanten 
zweier  Kegelschnitte  21,  23,  und  * eiu  denselben  zugeordneter  ge- 
meinschaftlicher Tungentendurchschnitt;  ferner  seien  a,  b die  har- 
monischen Polaren  von  » für  21,  23;  durch  * gehe  ein  beliebiger 
Strahl,  welcher  21  in  0,  a,,  23  in  b,  b , schneide;  endlich  seien  a\ 
a\  ; //,  b\  die  Tangenteu  in  a,  a , ; b,  b , , deren  erstere  sich  in  a,, 
letztere  in  ß,  schneiden;  so  sind  die  Geraden  a,  b mit  8,  S,  har- 
monisch ( §.  5.  5.  e.),  und  die  auf  a,  b liegenden  Punkte  ß, 
gehören  einerlei  Strahle  von  n an,  nämlich  der  zugeordneteo  harmo- 
nischen Polare  von  ta  für  21  und  23  zugleich.  Es  werde  nun  eine 
beliebige  von  jenen  vier  Tangenten,  z.  ü.  a\  vou  S,  8,  in  d.  ö,, 
von  b\  b\  in  ff,  ff,  und  von  b in  ß,  geschnitten,  so  sind  1)  die 
Punkte  d,  d,  mit  a,,  ßt  harmonisch,  weil  8,  8 , mit  a.  b harmo- 
nisch, und  2)  wenn  a,  derjenige  Punkt  ist,  in  welchem  die  har- 
monische Po  are  von  a für  23  die  Tangente  a schneidet,  so  sind 
0,  Wechselpunkte  für  2f . 23,  also  die  Punkte  d,  d,  auch  mit  a, 
a,  harmonisch  (Corollar  zu  §.  5.  12.).  Ebenso  aber  auch  sind  die 
Puukte  ff,  ff,  1)  mit  den  Punkten  a,,  ß,  harmonisch,  weil  die  Ge- 
raden //,  b\  mit  sß,,  b es  sind,  und  2)  auch  mit  den  Punkten  a,  a,, 
weil  die  harmonische  Polare  von  a für  $ durch  ß,,  den  harmoni- 
schen Pol  von  tb  für  23,  und  durch  a,  geht,  also  die  Geraden 
l>  , b\  mit  ß,a,ß,a,  harmonisch  sind.  Hieraus  folgt,  dass  die  Punk- 
tenpaare d,  d,  und  ff,  ff,  identisch  sind,  d.  h.  dass  die  Tangenten 
a'  und  li  auf  8,  und  die  anderen  a'  und  b' , auf  8,  couvergiren, 
u.  s.  w. 


6.  Legt  man  durch  einen 
reellen  oder  idealen  ge- 
meinschaftlichen Tangen- 
tendurch schnitt  zweier  be- 


6.  Zieht  man  von  irgend 
einem  Punkte  einer  reellen 
oder  idealen  gemeinschaft- 
lichen Sekante  zweier  ke- 


’)  Hiernach  sind  die  iin  Sten  Theil  des  Archivs  S.  232.  und  235.  stehen- 
den Sätze  zu  verallgemeinern  und  noch  ferner  zu  berichtigen. 
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I i el> i g- e r Kegelschnitte  ir- 
gend eine  Gerade,  welche 
jeden  derselben  in  zwei 
Punkten  schneidet,  so  bil- 
den die  Tangenten  in  die- 
sen Punkten  ein  vollständig 
es  Vierseit,  dessen  eine 
ingonule  mit  dem  VVecb- 
selstrnble  jener  Geraden, 
die  beiden  anderen  mit  den 
-jenem  Tangentendurcb- 
scbnitte  zugeordneten  ge- 
meinschaftlichen Sekanten 
beider  Kegelschnitte  Zu- 
sammenfällen. 


liebiger  Kegelschnitte  an 
dieselben  zwei  Paar  Tan- 
genten, so  bilden  deren  Be- 
rührungspunkte ein  voll- 
ständiges Viereck,  von  des- 
sen Gege u seiten  das  eine 
Paar  im  Wechs e I pu n k t e j e- 
nes  Punktes,  die  beiden  an- 
deren in  den  jener  Sekante 
zugeordneten  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  durch- 
schnitten beider  Kegel- 
schnitte convergiren. 


7.  Hat  eine  Schaar  von  Kegelschnitten  eine  reelle 
oder  ideale  Sekante  und  einen  ihr  zugeordneten  reellen 
oder  idealen  Tangentendurchschnitt  gemein, 


so  bilden  dieTangenten  al- 
ler dieser  Kegelschnitte, 
deren  Berührungspunkte 
mit  dem  gemeinschaftlichen 
Tange  ntendurchschnitte 
in  gerader  Linie  liegen, 
zwei  Strahlbüschcl,  deren 
Mittelpunkte  auf  der  ge- 
meinschaftlichen Sekante 
liegen. 


so  bilden  die  Berührungs- 
punkte der  Tangenten,  wel- 
che von  einem  beliebigen 
Punkte  der  gemeinschaftli- 
chen Sekante  an  alle  diese 
Kegelschnitte  gelegt  wer- 
den, zwei  Gerude,  welche 
nach  dem  gemeinschaftlichen 
Tangenten  durch  schnitte 
gerichtet  sind. 


Da  nun  von  allen  diesen  Tangenten  (links)  je  zwei  demselben 
Kegelschnitte  angehörige  sich  auf  dem  Wechselstrahle  der  Geraden, 
welche  ihre  Berührungspunkte  enthält,  schneiden,  und  allemal  die 
eine  dem  einen,  die  andere  dem  anderen  der  erwähnten  zwei  Strahl- 
büscbel  angehört,  so  folgt  zunächst: 


8.  In  jedem  Strahle  des 
gemeinschaftlichen  Tan- 
gentendurchschnittes der 
erwähnten  Schaar  von  Ke- 
gelschnitten fallen  zwei 
projektivische  Gerade  zu- 
sammen. deren  entspre- 
chende Punktenpaare  alle- 
mal einerlei  Kegelschnitte 
auf  bestimmte  Weise  ange- 
boren, und  zwar  sind  so- 
wohl im  gemeinschaftli- 
cben  Taogentendurcb- 

sebnitte  als  auf  der  ge- 
meinschaftlichen Sekante 
entsprechende  Punkte  ver- 
einigt. 

Tb.ll  V. 


8.  Jeder  Punkt  der  ge- 
meinschaftlichen Sekante 
der  genannten  Schaar  von 
Kegelschnitten  ist  derlMit- 
telpunkt  zweier  projekti- 
vischen  Strahlbuschei,  de- 
ren entsprechende  Strah- 
lenpaare allemal  zwei  Tan- 
enten  eines  und  desselben 
egelschnitlcs  sind;  und 
zwar  sind  sowohl  auf  der 
gemeinschaftlichen  Se- 
kante als  im  gemeinschaft- 
lichen Tangentendurch- 
schnitte  entsprechende 
Strahleo  vereinigt. 

17 


Digitized  by  Google 


258 


Und  da  aus  dem  zuletzt  Bemerkten  zugleich  folgt,  dass  ein  je- 
der der  beiden  Strahlbüschcl  (links)  mit  dem  von  den  harmonischen 
Polaren  des  gemeinschaftlichen  Tangentendurchschnittes  gebildeten 

Scrspck  livisch  ist,  und  da  dasselbe  von  allen  anderen  dergleichen 
trahlbiischeln  gilt;  da  diese  also  alle  mit  einem  und  demselben 
Strahl hüscliel  p,  also  auch  unter  einander  projektivisch , und  zwar, 
weil  im  gemeinschaftlichen  Strahle  entsprechende  sich  vereinigen, 
perspektivisch  sind,  so  folgt  weiter: 


9.  Alle  Strahlen  des  ge- 
meinschaftlichen Tangen- 
tendurchschnittes sind  auf 
vierfache  Weise  in  Anse- 
hung der  Punkte,  in  wel- 
chen sie  die  genannten  Ke- 
gelschnitte schneiden,  per- 
spektivisch, und  zwar  lie- 
gen bei  je  zwei  Strahlen  die 
vier  Projektionspnnkte  auf 
der  gemeinschaftlichen  Se- 
kante. 


9.  Je  zwei  Punkte  derge- 
mei  n sch  aft  I i c h e n Sekante 
sind  die  Mittelpunkte  von 
Strahlbiischelu,  welche  auf 
vierfache  Weise  in  Anse- 
hung der  an  die  genannten 
Kegelschnitte  gehenden 
Tangenten  perspektivisch 
sind,  und  zwar  gehen  ihre 
vier  perspektivischen 

Durchschnitte  durch  den 
gemeinschaftlichen  Tan- 
gentendurchschnitt. 


Hieran  würden  sich  nun  noch  eine  grosse  Menge  von  Sätzen 
über  Systeme  von  Kegelschnitten  mit  einer  gemeinschaftlichen 
Sekante  oder  mit  einem  gemeinschaftlichen  Tangentendurchsclmitte 
und  über  die  dieselben  berührenden  Kegelschnitte,  über  Oscnlation 
und  doppelte  Berührung,  durch  welche  letztere  erst  die  bisher  ent- 
wickelten Eigenschaften  in  ihrer  grössten  Allgemeinheit  und  in  ihrem 
eigentlichen  Wesen  sich  dnrstellen,  endlich  Constructinnen  der  Ke- 
gelschnitte mittels  sogenannter  imaginärer  Bedingungselemente  — 
anscbliessen.  Indessen  das  hier  Mitgetheilte  scheint  dem  im  Ein- 
gänge angegebenen  Zwecke  zu  genügen.  Der  berühmte  Entdecker 
der  Gesetze,  welche  hier  angewandt  worden,  hat  dieselben  die  in- 
nere Natur  der  Sache  genannt;  dass  sic  dieses  sind,  d.  h.  dass 
sie  in  Einem  zugleich  Princip,  Methode  und  Gegenstand 
der  fortschreitenden  Betrachtung  sind,  dafür  dürften  die  Eigenschaf- 
ten der  involutnrischen  Gebilde,  so  unvollkommen  sie  hier  auch 
immer  dargestellt  worden,  als  ein  Belag  mehr  erscheinen. 
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XIX. 


Beiträge  zur  systematischen  Darstellung  der 
allgemeinen  Arithmetik. 


Von 

Herrn  L.  Hai  I auf  f, 

Lebrrr  der  Mathematik  an  der  Bürgerschule  zu  Varel. 


A.  Grössen  und  einfache  ltehondlungszeichen. 

§.  1.  Die  in  der  Arithmetik  vorausgesetzten  Grundbegriffe 

sind : 

1)  Der  Begriff  der  Grösse. 

2)  Der  Begriff  der  Gleichheit  zweier  Grössen. 

3)  Der  Begriff  des  Addirens  einer  Grösse  zu,  und  des  Subtra- 
hirens  einer  Grösse  von  einer  andern. 

Als  Postulat  wird  verlangt: 

1)  Die  Gleichheit  zweier  Grössen  erkennen  zu  können. 

2)  Eine  Grösse  zu  einer  andern  addiren  und  von  derselben 
subtrahireo  zu  können,  wenn  beides  möglich  ist. 

Zwei  Grössen  heissen  gleichartig,  wenn  sich  die  eine  zu 
der  andern  addiren  und  von  derselben  subtrnhiren  lässt.  Es  kann 
nur  zwischen  gleichartigen  Grössen  von  Gleichheit  oder  Ungleich- 
heit die  Rede  sein. 

§.  2.  Die  in  §.  I.  angegebenen  Grundbegriffe  sind  keiner 
eigentlichen  Definition  .fähig.  Ks  muss  aber  durch  Grundsätze  so 
viel  von  ihnen  ausgesagt  werden,  dass  der  Umfang  derselben 
vollkommen  festgestellt  ist.  Die  Gcsummtheit  dieser  Grundsätze  er- 
setzt also  eine  Definition  der  obigen  Begriffe;  sie  kann  aber  nicht 
als  eine  eigentliche  Definition  betrachtet  werden,  da  ibr  die  Form 
einer  solchen  fehlt  und  da  keine  Auflösung  der  §.  1.  angegebenen 
Postnlate  aus  ihr  hergeleitet  werden  kann. 

Die  zur  Feststellung  der  obigen  Grundbegriffe  dienenden  Grund- 
sätze sind  aber  ebenso  willkührlicb,  wie  jede  eigentlirhe  Defiuition 
der  Arithmetik.  Man  rechnet  eben  nur  solche  Dinge  zu  den  Grös- 
sen, man  nennt  nur  solche  Verknüpfungen  zwischen  Grössen  Addi- 
tion und  Subtraktion,  die  diesen  Grundsätzen  genügen.  Ko  wie 
aber  die  allgemeinen  Sätze  der  Arithmetik  auf  eine  besondere  Art 
von  Grössen  angewandt  werden  sollen,  muss  erst  nuchgewiesen 
werden,  dass  auch  jenen  Grundsätzen  durch  die  betreffenden  Defini- 
tionen genügt  sei. 

Vorläufig  sollen  Lier  folgende  Sätze  als  Grundsätze  aufgestellt 
werden: 
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I)  Sind  A,  B,  C gleichartig,  so  ist  auch  z/  db  B -AzC  mit  A, 
B und  C gleichartig. 

II)  Aus  deu  Gleichungen  A—  B,  B — C folgt  die  Gleichung 
A — C. 

III)  Es  ist  A+  B—  C=  A — C -f-  B = B -+-  A — C etc. 

IV)  Aus  A = A,  B = B',  C—C  folgt  Ad=ß±C=  A 
d=B'db  C". 

V)  Es  ist  A — B + B — A,  also  auch  A -1-  B — B = A. 

VI)  Es  ist  4 -V(//  ± C±  D)  — A~^B±  Cdtz  l). 

Aus  diesen  Sätzen  folgt  der  Lehrsatz: 

VII)  A — (ß±C±D)  = A—  B=pC=pD. 

Alle  diese  Sätze  gelten  aber  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
einzelnen  vorkonimenden  Summen  und  Differenzen  möglich  sind. 

Dass  diese  Grundsätze  keinen  Widerspruch  in  sich  selbst  ent* 
hallen  (die  einzige  Hedinguug,  die  die  willkührliche  Aufstellung 
derselben  beschränkt),  folgt  daraus,  dass  sie  z.  B.  für  Längen 
gellen. 

§.  3.  Ein  Behandlungszeichen  ist  ein  Zeichen,  welches  vor- 
schreiht,  dass  mit  einer  Grösse  gewisse  Veränderungen  vorgenum- 
men  werden  sollen,  durch  welche  eine  mit  der  behandelten  gleich* 
artige  Grösse  entsteht. 

Die  kleinen  Buchstaben  sollen  io  dem  Folgenden  Behandlungs- 
Zeichen,  die  grossen  Grössenzeichen  sein.  Für  beide  gilt  die  be- 
kannte Beschränkung,  dass  in  einer  Untersuchung  ein  und  derselbe 
Buchstabe  eine  und  dieselbe  Grösse  oder  eine  und  dieselbe  Behand- 
lung einer  Grösse  bezeichnet. 

Das  Produkt  X . a uder  aX  bezeichnet  eine  Grösse,  welche 
eutsteht,  wenn  man  X nach  der  Vorschrift  von  a behandelt. 

Der  Quotient  X : a oder  — bezeichnet  eine  Griissc,  deren 

Produkt  in  0 = X ist,  so  dass  man  also  bat:  X-.a.i s=X. 

Es  muss  besonders  hervorgelioben  werden , dass  der  Multipli- 
kand oder  die  Einheit  des  Pruduktes,  so  wie  der  Dividend  des  Quo- 
tienten immer  ein  G rosse nzei c h en;  der  Multiplikator  oder  Divi- 
sor immer  ein  Behandlungszeichen  ist.  Das  Produkt  oder  der  Quo- 
tient bezeichnet  eine  mit  dem  Multiplikanden  oder  Diiidenden 
gleichartige  Grösse. 

Die  Gleichung  zwischen  zwei  Behandlungszeichen:  a = b be- 
zeichnet, dass  die  Produkte  X . a und  X.o  gleiche  Grössen  sind 
(bezeichnen),  welche  Grösse  auch  X bezeichnet.  Bezeichnet  E 
eine  bestimmte  Grösse,  so  darf  man  aus  der  Gleichheit  von  E.a 
nnd  E . b noch  nicht  die  Gleichheit  von  « und  b folgern.  Erst 
dann  ist  dieser  Schluss  erlaubt,  wenn  man  für  E jede  Grösse  setzen 
kann,  ohne  dass  die  Gleichung  E . a = E . b aufhört  richtig  zn 
sein. 

Aus  den  Gleichungen  a = b,  b = c folgt  a = c.  Denn  aus 
der  Gleichung  a=b  folgt  X.  «=  X.b;  aus  der  Gleichung  b=c 
folgt  X . b = X . c.  Daher  ist  auch  X . a = X . c;  also , da  X 
jede  Grösse  bezeichnen  kann,  auch  a = r. 

§.  4.  Die  einfachsten  Behandlungszeichen  sind  die  ganzen  ab- 
soluten Zahlen,  die  eine  Vervielfachung  der  Einheit  anzeigen  und 
die  durch  die  Gleichungen 
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XA=X,  X.tssX+X,  X.3  = X.2+X=X+X+X,  eto. 

dcfinirt  werden.  Bezeichnen  p und  q ganze  absolute  Zahlen,  so 
«feiten  folgende  Sätze,  die  hier  uufgeführt  werden,  um  eine  Ein- 
tbeilüng  der  Behnndlungszeichen  überhaupt  darauf  zu  begründen. 

I)  Aus  X = Y folgt  X.p  = Y.p,  und  alle  Grössen,  die  durch 
das  Zeichen  X.»,  wo  X und  p gegeben  siud,  bezeichnet  werden 
dürfen,  sind  gleich.  Das  Produkt  einer  gegebenen  Grösse  in  eine 
gegebene  ganze  Zahl  ist  also  vollkommen  bestimmt. 

II)  Es  ist  (X  db  Y- b Z) . p = X . p dt  Y . p ± Z . p. 

III)  Es  ist  X . p . q =.  X . q . p. 

IV)  Es  ist,  wie  leicht  zu  beweisen,  A — A — B — B.  Die 
Differenz  zweier  gleichen  Grössen  bezeichnet  man  mit  0 und  jede 
Grösse,  die  nicht  = 0 ist,  soll . io  dem  Folgenden  eine  angebbare 
Grösse  heissen.  Es  kann  alsdann  als  Grundsatz  vorausgesetzt  wer- 
den, dass  das  Produkt  einer  nugebbaren  Grösse  in  eine  ganze  ab- 
solute Grösse  wieder  eine  angebbare  Grösse  bezeichnet. 

§.  5.  Sind  jetzt  p und  q Behandlungszeichen  in  der  allge- 
meinsten Bedeutung  des  Wortes,  so  können  folgende  Unterschei- 
dungen gemacht  werden. 

I)  Ist  X eine  gegebene  Grosse,  so  sind  entweder  alle  Grössen, 
welche  durch  X.p  bezeichnet  werden  dürfen,  einander  gleich  und 
aus  Xz=  Y folgt  mit  Nothwemligkeit  X.p—  Y.p,  d.  h.  die  durch 
A . p bezeichnet  Grösse  ist  vollkommen  bestimmt,  oder  die  Behand- 
lung der  Einheit,  welche  p vorschreibt,  genügt  diesen  Bedingungen 
nicht.  Im  ersten  Falle  soll  das  Behandlungszeichen  p eindeutig, 
im  zweiten  Falle  vieldeutig  oder  unbestimmt  genaout  werden. 

Die  gewöhnlichen  ganzen  Zahlen  und  Brüche  sind  bekanntlich 
eindeutige  Bebandlungszeichen;  dagegen  ist  5-|-\\^A  ein  zweideu- 
tiges Behandlungszeichen,  indem  X.(5-f-W^4)  sowohl  dem  3luchen, 
als  auch  dem  Tfachen  vou  X gleich  sein  kann.  In  dem  Folgen- 
den sollen  die  einfachen  Buchstaben  eiudeutige  Behandlungszeichen 
sein. 

II)  Es  ist  entweder  (X  ± Y ztz  Z) . p = X . p Y.  p db  Z.p 
oder  diese  Gleichung  findet  nicht  statt.  Ist  diese  Gleichung  rich- 
tig, welche  Grössen  auch  X , Y,  Z seiu  mögen,  so  soll  p eine 
Zahl  heissen. 

Es  ist  leicht  zu  ersehen,  dass  hier  der  Begriff  der  Zahl  weiter 
gefasst  ist,  als  es  gewöhnlich  geschieht.  So  sind  hier  namentlich 
diejenigen  Behandlungszeichen  mit  zu  den  Zahlen  gerechnet,  mit 
welchen  sogenannte  symbolische  Rechnungen  vorgenommen  werden 
können.  Fällt  z.  B.  die  zu  behandelnde  Grösse  unter  die  Form 
A wo  f(.v)  eine  beliebige  Function  von  a:  bezeichnet,  so 

(1  /*Ä  m r 

gehören  die  Zeichen  ß dx . ( ) mit  zu  den  Zahlen,  wäb- 

a 

rend  sin,  cos,  log  nicht  dazu  gerechnet  werden  dürfen. 

III)  Ist  für  jedes  X X .p  . a = X . q .p , so  sollen  p und  q 
gleichartige  Bebandlungszeichen  heissen;  ist  dagegen  diese 
Gleichung  nicht  allgemein  richtig,  so  sollen  p und  q ungleichartig 
heissen. 

Gleichartige  Zahlen  sind  also  z.  B.  alle  rationalen  und  irratio- 
nalen Zahlen  unter  sich;  ^ und  und  jede  von  .r  unabhän- 

gige rationale  oder  irrationale  Zahl.  Es  muss  noch  bemerkt  wer- 
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den,  dass  ous  der  Gleichartigkeit  von  p und  q,  und  von  q und  r 
keineswegs  die  Gleichartigkeit  von  p und  r lolgt.  So  ist  z.  B. 

gleichartig  mit  «•,  a gleichartig  mit  x,  aher  nicht  mit  x. 

IV)  Bezeichnet  das  Produkt  einer  jeden  angebhnren  Grosse  in 
p wieder  eine  angebbare  Grösse,  so  soll  p ein  aogebbares  Behänd- 
lungszeiclien  genannt  werden,  p soll  aber  nicht  mehr  aogebbar 
heissen,  wenn  das  Produkt  auch  nur  einer  einzigen  ungehbaren 
Grösse  in  p — O ist. 

d . d 

So  ist  nicht  angebbar,  indem  ^(aE)  = 0 ist,  obgleich  aE 
angebhar  sein  kann. 

§.  6.  Aus  den  in  dem  Vorigen  aufgestellten  Begriffen  ergeben 
sich  mit  Leichtigkeit  folgende  Lehrsätze: 

I)  Aus  ,\  = Y,  fi  = b folgt  X . a = Y.b,  wenn  a und  h ein- 
deutig siud.  Denn  da  a eindeutig  ist,  so  folgt  aus  X = Y X.a 
— Y.a ; aus  a — b folgt  Y.a—  Y.b.  Daher  ist  X.a—  Y.b. 

II)  Wenn  a eine  Zahl  ist,  so  ist  (Xdb  FdbZ).s  = X.a 
db  Y.azhZ.b.  Folgt  unmittelbar  ous  §.  5.  II. 

III)  Sind  a und  b angehbare,  ciudeutige  Zahlen,  so  folgt  aus  • 
X . a = Y.b  und  a — b auch  X = Y. 

Aus  a = b folgt  V.  a = V.  Ä;  daher  ist  X .a  — Y .a,  also 
O — X.a — Y.  « = (X — 1").«,  da  a eine  Zahl.  Wäre  nun 
X — Y uugebhar,  so  müsste,  da  a angebbar  ist,  auch  (X — Y) . a 
angebhar  sein.  Da  dieses  nicht  der  Fall  ist,  so  muss  X — V=  0, 
also  X = Y O — y+  ( A — A)  ==  Y-YJ  — A = Y sein. 

IV)  Aus  X=  Y und  a = b folgt  X:a=  Y:b,  wenn  a und 
b angebbar  siud.  Denn  es  ist  X : « . «r  — X,  Y:b.b  — V;  also 
X:a.a  = Y-.b.b ; mithin,  da  a und  b angebbar  und  gleich  sind, 
X:a=  Y.b.  (III) 

V)  Ks  ist  ( X db  Y dr  Z) : a = X : a dr  Y:  a dr  Z : a , wenn  a 
eiue  angebbare  Zahl  ist.  Denn 

(X:«±  Y4.  a Az  Z :a)  . a — X : a . a dz  Yla.aAi  Z : a . a 
= X dr  Vdb  Z=(X±  Vdb  Z)  : o . o; 
daher,  weil  a angebbar: 


X : a db  f:«±Z;«=:(X±  Vdb  Z)  : a. 


VI)  Sind  a und  b gleichartige  Zahlen,  so  ist:  X.a.b—X 
.b.a,  X . a -.  b — X:  b . a,  X : a : b = X : b : a,  wenn  alle  vorkom- 
menden Divisoren  angebbar  sind.  Der  erste  Satz  folgt  aus  der  Er- 
klärung gleichartiger  Zahlen.  Für  den  zweiten  hat  mau  X-.b.a.b 
==  X : b . b . a — X.a  = X . a:  b . b\  also,  wenn  b angebbar, 
X : b . a = X . a : b.  Aehnlicb  ist  der  Beweis  für  den  dritten 
Satz. 

Ist  a eine  angebbare  Zahl , so  ist  X . a : a = X : a . a = X. 


d d 

Mau  durf  aber  nicht  unbedingt  setzen:  ( &X) : = A(X  : )? 
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ß.  Rationale  Ausdrücke  aus  einfachen 
Bebandiungszeicheo. 

§.  7.  Sind  «,  b,  c einfache  Behandlnngszeichen,  so  ist  a±b 
dhc  ein  Behandlungszeichen,  welches  vorschreibt,  dass  die  Einheit 
mit  a,  mit  l und  mit  c multiplicirt  und  dass  die  entstehenden  Pro* 
dukle  nddirt  oder  suhtrahirt  werden  sollen,  a.b-.c  schreibt  vor, 
dass  die  Einheit  mit  a multiplicirt,  das  Ergebniss  mit  b multiplicirt, 
und  das  jetzige  Ergebniss  durch  c dividirt  werden  soll.  Oie  Defi- 
nition dieser  Zeichen  ist  daher  enthalten  iü  den  Gieichungeu: 

X.(m±bd=c)=X.a±:X.b±X.c,  X.(a.  t .e)=X.a.6:e 

oder  auch 

X . (:  a . b : c)  — X : a . b : c. 

Aus  diesem  ergiebt  sich  leicht  die  Bedeutung  zusammengesetz- 
terer rationaler  Ausdrücke  aus  einfachen  Behandlungszeichen.  Fer- 
ner lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  a db  />  i r und  a . b : C eindeutige 
Behandlungszeichen  sind,  wenn  iu  den  letztem  nur  angebbare  Di- 
visoren Vorkommen. 

§.  8.  Lehrsätze: 

I)  Aus  a — a',  b — b',  c — c folgt  adb  b ± c = <*'  dt  i'dhc'. 

II)  Es  ist  zr-f-i  — c=za  — c b = b a — c etc. 

III)  a-\-b  — b — a , a — b b =.  a. 

IV)  a-\-(x-\~y  — x)  = a a; y — x. 

V)  a — (ar-t-y—  x)  = a — x — y+%. 

Die  Beweise  dieser  Sätze  sind  einander  ganz  ähnlich.  So  ist 
s.  B.  für  II.: 


X . (<*  + b — c ) = X . a + X . b — X . C ; 

X . (a  — c-\-  b)~  X . a — X . c X . b. 

Nun  ist 

X.a-^X.b—X.c—X.a—X.c+X.b-, 

daher  auch  X . (<z  -+-  b — c)  =;  X . (a  — c -+-  b).  Da  hier  aber  of- 
fenbar X jede  Grosse  bezeichnen  kann,  so  folgt  aus  der  Erklärung 

der  Gleichung  zwischen  Behandlungszeicben  a-+-b — e = « — c-{-b. 

VI)  a b — c ist  eine  Zahl,  wenn  a,  b,  c Zahlen  sind  und 
ist  mit  jeder  Zahl  gleichartig,  welche  mit  a,  b,  c gleichartig  ist. 
Beweis.  Es  ist 

(Xd=  F).(o-hÄ-c)  = (X±  P).«-d-(X±  y).£  — (XdbVJ.c 
= X.adb  Y.  o X.bz*=  Y.b—  x.cqp  Y * 
= x.(«+i-c)±y.(«  + i-c)i 

mithin  ist  a-}~b  — c nach  §.  5.  II.  eine  Zahl. 

Ist  m eine  mit  a,  b,  c gleichartige  Zahl,  so  ist 
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X . m .(«  + b — c)  = X . m . a -+-  X . m . b — X . m . c 
= X.«.o»-t-  X .b  . m — X .c  . m 
= ( X . <z  X .6  — X.c).m 

= X.(a-+-b — c).ot; 

daher  ist  auch  a-\-b — c mit  m gleichartig  (§.  5.  III.). 

0 ist  ein  Bebandlungszeicheu , dcfinirt  durch  die  Gleichung 
X . 0 = 0,  wo  X jede  Grösse  seiu  kann.  Es  ergiebt  sich  hieraus, 
dass  0=  der  Differenz  zweier  gleichen  Zahlen,  also  auch  eine  Zahl 
und  mit  allen  andern  Zahlen  gleichartig  sei. 

§.  9.  Lehrsätze: 

I)  a . b : c ist  eine  Zahl,  wenn  a,  b,  c Zahlen  sind,  und  ist 
mit  jeder  Zahl  gleichartig,  welche  mit  a,  b,  c gleichartig  ist.  vor- 
ausgesetzt, dass  alle  in  diesem  Ausdrucke  vorkommenden  Divisoren 
augehbar  sind. 

Beweis.  Es  ist,  wenn  a,  b,  c Zahlen  und  c angebbar:  (X 

X)  . ( « . b : c)  = ( X ± F)  . a . b : C = (X  . a ± Y . a ) . b : c 
= ( X . a . b ± Y . a . b ) : c = X . « . b : c ± Y . a . h : c = X 
. (a  . b : c)  ± Y . (a  . b : c);  also  a . b : c eioe  Zahl  (§.  5.  II.). 

Ist  ferner  m init  a,  l>,  c gleichartig,  so  ist  X . («  . b : c)  . m 
— X . a . b : c . m = X . m . a . b : e — X . m . ( a . b : c);  also 
u . b : c mit  m gleichartig  (§.  5.  III.). 

II)  Sind  a,  b,  c gleichartige  und  angebbare  Behandlungszei- 
chen , so  ist  X : ( a . b : c ) = X : a : b . c.  Denn  X : a : b . c . a 
. b : c = X = X : («  . b : c)  . a . b : c,  woraus  sich  leicht  der  Lehr- 
satz ergiebt. 

III)  Aus  a = a\  b — b\  c — c'  folgt,  wenn  die  Divisoren  an- 
gebbar  sind,  a . b : c = a' . b' : d 

IV)  Sind  a,  b,  c gleichartige  Behandlungszeichen  und  e an- 
gebbar, so  ist  0 . b : c — a : c . b = : c . b . a etc. 

V)  m . (a  . b : c)  = m . a . b : e,  wenn  die  Divisoren  angebbar. 

VI)  m : (a  . b : c)  = m : a : b , c,  wenn  die  Divisoren  angebbar 
und  a.  b,  c gleichartig  sind. 

>11)  (or  db  b) . rn  = a . m dk  b . m,  wenn  m eine  Zahl. 

VIII)  loz*zb)  : m = a : «wzfci:  w»,  wenn  m eine  angebbare 
Zahl. 

IX)  m . (a  rt  b)  = m . a zt  m . b. 

Die  Beweise  der  Sätze  III.  — IV.  sind  einander  ganz  ähnlich. 
So  ist  für  lll.  X.  (a . b : c)  = X . «r . b : c,  X .(a-.c.b)— X.a-.c.b. 
Unter  den  Voraussetzungen  des  Lehrsatzes  ist  aber  X . a . b : c 
= X.a:c.b : daher  auch  X . (a . b : e)=  X . («:  c . b).  Da  man 
sich  hier  für  X jede  Grösse  gesetzt  denken  kann,  so  ist  nach  der 
Erklärung  der  Gleichheit  a.b:c  — a:c.b. 

Aus  den  Sätzen  der  beiden  letzteu  Paragraphen  ergiebt  sieb, 
dass  jeder,  rationale  Ausdruck  aus  ganzen  absoluten  Zahlen  gleich 

einem  Ausd  ruck  von  der  Form  " J ist,  wo  a,  b,  c,  d ganze  Zah- 
len sind,  vorausgesetzt  dass  in  dem  Ausdrucke  nur  angebbare  Di- 
visoren Vorkommen.  Es  wird  dabei  angenommen,  dass  man  die 
Summe  und  die  Differenz  zweier  ganzen  Zahlen  als  eine  ganze  Zahl 
berechnen  köuue.  Bezeichnet  (-4-«)  die  Summe  ü-|-«  uud  ( — a ) 
die  Differenz  0 — «,  so  ist  also  jeder  rationale  Ausdruck  aus  ganzen 
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Zahlen  =±— , also  gleich  einer  reellen,  rationalen  Zahl.  Hier- 
aus folgt  dann  wieder,  dass  auch  jeder  rationale  Ausdruck  aus  reel- 
len, rationalen  Zahlen  = einer  rationalen,  reellen  Zahl  ist,  immer 
unter  der  Voraussetzung,  dass  nur  augebbare  Divisoren  Vorkommen. 

C.  Ungleichheit  von  Grössen  und  Zahlen;  absolute, 
positive  und  negative  Zahlen  und  Grössen. 

$.  10.  Zwei  Grössen  heissen  einstimmig,  wenn  sie  in  allen 
ihren  io  Betracht  kommenden  Eigenschaften  iihereinstimmeu  und 
sich  nur  durch  ihre  etwa  verschiedene  Grösse  von  einander  unter- 
scheiden. Sind.-/  und  B zwei  einstimmige  Grössen,  und  ist ^df — B 
eine  mit  A und  B einstimmige  aogebbare  Grösse,  so  heisst  A dem 
absoluten  Wert  he  nach  grösser  als  B (val.  abs.  A^>\ al.  abs.  B). 

Zur  nähern  Bestimmung  dieser  Begriffe  dienen  folgende  Grund- 
sätze, die  also  zu  den  in  §.  2.  angeführten  noch  hinzukominen. 

I)  Die  Summe  mehrerer  einstimmigen  Grössen  ist  mit  den  ein- 
zelnen Theilen  einstimmig  und  aogebbar,  wenn  nur  einer  der  Tbeile 
angebbar  ist. 

II)  Zwei  einstimmige  Grössen  sind  entweder  einander  gleich 
oder  die  eine  ist  grösser  als  die  andere. 

Hl)  Von  jeder  angebbaren  Grösse  lässt  sieb  ein  Vielfaches  an- 
geben, welches  grösser  ist  als  jede  mit  ihr  einstimmige  Grösse. 

Der  in  §.  4.  IV.  angenommene  Grundsatz  ist  eine  unmittelbare 
Folge  aus  I.,  braucht  also  als  Grundsatz  nicht  weiter  berücksichtigt 
zu  werden. 

Aus  den  eben  angegebenen  Sätzen  lassen  sich  die  verschiedenen 
Lehrsätze  Uber  die  Ungleichheit  einstimmiger  Grössen  mit  Leichtig- 
keit herleiteo. 

§.  11.  Ist  die  durch  X . m bezeichnete  Grösse  immer  mit  X 
einstimmig,  so  heisst  dus  Behandluogszeichen  m ein  absolutes.  Ein 
Bebaodlungszeichen  von  der  Form  0 -f-  m heisst  alsdann  ein  positi- 
ves, eins  von  der  Form  0 — m ein  negatives  Bebaodlungszeichen. 
a heisst  grösser  als  b oder  kleiner  als  b,  jenaebdem  a — b einem 
positiven  oder  einem  negativen  angebbaren  Behandluogszeichen 
gleich  ist. 

Die  aus  diesen  Definitionen  sich  ergebenden  Lehrsätze  über  die 
Ungleichheit  verschiedener  Behandluogszeichen  sind  bekannt.  Nur 
auf  einen  Umstand  muss  hier  noch  uufmerksam  gemacht  werden. 
Aus  der  Ungleichheit  von  a und  b darf  man  nämlich  nicht  ohne 
Weiteres  srhliessen,  dass  o > b oder  a < b ist.  Wenn  a und  b 
imaginäre  Zahlen  sind,  so  ist  dies  bekannt.  Aber  auch  die  Zahlen 
d Id  , 

dx'  ~dx  S'D^  U0Kle'chi  ohne  dass  die  eine  von  beiden  grösser  ist, 

indem  ihre  Differenz  ^ keine  aogebbare  Zahl  ist.  Ist  E.a^>E.b 

und  gilt  diese  Beziehung  nur  für  die  eine  Grösse  £?,  so  kann  man 
daraus  noch  nicht  Bchliessen,  dass  auch  /» > b sei. 

§.  12.  Es  ist  A — B,  wenn  A — B uud  B — A kleiner  ist 
als  jede  mit  A und  B einstimmige  angebbare  Grösse,  wenn  A und 
B einstimmig  sind.  Denn  wäre  A nicht  = B,  so  wäre  A > B 
oder  B ;>  A,  also  eine  der  Differenzen  A — B oder  B — A eine 
mit  B und  A einstimmige,  angebbare  Grösse. 
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Das  absolute  Bebaudlungszeichen  a ist  gleich  A,  wenn  sowohl 
a — A,  als  auch  A — «•<;—,  wo  n jede  noch  so  grosse  absolute 
ganze  Zahl  bezeichnen  kann.  Denn  ist  X eine  beliebige  Grösse, 
so  ist  X . (ot  — A)  oder  X . (A  — a)  X . — ; also  auch  X . a 

— X.A  oder  X.A — X . a dem  absoluten  Werthe  nach  ^ X.—. 

fl 

Da  aber  X.-^-  kleiner  sein  kann  nls  jede  mit  X einstimmige  un- 

gebbare  Grösse,  so  ist  X.«r=X.A,  und  da  dieses  für  jede  Grösse 
X gilt,  ro  ist  n r=  A. 

§.  13.  In  dem  Vorigen  war  schon  von  solchen  Differenzen  ab- 
soluter Zahlen  die  Rede,  in  denen  der  Minuend  kleiner  war  als 
der  Subtrahend.  Es  müssen  nun  zunächst  diejenigen  Grössen  naher 
befrachtet  werden,  deren  Produkte  in  solche  negative  Zahlen  eine 
wirkliche  Bedeutung  haben. 

Betrachtet  man  eine  Grösse  X,  insofern  sie  zu  einer  andern. 
Grösse  A addirt  dieselbe  vergrössert  oder  verkleinert,  so  nennt  man 
X eine  algebraische  Grösse;  und  zwar  soll  X eine  positive  Grösse 
genannt  werden,  wenn  A -f-  X^>  A;  eine  negative,  wenn  A -f-  X 
< A ist.  Eine  Grösse,  welche  nicht  in  einer  solchen  Beziehung 
zu  einer  andern  gedacht  wird,  und  namentlich  auch  A selbst,  soll 
eine  absolute  Grösse  heissen. 

Die  algebraische  Grösse  X muss  offenbar  mit  A gleichartig 
genannt  werden,  indem  sie  zu  A addirt  werden  kann  (§.  1.);  sie 
ist  aber  nicht  mehr  mit  A einstimmig,  da  sie  sonst  bei  ihrer  Addi- 
tion keine  Verkleinerungen  von  A herrorbringen  könnte  (§.  10). 
Das  passendste  Beispiel  für  diese  Verhältnisse  giebt  das  bekannte, 
ober  etwas  modilizirte  Beispiel  von  Vermögen  und  Schulden.  Siebt 
man  das  Vermögen  einer  Person  als  die  absolute  GrösSe  an,  so 
sind  die  Einnahmen  dieser  Person  positive,  die  Ansgaben  negative 
Grössen.  Siebt  man  den  Schuldenstaud  dieser  Person  als  absolute 
Grösse  an,  so  verhält  es  sich  umgekehrt. 

In  dem  Folgenden  soll  A diejenige  absolute  Grösse  sein,  deren 
Vergrösserung  oder  Verkleinerung  betrachtet  wird;  X,  Y,  Z etc. 
sollen  algebraische  Grössen  bezeichnen.  Es  gelten  alsdann  folgende 
Definitionen : 

I)  Es  ist  X = Y,  wenn  A + X — A - 1-  Y. 

II)  Der  Ausdruck  X -I-  Y — Z wird  detiuirt  durch  die  Glei- 
chung A { X -f-  Y — Z)  = A - 1-  X -f-  Y — Z.  Diese  Defini- 
tionen sind  aber  nicht  mehr  rein  willkübrlich ; es  muss  im  Gegen- 
tbeil  gezeigt  werden,  dass  sie  den  in  $.  2.  aufgestellteu  Grund- 
sätzen genügen,  was  ohne  Schwierigkeit  angeht.  So  ist  z.  B. 
X + (F—  Z)—X-h  Y—  Z;  denn 

A+  [ X-M  Y—Z)]=A- f-X-H  Y-Z)=A- f-X-f-  Y—Z  | 

A-\-  ( X Y—  Z)=  X-+-  Y-  Z \ 

daher 

-+~  I X -H  * - Z)]  = /<+|X+l-Zl; 

also 

X-f-(F—  Z)  = X -+•  Y-Z....  (Def.  I.). 

Es  ergiebt  sieb  aus  diesen  Erklärungen  unmittelbar,  dass  zwei 
gleiche  angebbare  Grössen  entweder  beide  positiv  oder  beide  nega- 


....  (Def.il.) 
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tir  sind.  Bringt  die  Addition  von  X za  A keine  Veränderung  von 
A hervor,  so  ist  X— 0,  was  unmittelbar  aus  der  Relation  A-\- X 
= A = A -+-  O folgt. 

§.  14.  Man  erhalt  also  den  Begriff  einer  positiven  Grösse, 
wenn  man  sich  eine  absolute  Grösse  X mit  der  Eigenschaft  behaf- 
tet denkt,  bei  ihrer  Addition  zu  A um  die  Grösse  X zu  vergrössern, 
und  ebenso  erhält  man  eine  negative  Grösse,  wenn  mau  sich  die 
Grösse  X mit  der  Eigenschaft  behaftet  denkt,  A um  X zu  verklei- 
nern. Die  auf  diese  Weise  au«  der  absoluten  Grösse  X entstehende 
positive  Grösse  soll  mit  X+,  die  entstehende  negative  mit  X~  be- 
zeichnet werden  und  X soll  der  absolute  Werth  von  X*  heissen, 
Es  ist  dann  A — t-  X-*"  ~ A -f-  X,  A -f-  X « A — X.  Es  ergeben 
sieb  ferner  leicht  folgende  Lehrsätze: 

I)  X+4-  y+  = (X+  F)+;  denn  A+(X+-Y-  l-*-)  = ^/-f-X 
-f-  Y,  -f- ( X 1 )+  = A -+-  ..V  -f-  lr;  daher  - 1 -f-  ( X"4"  -+-  !•*•) 
= A -+-  ( X -f-  F)+  oder  X+  J'-*-  = ( X + i )+. 

li)  X-+1-=(X+  Y)~. 

III)  X+  Hh  I-  = (X  — 1)+  oder  =(Y—  X)-,  jenachdem 
X>  Y oder  y>  X ist. 

IV)  V - Y‘  = X+  1=F. 

§.  15.  Siud  X und  Y zwei  einstimmige  Grössen  und  bezieht 
sich  dns  llinzufiigtn  der  Zeichen  oder  ~ auf  die  Vergrösseruog 
oder  Verkleinerung  derselben  absoluten  Grösse,  so  sind  X+  und 
X~  nicht  mehr  einstimmig,  indem  sie  sich  noch  durch  etwas  Ande- 
res als  ihre  verschiedene  Grösse  unterscheiden.  Dagegen  dürfen 
X+  und  1'+,  so  wie  X~  und  Y~  noch  als  einstimmige  Grössen 
betrachtet  werden.  Um  die  Zulässigkeit  hievon  oachzuweiseo,  muss 
gezeigt  werden,  dass  diese  Grössen  den  in  §.  10.  aufgestellteu 
Grundsätzen  genügen.  Es  ist  aber: 

i)  (x+4-  y+j=(x+  y)+,  c xT-y  y-)=(x  + y)  ; also 

ia  beiden  Fällen  die  Kumme  einstimmig  mit  den  Theiien  und  an- 
gebbar,  wenn  einer  der  Tlteile  angebbar  ist. 

II)  Es  ist  X >•  y oder  X = Y oder  X < Y,  also  A = Y-+-V 

oder  X=  Y oder  X = Y — V,  weno  F eine  mit  X und  lr  ein- 
stimmige angebliare  Grösse  bezeichnet.  Daraus  folgt  aber,  dass 
X+=  1",_  1 + oder  = F+-  oder  = 1+  — P-*-,  so  wie  dass 

X-=  1-  -t-  V~  oder  = oder  = Y—  — F~  »st,  d.  h.  dass 
dem  absoluten  Wertbe  nach  X+  entweder  ,>•  oder  = oder  ■<  Y-*~ 
uad  X~  entweder  >■  oder  = oder  < Y~  ist. 

III)  Es  giebt  ein  Vielfaches  von  X,  welches  grösser  als  Y,  so 
dass  also  »A=  V-H  V ist,  wo  V eiue  mit  X und  Y einstimmige 
Uroi.se  bezeichnet.  Daraus  folgt  aber  »X+  = )+  -f-  F+,  nX~ 
= 1—  -+-  F~ , so  dass  es  ein  Vielfaches  von  X^  giebt,  welche* 
dem  absoluten  Wertbe  nach  grösser  als  1 — ist. 

Jede  negative  Grösse  ist  gleich  einer  Differenz  zweier  positiven 
Grössen,  in  welcher  der  Subtrahend  dem  absoluten  Wertbe  nach 
grösser  als  der  Minuend  ist  und  ein  ähnlicher  Salz  lässt  sich  auch 
lär  positive  Grössen  aussprechen.  So  ist  X~  = I'-**  — (X-f-  Y)*". 
Lasst  mau  bei  der  Bezeichnung  der  positiven  Grössen  deo  Accent 
-1-  weg,  so-  ist  X-*-  = 0 -4-  X oder  abgekürzt  = (-f-  X),  X~ 
~ 0 — X = ( — X).  Ist  a eine  beliebige  Zahl,  so  ist 

I)  0.az=(X  — X).a=X.a—  X.a=  O. 

II)  X=M+  a)  = (0±:  X) . (0 -f- «)  = (±aX). 

III)  X* . (-  a)  = (0=fc  X) , (0- «)  = (qp«*)  etc. 
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womit  »gleich  nachgewiesen  ist,  dass  das  Produkt  einer  algebrai- 
sehen  Grösse  in  eine  negative  Zahl,  d.  h.  in  eine  Differenz  zweier 
absoluten  Zahlen,  deren  Minuend  kleiner  ist  als  der  Subtrahend, 
eine  wirkliche  Bedeutung  habe.  Die  .Sätze  über  die  Produkte  und 
Quotienten  positiver  und  negativer  Zahlen  lassen  sich  aus  der 
oben  gegebenen  Erklärung  der  positiven  und  negativen  Zahlen  mit 
Leichtigkeit  berleiten. 


D.  Transcendcnte  und  irrationale  Behandlungszeichen. 

§.  17.  Eine  Grösse  oder  ein  Behandlungszeichen  heisst  durch 
gewisse  Bedingungen  bestimmt,  wenn  alle  Grössen  oder  Behand- 
lungszeichen, welche  diesen  Bedingungen  genügen,  einander  gleich 
sind.  Eine  Grösse  oder  ein  Behandlungszeichen  heisst  gegeben, 
wenn  sie  entweder  unmittelbar  vorlicgen,  oder  wenn  man  doch  ver- 
mittelst der  gegebenen  Bedingungen  eiue  Grösse  oder  ein  Beband- 
lungszeichen  berleiten  kann,  welches  dem  in  Rede  stehenden  gleich 
ist.  In  dem  Folgenden  soll  aber  eine  Grösse  schon  als  gegeben 
angesehen  werden,  wenn  man  eine  Grösse  darstellen  kann,  deren 
Unterschied  von  der  eigentlich  zu  bestimmenden  dem  absoluten 
Werthe  nach  kleiner  ist  als  jede  noch  so  kleine,  gegebene,  angeb- 
bare  Grösse.  Unter  ähnlichen  Verhältnissen  soll  auch  ein  Beband- 
lungszeichen  als  gegeben  angesehen  werden. 

Ist  Aa , At,  Jf,  ....  An  in  inf.  eine  unendliche  Reihe  von  Grös- 
sen, so  heisst  diese  Reihe  eine  unendlich  klein  werdende,  wenn 
sich  in  dieser  Reihe  ein  Glied  angeben  lässt,  von  welchem  an  alle 
folgende  Glieder  dem  absoluten  Werthe  nach  kleiner  sind  als  jede 
gegebene  noch  so  kleine  angehbare  Grösse.  Die  Grösse  9t  heisst 
die  Gränze  der  Reihe  A„,  A , , J,  ....  A„  in  inf.,  oder  es  ist  9t  = 
;/=» 

lim  Am  wenn  die  Reihe  91  — Aa , 91  — A ,,  Ä — A7  ....  91  — A„  in 
inf.  eine  unendlich  klein  werdende  Reihe  ist.  Bekanntlich  besitzt 
aber  nicht  jede  unendliche  Reihe  eine  Gränze,  sondern  die  Reihe 
kann  auch  unendlich  gross  werdend  sein,  oder  die  Glieder  könndn 
zwischen  gewissen  Grössen  immer  hin  und  her  geheD. 

Wie  diese  Begriffe  sich  auf  Behandlnngszeichen  nusdehnen  las- 
sen , ist  leicht  zu  ersehen;  es  tritt  alsdann  an  die  Stelle  der  belie- 
big kleinen  angebbaren  Grösse  eine  beliebig  kleine,  gegebene,  an- 
gebbare  absolute  Zahl. 

Für  die  unendlich  klein  werdenden  Reiben  und  für  die  Reihen, 
welche  Gränzen  besitzen,  lassen  sich  leicht  die  in  den  folgenden 
Formeln  ausgedrückten  Sätze  beweisen: 

I)  Ist  lim  .^„=0,  lim  ß„—0,  so  ist  auch  lim  (A„  ± ßH) 
= 0. 

II)  Ist  lim  a„  = 0,  lim  b„  = 0,  so  ist  auch  lim(<rR db b„)  = 0, 
lim(<r„  . b„)  = 0,  lim (A„  . n„)  = 0;  wenn  nicht  lim  An  = ±». 

III)  lim  [An  rfc  Zf«)  = lim  A„  ± lim  If„  ( denu  lim  (9t — A„) 
= 0 , lim(ä)  — lin)  = 0,  also  lim  ((9t  ± 93)  - (An  =b  Bn))  = 0). 

IV)  lim  (An  .«,,)  = lim  A„  . lim  </„.  lim  («r«  ± l/n)  = lim  an 
± lim  b„,  lim (a„  . bH)  = lim  a„  . lim  b„. 

V)  lim(,4„  : b„)  = lim  A„  : lim  bH,  lim(ar«  : bn)  = lim  a„  : lim  bn, 
wenn  nicht  lim//„  = 0 ist. 

Ist  von  einer  Grösse  ausgesagt,  dass  sie  die  Gränze  einer  un- 
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'endlichen  Reihe  A0,  A An  in  inf.  sei,  so  ist  diese  Grösse  voll- 

kommen bestimmt,  vorausgesetzt,  dass  diese  Reihe  wirklich  eine 
Gränze  besitzt.  Denn  sind  die  beideu  Grössen  21  und  SB  Gränzen 
dieser  Reihe,  so  ist  lim  (21  — A„)  — 0,  lim  (33  — An)—V,  also 
nach  III)  lim  (21  — 33)  = lim  ((21  — An)  — (©  — An)\  = O,  was 
offenbar  nur  möglich  ist,  wenn  21  = ©.  Ist  eine  Methode  gegeben, 
nach  welcher  man  sämmtliche  Glieder  der  unendlichen  Reihe  finden 
kann,  so  ist  die  Gränze  der  Reihe  auch  als  gegeben  anzusehen. 
Auf  ganz  ähnliche  Weise  kann  auch  ein  Behandlungszeicken  als 
Gränze  einer  Reihe  von  Behandlungszeicken  bestimmt  und  gegeben 
werden. 

Endlich  verdient  noch  bemerkt  zu  werden,  dass  zwei  Reihen 
gleiche  Gränzeu  haben,  wenn  ihre  Differenz  eine  unendlich  klein 
werdende  Reihe  ist,  vorausgesetzt,  dass  die  Reihen  Gränzen  be- 
sitzen. Denn  ist  lim  (a„  — b„)  = 0,  so  ist  lim  a„  — lim  b„  = 
lim(<7„ — '//H)z=0  oder  lim  =:  lim 

§.  18.  Ein  Behandlungszeicken  ist  nach  dem  Frühem  ein  Zei- 
chen, welches  anzeigt,  dass  mit  einer  Grösse  eine  beliebige  Ver- 
änderung vorgenommen  werden  soll.  Diese  mit  einer  Grösse  vor- 
zunehmende Behandlung  kann  aber  wieder  aus  einer  Reihefolge  von 
einzelnen  Operationen  zusammengesetzt  sein  und  diese  Reihe  der 
mit  der  Grösse  vorzuoehmenden  Operationen  kann  auch  als  ohne 
Kode  fortgehend  gedacht  werden.  In  dem  letzten  Falle  soll  das 
Behandlungszeichen  eiu  transcendentes  oder  eine  Transcendente 
genannt  werden;  die  Bedeutung  einer  solchen  Transcendenten  muss 
aber  zunächst  näher  aus  einander  gesetzt  werden. 

Schreibt  ein  Beliandlungszeicben  « vor,  dass  mit  einer  Grösse 
eine  unendliche  Reihe  von  Operationen  vorgenommen  werden  soll, 
so  soll  das  Produkt  einer  Einheit  in  « die  Gränze  derjenigen  un- 
endlichen Reihe  von  Grössen  sein,  deren  Glieder  man  erhält,  wenn 
man  mit  der  Einheit  zuerst  die  erste,  dann  die  erste  und  zweite, 
dann  die  erste,  zweite  und  dritte  etc.  etc.  der  durch  * vorgeschrie- 
benen Operationen  vornimmt.  Bedeutet  also  t die  aus  einer  unend- 
lichen Anzahl  von  Thcilen  bestehende  .Summe  a0-i-a,  -f- <z, -f- . . . . 
a„  -+-  in  inf.,  so  bedeutet  X.«  die  Gränze  der  unendlichen  Reihe: 

.V  . s,)  X .{ff,  a , ),  X • (a0  I a , I 0 ,) . * . , 

X . (o„  -4-  a,  -+- . . . . + <?*) in  inf. 

Bedeutet  * das  Produkt  aus  unendlich  vielen  Faktoren  aD  . a,  . a, 
.0,  ....  am  in  inf.,  so  bezeichnet  X.«  die  Summe  der  unendlichen 
Reihe: 

X.«0,  X.a0.a,,  X.a„  .ai  .0?, ....  X.<t„.«1  ,a2  ....  an,  ....  in  inf. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  das  Produkt  einer  Grösse  in  eine  Trnn- 
sceudente  nach  Entständen  etwas  Mögliches  oder  Unmögliches  sein 
kann,  dass  aber  im  ersten  Falle  das  Produkt  X.«  bestimmt  und 
gegeben  ist,  wenn  es  die  Glieder  der  entstehenden  Reihe  sind. 

In  manchen  Fällen  ist  eine  Transcendente  bekanntlich  einem 
endlichen  Ansdruck  aus  einfachen  Behandlungszeichen  gleich.  Ist 
z.  B.  der  endliche  Ausdruck  * = 1 -4-  x .»*  -+-  ■*’  . . . . 

-4-..'. ..in  inf..  wo  a:  eine  absolute  Zahl  sein  soll,  so  ist  zuerst  * 
ebenfalls  ein  absolutes  Behandlungszeichen.  Aus  der  Erklärung  des 
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Zeichens  s ergieht  sieh  aber  unmittelbar  t = 1 -f-jr.  t.  Diese  Glei- 
chung enthält  aber  offenbar  einen  Widerspruch,  wenn  x 1 , da 

dann  1 4-  x . * > *.  In  diesem  Falle  kann  also  die  unendliche 
Reihe  keinem  endlichen  Ausdruck  gleich  sein.  Ist  aber  x 1 , so 

erhält  man  unmittelbar  * — y 

Eben  so  gut  wie  in  der  Aufgabe  die  Reihe  1 4-  x*  4-  x*  in 

inf.  zu  summiren,  ein  Widerspruch  liegt,  wenn  x^.1  ist,  könnte 

auch  in  dieser  Aufgabe  noch  ein  Widerspruch  liegen,  wenn  x<^l 
ist,  welcher  uns  nur  bei  unserer  Untersuchung  entgangen  wäre. 
Es  ist  daher  durchaus  nothwendisr,  die  Richtigkeit  des  oben  anf 
analytischem  Wege  gefundenen  Resultates  auch  noch  synthetisch 
nachzuweisen.  Im  vorliegenden  Falle  geht  dieses  freilich  leicht  an. 
Es  ist  nämlich: 

1 xn 

y— y = 1 -t-  3-  -I-  .r 1 -+- -F-  x"~l  -+-  x> 

also: 

A . y-]_—  =z  A . (\ -\- x x*  4- -I-  xM  ’)  + A . 

Da  dieses  gilt,  welche  ganze  Zahl  n ist,  so  kann  man  auf  beiden 
Seiten  die  Gränzen  für  ft  = oc  nehmen,  und  erhält: 

A . ^ = lim  A . (1  4-  x 4-  x*  4- ... . .r"-1)  4-  A . lim 

• • xn 

Ist  aber  x*Cl,  so  ist  lim  =0,  daher 

A . r— ——  = lim  [A . (1  4-  & 4-  x*  4-  • . • ■ 4-  x"~l) 

= A . (1  4-  x 4-  x2  4-  . . . • xn  4-  . . . . in  inf.) 
oder,  da  A jede  Grösse  bezeichnen  kann: 

^ _j  = 1 4-  4-  x*  4-  x ■ 4-  • • • • 4-  xn  4-  • . . ■ in  inf. 

Ich  kann  hier  die  Bemerkung  nicht  unterdrücken,  dass  streng 
genommen  jede  Auflösung  einer  Aufgabe,  welche  auf  analytischem 
Wege,  z.  B.  durch  die  Auflösung  von  Gleichungen  gewonnen  ist, 
noch  eines  synthetischen  Beweises  bedarf.  Ich  glaube,  dass  in  die- 
ser Hinsicht  die  Analogie  zwischen  nnserm  jetzigen  analytischen 
Verfahren  und  der  Anulyse  der  Alten  grösser  ist,  als  man  es  ge- 
wöhnlich anzunebmen  scheint.  Wird  z.  R.  eine  Gerade  gesucht, 
welche  gewissen  Bedingungen  genügen  soll,  so  nimmt  man  hei  der 
Analyse  der  Alten  bekanntlich  an,  man  kennte  diese  Gerade  schon. 
Aus  den  gegebenen  Bedingungen  der  Aufgabe  sucht  man  alsdanu 
andere  Bedingungen  herzuleiten,  denen  man  durch  Konstruktion 
leichter  genügen  kann.  Aus  zwei  Ursachen  kanu  nun  die  auf  die- 
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■gern  Wege  gefundene  Auflösung  fehlerhaft  sein;  es  kann  nämlich 
einmal  den  Bedingungen  der  Aufgabe  vielleicht  gar  nicht  durch 
eine  Gerade  genügt  werden,  so  dass  schon  in  der  ersten  Annahme 
ein  Fehler  liegt;  uder  es  können  bei  der  Umformung  der  Bedin- 
gungen gewisse  Bedingungen  verloren  gegangen  sein,  so  dass  zwar 
die  konstruirte  Gerade  den  abgeleiteten,  aber  nicht  mehr  den  ur- 
sprünglichen Bedingungen  der  Aufgabe  genügt.  Bei  dem  jetzigen 
analytischen  Verfahren  liegt  schon  darin,  dass  man  das  Gesuchte 
durch  ein  einfaches  oder  zusammengesetztes  Zeichen  bezeichnet, 
eine  selten  a priori  begründete  Voraussetzung,  die  den  Bedingungen 
der  Aufgabe  widersprechen  kann,  und  dass  dieser  Widerspruch  iin 
Verlauf  der  Untersuchung  sich  nicht  immer  zu  zeigen  braucht,  hat 
die  Theorie  der  unendlichen  Reihen  genugsam  gelehrt.  Was  den 
zweiten  Punkt  anbetrilft,  so  hat  inan  immer  festzuhalleu , dass  die 
durch  die  Analyse  abgeleiteten  Bedingungen  zwar  eine  nothwen- 
dige  Folgerung  aus  den  ursprünglichen  der  Aufgabe,  aber  nicht 
umgekehrt  letztere  aus  ersteren  sind.  Das  Gesuchte  muss  den  ge-  t 
folgerten  Bedingungen  genügen,  aber  nicht  alles,  was  den  gefol- 

Jerten  Bedingungen  genügt,  geuügt  auch  sämmtlichen  Bedingungen 
er  Aufgabe.  Hat  man  aber  keine  unstatthaften  Voraussetzungen 
über  die  Natur  des  Gesuchten  gemacht  und  kann  man  den  gefol- 
gerten Bedingungen  nur  durch  eine  einzige  Grösse  genügen,  so 
muss  diese  auch  sämmtlichen  Bedingungen  der  Aufgabe  genügen. 
Gicht  es  aber  mehrere  Grössen,  die  den  gefolgerten  Bedingungen 
genügen,  so  ist  es  immer  noch  zweifelhaft,  ob  auch  alle  gefunde- 
nen Grössen  sämmtlichen  Bedingungen  der  Aufgabe  entsprechen. 

Hat  man  endlich  üher  die  Natur  des  Gesuchten  eine  unstatthafte 
Anuahme  gemacht,  so  können  durch  diese  gewisse  Bedingungen  der 
Aufgabe  ersetzt  sein,  so  dass  auch  dann  die  Bestimmtheit  der  Auf- 
lösung keinen  Beweis  für  die  Richtigkeit  des  Gefundenen  ahgieht. 
Liegt  z.  B.  die  Aufgabe  vor:  einen  Ausdruck /"(.z:)  zu  linden,  wel- 
cher = ex  ist,  so  muss  dieser  der  Bedingung  f( 2.r)  = f(x).  f(x) 
genügen.  Macht  man  nun  aber  die  unerlaubte  Annahme,  dass  f(x) 

= 1-4-  ax  sei,  so  erhält  man  die  identische  Bedingungsgleiehung 
1 lax  = 1 -4-  2flf.r  -4-  x *.  welcher  durch  a = 0 genügt  wirJ, 
und  man  erhielte  f(x)  = 1,  welches  ganz  bestimmte  Resultat  aber 
offenbar  nicht  mehr  der  ursprünglichen  Aufgabe  genügt. 

§.  19.  Bin  Behandlungszeichen  a heisst  durch  Annäherung  ge- 
geben, wenn  eine  Methode  gegeben  ist,  mittelst  welcher  man  eine 
rationale  Zahl  a'  finden  kaun,  so  dass  der  absolute  Werth  von  a — a 

kleiner  ist  als  wie  gross  auch  die  ganze  Zahl  n angenommen 

wird.  Ein  durch  Annäherung  gegebenes  Behandlungszeichen  soll 
ein  irrationales  genannt  werden,  obgleich  cs  auch  einer  rationalen 
Zahl  gleich  sein  kann.  Für  irrationale  Behandlungszeichen  geltet! 
alsdann  folgende  Lehrsätze. 

I)  Jedes  irrationale  Bchandlungszeichen  a ist  eindeutig. 

Beweis.  Es  ist  zu  zeigen,  dass  aus  X = V folgt  \.a=Y.a 

(§.  4.  I.).  Es  sei  «’  ein  bis  auf  — angeuähertcr  Werth  von  a und 

zwar,  um  die  Begriffe  festzustellen,  a'*Ca  und  X positiv,  so  ist 

«'<«<«'  -4 — — , olso  X . a!  X . a I X . a'  -4-  X . — , Y . a 

n — — — n 
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•+-  Y.—  > F.«^I  Y.a'.  Da  nun  a'  und  — als  rationale  Zahlen 
n — ■ — ft 

eindeutig  sind,  so  ist  X . a'  = Y . X . — = F . — , also  — 

X.-5x.*-y.«5x.4d.  b.  val.  abs.  (X . a—  Y.  a) 
n — 1 w 

X . — . Da  nun  X. — - dem  absoluten  Wertbe  nach  kleiner  sein 
= n n 

kann  als  jede  angebbare  Grosse,  so  ist  X.a  — Y.a. 

II)  Jedes  irrationale  Behandlungszeichen  ist  eine  Zahl. 
Beweis.  Es  ist,  wenn  man  die  Bezeichnung  des  vorigen 

Satzes  beibehält,  zu  zeigen,  dass  (X  db  1')  . a = X . a db  l . a 

<§.  4.  II.).  Nun  ist  (X-f-  F)  . (X  + F).«^(X-f-  F) 
. ( «'  -f-  -—)  ....  ( 1 ).  Ferner  X . (o'  -+-  —)  •*'*’  X ■ a X . a. 
F.  («'  -f-  -jj-)  ^ 1.  u ^ Y.a;  also,  da  a'  und  o'-f--^-  Zahlen 
sind,  (X+F).(«’  + -j)>X.«+  F.„>(X-|-  Y)  . a' ....  (2). 
Aus  (I)  und  (2)  folgt  aber  — (X  -f-  F)  . -^r  ^ (X  -f-  F)  . a 

— (X.a-f-  F. «)  ^(X-f-  F).-^-;  mithin,  da  (X-f-  F) . klei- 

ner  sein  kann,  als  jede  angebbare  Grösse,  (X  •+•  F)  . a = X . a 
-f-  Y.a. 

Ferner  ist  X — F-f-  F=  X,  also  (X  — F+  F) . a — X . <r, 
daher  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  (X  — F)  . a -f-  Y.a 
= X . a;  also  (X  — F)  . a = X . a — Y.a. 

III)  Eine  irrationale  Zahl  ist  mit  jeder  Zahl  m gleichartig, 
welche  mit  allen  rationalen  Zahlen  gleichartig  ist;  also  auch  mit 
allen  rationalen  Zahlen  selbst  und  demzufolge  wieder  mit  allen  ir- 
rationalen Zahlen. 

Beweis.  Es  ist  zu  zeigen,  dass  X ./«.«=  X .a.m(§.  4.  III). 
Nun  ist,  wenn  man  der  Einfachheit  wegen  m als  positiv  annimmt, 

X . (<*’  •+-  -jj-)  .m^_X.a.m^_  X . a' . m , X . m . a'^  X . m . a 
^ X . m . («'- l~~).  Den  Voraussetzungen  des  Lehrsatzes  zu  Folge 
ist  aber  X . a'  . m = X . m . a',  X . — . m = X . m . — . Daher 

fl  fl 

X . m X.  a . m — X . m . a ^ — X.«».  — , also  X . a . m 

n — — - n 

= X . m . a. 

IV)  Eine  jede  irrationale  Zahl  ist  entweder  angebbar  oder  0. 
Es  giebt  also  keine  irrationale  Zahl,  deren  Produkt  in  eine  angeb- 
bare Grösse  =0  ist.  während  eine  andere  Grösse  mit  ihr  multipli- 
cirt  ein  angebbares  Produkt  giebt. 

Beweis.  Ist  E eine  bestimmte  angebbare,  X eine  willkiihr- 

Grösse  und  ist  E.a  — 0,  so  ist,  wenn  a'  ein  auf  — angenäberter 
Werth  von  a ist  und  E als  positiv  betrachtet  wird,  a — —■  < a' 
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a <- 


ulen 


1 ] 

mithin  auch  — E.  — < E . ä < E . — . Da  a'  eine  rationale  Zahl 
l*  n 

ist,  so  kunn  man  a = rfc ~ setzen,  wo  p und  q absolute  ganze 
Zahlen  sind.  Daun  ist  — E . E . p : q < E . ~ , also 


E . p : q <C.  E . oder  E .p  . n<CqE.  Da  p.a  und  q ganze  Zah- 
len sind  und  E aogebbar  ist,  so  ist  dieses  uur  möglich,  wenn 
p.n*Cq,  also  p\q<C.\-  ist.  Es  ist  daher  auch  -<«'<- , 

7t  71  fi 

also  — X . -jj-  _H  X.«r'_l  X.—.  Aus  einer  frühem  Bedingung 


folgt  aber  — X . — < X . « — X . a'  < X . — , daher  — X.— 

n 71  n fl 

_ X.«_  X . — , was,  da  n beliebig  gross  sein  kann,  nur  mög- 
lich ist,  wenn  X ,a  = O ist.  Ist  also  a nicht  aogebbar,  giebt  also 
eine  angehbare  Grösse  E in  sie  multiplicirt  eio  Product  = 0, 
so  ist  das  Product  jeder  Grösse  in  sie  = O , also  a = 0. 

§.  20..  Es  ist  leicht  zu  beweisen,  dass  die  Summe,  die  Diffe- 
renz, das  Product  und  der  Quotient  zweier  Irrationalen  wieder 
einer  irrationalen  Zahl  gleich  sind,  deren  angenöherte  VVerthe  man 
erhält,  wenn  man  die  angenäherten  VVerthe  der  gegebenen  Zahlen 
addirt,  subtrahirt,  multiplicirt  oder  dividirt,  nnd  dass  man  auf  diese 
Weise  die  Annäherung  beliebig  weit  treiben  kann,  ausser  wenn  der 
Divisor  des  Quotienten  =0  ist.  .Man  kann  also  auch  jeden  ratio- 
nalen Ausdruck  aus  rationalen  oder  irrationalen  Zahlen,  in  wel- 
chem alle  Divisoren  von  0 verschieden  sind,  einer  rationalen  oder 
irrationalen  Zahl  gleich  setzen,  und  im  letztem  Falle  beliebig  ge- 
nau in  rationalen  Zahlen  berechnen. 

Im  Allgemeinen  folgt  die  Gleichheit  zweier  Behandlungszeichen 
erst  dann,  wenn  man  nachgewiesen  bat,  dass  jede  Grösse  in  sie 
multiplicirt  gleiche  Producte  giebt.  Rationale  oder  irrationale  Zah- 
len sind  aber  schon  gleich,  wenn  nur  eine  angebbnre  Grösse  in 
sie  multiplicirt  gleiche  Producte  giebt.  Sind  nämlich  a und  b die 
beiden  Zahlen,  E eine  angehbare  Grösse,  und  ist  E . a=  E . b, 
so  ist  E . a — E . b = E .(a  — b)=  0.  a — b ist  aber  ebenfalls 
einer  rationalen  oder  irrationalen  Zahl  gleich  und,  da  es  nicht  an- 
gebhar  ist,  nach  §.  19.  IV.  =0;  also  a = b. 

Es  ist  ferner  leicht  zu  zeigen,  dass  irrationale  Zahlen  gleich 
sind,  wenn  ihre  angeoäherten  VVerthe  gleich  sind. 

§.  21.  Ist  s = /r0  -+-  a,  -f-  o,  -f- ....  in  inf. , wo 

a,,  ax  ....  in  inf.  rationale  oder  irrationale  Zahlen  sind,  ist 

ferner  far  = ar  -+•  -I-  ....  in  inf.  und  lässt  sich  endlich  nach- 

f=»  1 1 

weisen,  dass  lim  — 0,  dass  also  <Z  UDll  >■  — ~ sein 

kann,  so  ist  es  leicht  zu  beweisen,  dass  * einer  irrationalen  Zahl  gleich 

ist,  deren  angenäherte  Werthe  a„ , »„+«,,  in  inf. 

sind.  Umgekehrt  lässt  sich  jede  irrationale  Zahl  in  eine  Summe  aus 
unendlich  vielen  Theilen  verwandeln.  Sind  nämlich  a„  .... 

a„  in  inf.  die  angenäherten  Werthe  von  $,  so  ist  — a0) 


TM  V. 


18 
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■ . -4-  (o*-m  — ff»)  • • • ■ in  inf.  «der 
....  in  inf,  . 


•+■  («i  — ®i)  *4-  («»  — ®»)  ■+■ 

, ff,  a j «,  oj+i 

auch  s — a„  1 • — • — ....  

a„  «,  a,  a« 

Hieraus  erdicht  sich  unmittelbar,  dass,  wenn  x — a„  -4-  «, 
+ ff,  -F  ....  in  inf.,  y = £0  -f-  -4-  -4-  ....  in  inf.  ist,  und  wenn 

x und  y irrationalen  Zahlen  gleich  sind  (die  Reihen  convergiren), 
auch  x±y  = {a0d=l/0)  + (a,  ± A,) H- (<*,  ± £,) -f- ....  in  inf., 
x . m = ff0  . m ■+■  a , . »»  -4-  ff,  . zo  . . . . in  inf. , : m ==  ffn  : //» 

-4- ff,  :/«•+- ff,  : am  ....  in  inf.  ist,  wenn  m eine  Zahl  und  im  letz- 
ten Falle  angebbar  ist. 

§.  22.  Ist  B eine  angebbare  Grösse  und  A mit  B einstimmig, 
so  lässt  sich  immer  eine  rationale  oder  irrationale  Zahl  finden,  mit 
welcher  B multiplicirt  ein  Froduct  — A giebt.  Mau  kann  be- 
kanntlich eine  dieser  Bedingung  genügende  rationale  Zahl  finden, 
wenn  A und  B ein  gemeinschaftliches  Maass  besitzen.  Ist  dieses  nicht 
der  Fall,  so  giebt  es  ein  Vielfaches  von  ß,  welches  grösser  ist 
als  A.n.  Da  kein  Vielfaches  von  B = A . n sein  kann,  so  muss 
A.n  zwischen  zwei  auf- einander  folgenden  Vielfachen  von  B,  dem 
rfacben  und  (r  + l)fachen  liegen.  Man  hat  dann? 

/?.r<J.s<//.(r4-l)  oder  +/?.—,  A^>ß.—. 

x * 7i  n n 


Es  ist  dann  erlaubt  A = B . — 

71 

ist.  Ebenso  kann  man  setzen: 


A zu  setzen , wo  & <Z  ß ■ — 


A.i  wo 


>>  A.  <; 


ist 


T ii 

A.=Ä-^f  -4-  A„  WO  r,  < ff,  A»  ist 

As  = ^ ^-4-A.,  wo  r,<«,  A.<^  ist 


in  inf. 


und  erhält  dann 


B 


also 


A—B  Hm +^14-.  ..in inf.) 

Bezeichnet  man  die  letzte  Summe  aus  unendlich  vielen  Tbeilen  mit  * 
und  die  grösste  der  Zahlen  r,,  r,,  r,,  in  inf.  mit  g,  so  ist  * ;>  — und 

+ + ••••  in  = Da 

hier  q höchstens  n — 1 sein  kann,  so  ist  #>  — und  « — - ^ , 

« n = n 

mitbiu  — ein  his  auf  — angenäherter  Werth  von  t.  Da  man  aber 
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n beliebig  gross  annehmen  kann,  so  ist  » eine  Irrationalzahl.  Wie 
dieser  Satz  auf  positive  und  negative  Grossen  ausgedehnt  werden 
kann,  ist  klar. 

Sind  a und  b zwei  rationale  oder  irrationale  absolute  Zahlen, 
so  ist,  wenn  a nicht  gleich  b , eine  von  beiden  Zahlen  grösser  als 
die  andere.  Denn  bezeichnet  E eine  bestimmte  positive  Grösse,  so 
sind  auch  E.a  und  E.b  solche  Grössen.  Beide  Grössen  sind  also 
entweder  gleich  oder  eine  von  beiden  ist  grösser  als  die  andere. 
Ist  ‘E.  a = E . b,  so  ist  auch  a — b,  cs  muss  also  eine  von  bei- 
den grösser  als  die  andere  sein.  Ist  z.  B . E.a  >E.b,  so  ist 
E.a  — E.bz=.E.(a  — b)  = einer  angebbaren  positiven  Grösse. 
Man  kann  also  nach  dem  vorigen  Satze  E.(a  — b)=E.d  setzen, 
wo  6 eine  absolute,  angebbare  rationale  oder  irrationale  Zahl  ist. 
Dann  ist  aber  nach  $.  20.  a — b = 6,  also  a>b. 


G.  Begriff  der  Potenz. 

$.  23.  Ist  a irgend  ein  Behandlungszeicben,  und  n eine  ab- 
solute ganze  Zahl,  so  bezeicbuet  an  bekanntlich  ein  Product  aus 
n Factoren,  welche  sämmtlich  =.a  sind.  an  ist  also  ein  Behand- 
lungszeicben, welches  anzeigt,  dass  mit  einer  Grösse  n mal  hinter 
einander  die  durch  a angezeigte  Behandlung  vorgenommen  werden 
Soll. 

Ist  a ein  angebbares  Behandlungszeichen  und  x-hy — * einer 
absoluten  Zahl  gleich,  so  ist  * = a*  . ®y  : a1.  Kür  den  Fall, 

dass  x-\ -y — * Null  oder  einer  negativen  Zahl  gleich  ist,  soll 
diese  Gleichung  als  DeGnition  der  Potenz  dienen,  so  dass  also, 
vorläufig  wenn  x,  y,  * beliebige  ganze  Zahlen  sind,  * = ax 

. aV  : a%  ist. 

Es  lässt  sich  leicht  nacbweisen,  dass  aus  a=b,  rfcjr±ydb* 
= rb  x'  i y'  dfc  s'  folgt  y'±*',  wenn  a angeb- 

bar  ist. 

§.  24.  Ist  a eine  absolute,  rationale  oder  irrationale  Zahl  und 
r eine  ganze  Zahl,  so  giebt  es  eine  absolute,  rationale  oder  irra- 
tionale Zahl  to,  weiche  der  Bedingung  vfz=.a  genügt. 

Beweis.  Es  sei  n eine  beliebige  ganze  Zahl;  man  bestimme 
die  ganzen  Zahlen  *,  *,  ....  in  inf.  so,  dass  sie  den  Bedin- 
gungen: . 


^ a < (*  -h  l)' 


in  inf. 


genügen,  so  ist  offenbar 

18* 
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(*-4-^)'<(*  + *)r  ••••*.  <" 

71 

(*  + V- *+■  %Y  <<»  + TT  + " 

1*  + V + ^ +5*)r<(*  + 7r  +^i)r  ••••*> 


in  iof. 


Setzt  man 


so  ist 


, *1  ■ *.  . *»  . i2 
— *■+■  n + nJ  n*  “”  *»«’ 

*C  = « < (»«  + ^s)r- 


Hieraus  folgt 


<(»» 


«* 


— tOm)  . ' 


(»«+ £,y-wm 


(i Wm  -4-—)  — «'m 


< £ • I («-  ■ + i)r_1  + ‘ 

. -+•  (»»  -+-  ^;)r-*  • w’»  H «C'f 


Da  n >■  1,  so  folgt  hieraus: 


* 


oder 


m= ao  w=® 

a — lim  (»^  = (lim  K>»)r  = w^. 


Cm  also  die  Richtigkeit  des  oben  ausgesagten  Satzes  nachzuwei- 
sen, braucht  nur  noch  gezeigt  zu  werden,  dass  «>„  = einer  ratio- 
nalen oder  irrationalen  Zahl  sein  muss.  Cs  ist  aber: 
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^ ^ + inf. 


>«  + !l 

= n 

= * 


»—I 


n — I 


n — | 


io  inf. 


»*  n« 

(da  xm*£_n,  also  höchstens  = m — 1) 


<;  t % , , s-i 

= s » «’ 


i— L 


< 


■+5 


i 


also  *+^  ein  bis  auf  ~ angenäberter  Wertb  von  u>.  Da  nun  n 

eine  beliebig  grosse  Zahl  sein  kann,  so  ist  eine  irrationale  und 
offenbar  auch  eine  absolute  Zahl, 

Der  *.  B.  von  Ohm  in  seinem  „Geist  der  Analysis”  gegebene 
Beweis  dieses  Satzes  scheint  mir  bei  der  hier  eingeschlagenen 
Betrachtungsweise  nicht  vollkommen  streng  zu  sein.  Er  stützt  sich 

r 

nämlich  auf  den  Satz,  dass  a«C.\/b,  wenn  ar<ib,  vorausgesetzt 

r s 

dass  • und  \/b  absolute  Zahlen  sind.  Bei  dem  Beweise  dieses 

r 

Satzes  muss  man  aber  voraussetzen,  dass  \/b  entweder  >,  oder  = 
oder  < a ist,  was  hier  nicht  ohne  VVeiteres  geschehen  durfte. 
Ich  glaubte  deshalb  obigem,  freilich  weitläufigem  Beweis  den  Vor- 
zug geben  zu  müssen. 

.Bezeichnet  a eine  rationale  oder  irrationale  absolute  Zahl,  so 

r 

soll  \/a  eine  ähnliche  Zahl  bezeichnen,  bestimmt  durch  die  Be- 

r 

dingung  ( \/a)r—a . Ein  anderes  Behandlungszeichen  als  eine  ratio- 
nale uder  irrationale  absolute  Zahl,  welches  dieser  Bedingung  ge- 

r 

nügt,  soll  durch  a bezeichnet  werden.  Ist  dann  die  rationale 

r r 

oder  irrationale  absolute  Zahl  a = b,  so  ist  auch  \Zax=z\/h. 

r r 

Denn  da  \/a  und  \/b  rationale  oder  irrationale  absolute  Zah- 

r r r 

len  sind,  so  ist  nach  $.  22.,  wenn  \/a  nicht  —\/b  ist,  \/a 

^ \/b.  Duraus  würde  aber  folgen  (l / a)r  <(1 /b)r  oder  b,  gegen 
die  Voraussetzung. 

r 

Es  ist  also  y/a  ein  eindeutiges  Bchandlungszeichcn.  Die  übri- 
gen Eigenschaften  dieses  Zeichens  ergeben  sich  aus  der  Eigenschaft 
desselben  eine  rationale  oder  irrationale  absolute  Zabl  zu  sein. 

Ist  a ein  anderes  Behandlungszeichen  als  eine  absolute,  ra- 

r 

tionale  oder  irrationale  Zahl,  so  soll  a ein  Behandlungszeichen 

r r 

sein,  welches  der  Bedingung  ( y/a)r  = a genügt.  \/ a zeigt  also 
eine  solche  Behandlung  der  Grösse  X an,  durch  deren,  rinalige 
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Wiederholung  die  Grösse  X.a  entsteht.  Giebt  es  mehrere  Behänd- 

r 

luDgen,  welche  dieser  Bedingung  genügen,  so  soll  \/a  nur  eine 

r 

dieser  Behandlungen  bezeichnen,  so  dass  [/ a immer  ein  eindeuti- 
ges Behandlungszeichen  ist. 

§.  25.  Ist  a:  . y : % — einer  ganzen  Zahl,  so  ist  ax  • y = * 
% 

— V^(ax)y.  Für  den  Fall,  dass  x.y:x  keiner  ganzen  Zahl,  son- 
dern einem  Bruch  gleich  ist,  soll  diese  Gleichung  zur  Definition 
der  Potenz  mit  gebrochenen  Exponenten  dienen.  Ist  a eine  ratio- 
nale oder  irrationale,  absolute  Zahl,  so  ist  ax  ■ y : * einer  ähnlichen 
gleich.  Unter  derselben  Voraussetzung,  und  wenn  man  die  oben 
gegebene  Bedeutung  des  Zeichens  \/  festhält,  ergiebt  sich  auch, 
dass  ax  ■ V ! * = bx‘  ■ y\ 1 wenn  a = b , x . y : * = x' . y' : x'  ist. 
Dass  überhaupt  die  gewöhnlichen  Sätze  über  Potenzen  für  solche 
Potenzen  ganz  allgemein  gelten,  leuchtet  leicht  ein. 

§.  26.  Ist  x eine  irrationale  Zahl,  so  kann  nach  dem  Frühem 
x = m0  +»,  + m2  ....  m„  -4-  ....  in  inf.  gesetzt  werden.  Ist 
alsdann  x auch  einer  rationalen  Zahl  gleich,  so  ist 

t * 

ax  ■=.  am°  . am‘  . arrli  . «**•  ....  a,,in  ....  in  inf. 

= lim  (amo  . ami  . ami ... . an,n) 

wenn  a eine  absolute,  rationale  oder  irrationale  Zahl  ist. 

Der  Beweis  kann  hier  übergangen  werden,  du  später  noch  ein 
Beweis  vorkommt,  der  dem  Beweise  dieses  Matzes  ganz  ähnlich  ist. 
Für  den  Fall,  dass  x keiner  rationalen  Zahl  gleich  ist,  soll  obige 
Gleichung  als  die  Definition  der  Potenz  ax  gelten. 

Ist  a eine  absolute,  rationale  oder  irrationale,  nngehbarc  Zahl, 
so  ist  auch  ax  eine  absolute,  rationale  oder  irrationale  Zahl. 

Beweis.  Es  sei  *»„-+-  m , jw,  -4-  ....«*„=  w* , m„+i 
-4-  m„+i  •+■ ....  in  inf.  = An,  und  um  einen  bestimmten  Fall  vor 
sich  zu  haben,  sei  1;  dann  ist  «x=irr" . a&",  also  ax  — aXn 

— aXn{ah*  — 1).  Da  xH  ein  angeuäherter  Werth  vou  x und  x — xH 

= A*  >st)  so  kann  man  n so  gross  nehmen,  dass  val.  abs. 

wo  r eine  beliebige  ganze  Zahl  bezeichnet.  Daun  ist  — j-  < a^n 

ar 

2 l 

<'«r.  Da  ar  >1  ist,  so  kann  man  ar  = 1 d setzen,  wo  d 
eiuc  positive  Zahl  bezeichnet.  Es  ist  dann  a = (1  -+-d)r>  1 -4-rd, 

alsod^rC^-y — . Nimmt  man  also  r gross  genug,  so  kann  d kleiuer 
sein,  als  jede  angehbare  absolute  Zahl.  Ferner  ist  -y  = ^ j 

a f • 

= 1 — ^ [ ^ = 1 — d1,  wo  die  positive  Zahl  d'  ebenfalls  kleiner 
sein  kann,  als  jede  angebbure  positive  Zahl.  Es  ist  dann  also  1 — 6' 
< «A»  < 1 + d oder  — <!  a A*  — 1 < -4-  d;  mithin  val.  abs. 

(x1 — xx")  •<;  ax"d.  Hieraus  gebt  hervor,  dass  aXn  ein  beliebig 
nah  angeuäherter  Werth  von  ax  sein  kann,  und  da  man  tr1"  be- 
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liebig  nabe  in  einer  rationalen  Zahl  Ausdrücken  kann,  so  gilt  das- 
selbe für  ax. 

Ist  a •<  1 , so  ist  ■—  ;>  1 und  ax  — 1 : (“)*.  Da  nun 

eine  irrationale  Zahl  ist,  so  gilt  dasselbe  für  1 : oder  für  a*. 

Ist  die  irrationale  Zahl  x = y,  oder  sind  x und  y verschie- 
dene Reiheoentwickeiungen  einer  und  derselben  irrationalen  Zahl 
nnd  ist  die  angebbare,  absolute,  rationale  oder  irrationale  Zahl 
a = 6,  so  ist  aF  = bx. 

Beweis.  Sind  xH , y*  zwei  bis  auf  — angenäberte  Werthe 
von  x und  y und  zwar  z.  B.  kleiner  als  diese,  so  ist  xn  < x 

“Iso,  da  y=x,  x„— y„— 

xn  — y»  -+-  ~ >■  0;  mithin  val.  abs.  (xn  — y«)  Ferner  ist 

or*" — «y*  = cri'"(rrr"  y» — 1).  Da  nun  -ar* — y„  dem  absoluten 
Wertke  nach  kleiner  sein  kann  als  jede  angebbare  Zahl,  so  lasst 
sich  auf  ähnliche  Weise  wie  in  dem  vorigen  Beweise  zeigen,  dass 
dasselbe  von  aXn  9»  — I,  also  auch  von  aXn  — a9n  gilt.  Man 
kann  also  setzen,  da  a9n  = 19»: 

— < aXn  — by™  -4-  — 

r r 

und  ebenso:  ' 

— -i-  < aF  — «r*"  < -+-  y 
-±<69"  -69  < + ± 

also 

-y  + 

woraus  unmittelbar  die  Gleichheit  von  ax  und  bü  folgt. 

Die  bekannten  Sätze  über  Potenzen  lassen  sich  dann  auch 
leicht  auf  Potenzen  mit  irrationalen  Exponenten  ausdehnen.  Ist 
z.  B.  x — m^  + m,  in  inf.,  y = Ä„  -+-»,+»,  -+-  .... 

in  inf.,  so  ist 

o* . = «*o  . «*i . . io  inf.  . «"■  . an*  ....  in  inf. 

ai»1+n,+«i,+n1+w1+«1 ....  In  Inf. 

= «*+ y, 

{ax)y  = — I“  inf.  — (axjn0 . . («*)», . in  inf. 

— — ....  in  inf.) gx  . y 

etc.  etc. 

und  es  ist  einleuchtend,  dass  diese  Sätze  streng  allgemein  gellen, 
so  lange  man  das  oben  über  die  Bedeutung  dieser  Potenzen  Ge- 
sagte genau  festbält. 
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F.  Imaginäre  Grössen  und  Zahlen. 

$.  27.  In  dem  Frühem  wurde  keine  besondere  Art  von  Grös- 
sen betrachtet,  sondern  die  Untersuchungen  gelten  für  alle  Dinge, 
welche  den  früher  angegebenen  Grundsätzen  genügten.  So  bald 
aber  von  einer  solchen  Behandlung  der  Einheit  die  Kede  ist,  die 
nur  auf  eine  besondere  Art  von  Grössen  Anwendung  findet  oder 
bis  jetzt  gefunden  hat,  wird  es  auch  erlaubt  sein,  die  Betrachtung 
auf  diese  Art  von  Grössen  einzuschränken.  Dieses  ist  aber  bei  der 
durch  imaginäre  Zahlen  vorgeschriebenen  Behandlung  der  Einheit 
der  Full,  die  nur  bei  einer  besondern  Art  von  räumlichen  Grössen 
ausführbar  ist. 

§.  28.  Soll  die  Enge  eines  Punktes  A auf  einer  uubegränzt 
gedachten,  geraden  oder  krummen  Linie  bestimmt  werden,  s<>  dass 
man  den  Punkt  A mit  Bestimmtheit  von  allen  andern  Punkten  die- 
ser Linie  unterscheiden  kann,  so  muss  mau  die  Lage  eines  andern 
Punktes  O dieser  Linie  als  bekannt  voruussetzen.  Ist  dann  die 
geradlinige  oder  krummlinige  Entfernung  OA  gegeben,  so  kann  die 
Lage  des  Punktes  A im  Allgemeinen  noch  eine  zweifache  sein. 
Um  diese  Zweideutigkeit  nufzuheben,  denke  man  sich  noch  einen 
zweiten  Punkt  M der  Linie  gegeben,  der  eiue  grössere  Entfernung 
von  O als  A bat.  Um  nun  den  Punkt  A zu  erhalten,  muss  man 
von  O aus  die  Entfernung  OA  entweder  so  abtragen,  dass  sie  die 
Entfernung  MO  vergrössert  oder  dass  sie  dieselbe  verkleinert.  Im 
ersten  Falle  kann  man  alsdann  die  Entfernung  als  eine  positive, 
im  zweiten  als  eine  negative  Grösse  betrachten.  Bekanntlich  nennt 
man  diese,  positiv  oder  negativ  gedachte  Entfernung  die  Coordi- 
nate  des  Punktes  A.  Eine  Linie,  deren  Punkte  mun  sich  durch 
Coordinaten  bestimmt  denkt,  heisst  eine  Coordinnten - Achse  und 
mau  unterscheidet  in  ihr  die  positive  und  die  negative  Halbachse. 

Sind  X,  X'  die  Coordinaten  der  Punkte  A und  A \ so  ist  ganz 
allgemein  MA  = MO  -+-  X.  Mi  — MO  -f-  X";  daher  AA=v  al. 
ubs.  ( MA  — MA')  = val.  ahs.  (X — X'). 

Es  seien  O und  O'  zwei  Anfangspunkte  der  Coordinaten  auf 
derselben  Achse,  X und  X'  die  Coordiuaten  von  A in  Bezug  auf 
O und  (Jf , und  cs  sei  X„  die  Coordinate  von  (V  in  Bezug  auf  den 
Anfangspunkt  0.  Setzt  man  voraus,  dass  in  beideu  Systemen  das 
Zeichen  der  Coordinaten  mit  Hülfe  desselben  Punktes  M bestimmt 
sei,  der  also  uiclit  zwischen  den  Punkten  0,  O'.  A liegen  darf,  so 
ist  streng  allgemein  MA=:MO-\-X,  MA  = M O'  + X'  = M O 
-+-  X„  + X';  also  X = X„  + X'. 

Um  die  Lage  eines  Punktes  A in  einer  Ebene  zu  bestimmen, 
setzt  mun  bekanntlich  die  Lage  zweier  sich  in  demselben  Anfangs- 
punkte O rechtwinklig  schneidenden  Coordiuutenaclisen  als  bekuhut 
voraus.  Denkt  man  sich  alsdann  durch  A zwei  Parallelen  zu  deu 
beiden  Achsen  gezogen,  so  ist  die  Lage  derselben,  also  auch  die 
Lage  ihres  Durchsclmiitspunktes  A vollkommen  gegeben  und  be- 
stimmt, wenn  man  die  Coordinaten  der  Durchschnitte  dieser  Paral- 
lelen mit  deu  beiden  Achsen  kennt.  Diese  beiden  Coordinaten  X 
und  Y nennt  man  bekanntlich  auch  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
des  Puoktes  A. 

Es  seien  X,  Y ; (X),  (Ir);.  X',  1"  die  Coordinaten  eines  Punk- 
tes in  Bezug  auf  drei  Coordinatensysteme  mit  poralleleu  und  gleich 
gerichteten  Halbachsen,  deren  Anfangspunkte  0,(0),  0'  sind. 
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(O)  liege  auf  der  Achse  der  X und  seine  Coordinnte  in  Bezug  auf 
O sei  X„;  O'  liege  auf  der  Achse  der  ( Y)  und  seine  Cuordinate 
in  Bezug  auf  (O)  sei  Y„ , so  sind  X„,  yo  die  Coordinuien  von  1/ 
in  Bezug  auf  O.  Es  ist  dann 

X=X„4-(X),  ( X)  = X' 

y=(F)  ( yj  = y,  + y 

daher 

x = x.  -4-  X',  y = y.  + i". 

§.  29.  Begränzte  Gerade,  die  man  sieb  von  einem  und  dem* 
srlbeu  Anfangspunkte  aus  in  derselben  Ebene  nach  verschiedenen 
Richtungen  gezogen  denkt,  sollen  Strahlen  genannt  werden.  Ver- 
srhietb-ne  Strahlen  können  sich  durch  ihre  verschiedene  absolute 
l.ange  und  auch  durch  ihre  verschiedene  Richtung  unterschi-idcn. 
Sieht  man  den  Anfangspunkt  der  Strahlen  auch  als  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  an,  so  ist  der  Strahl  vollkommen  bestimmt  und 
gegeben , wenn  die  Coordinaten  seines  Endpunktes  gegeben  siod. 

Sind  die  Coordinaten  des  Endpunktes  eines  Strahls  in  Bezug 
auf  den  Anfangspunkt  A und  B , zieht  man  durch  einen  l'unkt  jW, 
dessen  Coordinaten  X„,  Y0  sind,  eine  Gerade  MN,  welche  mit 
dem  gegebenen  Strahl  gleiche  Richtung  und  Länge  hat,  so  sind 
die  Coordinaten  des  Punktes  /V  in  Bezug  auf  ein  durch  M geleg- 
tes. dem  anfänglichen  paralleles  Acbsensv'tem  ebenfalls  .4  und  B. 
In  Bezug  auf  das  anfängliche  Achsensvstem  seihst  sind  daher  die 
Coorriinuten  des  Punktes  N X„  -t-  A,  V0  -+-  B. 

Für  solche  Strahlen  sollen  folgende  Definitionen  gelten: 

I)  Zwei  Strahlen  sind  gleich,  wenn  sie  gleiche  Längen  haben 
und  ton  demselben  Anfangspunkt  nach  derselben  Richtung  Inufen, 
wenn  sie  also  i entisch  sind. 

II)  Es  seien  0,4,  und  OA,  zwei  Strahlen.  Zieht  man  von 
,4,  eine  Gerade  A,A,,  welche  mit  dem  Strahl  OAt  gleiche  Rich- 
tung und  Länge  hat,  so  nennt  mnn  den  Strahl  0.4 , die  Summe 
der  Strahlen  OA,  und  OA,( Str.  OA,  = Str.  OA,  -f-Str.  OA,). 
Zieht  man  von  A , eine  Gerade  A,A,,  welche  mit  dem  Strahl  OA, 
gleiche  Lange,  aber  die  entgegengesetzte  Richtung  hat,  so  nennt 
man  den  Strahl  0.4,  die  Differenz  der  Strahlen  OA,  und  OA, 
(Str.  OA,  = Str.  OA,  — Str.  OA,). 

Um  die  Summe  zweier  Strahlen  zu  ronstruiren  braucht  man 
daher  nur  aus  diesen  beiden  Strahlen  das  Parallelogramm  zu  con- 
struireu;  die  durch  (4  geltende  Diagonale  desselben  ist  die  Summe. 
lTm  die  Differenz  zu  findeu,  muss  man  ein  Parallelogramm  aus  14 A, 
und  dein  Entgegengesetzten  von  OA , construiren;  die  durch  (4 
gehende  Diagonale  desselben  ist  alsdann  die  Differenz. 

Es  muss  nun  noch  gezeigt  werden,  dass  Strahlen  den  in  §.  2. 
aufgestellten  Grundsätzen  genügen,  dass  sie  also  als  Grössen  be- 
trachtet werden  dürfen.  Die  Richtigkeit  von  I)  und  II)  ergiebt 
sich  unmittelbar  und  die  Beweise  der  übrigen  Sätze  sind  einander 
ganz  ähnlich.  Um  z.  B.  zu  zeigen,  dass 

St.  OA,  -f-  (Str.  OA,  dt  Str.  OA, ) = Str.  OA  ,-4-Str.  OA , dbStr.  OA, , 
bezeichne  man  die  Coordinaten  von  A,,  A,,A,  mit  X,,  Y, ; X,, 
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F,;  .V,,  V,.  Die  Coordinaten  des  Endpunktes  des  dem  Strahle 
OA,  entgegengesetzten  Strahles  siud  dann  — X,,  — Y,.  Aus  der 
Erklärung  der  Summe  und  Differenz  zweier  Strahlen  in  Verbindung 
mit  dem  im  Anfänge  dieses  Paragraphen  bewiesenen  Satze  folgt 
dann,  dass  der  Endpunkt  von 

Str.  OA , -+-  (Str.  OA,±  Str.  OA,) 

Str.  OAx- 1-  Str.  OA,  ± Str.  OAt 
respective 

die  Coordinaten  X, +(X,  ± X,),  F, -»- ( *"»  ± ^ ) 
die  Coordinaten  X,  -+-  X,  ± X,,  F,  -t-  f,  db  F, 

bat.  Die  Endpunkte  der,  durch  die  beiden  in  Rede  stehenden  Aus- 
drücke hezeiciineteu  Strahlen  haben  also  gleiche  Coordinaten  oder 
lallen  zusammen;  die  Strahlen  selbst  sind  also  gleich. 

Strahlen,  welche  verschiedene  Ricbtuug  haben,  können  natür. 
lieh  nicht  mehr  als  einstimmige  Grössen  betrachtet  werden  (§.  10.). 
Strahlen,  welche  dieselbe  Richtung  haben,  genügen  indessen,  wie 
leicht  zu  ersehen,  den  in  §.  10.  aufgestelltcn  Grundsätzen  und  dür- 
fen daher  als  einstimmige  Grössen  betrachtet  werden. 

§.  30.  Wird  ein  Strahl  mit  einem  absoluten  Behandlungszei- 
chen multiplicirt,  so  ist  das  Product  ein  Strobl,  welcher  mit  dem 
Multiplicauden  dieselbe  Richtung  bat.  Dieses  findet  also  nament- 
„ lieh  statt,  wenn  der  Multiplicator  eine  absolute  rationale  oder  eine 
irrationale  Zahl  ist,  deren  ungenäherte  Wertbe  absolute  Zahlen  sind. 
Wird  ein  Strubl  mit  einer  negativen  Zuhl  multiplicirt,  so  ist,  wie 
leicht  zu  ersehen , das  Product  ein  Strahl  in  der  entgegengesetzten 
Richtung  des  Multiplicanden.  Es  muss  nun  zunächst  der  Begriff 
solcher  Behandlungszeichen  entwickelt  werden,  mit  welchen  multi- 
plicirt der  Strahl  eine  andere  Richtung  erhält. 

Man  denke  sich  um  den  Anfangspunkt  der  Strahlen  mit  einem 
beliebigen  Halbmesser  einen  Kreis  beschrieben,  dessen  Umfang  von 
der  Richtung  eines  Strahls  Jt  in  einem  bestimmten  Punkt  Aa  ge- 
schnitten wird.  Den  Puukt  A0  kann  man  als  den  Anfangspunkt 
der  Bogencoordinaten  auf  dem  Umfange  des  Kreises  ansehen  und 
willkührlicb  feststellen,  nach  welcher  Seite  die  positiven  Coordina- 
teu  genommen  werden  sollen.  Wird  aber  durch  0 zugleich  ein 
rechtwinkliges  Acbsens^stem  gelegt,  so  sollen  die  positiven  Bogen- 
coordinaten nach  der  Seite  liegen,  nach  welcher  man  die  positive 
Halbachse  der  X drehen  muss,  um  auf  dem  kürzesten  Wege  nach 
der  positiven  Halbachse  der  V zu  gelangen. 

Die  Richtung  eines  andern  Strahls  ist  alsdann  vollkommen  be- 
stimmt, wenn  man  die  Bogencoordinate  des  Punktes  A kennt,  in 
welchem  der  in  Rede  stehende  Kreisumfang  von  der  Richtung  des 
Strahls  geschnitten  wird.  Die  Coordinate  des  Punktes  A iu  Bezug 
auf  Aa  "ist  aber  gleich  dem  Producte  des  Halbmessers  iu  eine  po- 
sitive oder  negative,  rationale  oder  irrationale  Zahl  <p.  Diese  Zahl 
< p soll  iu  dem  Folgenden  der  beschriebene  Winkel  der  Richtung 
OA  in  Bezug  auf  OAa  genannt  werden.  Es  ist  klar,  dass  der 
beschriebene  Winkel  einer  Richtung  in  Bezug  auf  eine  andere  un- 
endlich viele  von  einander  verschiedene  Wertbe  habeu  kann. 

Das  Bebandlungszeichen  t soll  anzeigen,  dass  ein  Strahl  bei 
unveränderter  Länge  nach  der  positiven  Seite  der  Bogencoordi- 
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Daten  um  einen  Winkel  gedreht  werden  soll,  dessen  Bogen  dem 
Halbmesser  gleich  isr.  Bezeichnet  R einen  beliebigen  Strahl, 
so  bezeichnet  R.e  einen  Strahl  von  gleicher  Länge,  welcher  mit 
R den  beschriebenen  Winkel  -4-  1 bildet.  Ist  n eine  absolute 
ganze  Zahl,  so  schreibt  nach  der  Erklärung  der  Potenz  t"  eine 
«malige  Wiederholung  der  durch  * angezeigten  Behandlung, 
also  eine  Drehung  des  Strahls  um  den  beschriebenen  W’inkcl 

1.  r 

-ha  vor.  tr  schreibt  eine  Behandlung  der  Einheit  vor, 

durch  deren  nnalige  Wiederholung  eine  Drehung  des  Strahls  um 
den  W’inkei  -4-1  entsteht.  Dieser  Bedingung  genügt  unter  undern 

die  Drehung  des  Strahls  um  den  beschriebenen  Winkel  -4-  ~ und 

r 

da  einer  frühem  Bemerkung  zu  Folge  das  Zeichen  \ /e  oder  sr 
immer  eine  bestimmte  Bedeutung  haben  soll,  so  soll  gerade  diese 

Drehung  des  Strahls  um  den  beschriebenen  Winkel  +~  durch  das 

t r * 

Zeichen  tr  oder  [/s  ungezeigt  werden.  Nach  der  DeGnition  der 

* n r 

Potenz  schreibt  alsdann  tr  =l/'tn  eine  Drehung  des  Strahls  um 

den  beschriebenen  Winkel  — vor.  Ist  tp  eiue  irrationale  positive 

Zahl  und  tp  = <p„  -f-  cp , -4-  y,  -f- in  inf.,  so  ist  nach  einer  frühem 

Definition  t'f  = t’f'a.tf, . *Ti  -4-  in  inf.  t’f  schreibt  also  eine  Dre- 
hung des  Strahls  um  den  Winkel  <p0-h<p>  -h  SP,  -|- ....  in  inf.  — tp 
vor.  Das  Zeichen  «V— V',  wo  p und  tp  rationale  oder  irrationale 
positive  Zahlen  sind  und  tp  — tp  positiv,  0 oder  negativ  sein  kann, 
mu»s  alsdaun  eine  Drehung  des  Strahls  um  den  beschriebenen  Win- 
kel <p  — tp  auzeigen.  Denn  bezeichnet  x eine  solche  Drehung  um 
tp  — tp,  so  ist  offenbar  x . tV-tT,  ulso,  da  tV*  angebbar, 

— t'l-V. 

Ist  also  x eine  beliebige  positive  oder  negative,  rationale  oder 
irrationale  Zahl,  so  ist  tx  ein  Bebandlungszeichen,  welches  eiue 
Drehung  eines  Struhls  um  den  beschriebenen  Winkel  x vorschreibt. 

Aus  der  Lehre  von  den  Potenzen,  oder  auch  unmittelbar  aus 
dem  eben  hergeleiteten  Satze  ergiebt  sich  dann  leicht  die  Richtig- 
keit folgender  Sätze: 

1)  = II)  r -r : *y  = t*-y , III)  (**>  = «*•». 

§.  31.  In  Bezug  auf  die  §.  5.  angegebene  Eintbeilung  der 
Bebandlungszeichen  ergeben  sich  für  ex  folgende  Bestimmungen. 

I)  tx  ist  ein  eindeutiges  Bebandlungszeichen. 

Denn  ist  der  Strahl  Rz=zRlt  fallen  also  beide  Strahlen  zu- 
sammen, so  fallen  diese  Strahlen  auch  noch  zusammen,  wenn  man 
beide  um  den  Winkel  x dreht.  Die  durch  R . ex  und  Rx  . tx  dar- 
gestellten Strahlen  fallen  also  zusammen  oder  sind  gleich. 

H)  ix  ist  eine  Zahl. 

R-hR,  ist  die  Diagonale  des  aus  den  Strahlen  R und  R , 
construirten  Parallelogramms.  (R  -+-  Rx)  . tx  erhält  man,  wenn 
man  diese  Diagonale  um  den  Winkel  x dreht.  Denkt  mau  sich  das 
ganze  Parallelogramm  mitgedreht,  so  erscheint  (R  -4-  R,)  . fx  als 
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Diagonale  eines  Parallelogramms,  dessen  Seiten  durch  Jt.t*,  R,  .t* 
dargestellt  werden  können.  Man  bat  also  offenbar  (R  -f-  Rx)  . tx 
= R . t*  -4-  Rt  . tx,  woraus  sich  dann  auch  leicht  (R  — R,)  . t* 

— R.t * — R , . tx  ergiebt. 

III)  sx  ist  mit  allen  positiven  oder  negativen,  rationalen  oder 
irrationalen  Zahlen  und  auch  mit  ey  gleichartig. 

Ist  R irgend  ein  Strahl  und  a eine  positive,  rationale  oder  ir- 
rationale Zahl , so  haben  R . a . ex  und  R . tx  . a gleiche  Länge. 
Sie  haben  aber  auch  dieselbe  Richtung,  da  die  Richtung  beider  aus 
der  von  R durch  Drehung  um  den  Winkel  x entsteht.  Es  ist  also 
R . a . tx  = R . tx . o. 

R . tx  . ( — a ) und  R . ( — «)  . tx  sind  die  entgegengesetzten 
Strahlen  von  R.  tx  . a und  R . a . tx.  Da  letztere  gleicb  sind  , so 
müssen  auch  erstere  gleich  sein. 

R . tx  . «y  = R . f-r+y , R . tv . tx~  R . ey+*.  Da  nun  ar  + y 
■=y-\-x  ist,  bo  ist  auch  R . ex . ey  — R . ey  . e*. 

IV)  tx  ist  immer  angebhar. 

Denn  jeder  angebbare  Strahl  bleibt  angebhar,  wenn  er  auch 
um  einen  gewissen  »Vinkel  gedreht  wird. 

§.  32.  Bezeichnet  « eine  positive  oder  eine  negative  ganze 
Zahl,  so  ist  R . e2"  ' = R = R . 1,  also,  da  dieses  für  jeden  Werth 
von  R gilt,  t2"71  = 1.  Ferner  ist  s*',n+’x  = t2 nn  _ tx  — Da 
R.ttt  — R. — 1 ist,  so  ist  auch  tn  — — 1,  also  auch  *(*»+U-* 

n 

— (Sitn+n  — — |.  Bezeichnet  man  e*,  d.  b.  die  Drehung  um  einen 

• ..... 

rechten  Winkel  nach  der  positiven  Seite  mit  «,  so  ist  auch  e 2 

= t2  =i  und  /2"+l)  'n+2  — — Endlich  ist  i*  = c * .**  =e+w 

ln  ln 

= — 1,  (—«)*  =«»  .f2  ==e**  = — 1. 

Bezeichnet  A einen  beliebigen  Strahl,  so  kann  man  jeden  an- 
dern von  demselben  Anfangspunkie  ausgehenden  Strahl  durch  ein 
Product  von  der  Form  A.r.tf  bezeichnen,  wo  r eine  absolute, 
rationale  oder  irrationale  Zahl  und  <p  ein  positiver  oder  negativer 
beschriebener  Winkel  ist.  Die  Zahlen  r . tf  und  r'  . tf  sind  im- 
mer, aber  auch  nur  dann  einander  gleich,  wenn  r = r'  und  tp  — q> 

— Inn  ist,  wo  u eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  oder  0 
bezeichnet.  Denn  immer,  über  auch  nur  unter  dieser  Voraussetzung, 
halten  die  durch  A . r . tf  und  A.r'.  ff  bezeichnten  Strahlen  glei- 
che absolute  Länge  (A.r  und  A.r)  und  gleiche  Richtung.  Eine 
Zahl  von  der  Form  r.tf  heisst  eine  imaginäre  Zahl,  sie  wird  eine 
reelle,  wenn  y = « . 7r,  wo  n eine  gauze  Zahl  oder  0 ist.  r heisst 
bekanntlich  der  Modulus  von  r . t't . 

$.  33.  Da  r und  tf  gleichartige  Zahlen  uud  tf  eine  Potenz 
ist,  so  kann  man  mit  imaginären  Zahlen  gerade  so  rechnen,  wie 
mit  andern  Ausdrücken  von  ähnlicher  Gestalt.  Mau  luit  daher 

r.ifXr.  tf  X r" . tf"  ....=  rrr“ ....  t'f+T+f ..... 

rtf  -.{ftf')  = -£-  .tf-f , 

wenn  r1  angebhar  etc.  etc. 

Die  bekannten  Sätze  über  die  vielförmigen  Wurzeln  lassen 
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sich  mit  Leichtigkeit  aus  den  aufgestellten  Begriffen  entwickeln. 

fl 

x = \\f(r . t?)  bezeichnet  bekanntlich  irgend  eine  der  reellen  oder 
imaginären  Zahlen,  bestimmt  durch  die  Gleichung  xn  = r . t'f. 
Da  s eine  reelle  oder  iinuginäre  Zahl  sein  kann,  so  muss  x=Q.e'C 
sein.  Es  wird  dann  aus  obiger  Gleichung  q*  . t*'*' = r . tt.  Diese 
Gleichung  kann  nur  bestehen,  wenn  (j"  = r,  tnf>  — <p  = 2vn  ist, 
* 2m  + t , * 

woraus  Q=sy/r,  tfi  =s — folgt.  Hieraus  ergiebt  sich  W /^(n'f) 

n wn  + v 

= \/r.e  " , welcher  Ausdruck,  da  man  für  v jede  positive  oder 

negative  ganze  Zahl,  so  wie  auch  0 setzen  kann,  bekanntlich  » 
von  einander  verschiedene  YVerthe  haben  kann. 

§.  34.  Die  imaginären  Zahlen  lassen  sich  hoch  unter  einer 
andern,  bemerkenswerthen  Form  darstellen.  Es  sei  A derjenige 
Strahl,  welcher  als  Einheit  aller  andern  von  demselben  Anfangs- 
punkte ausgehenden  betrachtet  werden  soll.  Man  lasse  die  positive 
Halbachse  der  X mit  der  Richtung  dieses  Strahls  zusammenfallen 
und  bestimme  die  Richtung  der  positiven  Halbachse  der  Y nach  der 
in  §.  30.  gemachten  Bemerkung.  Ist  nun  R = A .rt'f  irgend  ein 
anderer  Strahl,  so  kann  man  die  Coordinnten  des  Endpunktes  des- 
selben oder  die  Projectionen  desselben  auf  die  Achse  der  X und  Y 
durch  A.x  und  A.y  bezeichnen,  wo  x und  y positive  oder  ne- 

fative,  rationale  oder  irrationale  Zahlen  sind.  Diese  Projectionen 
ano  man  aber  ebenfalls  als  Strahlen  betrachten  und  als  Producte 
von  A in  imaginäre  Zahlen  darstellen.  Es  ist  einleuchtend,  dass 
ganz  allgemein  die  Projectiou  auf  die  Achse  der  X = A . x\  die 

71 

auf  die  Achse  der  Y ==  A . y . t*  =A.y.i  sein  muss.  Da  aber 
R die  Summe  seiner  als  Strahlen  gedachten  Projectionen  sein  muss, 
so  ist  A . n'f  = A . x -+-  A . yi  = A . (x  -f-  y . ä). 

Ist  uun  A angebbar,  so  folgt  hieraus  nt  — x -+-  y . ».  Denn 
da  x-Yy.i  als  Summe  zweier  imaginären  Zahlen,  wie  leicht  zu 
beweisen,  wieder  eine  imaginäre  Zahl  r'  . e't"  sein  muss,  so  kann 
man  obige  Gleichung  auch  schreiben  A . nt  = A . r't'f.  Dieses  ist 
aber  nur  dann  möglich,  wenn  A.r=zA.r,  also  r*  = r'  und  tp — tp' 
= 2 vit  oder  lt=ztt\  daher  nt  = r’t'f  ist. 

Da  dem  Frühem  gemäss  «*  = — 1 ist,  so  kann  man  auch 
* = V'—  1 setzen,  wenn  man  bestimmt,  dass  V — 1 gerade  die 
JL  _2.  *2 

Zahl  # = **  und  nicht  — t=t  *=:**  bedeuten  soll. 

Bekanntlich  sind  diejenigen  positiven  und  negativen,  ratio- 
nalen oder  irrationalen  Zahlen,  mit  denen  man  die  absolute  Länge 
eines  Strahls  multipliciren  muss,  um  seine  Projectionen  auf  die 
Achse  der  X und  Y zu  erhalten,  unabhängig  von  der  Länge  des 
Strahls  und  allein  abhängig  von  seinem  beschriebenen  YVinkel  tp. 
Mao  bezeichnet  sie  deshalb  mit  Cos  tp  und  Sin  tp.  Man  hat  also 

^tf.;r  = (val.  abs.  R) . Cos  tp  A.y=(v  al.  abs.  H) . Sin  <p 
= A.r.  Cos  tp  =A.r  Sin  <p 

oder  * 

x = r.  Cos  tp  y=r.  Sin  f. 
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Es  ist  daher 

rt»  = r(Cos  y-H*  Sin  y). 

Mit  diesen  Ausdrücken  kann  man,  wie  aus  dem  Frühem  erhel- 
let, ebenso  rechnen,  als  wenn  * irgend  eine  reelle  Zahl  wäre,  nur 
muss  man  der  Bedeutung  von  « gemäss  i*  = — 1 setzen. 

Aus  der  Gleichung  x-t-i.yxzx'-i-i.y’  folgt,  wenn  A irgend 
eineu  Strahl  bezeichnet,  A . (x -i- i . y)  = A .(x'-t-i.y').  Die 
durch  diese  Ausdrücke  bezeichnten  Strahlen  sind  aber  nur  daun 
gleich,  wenn  die  Coordinaten  ihrer  Endpunkte  gleich  sind,  d.  h. 
wenn  A.x  — A.x',  A.y^A  . oder  x = x\  y=y*  ist.  Es 
ist  hierbei  vorausgesetzt,  dass  x,  x\  y,  y reelle  Zahlen  sind,  indem 
sonst  nicht  A.x,  A . x1,  A.y,  A.t/  die  Bedeutung  von  Coordi- 
naten haben  könnten.  Es  ist  also  namentlich,  wenn  (x  •+•  y . ») 
= r.(Cos  y>  — |—  s Sin  y),  auch  x = r Cos  jp,  y = r Sin  tp. 

§.  35.  Von  den  vielfachen  Anwendungen  der  obigen  Betrach- 
tungen möge  hier  nur  die  allgemeine  Hetleitung  der  Formeln  für 
Cos(y-f-y')  und  Sin(y-f-y')  eine  Stelle  linden.  Es  seien  A,  R,  R‘ 
drei  Strahlen  von  gleicher  absoluter  Länge;  der  beschriebene  Win- 
kel von  R iu  Bezug  auf  A sei  y,  der  von  R'  in  Bezug  ouf  R sei 
tp'  und  der  von  R!  in  Bezug  auf  A sei  tp.  Es  ist  dann  nach  der 
in  §.  28.  hergeleiteten  Formel  tp  — tp  -4-  y'.  Aus  den  früher  ent- 
wickelten Begriffen  ergiebt  sich  aber 

Rz=A.tV,  R’=A.tV’,  R'=R.tT=A.tf  .trt 

also 

A .t^xzA  .tT 

oder 

tip  __  {<p  t<y 

Nun  ist  aber 

l 

t'4'  = Cos  tp  -f-  * Sin  9» 
tf‘  = Cos  y + » Sin  y 
ti‘  = Cos  tp'  -+-  i Sin  9 p'. 

Daher 

Cos  tp-t-i  Sin  tp  = (Cos  tp  •+-  * Sin  y) . (Cos  y'  -(-  * Sin  y') 

= Cosy.Cosy' — Siny.Siny’-+-i.(Siny  Cosy'-f-Siny'Cosy) 

also 

Cos  y = Cos  (y  y^  = Cos  y . Cos  y'  — Sin  y . Sin  y' 

Sin  tp  = Sin  (y  -I-  </■')  = Sin  y . Cos  y'  -+-  Sin  y' . Cob  y. 
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XX. 

lieber  gewisse  merkwürdige  Reihen. 

’ Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Hesse! 

in  Marburg. 


$ ». 

# I 

Es  giebt  eine  Art  von  Reihen,  welche  die  merkwürdige  Eigen- 
schaft haben,  die  folgende  Zusammenstellung  veranschaulicht: 

1)  Berücksichtigte  Reihe  ....  A,  B,  C,  D,  E,  F ... . 

II)  Reibe  der  ersten  Differenzen  *)  ....  a,  b,  c,  d.  e .... 

III)  Reibe  der  zweiten  Differenzen**)  ....  B,  C,  D,  E 

IV)  Reihe  der  dritten  Differenzen  ....  l>,  c,  d 

u.  s.  w.  u.  s.  w. 


d.  h.  es  stimmen  die  Reiben  I,  III,  V,  VII....  (2 P — 1)  ....  hin- 
sichtlich ihrer  sämmtlichen  Gliedert,  B,  C,  D,  E....  mit  einan- 
der überein,  während  eine  ebensolche  Uebereinstimmung  stattfin- 
det bei  den  Reiben  II,  IV,  VI ... . (2 P)  ....  hinsichtlich  der  sämrat- 
lieben  Glieder  a,  b,  c,  d. . . .;  indem,  wenn  man  allgemein  die  Dif- 
ferenz zwischen  dem  zweiten  und  ersten  Gliede  der  ftten  Reihe  als 
erstes  Glied  der  (Ö-f-l)ten  Reibe  ansieht,  das  »tc  Glied  der  Qten 
Reihe  dem  (i»-+-l)ten  Gliede  der  (Ö  — 2)teo  Reihe  gleich  ist,  so, 
dass  in  obiger  Darstellung  einerseits  die  gleichen  Glieder  der  Rei- 
ben I,  III,  V....(2 P — 1)  und  andererseits  ebenso  die  gleichen 
Glieder  der  Reiben  II,  IV,  VI.. ..(2/*)  lothrecht  unter  einan- 
der sieben. 


* 2- 

Bezeichnet  man  das  nte  Glied  der  Isten  Reibe  mit 


ebenso  das  nte  Glied  der  Ilten  Reibe  mit 


" (“)’ 


0 


und 


und  das  »te  Glied 


der  fiten  Reihe  mit  la  I,  und  die  Summe  der  Glieder  der  Isten  Reihe 


*)  B — A — a,  C — B = b,  D — C = c u.  s.  w. 
**)  b — a — B,  c — b = C,  d — c — D u.  s.  w. 
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einschliesslich  mit 


vom  lslen  bis  zum  Mten  Gliedc  einschliesslich  mit  ^2^,  un'*  ebenso 
die  Summe  der  Glieder  der  Ilten  Reihe  vom  lsten  bis  zum  Mten 

. /{fh  . > 

it  12  1,  so  ist: 

(:)-(U=0 
*>  0-0=0 
M?V(f)=(ü 

/ ///  a u 

4)  2’-|-  1 u — «|=a. 

» \i  1/  n / 

2)  die  Grösse  O und  setzt  ihren  Werth  io  1), 


Sucht  man  aus 
so  hat  man 

uho 


I I II  I 

a — a = a — a, 

n n— 1 it  n 


5) 

\ n / n n— 1 

und  da  uus  I),  wenn  mun  statt  » setzt  »-+-1,  gefunden  wird: 


//  / / 

« = u — «, 

n w-4-1  n 


so  ist,  wenn  dieser  Werth  in  5)  gesetzt  wird: 


so  dass 


oder 


oder 


I II  ! 

2 a — u — « — a, 

n n— I r+I  » 


III 

3 a = a -4-  a 

n n-f-l  n—  1 


/ 11  , 7 J 1 

a =3 a — a und  a— 3a  — a , 
n — 1 m n+1  *+l  n n — 1 
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d.  b. 

/ / / iii 

7)  cc  = 3a  — a und  8)  a = 3a  — a. 

< *+i  »+s  i »— l «— * 


Sucht  man  ebenso  aus  1)  die  Grösse 
in  2),  so  bat  man: 

ii  u n / 

u — u —a  -hu 
n n — 1 n — 1 n — 1 

oder 


0 


und  setzt  den  Werth 


I II  II 

9)  a = a — 2a, 

»—1  « n — 1 

und  da  aus  2),  wenn  man  statt  n setzt  n — 1,  gefunden  wird: 


/ //  // 
a =u  — a, 

n — 1 n — 1 n — 2 


so  ist,  wenn  dieser  Werth  in  9)  gesetzt  wird: 


also 


und 


und 


// 

n ii  n 

a — 

a —a  — 2a, 

w~i 

f» — 2 n n — 1 

//  II  II 

10) 

a = 3a  — a 

' 

fl  H— 1 fl— 2 

II  II  II 

II  II 

II 

a = 3a  — a 

oder  11)  a==3a 

— a 

n—2  n — I ii 

n «*4-1  «-4-2 

II 

/«  //  N 

n / 

' II  u 

a =U  a-hu  ) 

oder  12)  a = 4-[ 

a -I-a 

n — I 

\«  » — IS 

n \ 

. ii“f-l  n— ] 

Es  ist  sonacb,  gemäss  6)  und  12),  sowohl  für  I.  als  II.  jedes 
Glied  einer  derartigen  Reihe  der  dritte  Theil  der  Summe  aus  dem 
nächstvorhergehenden  und  dem  nächstfolgenden  Gliede: 


a = i(a  -hu  Y 

H 1 M-4-1  / 

oder  man  findet,  gemäss  7)  und  8)  oder  10)  und  11),  für  jede  solche 
Reihe,  jedes  beliebige  Glied  aus  den  beiden  ihm  vorhergehenden 
oder  aus  den  beiden  ihm  folgenden  Gliedern  dadurch,  dass  mau 
von  dem  3fachen  des  näheren  dieser  beiden  Glieder  das  ferner  lie- 
gende subtrahirt,  d.  b.  man  mag  in  einer  solchen  Reibe  die  Glie- 
der vorwärts  oder  rückwärts  zählen,  so  ist 

j a = 3a  — a = 3a  — a. 
und  in  11.  ) n — 1 n—3  iH-l  iM-S 

Tkell  V.  > 19 


Digitized  by  Google 


290 


§•  3. 

Wenn  also  in  irgend  einer  der  Reiben  I.  oder  II.  zwei  unmit- 
telbar nach  einander  folgende  Glieder  gegeben  sind,  so  findet  man 
das  nächste  höhere  Glied  dadurch,  dass  man  von  dem  Dreifachen 
des  grösseren  gegebenen  Gliedes  das  kleinere  gegebene  Glied  ab- 
ziebt,  während  man  das  nächste  niedrigere  Glied  findet,  wenu  mau 
von  dem  Dreifachen  des  kleineren  gegebenen  Gliedes  das  grössere 
gegebene  Glied  subtrabirt. 

Man  kann  also  sehr  leicht  die  Glieder  jeder  solchen  Reihe  der 
Ordnung  nach  bilden,  sowohl  wenn  man  vorwärts,  uls  wenn  man 
rückwärts  in  der  Reibe  fortschreiten  will. 


§.  4. 

Noch  benuemer  aber  ist  es,  die  Glieder  der  zusammengehörigen 
Reihen  I.  und  II.  abwechselnd  zu  entwickeln,  indem  man  die  Glci- 

/ ! 

ebungen  1)  und  2)  abwechselnd  benutzt.  Sind  also  z.  B.  a und  u 

l a 

gegeben,  so  ist: 


. H / / ] 

aus  1)  a — a — a / 

1 s i l 

n II  i [ 

aus  2)  a = a -f-  a \ 

2 1 2 / 

< 

daraus  hat  man 

i i n 
aus  1)  a = u-t-  « 

3 2 2 

II  II  I 

aus  2)  u — a-\-u 
a 2 s 

I I II 

aus  1)  a = a -+-  a 

* * t 

//  //  / 
aus  2)  a = a + a 
4 3 4 

U.  8.  w. 

u.  «.  w. 
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Ebenso  hat  man  allgemein 


II 

//  / 

ft  = 

a 4-  a 

' ‘ 

«—1 

i «t—  1 

i i n 

« = a 4-  « 

» fi— l ii—i 

n 

II  I 

a = a 4-  u 

R 

n — l n 

II  11 
a =o4-a 

w+I  n ft 

II 

n / 

a = 

u 4-  « 

n- 4-1 

m m-i 

U. 

8.  W. 

u.  8.  W. 

*.  5. 

Als  Beispiel  möge  folgende  Zusammenstellung  von  Reihen  I 
>11.  dienen,  wobei  in  I.  und  II.  jedem  Gliede  unten  die  ihm  gel 
bulirende  Ordnungszahl  n beigefiigt  ist,  die  der  getroffenen  Wahl 
des  ersten  Gliedes  in  I.  entspricht. 


I. 

22  9 5\  6 

—9  -1  0 \l 

13  33  86 

3 3 4 

225 

5 

589 

6 

.... 

II. 

—13  —4  1 \ 

7 20  53 

139 

364 

953  ... . 

-2—10' 

2 J 

4 

s 

6 

III. 

22  9 5 6 

\l3  33  86 

225 

589 

.... 

Hier  ist 

nach  Gleichung 
1.  . . 
2.  . . 
3.  . . 


4. 


589  — 225  = 364 
953  — 364  = 589 

6 4-  (7  -f-  20  -f-  53  -hl  39  -f-  364]  = 589 

Iwenn  22=  0 gesetzt  wird,  hat  man  ebenso 

22  4-  [—  13  — 4 -f-  1 4-  7 4-  20]  = 33 
[6 13 33 + S6 -+-225]  —6  + 7 = 364 

(wenn  9 = 0 gesetzt  wird,  hat  man  ebenso 

(9-J-5  + 6-f- 134-334-86]— 94-(—4)=139 

19* 
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i 6- 

Was  die  allgemeine  Form  solcher  Bciben  wie  I.  und  II.  an- 

langt,  so  hat  man,  wenn  der  Kürze  wegen  = A und  (j1  j 

= a gesetzt  und  jedem  (Jliede  die  Ordnungszahl  («)  unten  beige- 
fügt wird,  folgende  Zusammenstellung: 

, A (A  a) 

'■  1 2 


(2  A 3») 
3 


(oA  -+-  8») 
4 


(13^f  + 2U) 
5 


II. 


« 

1 


(A  + Za) 
2 


(3.t/+5ff) 

3 


(8,* -+-13«)  ... 
4 


Bei  der  Verlängerung  nach  rückwärts  erhält  man  ebenso : 

....(Z4A  — 21«)  (13A-  8«)  (5A-  3o)  (2 A - a)\  A....  I. 
—3  —2  —1  0 \ I 


....  (13«  — 21 A)  (5«  — 8 A) 
— 3 —2 


(2a  — 3 A)  (ff — A) 
— 1 - 0 


§•  7. 

Setzt  man  in  dieser  allgemeinen  Form  oder  — 1 und 

© oder  « = 0,  so  bat  man 

Reihe  1 5 2\  1 1 2 5 13  34  89  

Ordnungszahl — 1 0 \l  2 3 4 5 6 7 

Reihe  11 — 3 — l\  0 1 3 8 21  55  

Ordnungszahl  — 1 0 \1  2 3 4 5 6 

und  es  bietet  die  Reihe  I.  die  CoelTicienten  für  A in  $.  6.  1.  und  die 
Reihe  II.  jene  für  a in  §.  0.  I.  dar. 


§•  8. 


Umgekehrt,  wenn  man  in  §.  6.  A — 0 und  a = l setzt,  so 
hat  man : 


I. 

....—8  —3  — 1\  0 

- -*  0 V 

1 3 8 21 

2 1 4 S 

55 ... . 
, 6 

11. 

....  5 2 1 \ 

,12  5 13 

34  .... 

—2  —I  0 

\l  2 3 4 

I 

und  es  bietet  die  Reihe  1.  die  Corfficienten  dar  für  A in  §.  0.  II., 
uud  die  Reihe  II.  ist  jene  der  Coeilcienten  für  a in  $.  6.  11. 
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$.  9.  1 

Setzt  man  A=s  1 und  a = 3,  so  bat  man  nach  §.  6.  folgende 
wichtige  Reihen,  von  welchen  wir  später  Gebrauch  machen  werdeu. 


I. 

....  _ll  — 4 — 1\  1 

— » — l 0 \ 1 

4 11  29  76  199  521  . . . . 

3 3 4 5 6 7 

II. 

7 3 2 \ 

-a  -i  o 

.3  7 18  47  123  322.... 

\l  3 3 4 5 6 

i 

10. 

Obgleich  in  §.  2.,  §.  3.  und  §.  4.  die  Bildung  der  Glieder  einer 
solchen  Reihe  der  Ordnung  nach  gezeigt  wurde,  so  ist  es  doch  nö- 
tliig,  einen  Ausdruck  für  das  allgemeine  (»te)  Glied  einer  solchen 
Reihe  zu  haben.  Dieser  ist  gefunden,  sobald  man  für  die  in  §.  7. 
(und  §.  8.)  dargestellten  Reihen  der  Coefticienten  für  I.  und  II.  in 
§.  6.  die  Ausdrücke  für  das  wte  Glied  gefunden  bat.  Die  Reihen 
§.  7.  (und  §.  8.)  stimmen  aber  überein  mit  Reihen,  die  man  in  fol- 
gender Art  findet.  ' 


t 11. 

Es  ist  bekannt,  dass  die  für  die  Lehre  vom  regelmässigen 
Fünfeck  und  für  die  davon  abhängenden  Körperformcii  wichtige 

»/5 | 2 

Grösse  — ^ — ==  \7b-h  1 l°^8en^e  Re‘he  von  Potenzen  darbietet: 


Ordnungszahl 

12  3 4 

Potenz  _ j 

Ordnungszahl  | 

•(1/5-1),  {(3-1/5),  {(2(/5 — 4),  {(7-31/5), 
.5  6 7 8 

Potenz 

{(5{/5-l  1),  {(18—81/5),  {(131/5-29),  {(47-211/5), 

Ordnungszahl  9 10 

Potenz  | {(34)/5  — 56),  {(123  — 55\/5); 


und  dass,  wenn  man  diese  Reihe  von  Potenzen  nach  rückwärts, 
über  die  erste  hinaus,  fortsetzt,  man  folgende  Glieder  erhält: 


Ordnungszahl 

0 —1  —2  —3 

Potenz 

{(2=*=0l/5),  {(1/5  + 1),  {(3+1/5),  {(21/5+4), 

Ordnungszahl  — 4 
Potenz  ' {(7+3)/5); 
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so  dass  alle  Potenzen  von  — 1),  welche  ungerade  Exponen- 

ten haben,  die  Form  \(x\/ 5 — y),  und  alle,  welche  gerade  Expo- 
nenten haben,  die  Form  — e'j/5)  darbieten. 

Betrachten  wir  die  Reihen  der  Werthe  von  x und  v , welches 
die  Coefficienten  von  [/!>  in  vorstehender  Entwickelung  sind,  so 
finden  wir: 


Werthe 
von  x 


)....  —11  —7— 5— 3—1 


Exponent 
der  Potenz 


34  13  5 2 1 


1 2 5 13  34  89....  I. 
135  7 9 11  .... 


Werthe 
von  v 

Exponent 
der  Potenz 


-21  —8  —3  —1  0 1 3 8 21  55...  II. 

_8  —6  —4  —2  0 2 4 6 8 10 


Ebenso  findet  man  für  y und  für  u folgende  Reiben: 


Werthc  —29  —11  —4  — 1 

von  y 


1 4 11  29  56  199  ....  I. 
1 3 5 7 9 11  .... 


Werthe  I . . . . 18  7 3 2 3 7 18  47  123  ....  II. 

von  u j 

Exponent  j _6  — 4 — 2 0 2 4 6 8 10.... 

uer  Potenz  f 


§■  1*. 

Setzen  wir  1/5  = y,  so  haben  wir,  wenn  n irgend  eine  ganze 
Zahl  bedeutet  und  p irgend  eine  andere  ganze  Zalil  ist,  die  zwi- 
schen 1 und  n liegt: 


(y- !)*»-!  = 


+ (!b.-l)(2»-2)yte_< 


1.2 

(2*— 1).— (2n— 4) 

1—4  1 


7*—*  \.g-  (2«-l)y2»-i 

(2n-l)(2»-2)(2w-3)  . 4 

1.2.3  •" 


,2n — 6 


■ ~ ‘ j ~ . yS,-« 


(3* 


(2n-l)._.(2*— (2»-2)) 
1 ...(ln — 2) 


jAa-in  I _ (3w— l)~~(aw— (2w— 1))  2n—  2n 

v ‘ 1 ....(2n — 1)  q 
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Es  wird  also,  wenn  man  berücksichtigt,  dass 
g2(*-(/H-l))  — 5«— tp-t-D, 

% V 

und  wenn  man  die  Wertbc  von  x,  welche  zur  1,  _3,  5....  (in — l)ten 
Potenz  gehören,  mit  x,,  xti  x,  ....  x*  bezeichnet,  der  allge- 
meine Werth  ftir  x gefunden,  als: 

■3)  = i^. - - 


. (2w-l)(2*—  2)....(2»— 2p) 
■*"  1.2.  ...2p 


, (i»~l)(äs  2) ....  (2»  (2 n 2))  - . «2«— * 

1.2... .(2«— 2)  ' 1 • 

. „ ^ . r«(*— !)("— 2)~.(*— (»w— l)h 

so  dass,  wenn  man  den  Coefficienten  1.2.3  ~~m J 

der  ftten  Potenz  eines  Binomiums  durch  den  Ausdruck  © be- 


zeichnet, die  Gleichung  gilt: 
14)  *„  = [5— 

» 


in — 1 ln— 1 2*i—l 

+ C . 5»— C . 5"-0M-»..-l-  C . 5"-"] : 2*»-*. 

4 2 p ■ 2(» — 1) 


Zugleich  ergiebt  sich: 


15)  yn  — [C.  5—1-1-  C.  5»-»  -+-C.  5»-*.... 
iss 

2/i — 1 2» — 1 

-I-  C . 5"  -ön-1) -+-  C . 5"-") : 2*"-1. 

2//-M  2n—l 


§.  13. 


Andererseits  ist 

(g  — 1)*»  = g*"  — 2» . g®»-2  . g 


2n(2n — 1) 
1.2 


„ . 2n(2n — 1) (2» — 2) 

I . 2T3 ? ' q 


2n{2n — 1)  (2*>  — 2)  (2at — 3) 

1 .2.3.4  ~ . 


Digitized  by  Google 


296 


2w(2w  1)....(2»  (2p — 1)) 

^ * “ .2 p 1 P 


1.2.. 


in(Zn  — 1 )..-(2n-2p) 
1 .2  ....(2p-t-l) 


ai(a.-l)4»»-(8»-0)  2W(2n-l)....(2W-(2n-2))  . 

^ 1 .2....(2n  — 2)  » 1 ,2....(2>t  — 1)  ? 

. 2*(2r»  — l)....(2«— (2n  — I)) 


1.2. ...2« 


Bezcichnet  also  vn  den  Werth  von  v,  welcher  zur  2/iten  Potenz 
von  )/5  — 1 gehört,  so  ist 


16)  v„=z[C  . 5—i-t-C.  5»-*.... 

13  5 

-I-  C . 5«-OH-i) . . . . -f - <?  . 5"—«) : 2*»-!. 

ip+l  3x—l 

Während,  wenn  •„  den  Werth  von  a bezeichnet,  der  zur  2»ten 
Potenz  gehört,  dieser  Werth  gefunden  wird  als 

17)  v„  = [5"  4-  C . 5»-i  C . 5»-*4-  C . 5"-» 

t 4 - « 

2 n 2 n 

-+-  C . 5*-P -f-  C . 5"-*J  : 2*"— i. 

V>  2n 


$.  14. 

Sollen  nun  wirklich  die  Reihen  der  Werthe  von  x und  von  v 
(in  §.  11.)  den  Reihen  der  Coefficienten  von  A und  von  a in  §.  6. 
entsprechen  und.  nicht  etwa  bloss  zufällig  innerhalb  gewisser  Gran- 
zen  damit  übereinstimmen,  so  muss  allgemein  nach  1)  xn+i  — xH 
— v„  und  nach  2)  — vn  = x„  sein.  (Vergleiche  oben  in  §.  2. 

die  Gleichungen  1.  und  2.). 

Es  ist  aber,  wenn 

(q  — l\l*-l 

~2  / = «•*<•?  — y*) 

ist,  auch 

= -1-  ixn)?— 

so  dass 


x„+i  — i -+-  i&n  4-  iy*  — {ar„  4-  4-  {y„ 

1&*  4-  * y«, 
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d.  b. 


M x« (s xn  + iy»)  “ Xn  — 4 (&n  *+-  yB), 


i • (22/.-*) 


ln—l  in — 1 

5»-i-+-  C . 5"-*4-  C . 5«-3 

2 4 

2«— I 2*-l 

-+-  C . 5»-<p+i) -t -C  . 5"-»  I 

2p  in-i 

in—i  2/i — 1 2«— 1 

| 4-  C . 5«— 1 C . 5»-2  -h  C . 5"— 1 .... 

1 3 s 

in— 1 2«— 1 

-+-  C . 5*-0H-»i c . 5»-» 

2p+l  2«— 1 


/ 

so  dass  aus  der  allgemein  bekannten  Eigenschaft  der  Binomial- 

2«— 1 2n— l 2n 

Coefficienten,  gemäss  welcher  C -+-  C = C ist,  folgt: 

2 p 2//+1  ip+1 

1 in  in  in 

^«+1  - *„  = IC  . 5»-i  + c . 5-*  -+-  C . 5«-»  . . . . 

1 1 3 s 

in  in 

4-  C . 5»-<p-h)  C . 5«-"{ 

»P+l  in — 1 ’ 

und  es  ist  hiernach  bewiesen,  dass  allgemein 


■&n-t-l  — Xn  — Vn 

ist.  Ebenso  lässt  sich  der  Beweis  fuhren,  dass  allgemein  gültig 


ist. 


«V-M  — Vn  — Xn 


§.  15. 


Da  nun,  wenn  wir  für  die  Coefficienten  von  A und  a die  Zäb- 
lungsweise  der  Glieder  von  §.  6.  und  §.  7.  beibehalten. 


18)  a?n~a  (in  §.  7.)  also  a = xH-\ 

»+1  n 

und 

//  II 

19)  vH  = a (in  §.  7.)  also  a ==  em- j, 

«-f-1  H 


/ 

so  ist  das  »te  Glied  in  der  Reihe  §.  6.  1.,  welches  A heissen 
möge: 

/ 

20)  A = -&n—l  • A 4-  Vn—l  • a, 
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während  ebenso  das  ste  Glied  in  der  Reibe  $.  6.  II.,  welches  durch 
// 

A bezeichnet  werden  möge: 

// 

21)  Bl  — Vn-  t • -4  -+-  . a, 

ist;  mithin 


/ 2k — 3 ln— J , 

22)  Bl  = ^[5»-*  -I-  C . 5"~*  -4-  C . 5*— 4 .... 

2 4 

2k — 3 2k — S 

H-  C . 5"-0+*) -+-  C . 5»-"]  : 2*"-* 

2 p *K— 4 

2(k — 1)  2(k — 1)  *("-11 

-f-  «|  C . 5"-*  -+-  C .’S*-»  -+-  6’ . a"“4 

1 * 5 


2<k-1) 

-4-  C . 5"— 6>+2) 
2/>+l 


3{« — 1) 

. c . 5»-«l  : 2**— 4 

2k—* 


23) 


n 


n 2(k — 1)  2(k  I)  !f»-l) 

A = A\C  . 5"—*  -I-  C . 5"-*  + C . a*~* 

1 3 3 

*Ck— 1)  *(»— 1) 

-f-  c . 5 n-OH-2) -4-  C . 5"— "J  : 2*»-* 

*/i+l  2k -J 

2k — 1 2k — 1 

-4-  -4-  C . 5»~*  -4-  C . 5"-* 

2 4 

2» — 1 2«— 1 

-4-  C . Sk-OM-D -4-  C . 5"~"J  ; 2*"-* 

2p  2«—  1 

Es  sind  sonach  die  allgemeinen  Glieder  in  der  gemeinschaftli- 
chen Form  ($.  6.)  der  fraglichen  Reihen  I.  und  II.  gefunden. 


* 16. 

Aus  den  Gleichungen  4)  und  3)  folgt: 

24)  2 =a — [a — «) 

n k Vl  1/ 

11  I I 

25)  2 = « — «. 

K K+l  1 

H / 

so  dass,  wenn  a = a ist,  sich  ergiebt: 
l t 

in  n / / 

24,1)  ^ = a und  25,1)  — = a — a, 

n r+1  1 

/ 

oder  wenn  der  Werth  a = 0 ist: 

1 


Digitized  by  Google 


299 


/ n n n i 

24,2)  2 = u — u und  25,2)  2 = a. 

n n 1 n w-f-1 

So  ist  z.  B.  für  die  Reihen 


I)  1 2 5 13  34 

II)  1 3 8'  21 


nach 

24,1) 

1-4-2-1-5-1-13  =21 

nach 

25,1) 

1 _j_  3 -i-  8 -+-  2t  = 34  - 1 = 33 

und  bei  den  Reiben 

I)  0 1 3 8 21  55  144 

II)  1 2 5 13  34  89 

ist  nach 

24.2)  0 —4—  1 —|—  3 -f-  8-1-21 -1-55  = 89  — 1 

und  nach 

25.2)  1 2 -»-5  -4-13-1-  34  + 89  =144. 


§ 17. 


Nach  der  (ilcicliung  3)  ist : 


1 1 11 

n 1 »—1 


/ 

a 


// 


*— 1 1 

/ / 
a = « -+- 

n — 2 t 


*t — 2 

// 

v 

»— l 


n— («— 2)  1 «i— («— 1) 

I J 
a = u 
*— (*— l)  l 


Hieraus  folgt  durch  Addition 
der  folgende  Werth: 

n 

/ / 
26)  — = ».«  + 
n 1 


111 

/ 

, da  « -+-  u -1-  u 

. . • . a = 

n n — 1 n— 

-2  fi— (n — 1) 

rU  II  II 

ij  i 

2+2+2... 

• + ^ I 

L 1 J 3 

»-ij 

ist,  für 
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und  auf  ähnliche  Weise  erhält  man  durch  Anwendung  der  Glei- 
chung 4)  den  Werth 


//  ///  I\  rl 

27)  - = — al  + ^2 


18. 


I II  ///  l\ 

Aus  26)  folgt,  wenn  mun  gemäss  4)  setzt  2=a — la  — alr 

n n \l  1/ 

,] 


// 

n i 

rii  n n 

II 

u 

a=  (m  — l)a  + 

12  + 2 + 2. 

• • • +2 

n 

l l 

L 1 2 3 

«— i 

II 

II  I rli 

ii  n 

ii\ 

a — 

■ a = n . a + 1 2 

+ 2+2.... 

+ ^| 

n-M 

i i Li 

2 1 

-J 

oder 


II  I I 

und  ebenso  folgt  aus  27),  wenn  man  gemäss  4)  setzt  2 = a — u: 

* «-n  l 


29) 


II  (II  I\  ri  i i /-• 

« — az=n\a  — al  + 12  + 2'+  2’ + 2 | 

*-M  1 \1  1/  Ll  2 3 kJ 


Es  gilt  duber  z.  B.  für  die  in  §.  8.  dargestellten  Reihen,  für  wel- 
che a = 0 und  a = l ist,  die  merkwürdige  Eigenschaft: 


$.  19. 

Aus  §.  1.  wissen  wir,  dass,  wenn  mau  überhaupt  eine  Reibe 
von  Reihen,  deren  jede  die  Reihe  der  ersten  Differenzen  für  die  ihr 

vorhergehende  ist,  mit  1,  11,  HI  ,IV, Q numerirt,  die  wichtigste 

Eigenschaft  der  bisher  betrachteten  Reihen  von  Reihen  darin  be- 
steht, dass  bei  ihnen  die  Gleichung  gilt: 


30) 


Diese  Gleichung  ist  aber  nur  ein  speciellcr  Fall  der  allgemeineren 
Gleichung,  welche  für  gewisse  Reihen  von  Reihen  gilt  und  die 
Form  hat: 


">  ©=<D 


i 
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und  worin  J eine  beliebige  constante  Zahl  ist,  n und  Q aber  die 
bisherigen  Bedeutungen  hoben. 


§.  20. 

Ein  Beispiel  für  das  im  vorigen  Paragraphen  erwähnte  all- 
gemeinere Gesetz  (31.)  bietet  folgende  Reihe  von  Reihen,  für 

i ii 

welche  0 = 4 und  a = 0 und  «=1  ist,  dar. 
l l 


o 

co 

O 

o 


Ci 

CO 


S 

+ 

+ 


r~ 

# 

co 

+ 

. 

>.-5 

oo 

Ci 

+ 

•** 

+ 

<o 

CO 

© 

d» 

e* 

+ 

s 

w 

CO 

S 

+ 

CO 

© 

+ 

+ 

2 

1-H 

+ 

o 

s 

Ci 


+ = + 


r 

c* 

+ 

3 


* + s + 8 + i 

+ *»  + § + S "f 

- + ■*  + 2 + 3 

+ - + **  + 2 + 

® -f-  ® ° "f  © 

^ ^ 2 

- + - + 2 + S 

| «5  IS  IS  I 

« + 3 + £ + : 

i * i S i ; : 

+ 2 4- 


I 
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a>  i 
2 + 


S + 

Ci  1 


+ * 

+ 


Ift  , 

"S  + 
*T  ° 
+ 2 
Z + 


i 

+ 

•**  • 


| »ft 

■q* 

* + 

4P  i 

O 

I ** 


+ ? + 

® T 

«•  ‘ z* 

■»  «9 

+ % i 

* ^ *i, 

■**■  - t 

+ * + 

? + :• 

H-  i £ 

:1t 
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ist.  Es  entsteht  also  die  (2/*-+-l)te  Reihe  aus  der  Iten  Reihe  durch  Multiplication  aller  Glieder  derselben  mit  A* 
(oder  allgemeiner  mit  dp)  und  ebenso  entstellt  die  (2/,-|-2)te  Reihe  aus  der  Ilten  Reihe  durch  Multiplication  aller 
Glieder  mit  4**  (=  d1*),  so  dass 


Ein  zweites  Beispiel  für  das  allgemeinere  Gesetz  (31  ) bietet  folgende  Reibe  von  Reihen  dar,  in  welcher 
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e> 

00 


+ 


os 

e*5 


+ 

Os 

c-5 

C* 

+ 


+ 1 + 

09  , 2» 

® T S 

f-  1 r- 

+ I + 

s - + § 

+ eS  + 

® + 3 

+ •*'•  + 

©J  -f  30 

+ - + 

® | s 

+ s + 

3 I : 

+ i 


s 


8 

O 


+ 

<N 


+ 


| 

co 

+ 

s 

+ 

§ 

+ 


+ 3 
2 + 


+ 

00 

3 

+ 

3 


+ 


<• 


o 

* 
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2 + = • . 

*■* 

O ' : 

+ S + **•  • 

•«s*  oe  *?  §»  ^ 

oo  , £ i — 

Ci  I H t 

— < T * *V 

, - ■?  ^ i 5 

+ ■*.  + «■  + -• 

s ^ 

» + •"  + i + 

+ : + i + i 

• + 5 + i t 

+ 3 + i + i 

- + : + 1 t 

+ : + i + ; 

eff»  • 


*-.+.•+  : 
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so  ist  die  Reihe  der  Werthe  von  xn  übereinstimmend  mit  I.  in  $.  20.  und  jene  der  Werthe  von  rn  mit  11.  in  $.  20., 
während  die  Reihe  der  Werthe  von  yn  die  Reihe  I.  in  §.  21.  und  jene  der  Werthe  von  »„  die  Reihe  II.  iD  §.  21. 
giebt. 
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§.  23. 

Die  io  §.20.  und  §.21.  aufgefiibrten  Beispiele  solcher  Reihen  von 
Reihen,  Air  welche  das  in  der  Gleichung  31.  ausgesprochene  allge- 
meinere Gesetz  gilt  (von  welchem  das  in  der  Gleichung  30.  ausge- 
sprochene Gesetz  für  die  von  uns  specieller  betrachteten  Reihen 
nur  ein  besonderer  Fall  ist),  mögen  genügen,  und  es  soll  hier  nur 
noch  an  die  Aehnlichkeit  des  Gesetzes  31.  mit  einem,  bei  mehr 
allgemein  bekannten  anderen  Reiben  von  Reihen  geltenden  erinnert 
werden,  nach  welchen  bei  diesen  anderen  Reihen  von  Reihen,  wenn 
wir  die  im  §.  1.  angenommene  Bezeichnungsweise  auch  hier  beibe- 
halten: 

« /«-K  « /«-a% 

a = D\<a  I,  also  auch  a = /)*  . ( a ), 

n « ' n n ' 


mithin 


ist. 


(S)-s.(r) 


Man  erhält  solche  Reihen  von  Reihen  bekanntlich,  wenn  man 
für  die  Reihe  der  Potenzen  irgend  einer  constanten  Zahl,  als 
Reihe  1.,  die  dazu  gehörigen  Reihen  II.,  III.,  IV.  u.  s.  w.  Q ihrer 
lsten,  *2ten,  3ten  u.  s.  w.  Qten  Differenzen  bildet. 

Mo  hat  man  z.  B.  für  die  Potenzen  der  Zahl  5 folgende  Reihe 
von  Reihen: 

I)  ....  5~*  5-*  5-'  5°  5'  5*  5*  5*  5‘  .... 

II)  ....  4.5~3  4.5"1  4.3-*  4.5°  4.5*  4.5*  4.5*  4.5«  .... 

III)  ....  4*.5-34^5-^4\5-‘4\504^5,  4*.5»  4*.5'  .... 

IV)  ....  4*. 5 4*. 5*  .... 

U.  S.  W.  ' ' 

und  überhaupt  für  die  Potenzen  einer  beliebigen  constanten  Zahl 
x das  Gesetz: 

(“)=(*  — 1)(®  ) = (*-!)*•(«  ) u.  s.  w., 

n n n 

so  dass 

( a ) — ( * — 1)®~*  . ( a ) = (*  — 1)®— 1 . 

\ B ' B 

so  dass  in  den  Ausdrücken 

/«%  , Q-l  \ « ,/  ®“s \ 

^aj  = .ö^a  J und  u — d^a  J 


D — x — 1 und  d=(x  — 1)*  ist. 
Th«il  V. 


20 
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Ebenso  wie  oben  die  Gleichung  30.  jenem  speciellen  Falle  von 
31.  entsprach,  wo  <5=1  war,  so  ist  auch  hier  der  Fall  möglich, 
wo  I wird.  Die  Werthe  D und  ä und  deren  Potenzen  haben 
aber  hier  natürlich  nur  dann  den  Werth  = 1,  d.  h.  es  ist  nur  dann 
jede  der  Reihen  II.,  III U der  Hauptreihe  I.  gleich,  wenn  % 

i ii 

= 2 ist,  so  dass  für  die  Reihe  der  Potenzen  der  Zahl  2 u = a 

ft  'M 

III  (l 

a ....  — a ist. 

n n 

I)  ....  1 2 4 8 16  32  ... . 

II)  ....  1 2 4 8 16  .... 

III)  ....  1 2 4 8 .... 

U.  8.  W. 


XXI. 


Ueber  die  iiaturpliilosophischen  Principien  der 
Bewegungslehre. 


Von  dem 

Herrn  Doctor  Barfnss 

zu' Weimar. 


* 1. 

1)  Da  jeder  Körper  eioen  Raum  einnimmt,  so  kann  von  einer 
bestimmten  Gestalt  der  Rahn,  welche  er  während  seiner  Bewegung 
beschreibt,  nicht  anders  die  Rede  sein,  als  wenn  wir  die  Bewegung 
auf  bestimmte  Punkte  desselben  beziehen.  Der  Anfang  aller  Be- 
wegungslehre beginnt  also  mit  der  Bewegung  von  Punkten  in  ab- 
stracto, deren  Bahnen  entweder  gerade  oder  krumme  Linien  sind. 

2)  Durch  die  Vergleichung  des  Weges  mit  der  Zeit,  in  welcher 
jener  beschrieben  wurde,  gestaltet  sieb  uns  der  Begriff  von  Ge- 
schwindigkeit. VVeun  der  Körper  A in  derselben  Zeit  einen  weite- 
ren Weg  gegangen  ist,  als  ein  anderer  B.  so  sagen  wir,  A habe 
sich  geschwinder  bewegt  als  B.  Doch  giebt  dieses  nur  eine  durch- 
schnittliche Vergleichung,  aus  welcher  noch  nichts  für  die  Zwi- 
schenzeiten geschlossen  werden  kann.  Denken  wir  uns  aber  dane- 
ben, dass  in  gleichen  Zeiträumen  auch  gleiche  Wege  zurückgelegt 
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worden  sind,  so  hnben  wir  die  gleichförmige  Bewegung  und 
verstehen  dann  unter  Geschwindigkeit  den  in  der  Zeiteinheit 
durchlaufenen  Raum.  Ist  nun  t der  in  der  Zeit  t mit  der  Geschwin- 
digkeit c zurückgelegte  Weg,  so  ist  s = ct. 

3)  Wenn  in  gleichen  Zeiten  nicht  gleiche  Wege  zurückgelegt 
werden,  so  heisst  die  Bewegung  ungleichförmig  oder  verän- 
dert. Logisch  genommen  kann  nun  die  Bewegung  nach  einem  all- 
gemeinen Gesetz  stetig  veränderlich  sein  oder  die  Veränderung  kann 
ohne  Regel  erfolgen.  Oer  zweite  Fall  ist  kein  Gegenstand  mathe- 
matischer Betrachtung,  im  ersten  aber  muss  der  zurückgelegte  Weg 
« irgend  eine  Function  der  Zeit  t sein.  Ist  nun  » =/f/)  und  wird 

. . , A*  dt  . tPt  At  . .... 

*-+-  A*  aus  h 80  wird  Je  kleiner  nun 

und  folglich  auch  fat  wird,  desto  mehr  nähert  sich  ^ dem 
und  wenn  wir  uns  eine  gleichförmige  Bewegung  denken,  für  wel- 
che die  Geschwindigkeit  ^ ist,  so  ist  in  derselben  genau  ^ 

== Die  veränderliche  Bewegung  lässt  sich  also  mit  der  gleich- 
förmigen, deren  Geschwindigkeit  ^ ist,  um  so  mehr  vergleichen, 

je  kleiner  die  Zeitintervalle  sind,  innerhalb  welcher  die  Vergleichung 
nngestellt  wird.  Man  nennt  daher  auch  den  Differentialquotienten 

die  Geschwindigkeit  der  veränderten  Bewegung  und  sagt,  dass 
die  letztere  in  ihren  Differentialen  gleichförmig  sei. 

Setzen  wir  also  die  veränderliche  Geschwindigkeit  ^ — r,  so 
wird  d»  — vdl  nnd  vdl. 

4)  Bei  der  veränderten  Bewegung  ist  nun  der  einfachste  Fall 
der,  wo  die  Aenderungen  der  Geschwindigkeit  der  Zeit  proportio- 
nal sind,  also  die  Geschwindigkeit  selbst  durch  a -\-bt  ausgedrückt 
werden  kann.  Hier  nennt  man  die  Bewegung  eine  gleichförmig 
beschleunigte,  wenn  b positiv  ist  und  die  Geschwindigkeit  daher 
mit  derZeit  wächst;  die  constaute  Grösse  b aber  heisst  das  Maass 
der  Beschleunigung. 

Hier  ist  also  v = n-+-bt,  also  dt  = vdl ' = adt  -f-  bl  dt , und 
folglich  t = at  \bl'1  -+-  Consl.  Denken  wir  uns  sowohl  a als 
auch  Const.  =0,  so  wird  » — {bt*  und  wir  haben  dann  den  ein- 
fachsten Full  der  gleichförmig  beschleunigten  Bewegung,  bei  wel- 
cher die  Wege  den  Quudraten  der  Zeit  proportional  sind. 

5)  Wenn  die  Aenderungen  der  Geschwindigkeit  nicht  der  Zeit 
proportional  sind,  so  heisst  die  Bewegung  ungleichförmig  beschleu- 
nigt oder  verzögert,  je  nachdem  sie  mit  immer  grösserer  oder  mit 
immer  geringerer  Geschwindigkeit  vor  sich  geht.  Wenn  wir  hier 
nach  der  Aeuderuuug  der  Geschwindigkeit  tragen,  so  haben  wir, 

weil  v = <p(t)  eine  Function  von  / ist,  v + = v + 

d v At  _j_  ^ ^ je  k|cjner  nun  liier  und  mit- 


, Av  dv 

*Uort=di 


dt 1 


Av 


dv 


hin  auch  wird,  desto  mehr  nähert  sich  ^ dem  ^ 


und  desto 

genauer  könneD  wir  also  auch  innerhalb  des  Zeitintcrvallcs  die 


20* 
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ungleichförmig  beschleunigte  Bewegung  mit  eiuer  gleichförmig  be- 
schleunigten vergleichen,  deren  cuustuntes  Beschleunigungsmaass 

= -^  ist.  Darum  nennen  wir  den  Differcutiolcjuotienteii  eben- 
falls das  Mnass  der  Beschleunigung  für  die  Bewegung  mit  ungleich- 
förmig veränderter  Geschwindigkeit. 

Wenn  nuu  ^ = /z  gesetzt  wird,  so  ist  dv=pdf  und  v-=.fpdt. 
Weil  aber  r — '^  ist,  so  hat  man  auch/>=:^j,  oder  dd»=p.dt*. 


Natürlich  ist  hierbei  das  Differential  der  Zeit  conslant  genommen. 

Hier  ist  also  das  Keschleuniguogsniuass  //  ein  veränderliches, 
aber  der  einfachste  Fall  wäre  wieder  der,  wo  die  Aenderung  von 
p der  Zeit  proportional  wäre,  also  p = b -4-  ßt  gesetzt  werden 
könnte.  Dann  hätte  man  dr  — pdt  = b . dt -fr  ßt.dt , also  v=bt 
A-ißt’-t-k,  wo  k eine  Coustaute  bedeutet.  Ferner  d»  = vdt 
= bt  .dt  J ßt1'.  dt k.dt.  und  daher  * = kt  -f- \bt'1  -f-  ^ßta  -f-Z-'. 

Nehmen  wir  aber  für  den  einfachsten  Fall  b — k — k1  = 0.  so 
wird  *=z^ßt3,  welches  die  einfachste  Vergleichung  zwischen  Zeit 
und  Weg  hei  einer  Bewegung  mit  gleichförmig  wachsendem  Bc- 
schleunigungsinnasse  gäbe. 

6)  Nun  könnten  wir  aber  wieder  jenes  ß veränderlich  setzen, 
und  iudein  wir  eine  solche  Beweguug  mit  derjenigen  vergleichen, 
bei  welcher  ß conslant  ist,  würden  wir  für  den  üitlerentinlquotien- 

ten  ^ = '~3  eine  Bedeutung  gewinnen.  Doch  gebt  unsere  Zer- 

(l*  g 

gliederung  der  Naturerscheinungen  nicht  so  weit,  dass  wir  für 


eine  physikalische  Analogie  allzugehen  wüssten. 

7)  Dieses  bezieht  sich  zunächst  uur  auf  die  Bewegung  von 
Punkten.  Bewegt  sich  aber  ein  Körper,  so  ist  der  einfachste  Fall 
der,  wo  alle  seine  Punkte  identische  Limen  beschreiben,  also  jede, 
dieselben  zwei  Punkte  verbindende  Gerade  in  allen  Lagen  sich  pa- 
rallel bleibt.  Diese  Bewegung  nennen  wir  die  progressive,  und  es 
wird  dieselbe  vollständig  erkannt,  wenn  die  Bewegung  irgend  eines 
Punktes  am  Körper  erkannt  wird. 


§•  2- 

1)  Jedwede  Bewegung  eines  Punktes  A ist  relativ,  d.  b.  sie 
wird  bezogen  und  gilt  nur  iu  Bezug  auf  gewisse  Punkte,  welche 
sich  in  Ruhe  befinden  oder  als  ruhend  gedacht  werden.  Wenn  die 
Bewegung  in  derselben  Ebene  geschieht,  was  wir  hier  der  Einfach- 
heit wegen  zuerst  voraussetzen  wollen,  genügen  bloss  zwei  Punkte 
ZJ/  zur  Bestimmung  der  Lage  von  A,  deren  einer  als  Anfangs- 
punkt der  Abscissen.  der  andere  zur  Bestimmung  der  Lage  der  Ab- 
scissenlinie  dient. 

Die  Punkte  LM  könuen  sich  jedoch,  ohne  ihre  gegenseitige 
Luge  zu  ändern,  selbst  wieder  bewegen,  und  man  kann  die  Bewe- 
gung auf  die  als  ruhend  gedachten  Punkte  UM'  beziehen.  In  Be- 
zug auf  diese  wird  die  Bewegung  von  A im  Allgemeinen  ganz  an- 
ders ausfallen,  als  in  Bezug  auf  Z I/,  d.  h.  A wird  eine  ganz  an- 
dere Linie  beschreiben,  wTenn  man  die  Bewegung  auf  UM'  bezieht, 
als  wenn  mau  sie  auf  LM  bezieht.  Die  Beweguug  des  Punktes 
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A io  Bezug  auf  UM'  nennen  wir  nun  zusammengesetzt  aus 
seiner  Bewegung  in  Bezug  auf  die  Punkte  UM  und  aus  der,  ihm 
in  Folge  der  Bewegung  von  U M zukommenden  Bewegung. 

2)  Für  die  Uonstruction  der  zusammengesetzten  Bewegung  gilt 
der  Grundsatz  der  gegenseitigen  Unabhängigkeit  der  ein- 
zelnen Bewegungen.  Sucht  man  den  Ort  von  A in  Bezug  auf 
UM'  zur  Zeit  t,  so  lasse  man  die  Punkte  UM  vorerst  ruhen  und 
bestimme  in  Bezug  auf  sie  den  Ort  A’  von  A noch  der  Zeit  t in 
Folge  der  Bewegung,  welche  dem  A in  Bezug  auf  UM  zukommt. 
Alsdann  lasse  man  die  Punkte  UM  die  Zeit  f hindurch  sich  so  be- 
wegen, wie  es  ihnen  in  Bezug  auf  UM  zukommt,  ohne  jedoch  die 
Lage  von  A'  gegen  JLM  zu  ändern.  Hierdurch  kommt  A'  in  die 
Lage  A",  welches  der  richtige  Ort  von  A in  Bezug  auf  UM'  nach 
der  Zeit  t sein  wird.  Ulan  kann  aber  auch  zuerst  UM  sich  bewe- 
gen und  A ruhen,  dann  aber  UM  ruhen  und  A sieb  bewegen  las- 
sen, wenn  nur  jede  Bewegung  gleich  lange  dauert.  Dieses  ist  geo- 
metrisch unmittelbar  klar,  da  einerseits  eine  bestimmte  Lage  von 
UM  gegen  UM anderseits  aber  auch  eine  bestimmte  Lage  von  A 
gegen  UM  am  Kode  der  Zeit  t,  gefordert  wird. 

3)  Einfacher  wird  die  Sache,  wenn  die  Bewegung  von  UM 
bloss  eine  progressive  ist,  so  dass  die  Linie  UM  in  allen  Lagen 
sich  parallel  bleibt.  Dann  beschreibt  jeder  Punkt  von  UM  und 
auch  der  gegeu  UM  ruhend  gedachte  Punkt  A dieselbe  Linie,  wel- 
cher Umstand  es  unnütz  macht,  dass  man  die  Linie  UM  weiter  be- 
trachte. Denn  die  Linie,  welche  A in  Folge  seiner  auf  die  Punkte 
UM  bezogenen  Bewegung  beschreibt,  erhalten  wir  eben  soj  wenn 
wir  UM  ruhend  deqkeu  und  die  Bewegung  auf  UM'  beziehet). 
Kennen  wir  nun  noch  die  Linie,  welche  das  gegeu  UM  ruhende 
A io  Folge  der  auf  UM'  bezogenen  Bewegung  von  UM  beschreibt, 
so  ist  der  Ort  von  A zu  jeder  Zeit  vollkommen  bestimmt.  «Sind 
AA'  und  AA"  die  Linien,  welche  A vermöge  einer  jeden  Bewe- 
gung, wenn  sie  allein  statt  hätte,  in  der  Zeit  T beschreiben  würde, 
so  ziehe  man  durch  A eine  mit  AA"  parallele  und  identische  Li- 
nie A'A'".  oder  auch  durch  A"  eine  mit  AA'  parallele  und  identi- 
sche Linie  A"A"\  so  ist  A'"  der  Ort  von  A zur  Zeit  t.  Offenbar 
kann  man  aber  auch  mit  den  geraden  Linien  AA  und  AA"  und 
ihrem  Zwischenwinkel  Ä AA"  ein  Parallelogramm  AA'A'"A"  be- 
schreiben, da  dann  A ebenfalls  der  richtige  Ort  von  A zur  Zeit 
t sein  wird. 

4)  Hier  haben  wir  nun  die  Vorstellung  zweier  Bewegungen 
eines  und  desselben  Punktes  erhalten,  welche  ihm  beide  zu  gleicher 
Zeit  zukommen.  Er  bewegt  sich  nämlich  zwiefach  so,  als  oh  er 
in  der  Linie  AA'  fortrücke,  diese  seihst  aber  wieder  eine  progres- 
sive Bewegung  nach  der  Linip  AA"  habe,  die  also  auch  dem  Punkte 
A zukommt.  Dabei  nennen  wir  nun  die  Linien  AA'  und  AA"  die 
Seitenbeweguogen  oder  Componcnten , und  die  Construction , nach 
welcher  der  wahre  Ort  A’"  für  jede  Zeit  gefunden  wird,  heisst  das 
Parallelogramm  der  Bewegungen. 

Das  Parallelogramm  der  Bewegungen  wenden  wir  jedoch  im- 
mer nur  in  dem  Falle  an,  wo  die  Seitcnbcwegnngpn  AA'  und  AA" 
selbst  geradlinig  sind.  Wir  können  darnach  leicht  die  aus  zwei 
sregebeneu  Seiteubeweguugen  entstehende  mittlere  Punkt  für  Punkt 
bestimmen,  auch  umgekehrt  jede  Beweguug  in  zwei  gerade  Seiten- 
bewegungen zerlegen,  von  denen  die  eine  ganz  willlkührlich  ist. 
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5)_  Wenn  die  Seitenbewegungeu  AA  und  AA"  beide  gerade 
uud  einerlei  Function  der  Zeit  proportional  sind,  dass  also  zu  je- 
der Zeit  AA’  und  AA"  einerlei  Verbältniss  haben,  so  ist  das  Pa- 
rallelogramm AA'A'A"  nicht  nur  die  Hülfsconstrurtion,  um  den 
Ort  des  Punktes  A zur  Zeit  t zu  finden,  sondern  derselbe  hat  in 
der  Zeit  t die  Diagonale  AA"'  selbst  durchlaufen,  also  dass  die 
zusammengesetzte  Bewegung  selbst  auch  eine  gerade  ist. 

Ist  v die  Function  von  t,  welcher  die  JSeitcubewegungen  AA' 
und  AA"  proportionul  sind,  so  hat  man  AA  = * = au.  AA"  = d 
= bu,  wenn  a uud  b zwei  Constanteu  bedeuten.  Ist  ferner  A der 
Winkel,  den  die  Seitenbewegungen  mit  einander  machen,  so  ist 
die  Diagonale  AA"  = *"  = u\'/at  -f-  A*  +-  2 ab  cos  A , woraus 
folgt,  dass  auch  die  zusammengesetzte  Bewegung  derselben  Function 
von  t proportional  ist.  Die  Geschwindigkeiten  der  Seitenbewegun- 
gen sind  ^ und  und  die  der  zusammengesetzten  Bewegung  ist 
di 


dt  dt 


b'A^b  cos A=y g + 4-  2 . g ^ cos  A, 

woraus  folgt,  dass  die  Geschwindigkeit  der  zusammenge- 
setzten Bewegung  aus  denen  der  Seitenbewegungen 
ebenfalls  nach  dem  Parallelogramm  zusammengesetzt 
ist. 

Aber  auch  das  ßeschleunigungsmaass  der  zusam- 
mengesetzten Bewegung  ist  aus  den  Be  sch  I eu  ni  gu  n gs- 
maassen  der  Scitenbe wegungen  nach  dem  Parallelo- 
gramm zusammengesetzt,  denn  man  hat 

d*i 


dl 1 dt*v 


- b*  2 ab  cos  A 


«.3. 

1)  Alle  diese  Sätze  sind  zunächst  nur  von  mathematischer  Be- 
deutung; Anwendung  auf  die  Natur  erhalten  sie  zuerst  durch  das 
Gesetz  der  Trägheit.  Nach  diesem  kann  kein  Körper  seineo 
Zustand  der  Ruhe  oder  der  Bewegung  von  selbst  ändern , sondern 
hierzu  gehört  allemal  eine  Einwirkung  von  Aussen  her,  welche  wir 
Kraft  nenuen.  Ein  aber  eiue  bestimmtere  Sprache  zu  babeo,  wol- 
len wir  die  Ursache,  wodurch  eine  gleichförmige  Bewegung  erzeugt 
worden  ist,  einen  Eindruck  nennen.  Diese  einmal  erhaltene  gleich- 
förmige Ucweguug  dauert  nach  dem  Gesetze  der  Trägheit  mit  un- 
veränderter Richtung  und  Geschwindigkeit  so  lange  fort, 
bis  durch  einen  neuen  Eindruck  dieser  Zustand  geändert  wird.  Den 
Eindruck  haben  wir  ganz  Dach  der  erzeugten  Bewegung  zu  beur- 
t heilen;  er  ist  also  der  Geschwindigkeit  proportional  und  seine  Rich- 
tung ist  einerlei  mit  der  Richtung  der  Bewegung.  Er  ist  nur  ein 
anderer  Ausdruck  für  die  Bewegung  selbst,  und  die  veränderlichen 
Zustände  des  Körpers,  aus  welchen  zuletzt  die  gleichförmige  ge- 
radlinige Bewegung  bervorging,  kommen  hier  nicht  in  Betrach- 
tuug. 

2)  Haben  wir  nun  eine  ungleichförmige  aber  stetige  Bewegung, 
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die  wir  zunächst  nur  als  geradlinig  annekmen  wollen , so  ist  dies 
selbe  nicht  anders  zu  denken,  als  durch  eine  ununterbrochen 
cinwirkende  Ursache  oder  Kraft.  Denn  sobald  die  Einwirkung  auf- 
gehört hat,  ist  auch  der  Eindruck  vollendet  und  die  Bewegung  nun 
gleichförmig.  Hieraus  folgt  aber  sogleich,  dass  bei  der  uu- 

glei  chförmigen  Bewegung  der  Ausdruck  ~~  diejenige 

Geschwindigkeit  bezeichnet,  mit  welcher  der  Körper 
gl  ei  chförmig  fortgebeu  würde,  wenn  am  Ende  derZeit  t 
die  Einwirkung  aufhnrte  und  also  der  Eindruck  vollen- 
det wäre.  Denn  innerhalb  des  folgenden  Zeittbeiles  fot  nähert 
sich  auch  bei  fortdauernder  Einwirkung  die  Bewegung  um  so  mehr 

der  gleichförmigen  mit  der  Geschwindigkeit  je  kleiner  fct  ist, 
d.  h.  je  mehr  wir  alle  fernere  Einwirkung  beschränken.  Die  Ge- 
schwindigkeit ist  also  der  durch  die  vorhergegangeue  Einwir- 
kung hervorgehrachte  Eindruck,  und  es  dauert  dieselbe  unverändert 
fort,  wenn  alle  fernere  Einwirkung  aufhört. 

Aber  wesentlich  weiter  kann  das  Gesetz  der  Trägheit,  wie  es 
oben  ausgesprochen  wurde,  uns  nicht  führen,  weil  es  nur  sehr  un- 
bestimmte Auskunft  für  den  Fall  giebt.  wo  ein  Körper  mehrere  Ein- 
drücke zu  gleicher  Zeit  oder  auch  nach  einander  erhält.  Daher 
sind  für  die. weitere  Entwickelung  noch  andere  Katze  nüthig,  wel- 
che hauptsächlich,  zu  Folge  der  Darstellung  aller  Lehrbücher,  auf 
folgende  drei  zurückkommen. 

A)  Wenn  ein  Körper  gleichzeitig  oder  auch  nach  einander  meh- 
rere Eindrücke  nach  einerlei  Richtung  erhält,  deren  jeder  ihn  mit 
einer  bestimmten  Geschwindigkeit  c,  c , e"  n.  s.  w.  bewegen  würde, 
wenn  er  allein  vorhanden  wäre,  so  ist  das  Gesammtrcsuitat  aller 
Eindrücke  eine  Geschwindigkeit  nach  derselben  Richtung,  welche 
der  Summe  jener  gleich  ist. 

B)  Wenn  ein  Körper  zwei  Eindrücke  nach  entgegengesetzten 
Richtungen  erhält,  vermöge  deren  er  sich  mit  den  Gescbwiudigkei' 
ten  c oder  c bewegen  würde,  jenachdem  der  eine  oder  der  andere 
Eindruck  allein  vorhanden  wäre,  so  erfolgt  die  Bewegung  nach  der 
Richtung  desjenigen  Eindrucks,  welchem  die  grössere  Geschwindig- 
keit entspricht,  und  zwar  mit  einer  solchen  Geschwindigkeit,  welche 
dem  Unterschiede  jener  gleich  ist. 

C)  Wenn  ein  Körper  zwei  Eindrücke  unch  verschiedenen  Ricb- 
tnngen  erhält,  so  dass  er  also  nach  der  einen  Richtung  mit  der 
Geschwindigkeit  c,  oder  uach  der  anderen  mit  der  Geschwindigkeit 
c sich  bewegen  würde,  je  nachdem  der  eine  oder  der  andere  Ein- 
druck allein  vorhanden  wäre,  so  erfolgt  die  Bewegung  nach  der 
Diagonale  des  ans  den  Geschwindigkeiten  c und  d und  ihrem  Rieh, 
tungsunterscliiede  conslruirtcn  Parallelogramms,  und  zwnr  mit  einer 
solchen  Geschwindigkeit,  welche  durch  eben  diese  Diagonale  dar- 
gestellt wird. 


Von  den  unter  A,  B,  C aufgeführten  Sätzen  sind  nun  offenbar 
die  beiden  ersteu  schon  im  dritten  enthalten,  uud  sie  müssen  folg- 
lich alle  drei  das  Ergehniss  eiues  allgemeineren  Grundsatzes  sein. 
Diesen  glaube  ich  duu  so  aussprechen  zu  können : 
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Wenn  ein  Körper  gleichzeitig  mehrere  Eindrücke 
erhält,  so  erfolgt  die  Bewegung  in  der  Weise,  als  ob 
jeder  Eindruck  mit  unveränderter  Richtung  und  Inten- 
sität fortbestände. 

Eigentlich  beweisen  lässt  sich  dieser  Satz  nicht,  wohl  aber 
kann  man  ihn  mehr  erläutern  und  zunächst  nur  auf  zwei  Eindrücke 
beschränken.  Gesetzt  also,  es  habe  ein  Körper  A gleichzeitig  zwei 
Eindrücke  nach  den  Richtungen  AB  und  AD  erhalten , so  ist  da- 
mit gemeint,  dass  der  Körper  A gleichförmig  in  einer  bestimmten  ' _ 
Zeit  den  Weg  AD  zuriicklegen  würde,  wenn  der  Eindruck  nach 
der  Richtung  AB  nicht  vorhanden  wäre;  oder  aber  es  würde  der 
Körper  in  derselben  Zeit  gleichförmig  und  geradlinig  von  A nach 
B geben,  wenn  er  den  Eindruck  nach  der  Richtung  AD  nicht  er- 
halten hätte.  Da  nun  nach  obigem  Grundsätze  beide  Eindrücke  mit 
unveränderter  Richtung  und  Geschwindigkeit  forthestehen,  so  folgt, 
dass  der  Körper  A eine  solche  Bewegung  machen  muss,  vermöge 
deren  er  sich  gleichförmig  aus  der  Linie  AD  nach  der  Richtung 
AB  und  ebenfalls  gleichförmig  aus  der  Linie  AB  nach  der  Rich- 
tung AD  entfernt,  und  daher  in  der  That  die  Diagonale  des  ans 
den  gleichzeitigen  Wegen  AB  und  AD  mit  ihrem  Richtungsunter- 
schiede beschriebenen  Parallelogramms  durchläuft. 

Es  ist  also  klar,  dass  in  dem  obigen  Grundsätze  das  Parallelo- 
gramm der  Eindrücke,  gewöhnlich  der  Kräfte  genannt,  unmittelbar 
enthalten  ist.  Um  sich  die  Bedeutunng  des  obigen  Grundsatzes 
noqh  auf  andere  W:eise  zu  erläutern,  denke  man  sich,  ein  Körper 
habe  einen  solchen  Eindruck  P erhalten,  vermöge  dessen  er  sich 
nach  der  Richtung  AB  gleichförmig  bewegt,  und  es  gehe  derselbe 
in  einer  bestimmten  Zeit  von  A bis  B.  In  demselben  Augenblicke, 
wo  er  in  A ist,  erhalte  er  einen  zweiten  Eindruck  ft,  so  wird  er 
sich  dennoch  nur  gleichförmig  und  geradlinig  bewegen  können, 
weil  der  Voraussetzung  zu  Folge  alle  fernere  Einwirkung  sogleich 
aufhören  soll.  Er  mag  nun  in  derselben  Zeit,  in  welcher  er  ohne 
Zuthun  des  zweiten  Eindrucks  von  A nach  ß gegangen  wäre, 
wirklich  von  A bis  C gelangt  sein.  Hier  kann  man  sich  offenbar 
vorstellen,  dass  jener  erste  Eiudruck  Pm it  unveränderter  Intensi- 
tät und  seiner  anfänglichen  Richtung  beständig  parallel  fortbestan- 
den, dass  aber  ein  zweiter  ebenfalls  unveränderlicher  und  mit  BC 
beständig  paralleler  Eindruck  B den  Körper  aus  der  Linie  AB 
weggerückt  und  so  durch  die  Linie  AC  geführt  habe.  Dieser  Ein- 
druck B war  in  demselben  Augenblicke,  als  der  Eindruck  ft  zu  P 
getreten  war,  also  schon  in  A vorhanden,  und  die  Behauptung 
kommt  nun  darauf  zurück,  dass  B mit  ft  identisch  sei,  oder  dass 
der  Eindruck  B den  Körper  in  der  Linie  AD,  die  mit  BC  paral- 
lel ist,  mit  noch  eben  derselben  Geschwindigkeit  bewegt  haben 
würde,  wenn  der  Eindruck  P nicht  vorbandeu  gewesen  wäre. 

Auf  diesen  Grundsatz  des  ungestörten  Fortbestehens  aller  Ein- 
drücke nach  Intensität  und  Richtung  ist  das  Parallelogramm  der 
Kräfte  von  mehreren  Heroen  in  den  mathematischen  Wissenschaften, 
namentlich  auch  von  Newton  gestützt  worden,  und  es  folgt  daraus 
unmittelbar  durch  die  Zusammensetzung  der  Bewegungen,  wofür 
die  Regeln  in  §.  2.  entwickelt  worden  sind.  Dass  wenigstens  New- 
tous  Meinung  auf  diesen  Grundsatz  zurückkomme,  scheint  mir  aus 
seinen  Worten  unmittelbar  hervorzugeben,  welche  also  lauten: 
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Corpus  viribus  conjunctis  diagonalem  parallelogrammi  eodem 
tempore  describere,  quo  latera  separatis. 

Si  corpus  dato  tempore,  vi  solo  M.  ferretur  ab  A ad  B,  et 
vi  sola  A,  ab  A ad  C,  compleatur  parnllelogrammuni  AliCD , et 
ri  utraque  feretur  id  eodem  tempore  ab  A ad  D.  Nam  quoniam 
vis  A agit  secundum  lineain  AC  ipsi  BD  parallclam  , liaec  vis  ni- 
hil mutabit  velocitatein  nccedendi  ad  lineam  illam  BD  u vi  nlteru 
genitam.  Accedet  igitur  corpus  eodem  tempore  ad  lineam  BD  sive 
vis  A imprimatur,  sive  non  , ntque  adeo  in  fine  illius  temporis  re- 
perietur  nlicubi  in  linea  illa  BD.  Eodem  argumento  in  tine  tem- 
poris eiusdem  reperietur  alicubi  in  linea  CD.  et  idcirco  in  utriusque 
lineae  concursu  D reperiri  neeesse  est. 

Die  Worte:  nnm  quoniam  vis  A agit  u.  s.  w.  bis  genitam  spre- 
clien  doch  offenbar  den  obigen  Grundsatz  aus.  Denselben  könnte 
man  vielleicht  dem  Gesetz  der  Trägheit  noch  zur  Vervollständigung 
hinzufiigen,  wenigstens  scheint  er  mit  ihm  nabe  verwandt  zu  sein. 
Das  Trägheitsgesetz,  wie  es  oben  ausgesprochen  wurde,  ist  schon 
in  dem  allgemeineren  der  Naturnotwendigkeit  enthalten ; was  es 
über  die  Bewegung  lehrt,  folgt  aus  dem  letzteren  unmittelbar  mit 
Hülfe  des  Satzes  vom  zureichenden  Grunde.  Daher  kann  kein  Kör- 
per durch  sich  selbst  in  Bewegung  kommen,  und  die  einmal  ent- 
standene Bewegung  kann  weder  in  Hinsicht  auf  Geschwindigkeit 
noch  auf  Richtung  von  selbst  eine  Aenderung  erleiden.  Weiter 
fuhrt  uns  das  Trägheitsgesetz  auch  keinen  Schritt,  wenn  wir  ihm 
nicht  einen  bestimmteren  Gehalt  geben.  Dieses  geschieht  nun  da- 
durch, dass  wir  es  auf  das  gleichzeitige  Zusammenwirken  mehrerer 
Eindrücke  nusdehneu.  Der  Körper  genügt  jedem  Eindrücke 
gerade  dnreb  eben  so  viel  Bewegung,  wie  wenn  dieser 
Eindruck  allein  vorhanden  wäre,  unil  die  Regeln  für  die 
Zusammensetzung  deV  Bewegung  geben  folglich  auch 
die  Normen  für  die  Beurtheilung  zusammengesetzter 
Eindrücke. 

§.  5. 

ln  der  neueren  Zeit  ist  man  jedoch  meist  von  dieser  Betrach- 
tungsweise für  das  Kräfteparallelogramm  ahgekommen  und  hat  da- 
für andere  Demonstrationen  ersonnen,  die  zum  Theil  weitläufig  und 
sehr  künstlich  geordnet  sind,  leb  glauhe  nicht,  dass  mau  eineu 
wirklichen t Vortheil  dadurch  erreicht  habe,  um  aber  die  Sache  in 
ihr  wahres  Licht  zu  setzen  , will  ich  mich  beispielsweise  auf  Pois- 
sons  Darstellung  beziehen , zumal  dieselbe  nach  einigen  hier  und 
da  vorgekommenen  Aeusserungen  nicht  richtig  verstanden  worden 
zu  sein  scheint,  und  Poisson  allerdings  verdient,  gegen  ungerechte 
Vorwürfe  vertheidigt  zu  werden. 

Poisson  setzt  zuerst  zwei  gleiche  Seiteneindrücke  P voraus, 
in  welchem  Falle  durch  den  Satz  des  zureichenden  Grundes  leicht 
folgt,  dass  der  Körper  der  Linie  folgen  muss,  welche  den  Winkel 
der  Seiteneindrücke  halbirt.  Macht  also  jeder  Seiteneindruck  mit 
der  Resultante  R den  Winkel  x , so  kann  man  setzen  Rz=z<p(P,x), 
nnd  die  erste  Aufgabe  ist  nun,  dass  mail  zeige,  es  sei  <p(P,x) 
= Jty(x).  Hierfür  nimmt  Poisson  nicht,  wie  manche  seiner  Tad- 
ler, etwa  bloss  die  IVillkübrlichkeit  des  Maasses  von  P,  son- 
dern mit  mehr  Tiefblick  zugleich  auch  den  Umstand  in  Anspruch, 
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dass  io  (p(P,x ) keine  andere  Grösse  vorkommt,  die  mit 
P gleichartig  ist.  Da  nämlich  das  Verhältniss  R:P  hei  jeder 
Maasseinheit  doch  dasselbe  bleiben  muss,  so  kann  R nur  =zP<p(x) 
sein.  Wenn  aber  ztir  Bildung  von  y>(P,x)  noch  eine  mit  P gleich- 
artige Constaote  a uötbig  sein  sollte,  so  wäre  auch  der  ganze 
Schluss  verfehlt,  und  dieser  Umstaud  ist  es  gerade,  der  hier  als  eiu 
Axiom  hingestellt  werden  muss;  denn  daraus,  dass  ich  nicht  wusste, 
woher  eine  solche  Constante  in  die  Rechnung  kommen  sollte,  kann 
ich  doch  nicht  auf  die  Abwesenheit  derselben  schliessen.  So  könnte 

p 

z.  B.  wohl  R = -+-  — g>(x))f[x)  sein,  ohne  dass  das  Verhält- 

niss P:  R bei  verschiedenen  Maasseinheiten  constant  zu  sein  auf- 
hörte. Daher  kommt  man  auch  durch  diese  Betrachtung  nicht  we- 
sentlich weiter,  als  wenn  man  sogleich  die  Gleichung  It—P.<p(x) 
als  ein  Axiom  aunimmt. 

Nun  denkt  sich  Poisson  jede  Seitenkruft  P als  Resultante 
zweief  gleichen  Seitenkräfte  Q,  welche  mit  P den  W'inkel  a ma- 
chen uud  hat  dann  P=  Q(p(x).  Von  den  vier  Kräften  Q fallen 
zwei  zwischen  P und  R und  machen  mit  R den  Winkel  x — s, 

Sehen  also  in  der  Resultante  das  Glied  Q<p(x — *);  die  beiden  an- 
ereu  Q machen  mit  R den  Winkel  x-i-s,  geben  also  in  R ein 
zweites  Glied  Q<p(x- 4-»),  so  dass  R — Q<p{x  -+-  s)  Q<p(x — s) 
sein  muss.  Weil  aber  auch  R = l\{x)  = Qcf(x)<f>(x) , so  folgt 
augenblicklich 


9>(*)H*)  = SF  (■*-*-*)  -+-  — *), 

welche  Gleichung  nun  zur  Bestimmung  der  Form  <p  dient. 

Hier  stossen  wir  aber  auf  die  beiden  Axiome,  welche  den 
eigentlichen  Nerv  des  Beweises  ausmachen.  Das  erste  ist  das,  wel- 
ches ich  oben  in  §.  3.  unter  A ) aussprarh , nach  dem  anderen 
bringt  jedes  Kräftepaar  in  der  Resultante  ein  eben  so 
grosses  Glied  hervor,  wie  wenn  es  allein  wirkte.  Sind 
denn  aber  diese  Axiome  so  unmittelbar  klar,  dass  man  eine  solche 
Demonstration  der  Newtonseben  oder  einer  anderen  ähnlichen  vor- 
_ ziehen  könnte  1 Allerdings  muss  zugegeben  werden,  dass  der  aus 
mehreren  Eindrücken  hervorgehende  Gesammteiudruck  auf  gleiche 
W'eise  gefunden  wird,  man  mag  die  Combinationen  zu  je  zwei  ma- 
chen, wie  man  will,  aber  hieraus  ist  doch  noch  nicht  klar,  dass 
man  die  Resultante  jedes  Paares  als  unabhängig  von  allen  iibrigeu 
Eindrücken  betrachten  darf”).  Muss  ich  aber  dieses  zugeben,  so  sehe 
ich  nicht  ab,  wie  ich  dudurch  gegen  das  Axiom  in  §.  4.  in  Vor- 
theil  kommen  soll. 

Statt  der  naturphiloso|ihischen  Begründung  hat  man  aber  die 
Analysis  Poissons  angegriffen,  an  welcher  ich  ganz  und  gar  keinen 
Tadel  aufzufinden  weiss.  Denn  wenn  auch  die  Functionen  cos  x 


° ) ln  diesen  beiden  Axiomen  liegt  auch  zugleich  der  vollständige  Grund 
für  die  Gleichung  g (P,  x)  s=  P . <f( x).  Denn  wenn  der  Seiteneindruck 
p ist,  so  sei  die  Resultante  pk'.  Erfolgt  dann  p gleichzeitig  «mal,  so 
entsteht  der  Eindruck  «/>;  aber  in  der  Resultante  wird  auch  der  Ein- 
druck pk, «mal  erfolgen,  und  sie  wird  daher  np.k,  so  dass  also  k von 
dem  Seitencindrucke  unabhängig  sein  muss. 
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und  - — die  syntaktische  Eigenschaft,  nach  welcher  2y(x)(p{s) 

= y(.r-f- *) -f- y(.r  — s)  ist,  gemein  haben,  so  sehe  ich  doch  nicht 
ein,  wie  dadurch  Poissons  Demonstration  umgestossen  werden  soll. 
Derselbe  spricht  ganz  bestimmt  die  Voraussetzung  aus,  dass  in 
R—J\p(x),  <p(x)  einerlei  Functionsform  für  «Ile  Wertlie  vou  x 
sei,  und  wenn  mun  auch  für  diese  Behauptung  einen  Beweis  ver- 
langen möchte,  so  muss  man  doch  l’oissons  Demonstration  nur  aus 
diesem  Gesichtspunkte  beurtheilen.  Darnach  aber  bat  Poisson  das 
Recht,  die  Ausdrücke  und  <p(x — s)  nach  dem  Taylorscheu 

Lehrsätze  aufzulösen  und  für  die  beiden  daher  entspringenden  <f(x), 

so  wie  auch  für  die  beiden  u.  s.  w.  2y(.r),  2.  u.  s.  w. 

zu  setzen,  und  die  Gleichung 

<f(x)  <p(s)  = y{x-\-x)  <p(x  — %) 


giebt  ihm  daun 

w(x\  = 2(1  I — I - »*  ) 

•iPl  ) ( ^ <f  (x)  .dx*  * 1 . 2 <f(x)  .dx*  ‘ 1 . 2 . 3 . * ’ ' ’ 

Daraus  gebt  denn  hervor,  dass  die  Quotienten  u.  s.  w. 

von  x gar  nicht  mehr  abhängen  können.  Wenn  daher  — = 
— b*<p(x)  gesetzt  wird,  so  folgt  sogleich  — — = -+-  blf(x), 
^ ^ = — b*<p(x)  u.  s.  w„  und  mithin 


V(*)=2(l 


A’z»  . b’x*  . 
1.2  1 .2.1.4'"“' 


Dieses  darf  nuu  immerhin  = 2cosä*  gesetzt  werden,  denn  es 
bleibt  ja  die  Freiheit,  für  b auch  einen  imaginären  Werth  gV' — i 
zu  denken,  so  dass  also  in  der  Entwickelung  vou  cos  bx  alle  Glie- 

der  positiv  werden  und  somit  auch  die  Function  ^ berück- 


sichtigt wird.  Weil  aber  für  a = die  Resultante  R und  daher 
auch  gp(a)  = 0 sein  muss,  so  sieht  man  sogleich,  dass  y(s)  durch 
die  Function  ^ nicht  dargestcllt  werden  kann;  denn  die  Ent- 

wickelung derselben  hat  für  reelle  Werthc  von  x nur  positive  Glie- 
der und  kann  daher,  weil  sie  immer  convergirt,  für  solche  Wcrthe 
die  0 nicht  vorstellen.  Also  muss  in  der  Entwickelung  von  y(s) 
der  Coeflicieut  b reell  sein.  Nach  bekannten  analytischen  Princi- 
pien  könnte  nun  A = 1,  bz=  3,  6 = 5 u.  s.  w.  sein,  allein  wenn 
man  b >■  1 nehmen  wollte,  so  würde  man  ein  Gleichgewicht  der 
Kräfte  io  solchen  Fällen  erhalten,  wo  es  augenscheinlich  nicht  statt 
haben  kann.  Es  ist  also  qp(*)  = 2cos  s und  daher  R=2P.  cos  x. 

Herr  Doctor  Dippe  bat  in  diesem  Archive  (Thl.  III.  S.  329.)  den 
Beweis  so  geordnet,  dass  er  von  der  Voraussetzung  einer  gleichen 
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Functionsform  für  alle  Werthe  des  Winkels,  welcheu  die  äeitcnkraft 
mit  der  Resultante  macht,  frei  ist,  wodurch  seine  Demonstration 
allerdings  ein  Uebergewicbt  über  die  von  Poisson  bekommt.  Nur 
bin  ich  der  Meinung,  dass  voo  den  ti  Grundsätzen,  welche  Herr  l)r. 
Dippe  dem  Beweise  unterlegt,  nur  die  beiden  ersten  und  der  fünfte 
nöthig  sind,  abgesehen  von  dem,  was  ich  oben  in  Hinsicht  auf 
l’oissons  Vortrag  hervorhob.  In  der  Gleichung 

jp(a)  = (f(x  -+-*)-+-  f(x  — s) 

sind  bei  Herrn  Doctor  Dippe  die  Ausdrücke  qp(.*),  9 >(»)  u.  s.  w. 
nichts  anderes,  als  eine  Art  unbestimmter  Coefficieuten , für  welche 
eben  jene  Gleichung  die  Relution  uusdruckt.  .Setzen  wir  s ==  ar, 
so  findet  sich,  da  <jp(0)  = 2 sein  muss,  augenblicklich 

</>{.*)  = l/*2  — 9(2.*). 

Nun  ist  aber  auch,  wenn  .*  = 45°,  9(2.*)  = 0,  also  9(45°)  = \/i 

ss  2cos  45°,  daher  dann  = 1/21/  1 — cos  45°  = 2cos  , 

C9  CN  * f'i  ON  0 

— ) = 2cos(.^  ) . Die  Allgemeinheit 

der  Gleichung  (f\x)  = 2co*  x kann  nun  wohl  auf  eben  die  Weise 
tlargetbau  werden,  uie  Herr  Doctor  Dippe  es  gezeigt  hat. 


Streng  genommen  würde  uns  nicht  einmal  das  Parallelogramm 
zweier  Eindrücke,  auch  wenn  es  noch  so  streng  bewiesen  wäre, 
zu  einer  vollständigen  Begründung  der  Bewegungslehre  fuhren, 
denn  es  giebt  ja  noch  gar  keine  Ausführung  für  den  Pall,  wo  mehr 
als  zwei  Eindrücke  Zusammenwirken,  weun  man  nicht  annimmt, 
dass  jedes  beliebige  Paar  durch  eben  den  Gesammteindruck  sich 
ersetzeu  lasse,  wenn  es  allein  vorhanden  wäre.  Dieser  Satz  ist 
aber  eine  nothwendige  Folge  von  dem  in  4.  aufgestellten  Axiom, 
so  dass  also  durch  dieses  uie  vollständige  Entwickelung  der  Bewe- 
gungslehre vermittelt  wird. 

Die  meisten  Beweise  für  das  Kräfteparallelogramm  oder  viel- 
mehr alle,  die  von  dem  Poissonschen  sich  nur  in  der  analytischen 
Behandlungsweise  unterscheiden , machen  jenen  ersten  Salz  zur 
Voraussetzung.  Hier  meine  ich  aber  diese  Darstellungen  vorzüglich 
desshalb  tadeln  zu  müssen,  dass  sie  gar  keine  Auskunft  darüber 
geben,  wie  weit  denn  jener  Grundsatz  für  die  Demonstrationen  des 
Kräfteparullegrammes  ausreirbe,  und  dass  inan  nickt  ins  Klare 
darüber  kommt,  ob  die  zu  Hülfe  genommenen  Axiome  auch  säinmt- 
licb  nothwendig  waren.  Der  aus  mehreren  Eindrücken  hervorge- 
hende Gesammteindruck  muss  nach  dem  Gesetz  der  Naturnothwen 
digkeit  vollkommen  bestimmt  sein,  sowohl  nach  Intensität  als  auch 
nach  der  Richtung.  Indem  ich  nun  nnnehme,  dass  für  zwei  belie- 
bige Eindrücke  derjenige  Gesammteindruck  sich  setzen  lasse,  den 
sie  hervorbringeo  müssten,  wenn  sie  allein  wirkten,  so  genügt  al- 
lerdings das  Parallelogramm  der  Bedingung,  dass  bei  jeder  Coinbi- 
nation  derselbe  Totaleiodruck  erhalten  wird,  aber  es  wäre  ja  auch 
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wohl  möglich,  dass  nur  das  Parallelogramm  dieser  Bedingung  ge- 
nügte. und  hierüber  erhält  man  keine  Auskunft. 

Nun  ist  aber  gleich  klar,  dass  jenes  Axiom  nicht  unmittelbar 
zum  Kräfteparallelogramm  fuhren  kann,  denn  es  wäre  wohl  mög- 
lich, dass  nicht  der  Totaleiudruck  selbst,  sondern  eine  gewisse 
Funktion  desselben  aus' eben  solchen  Functioüen  der  einzelnen  Ein- 
drücke nach  dem  Parallelogramm  sich  ableiten  Hesse,  wie.  wenn 
man  z.  B.  die  »sie  Potenz  der  Resultante  aus  den  roten  Potenzen 
der  Coinponenten  durch  das  Parallelogramm  finden  müsste.  Wenn 
aber  der  Satz  ton  der  Summiruog  gleich  gerichteter  Eindrücke  noch 
zu  Hülfe  genommen  wird,  so  ist  auch  das  Kräfteparallelogramm 
vollständig  begründet.  Man  muss  nämlich  das  Princip  des  §.  4. 
wenigstens  für  einen  besoudern  Fall  haben.  Ich  ordne  nun  den 
Beweis  so: 

1)  Wenn  mehr  als  zwei  Eindrücke  auf  einen  Körper  wirken, 
so  kann  man,  um  den  Gesnmmteindruck  zu  erhalten,  für  jede  be- 
liebige zwei  denjenigen  Totuleiodruck  setzen,  den  sie  erzeugen 
würden,  wenn  sie  allein  wirkten. 

2)  Zwei  gleiche  entgegengesetzte  Eindrücke  heben  sich  ver- 
möge des  Satzes  vom  zureichenden  Grunde  auf,  wenn  sic  allein 
wirken,  also  auch  nach  1)  in  der  Zusnmmeuwirkung  mit  beliebigen 
anderen  Eindrücken. 

Wenn  zwei  Eindrücke  einen  Winkel  mit  einander  machen,  so 
folgt  der  Totuleindrurk  der  Richtung  keines  von  beiden,  aber  seine 
Richtung  fällt  immer  in  die  Ebene  der  Seitcneiudrücke. 

Hieraus  folgt  mit  Nothwendigkeit,  dass  wenn  zwei  Eindrücke 
ouf  einen  Körper  wirken,  deren  Richtungen  in  dieselbe  Gerade  fal* 
len,  die  Richtung  des  Gesammteindruckes  auch  noch  in  diese  Gerade 
fallen  muss.  Denn  wenn  die  Eindrücke  a.  — a und  b nach  dersel- 
ben Geraden  wirken,  so  ist  der  Gesaminteindruck  b und  fällt  in 
dieselbe  Gerade,  da  n und  — a sich  heben.  Verbindet  man  nun 
erst  b mit  — a,  so  sei  % der  Totaleindruck  und  es  mache  derselbe 
mit  der  ersten  Richtung  den  Winkel  <p,  wenn  er  mit  ihr  nicht  zu- 
sammenfallt.  Indem  man  nun  wieder  % mit  a verbindet,  entstellt 
nach  I ) der  Eindruck  b,  dessen  Richtung  mit  der  von  a zusammen- 
fällt. Daher  kann  auch  nach  3)  * mit  a keinen  Winkel  machen, 
oder  es  ist  </)  = 0. 

4)  Wenn  zwei  gleiche  Eindrücke  unter  einem  beliebigen  Win- 
kel gegeben  werden,  so  fällt  die  Richtung  der  Resultante  alle- 
mal in  die  Linie,  welche  den  Winkel  der  Componenten  hui  bi  rt,  ent- 
weder nach  der  einen  oder  nach  der, anderen  Seite  vom  Scheitel. 
Dieses  ist  schon  durch  den  Satz  des  zureichenden  Grundes  klar, 
obschon  sich  noch  eine  Art  Beweis  geben  Hesse. 

5)  Wenn  zwei  Eindrücke  nach  einerlei  Richtung  gegeben  wer- 
den. so  ist  der  Totaleindruck  der  Summe  beider  gleich  uud  folgt 
derselben  Richtung. 

Daher  muss  nothwendig  die  Resultante  zweier  Eindrücke,  die 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  gegeben  werden,  der  Differenz 
beider  gleich  sein  und  der  Richtung  des  Grösseren  folgen.  Denn 
hat  man  die  Eindrücke  b,  a und  — a,  so  ist  b die  Resultante.  Ver- 
bindet man  aber  erst  b und  a,  so  entsteht  b-\-a,  und  wenn  noch 
— a dazu  kommt,  so  entsteht  wieder  b,  d.  Ii.  (b-+-a)  — a. 

Nach  dieser  logischen  Spielerei  komme  ich  zur  Demonstration 
des  Parallelogrammes  der  Eindrücke.  Man  habe  drei  Eindrücke 
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a,  b,  c und  es  sei  x der  Winkel  zwischen  a und  b,  y der  zwi- 
schen b und  c.  Welche  Grösse  und  Richtung  nun  der  aus  a und  0 
unter  dem  Winkel  x entstehende  Kindruck  r auch  haben  mag,  so 
lässt  sich  doch  beides  immer  durch  die  Diagonale  eines  Parallelo- 
grummes  erhalten,  wenn  man  nur  die  Componeuten  a und  b gehö- 
rig abändert,  ohue  dass  man  desshalb  auch  statt  des  Winkels  x 
einen  andern  zu  setzen  genötbigt  ist.  Gesetzt  man  müsse  ma 
statt  a und  m,b  statt  b setzen  und  es  mache  r mit  b den  Winkel 
l,  so  ist 


6) 


r sin  /=  ma  sin  x 
r cos  l = ma  cos  x m , b. 


Indem  wir  ferner  r und  c unter  dem  Winkel  verbinden,  um. 

den  Totaleindruck  R für  alle  drei  Komponenten  zu  erhalten,  müsse 
man,  um  nach  dem  Parallelogramm  zu  rechnen,  m,r  statt  r und 
m,c  statt  c setzen.  Macht  R mit  c den  Winkel  g,  so  hat  man 

R sin  g—m,r  sin(/-|-y) 

R cosg-=s»,r  cos  y) -+- m ,c 

oder  wenn  man  sin(/-f-y)  und  cos(/-f-y)  auflöst  und  statt  r sin  / 
und  r cos  / ihre  Werthe  aus  6)  setzt: 


') 


sin  g=  mm,a  sin  (x  ■+-  y)  -|-  m,m,b  sin  y 
\R  cos  g=  mm,a  cos(jr-l-  y)  -1-  m,m,b  cos  y-J-  m,c. 


Wir  ändern  nun  die  Ordnung  der  Verbindung.  Indem  c und  b 
unter  dem  Winkel  y verbunden  werden,  entstehe  der  Eindruck  p 
und  es  mache  derselbe  mit  b den  Winkel  A.  Muss  nun  ge  und  ft,b 
statt  c und  b gesetzt  werden,  um  nach  dem  Parallelogramm  zu 
rechnen,  so  ist 


8) 


j ()  sin  X = ge  sin  y 
}q  cosÄ  — juc  cos  y-i-ft,b. 


und  indem  wir  wieder  q und  a unter  dem  Winkel  X-+-  x verbinden 
und,  um  nach  dem  Parallelogramm  zu  rechnen,  fi,Q  und  ft,a  statt 
q und  a setzen,  erhalten  wir,  wenn  R mit  a den  Winkel  y macht: 


R sin  y = ft,Q  sin(A.-t-dr) 

R cos  y=g,Q  cos(J.-f-  x)  + (t,a, 

woraus  mit  Hülfe  von  8)  folgt: 


0) 


i R sin  y = fift,c  . sin  (.7  -{-  y)-\-  fi,ft,b  sin  x 
IR  cos  y — gg7c  . cot(x  -h  y)  -i-  ft,  fi, b cos  x-t-ft,a. 


Weil  aber  y z=  x y — g,  so  findet  man  aus  9)  nach  dem  bekann- 
ten Eliminatioosverfabren: 


10) 


R sin  gz=ft,a  s\a(x y)-\- ft ,ft,b  sin  y 
R cos  g — fi,a  cos(a:-t-y)  -{-g,ft,b  cos  y-\-ftfi,c. 
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Aus  7)  und  10)  folgen  nnn  die  beiden  Gleichungen,  welche  die  Be- 
dingung ausdriicken,  dass  nach  beiden  Combinationsfolgen  doch 
einerlei  Grösse  und  Richtung  der  Resultante  bernuskoinmcn  muss, 
nämlich: 


mm,acos{x-i-y)-\-mlmib»\By=zijt,at\xi(x-\-y)-\-nli*rl/&\ny 

-+-*»,«  -\-flfttC. 

Die  weiteren  Bestimmungen  aber  gehen  aus  der  anderen  Bedingung 
in  Grundsatz  1.  hervor,  dass  nämlich  die  Grösse  und  Richtung  der 
Resultante  zweier  Eindrücke  von  allen  noch  gegebenen  Eindrücken 
unabhängig  sein  soll.  Dieser  Bedioguug  wird  nur  dadurch  genügt, 
wenn  in  den  Gleichungen  11)  die  Coefficienten  gleicher  Sinus  und 
Cosinus  gleich  sind,  nämlich  wenn  mmt=  p,,  mIm1=fi,/tt  und 
m , = fip2  ist.  Cid  aber  dieses  zu  beweisen,  müssen  wir  noch 
einen  vierten  Eindruck  d zugeben,  welcher  mit  e den  Winkel  x 
machen  mag  •).  Um  für  diesen  Fall  den  Totaleindruck  P zu  er- 
halten, hat  man  R und  d unter  dem  Winkel  s+g  zu  verbinden. 
Es  mache  P mit  d den  Winkel  h und  man  müsse,  um  nach  dem 
Parallelogramm  zu  rechnen,  mtR  statt  R und  mtd  statt  d setzen, 
so  bat  man 

P sin  h = m,R  sin(x  -+-#). 

Löst  man  hier  sin (x -Hg)  auf  und  setzt  statt  R sin  g und  R cos  g 
einmal  die  Wertbe  aus  /),  dann  aber  auch  aus  10),  so  findet  sich: 

Psin  /=«»4('«B»»,asio(.r-|-y-|-*)  -+-  tn,m2fjBin(y-{-x)-\-m,cainx) 

und 


Psin  h = sin(^r-l-y-f-x)  -\-fitfitl> sin(y  ■+■  x)  -+-  yp2c sin  x). 

Darum  hat  man  aber 


12) 


i mm  , a sin  ( x -4-  y -+-  x ) -+-  mxm2b  sin  (y-f-  x ) -f-  m,c  sin  x 
\==fi,a  sin  (.r  + y -I- *)  sin(y-l-x)  -4-  ftft2cainx 


ood  diese  Gleichung  gilt  für  jeden  Werth  von  x.  Da  aber  kein  m 
und  ft  nach  Grundsatz  1.  von  x abhängt,  so  müssen  die  Cocfücien- 
ten  gleicher  Sinus  nothwendig  gleich  sein.  Denn  wenn  man  auch 
annehmen  wollte,  es  wäre  dem  nicht  so,  so  könnte  man  doch  x so 
wählen,  dass  z.  B. 


mm,a  sin(.r y-+- x) -+- »»,»*, b sin(y-t-x) 
= ft,a  ain  (x  ■+■  y-i-  x)  -i-  it,f*tl>  sin(y-)-x) 


*)  Es  würde  hinreicben,  die  erste  der  Gleichungen  7)  mit  cos*,  die  an- 
dere mit  sin  s zu  multipliciren  und  die  Producte  zu  addiren  und  das- 
selbe Verfahren  auch  bei  den  Gleichungen  10)  anzuwenden.  Ich  wählte 
statt  dieses  Calculs  die  obige  Darstellung,  um  zugleich  seine  Beziehung 
zur  Sache  nacbzuweisen. 
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würde;  mun  brauchte  nur 

* 3 (mm2  —fi,)a  cos(jr -+- y)  ■+■  (m ,//i,  — ,u ,u,)A  cos  y 

zu  nehmen.  Aber  daun  würde  doch  yfi2  = fi,  werden,  und  da 
der  Werth  von  s aut'  alle  m und  (i  keinen  Einfluss  hat,  so  ist  die 
Gleichung  fi(*2=zm,  allgemein.  Darum  ist  nun 

13}  mm2  =/i„  tn,mt  = /j,,yt,  m,  = y/t, 

und  dieses  sind  die  Gleichungen,  welche  der  Grundsatz  I.  bedingt. 
Ich  verlasse  aber  jetzt  die  allgemeine  Betrachtung,  weil  es  meine 
Absicht  nicht  ist,  diesen  Aufsatz  mit  weitläufigen  Rechnungen  zu 
füllen.  Ich  bringe  vielmehr  sogleich  den  Grundsatz  5.  in  Anwendung, 
und  setze  zu  dem  Behufe  den  Winkel  .*  = 0,  um  b in  die  Rieh* 
von  a zu  bringen.  Alsdann  ist  a-\-b  die  Resultante  von  a und  b 
und  es  ist  desshaib  m = m,  =1,  so  dass  die  Gleichungen  13)  in 
folgende  übergeben: 

14)  *»,  =M.»  *»«  =P,^2i  «».=«**• 

Darnach  ist  — * =— . Nehme  ich  aber  noch  c = b,  so  wird  nach 

Grundsatz  4.  nothwendig  und  daher  nt2  — m,.  Davon  ist 

der  Kinn  folgender:  Bringt  man  an  den  beliebigen  Ein- 

drücken a b und  b,  die  unter  dem  beliebigen  Winkel 
y wirken,  die  Factoren  w,  und  m,  an,  um  die  Resultante 
nach  dein  Paral  le Io gra mm  zu  herechuen,  so  ist  allemal 
»»,=«■/,.  Darum  ist  auch  /u. t in  allen  Fällen  = /u  und  p,  =/*„ 
und  die  Gleichungen  14)  liefern  folgende: 

und 

woraus  = l folgt.  Hiermit  ist  aber  das  Parallelo- 

gramm der  Eindrücke  vollständig  bewiesen. 

Ich  habe  diesen  Beweis  nicht  in  der  Meinung  abgefasst,  um 
damit  meinen  Vorgängern  deu  Rang  abzulaufen;  meine  Absicht  geht 
vorzüglich  nur  auf  die  Erörterung  der  Principien  der  Wissenschaft. 
Für  diessmnl  schliesse  ich  aber  die  Betrachtungen,  um  sie  bei  der 
nächsten  Gelegenheit  weiter  fortzuführen. 
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XXII. 

Lösung  einer  interessanten  geometrischen 
Aufgabe. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Hessel 

in  Marburg. 


Aufgabe. 

Es  ist  gegeben  ein  Winkel  A (Taf.  IV.  Fig.  3.)  und  ein 
Punkt  a,  der  zwischen  dessen  Schenkeln  irgendwo  liegt; 
man  soll  die  gerade  Linie  man  ziehen,  welche  die  klein* 
ste  der  Linien  ist,  die  durch  den  Punkt  a so  gezogen 
werden  können,  dass  sie  ihre  Enden,  wie  m und  »,  in 
den  Schenkeln  von  A haben. 


A u f 1 ö s u n g. 

Es  sei,  in  Taf.  IV.  Fig.  4.,  A der  gegebene  Winkel  und  a der 
gegebene  Punkt,  wie  in  Taf.  IV.  Fig.  3.  Man  ziehe  zuerst  durch 
a die  K'aK  so,  dass  £ AK'a  = AKa  = A(=  90°  — \A)  ist 
Hierdurch  wird  AK'  = AR.  Man  ziehe  ferner  durch  a die  iap 
senkrecht  zu  aK  und  die  latj  senkrecht  zu  AK’.  Der  Winkel 
Kan,  den  die  gesuchte  Linie  man  mit  K'aK  macht,  heisse  g>,'  und 
die  Winkel  Anm  und  Amn  mögen  mit  » und  i m bezeichnet  wer- 
den. Es  ist  dann  » = £-{-?>  und  m = /c  — y,  und  man  bat: 


' am  sin  m sin  (k  — y)  ’ 


2)  an 


g P « P 

sin  n sin  (fc-t-?)’ 


also 


3)  mn  ==  am  an  = —. — ?ß- r .. 

’ sin  (* — y)  sin  (£-+-?>) 

Das  Differenzial  von  mn,  wenn  <p  veränderlich  ist,  wird  also  sein 

4)  d.mn=  <y.-c"(*+^W 

’ V suififc  — tfY  sin  (£-4-?)*  ) T 


d .mn 


Setzen  wir  den  Differentialquotienten  — =0,  so  ist 
Tfcdl  V.  21 
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oder 


5) 


aq  . cos  tn  ap  . cos  n 

sin  m7  sin  w* 


6) 


_?L_ 

siu  tn 


. cot 


m 


ap 

sin  n 


. cot 


i», 


an  ap  , 

und  man  erliält,  weon  man  ata«  ■ und  statt  -r—  deren  Wer- 
’ sin  tn  sin  n 

the  aus  1.  und  2.  setzt  (während  man  ohne  diesen  Kunstgriff  zu 

verwickelten  Ausdrücken  kommt),  die  äusserst  einfache  Gleichung: 


oder 


7)  am  . cot  tn  = an  . cot  n 
8)  am  : an  = cot  n : cot  m. 


Wird  nun  As  seukrecht  zu  mn  angenommen,  so  ist  rat  : ns 
= cot  tn  : cot  «s;  es  muss  also 


9 ) ms  : nt  = an  : am, 


also 


(ms  -f-  ns)  : ns  = (am  -f-  an)  : am, 
also,  da  ms  nt  = am  -f-  an  = mn  ist,  auch 
10)  am  = ns, 


mithin  auch 


an  = ns 


■ein.  Han  hat  sonach  zur  Bestimmung  des  Punktes  t,  mithin,  da 
a gegeben  ist,  zur  Bestimmung  der  Lage  der  gesuchten  Linie 
masn,  folgende  zwei  Bestimmungsstucke: 

I)  t liegt  so,  dass  [_  asA  ein  rechter  Winkel  ist; 

II)  s liegt  in  der  durch  a gebenden  gesuclrten  Linie  man  so, 
dass  ns  = am  ist. 

Der  ersten  Bedingung  entsprechen  die  Punkte  des  Halb- 
kreises aspA  über  dem  Durchmesser  Aa. 

Der  zweiten  Bedingung  genügen  die  Punkte  der  Hyperbel 
a"’as’a''sca'  *) , welche  AK  und  AJC  zu  Asymptoten  hat  und 
durch  den  Punkt  a geht;  und  diese  ist  geipäss  der  Gleichung 
ns’  = am',  in  welcher  alt'  und  am'  die  betreffenden  Stücke  jeder 
willkührlichen , durch  a gelegten,  die  Hyperbel  ass  io  den  zwei 
Punkten  a und  *'  schneidenden  Linie  mV  bedeuten,  sehr  leicht  zu 
construiren. 

Der  Punkt  s in  der  gesuchten  Linie  masn  ist  also  der 
Durcbschnittspunkt  jenes  Kreises  mit  dieser  Hyperbel. 

Da  nun  allgemein  für  jede  durch  « gehende  Linie  mV  nach 
den  Gleichungen  1.  und  2. 


' sin  (X.  — <f  ) 


und  an! — 


sin  (*  tf)' 


°)  Vergleiche  Burg  Artikel  Hyperbel. 
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so  ist  der  veränderliche  Radius  a * der  hier  erwähnten  Hyperbel 
bestimmt  durch  die  Gleichung 

m S? 

' sin  (k  -+-  if)  sin(£ — <f')' 

wo  7'  den  veränderlichen  Winkel  bedeutet,  den  at’  mit  der  Basis 
KK’  des  gleicbschenklichen  Dreiecks  AK'K  macht. 


XXIII. 

Zur  Theorie  der  Kegelschnitte. 

Von 

Herrn  C.  Adams, 

Lebrer  der  Mathematik  an  der  Gewerbschule  zu  Winterthur. 


Herr  Dr.  Schlömilcb  zu  Jena  beweist  im  3ten  Bande  des  Ar* 
chivs  S.  386.  einige  Sätze  von  Sechsecken , welche  in  oder  um 
einen  Kegelschnitt  beschrieben  sind.  Seine  Beweise  stützen  sich 
auf  die  Theorie  der  projektivischen  Gebilde,  auf  jene  schonen  Sätze, 
welche  Steiner  io  seiner  ,,  Abhängigkeit  geometrischer  Gestal- 
ten” in  strcuger  systematischer  Folgerichtigkeit  entwickelt  bat.  — 
Es  dürfte  nun  für  die  Leser  des  Archivs  nicht  uninteressant  sein, 
zur  Vergleichung  der  verschiedenen  Methoden  in  der  Beweisfüh- 
rung dieselben  Sätze  auf  andere  Weise,  nämlich  mit  Hülfe  der 
Transversalen  bewiesen  zu  sehen,  sei  es  auch  nur,  um  auf  die 
Wichtigkeit  dieser  Lehre  von  Neuem  aufmerksam  zu  werden.  — 
Die  Sätze,  die  ich  als  bekannt  voraussetze,  und  deren  Beweise  in 
Carnot,  Poncelet,  Steiner,  Plückers  analytisch  geometrischen  Ent- 
wickelungen oder  auch  in  meiner  eigenen  „Lehre  von  den  Trans- 
versalen” nacbgesehen  werden  können,  sind  folgende: 

1)  Wenn  die  Seiten  eines  Dreiecks  oder  auch  ihre  Verlänge- 
rungen von  einer  beliebigen  geradlinigen  Transversale  geschnitten 
werden , so  theilt  diese  Transversale  jede  Seite  des  Dreiecks  in 
zwei  solche  Abschnitte,  dass  das  Product  aus  drei  nicht  an  einan- 
der liegenden  Abschnitten  gleieh  ist  dem  Producte  der  drei  auderen. 

2)  (’mgekehrt  werden  auf  zwei  Seiten  eines  Dreiecks  und  der 
Verlängerung  der  dritten  Seite  oder  auch  auf  den  Verlängerungen 
aller  drei  Seiten  drei  Punkte  so  angenommen,  dass  das  Product 
aus  drei  nicht  an  einander  liegenden  Abschnitten  der  Seiten  gleich 

21* 
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ist  dem  Producte  der  drei  anderen,  so  liegen  diese  Punkte  in  gera- 
der Linie. 

3)  Wenn  zwei  Dreiecke  eine  solche  Lage  haben,  dass  die  Ver- 
bindungslinien ihrer  ticken  je  zwei  und  zwei  in  demselben  Punkte 
zusammenlaufen , so  liegen  die  Durchschnittspunkte  ihrer  entspre- 
chenden Seiten  in  gerader  Linie. 

4)  Umgekehrt,  wenn  zwei  Dreiecke  eine  solche  Lage  haben, 
dass  die  Durchschnittspunkte  von  je  zwei  entsprechenden  Seiten  in 
gerader  Linie  liegen,  so  schneiden  sich  die  Verbindungslinien  ihrer 
entsprechenden  Ecken  in  einem  und  demselben  Punkte. 

5)  Wenn  die  Seiten  eines  Dreiecks  von  einem  beliebigen  Ke- 
gelschnitte geschnitten  werden,  so  entstehen  auf  jeder  Seite  vier 
Abschnitte,  welche  eine  solche  Beziehung  zu  einander  haben,  dass 
das  Product  der  einen  Hälfte  gleich  ist  dem  Producte  der  anderen 
Hälfte,  vorausgesetzt,  dass  in  einem  und  demselben  Producte  nicht 
solche  Abschnitte  Vorkommen,  welche  einen  Punkt  des  Kegelschnitts 
zum  gemeinsamen  Endpunkt  haben. 

6)  Der  Durchschnitt  zweier  Polaren  in  Bezug  auf  irgend  einen 
Kegelschnitt  ist  der  Pol  für  die  Verbindungslinie  der  Pole  jener 
Polaren. 

7)  Liegen  mehrere  Punkte  in  gerader  Linie,  so  schneiden  sich 
ihre  Polaren  für  irgend  einen  beliebigen  Kegelschnitt  in  einem  und 
demselben  Punkte,  dem  Pol  jener  Geraden. 

8)  In  jedem  einem  Kegelschnitte  einbeschriebenen  Sechsecke 
liegen  die  drei  Durchscboittspunkte  der  gegenüber  liegenden  Sei- 
ten in  gerader  Linie. 

9)  In  jedem  einem  Kegelschnitte  umschriebenen  Sechsecke  schnei- 
den sieb  die  drei  Diagonalen,  welche  die  gegenüber  liegenden  Ecken 
verbinden,  in  einem  und  demselben  Punkte.' 

Die  Lehrsätze  des  Herrn  Dr.  Schlömilch  sind  nun  folgende: 

I)  Wenn  man  in  einem  dem  Kegelschnitte  einbeschriebenen 
Sechsecke  ABCDEF  die  drei  Hauptdiagonalen  AD , BE,  CF 
zieht,  von  welchen  eine  jede  das  Sechseck  in  zwei  Vierecke  theilt, 
und  sodann  in  diesen  Vierecken  die  der  Hauptdiagonale  des  Sechs- 
ecks gegenüber  liegende  Seite  bis  zum  Durchschnitt  mit  dieser  Dia- 

?onale  verlängert,  so  erhält  man  sechs  Durchscbnittspnukte  M\  AP, 
K,  M”.  A",  P" , von  denen  sowohl  die  drei  ersten  als  die  drei 
letzten  in  gerader  Linie  liegen. 

Beweis.  Taf.  IV.  Fig.  5.  Man  betrachte  drei  nicht  an  einan- 
der anstossende  Seiten  AB,  CD,  EF  einzeln  als  Transversalen 
des  Dreiecks  abc,  so  bat  man  nach  Lehrsatz  1.: 

aM' . bA  . cB  = aB  . bM’ . cA 
aC  .bD  . cP’  = aP.bC  .cD 
aF  . bA’’ . cE  = aE  . bF  . cA”, 

Multiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  in  einander,  so  erhält  man: 

(I)  aM' . bA' . cP'  .aCaF  .bA.bD.cB  .cE 

= aP' . bM’ . rA ' aB  .aE.  bC . bF.cA.  cD. 
Nun  ist  aber  nach  Lehrsatz  5.: 

(II)  aC.  aF.  bA.bD.cß.cE=aß.  aE.  IC.bF.cA . cD. 
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Dividirt  man  (I)  durch  (II),  so  erhält  man: 

aM’ . bX' . cP  — aP' . bAP . cX'. 

Da  Dun  die  Punkte  AP,  X\  P‘  einzeln  auf  den  Seiten  des 
Dreiecks  abc  liegen,  so  sind  dieselben  nach  Lehrsatz  2.  io  gerader 
Linie.  Ebenso  wird  bewiesen,  dass  die  Punkte  AP',  X",  P"  in  ge- 
rader Linie  liegen. 

II)  Die  Gerade  MX,  welche  nach  Lehrsatz  6.  die  Durchschnitts- 
punkte der  drei  Paure  gegenüber  liegender  Seiten  verbindet,  geht 
zugleich  durch  den  Durchschnitt  der  im  vorigen  Lehrsätze  erwähnten 
Geraden  M'X’  und  AP’X", 

Beweis.  Bezeichnet  mau  die  Durchschnitte  von  BE  und  CF, 
AF  und  DE,  AB  und  CD  einzeln  mit  a,  d,  f,  so  sind  wegen 
des  einbesebriebenen  Sechsecks  AFCDEB  diese  Punkte  io  gera- 
der Linie  (Lehrsatz  6.).  In  denselben  drei  Punkten  a,  d,  f schnei- 
den sieb  zugleich  die  Seiten  der  Dreiecke  APAF'M  und  P’P"P\ 
mithin  gehen  nach  Lehrsatz  4.  die  Verbindungslinien  ihrer  Ecken, 
d.  h.  die  Geraden  APP',  M"P",  AIP,  durch  einen  und  denselben 
Punkt.  Denkt  man  sieb  durch  die  Ecken  des  Sechsecks  ABCDEF 
Tangenten  an  den  Kegelschnitt  gezogen,  so  erhält  man  ein  um- 
schriebenes Sechseck,  das  mit  dem  eiuhescliriebenen  im  Verhältnis 
der  polaren  Reciprocität  steht;  die  Anwendung  der  Sätze  6.  und  7. 
auf  die  beiden  letzten  Sätze  führt  demnach  zu  folgendem  Satze: 

III)  Wenn  man  in  einem  dem  Kegelschnitte  umschriebenen 
Sechsecke  die  gegenüber  liegenden  Seiten  verlängert,  bis  sie  sich 
einzeln  in  drei  Punkten  durchschneidrn , und  man  zieht  von  jedem 
dieser  Durchschnittspunkte  Gerade  nach  den  beiden  übrigen  Ecken 
des  Sechsecks,  so  schneiden  sich  von  diesen  sechs  Geraden  drei 
and  drei  in  einem  und  demselben  Punkte,  und  diese  beiden  neuen 
Punkte  liegen  mit  dem  Durchschnitte  der  drei  Hauptdiagonalen  des 
Sechsecks  (Lehrsatz  9.)  in  einer  und  derselben  Geraden, 

IV)  Verlängert  man  io  einem  dem  Kegelschnitte  einbeschriebe- 
nen Sechsecke  diejenigen  Diagonalen,  welche  von  demselben  ein 
Dreieck  abschneiden,  und  bestimmt  die  Durchschnitte  Q,  R,  S je 
zweier  gegenüber  liegenden  Diagonalen  dieser  Art,  so  liegen  je 
zwei  dieser  Durchschnitte  mit  einem  der  Durchschnitte  AI,  X,  P 
der  Gegenseiten  des  Sechsecks  in  einer  und  derselben  Geraden. 

Beweis.  Da  die  Durchschnitte  g,  a,  h der  Gegenseiten  .des 
Sechsecks  ACFDBE  in  gerader  Linie  liegen,  so  buben  die  Drei- 
ecke EF/i  und  BCg  die  in  Lehrsatz  3.  bezeichnet'1  Lage;  mithin 
liegen  nach  demselben  Satze  die  Durchschnitte  X,  R,  U ihrer  ent- 
sprechenden Seiten  in  gerader  Linie.  — Eben  so  wird  bewiesen, 
dass  die  Punkte 

AI,  Q,  S 
P,  R,  S 

einzeln  in  gerader  Linie  liegen. 

Die  Anwendung  der  Sätze  6.  und  7.  auf  IV)  führt  noch  zu  fol- 
gendem Satze: 

V)  Verlängert  man  in  einem  dem  Kegelschnitte  umschriebenen 
Sechsecke  die  erste,  dritte  und  fünfte  Seite,  bis  sie  unter  sich  ein 
Dreieck  bilden,  eben  so  die  zweite,  vierte  und  sechste  Seite,  bis 
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auch  diese  ein  Dreieck  bilden,  so  schneiden  sich  die  Verbindungs- 
linien der  gegenüber  liegenden  Ecken  dieser  Dreiecke  je  zwei  und 
zwei  auf  den  drei  Diagonalen  des  Sechsecks. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  kann  auch  direkt  aus  dem  Brian- 
chon’scben  Satze  (Lehrsatz  9.)  hergeleitet  werden.  Siehe  meine 
Lehre  der  Transversalen,  Lehrsatz  LXXXIII. 


XXIV. 

Ueber  die  Reihen,  welche  den  Cosinus  und 
Sinus  durch  Potenzen  des  Bogens 
ausdriieken. 

Von 

Herrn  Doctor  O.  Sc hlö milch, 

Privatdocenten  an  der  Universität  zu  Jena. 


In  den  Supplementen  zu  Klügels  mathematischen  Wörterbuche 
gründet  der  Herr  Herausgeber  des  Archivs  den  Beweis  der  Reihen: 

co!X  = l__j+__ 


1.2.3 


1 . 2 . 3 . 4 . 5 


auf  die  folgenden  rein  goniometriseben  Sätze: 


cos  »0  = n„  — /i,(2siu  •,©)*  cos  J0-f-«4(2sin{0)4  cos|0 — .... 

— »,(2sin|0)  sinjO-f-is.^sin}©)*  sin  4© — .... 


(•) 


sin  »0  = »,(2sin  |0)  cos  40  — »,(2sin  4©)’  cos  4©-f- ) 

— »,(2sin  40)*sin|0-l-w4(28in  4©)4  sin  J0  — . . . . j 


(2) 


in  welchen  n eine  positive  ganze  Zahl  sein  muss  und  *, 

u.  s.  w.  die  Binomialcoeflicieuten  des  Exponenten  n bedeuten.  Die- 
ser Beweis  der  Cosinus-  und  Sinusreihen  hat  die  grossen  Vorzüge, 
ebensowohl  von  der  Anwendung  imaginärer  Grössen , als  von  der 
(Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  frei  zu  sein,  sobald  man 
die  Gültigkeit  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  auf  elementarem  Wege 
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nacbgewiesen  bat.  Diess  geschieht  a.  u.  0.  mittelst  de«  Schlusses 
von  » auf  »-4-1,  welcher  bei  aller  Evidenz  doch  das  Unangenehme 
bat,  dass  man  nicht  weiss,  wie  man  zu  Jenen  Gleichungen  gelangt 
ist..  Es  dürfte  daher  nicht  überflüssig  sein,  eine  elementare  Ablei- 
tung derselben  mitzutheilen. 

In  einem  früheren  Aufsatze  über  die  Binomialcoefficicnten,  Ar- 
chiv I.  Theil,  S.  431.  u.  f.  habe  ich  gezeigt,  dass  man  auf  elemen- 
tarem Wege,  durch  ein  Verfahren,  welches  mit  dem  der  Differen- 
zeorechnung  Aehnlichkeit  bat,  zu  folgenden  Gleichungen  gelangen 
kann: 

I - 

(2c os  x)"  . cos  mx  = m0  cos  imx  H-  m , cos  (2»  — 2)jr 

«,  cos  (2 m — i)x 


oder,  weil  m0z=mm,  m,  = *»m— i,  «i,  = *tm-i  u.  s.  w.  ist: 

(2cos  x)m  cos  mx  — ma  m , cos  -4- «,  cos  ix  -fr- ... . (3) 

und  ebenso: 

^cos.*')"  »in  mx  — m\  sin  2 x + mt  sin  ix  -4-  m , sin  Qx  -4- . . . . (4) 
welche  für  x = in  die  folgenden  übergehen : 

(2sin  ■2-}"  cos  — — mo  _ m,  cos  »-fr-  «,  cos2«  — . . . . (5) 

(2sin  y)”1  sin  = m , sin  « — m , sin  2 « + m,  sin 3»  — ....  (6) 

In  der  Reihe  (5)  setzen  wir  nun  m successive  s=  0,  1,2,3....  bis 
zu  einer  beliebigen  Zahl  n und  multipliciren  die  entstehenden  Glei- 
cbuugen  mit  -fr-  -fr-»,,  — *,  u.  s.  w. , so  kommt: 

»,=  + ». 

— n,(2sin  |«)  sin  j«  = — »,(10  — *i  cos«) 

- „,(2sin  cos|«  = -fr-  »,(2„  — 2,  cos« -4- 2,  cos 2«) 

+ n,(2sin  fr«)*  sin  |«  = — »,(30  — 3,  cos« -1-3,  cos 2« 

— 3,  cos  3«) 

-4-  »4(2sin  4«)4  cos4«  = -4-«,(40  —4,  cos  «-fr-  4,  cos  2« 

— 4,  cos  3«  -fr-  4,  cos  4«) 


± »„(2sin  i*0"  cos  n<n-^  — = =fc  *„(*.  — «,  cos  u -4-  «,  cos  2« 

— ± a„  cos  ««). 

Wenn  wir  jetzt  Alles  addiren  und  die  Glieder  auf  der  rechten  Seite 
, nach  den  Cosinus  ordnen,  so  wird: 
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»0  — »j(2sin  ^«)*  cos  Jm  -fr-  »4(2sin  $«)4  cos  {«  — 

— »,(2810  i«)  sin  («  -fr-  »,(2810  *«)*  sio  J w — ....  1 

= »o  — »i  ~H »j  — »i  +•... 

—fr" cos  «(»,.1,  — »,. 2, -fr- »,.3,  — »,.4,  -fr-....)' 
-I-  cos2»(«,  .2,  — »,  .3,-+-  »4.4,—  »,  .5,  —fr-  — )i 
-fr-cos3«(»,.3, — »4.4,-f-»t.5,  — »,.6,  -fr-....)l 

4-  cos  »«.»„.  n„ 


Der  Coefficient  eines  Cosinus  cos  p «,  wo  p eine  positive  ganze  Zabl 
ist,  würde  sein 

* p-Pp  — **p+i (P  -fr- 1)?  *fr-  "p+i{p  -fr-  1)p  — ...  • (8) 


Die  Summe  dieser  Reilie  ist  sehr  leicht  zu  finden.  Man  bemerke 
zunächst,  dass  für  ganze  positive  m und  r immer  /»r  = »*®i~r,  mit- 
hin die  obige  Reihe  auch  gleich  der  folgenden  ist: 

np.pa  — n p+i(p  -fr-  1),  -fr-  *p+2(p  -fr-  2),  — .... 

Drückt  man  hier  «/1+i , »p-*-2  u.  s.  w.  durch  //,,  aus  und  setzt  für 
pc,  (//  —|—  1), , (//-fr- 2),  u.  s.  w.  ihre  Werthe,  so  ist  unsere  Reihe 
auch 


M n — p p+  1 (»  — p)  (»  — p — i)  (p-fr-2)(p-t-l) 

p+r  1 (p+l)(p  + 2)  • 1.2 


= »p(l 


n—P 

1 


(n  — p)  (n  — p — 1) 

1.2 


Die  Grössen  innerhalb  der  Klammer  sind  aber  nichts  Anderes,  als 
die  successiven  Binomialcoeflicienteo  des  Exponenten  » — p.  Das 
Aggregat  derselben  mit  wechselnden  Zeichen  genommen  ist  Null, 
sobald  n^>p  ist.  Wir  haben  daher  auch  in  (8): 


0 = np.  pp  — *p+i(p  -fr- 1 )p  -fr-  "p+t(p  -fr-  2 )p  — . . . . , H>p. 


Substituiren  wir  diese  Resultat  in  die  Gleichung  (7)  für  p = 0, 

1,2,3 n — 1,  so  findet  sich,  dass  die  Coefficienteo  von  cosOu, 

cos«,  cos  2»,  ....  cos  (»  — 1)»  sämmtlicb  —0  sind.  Der  CoefiS- 
cient  des  letzten  Gliedes  dagegen,  worin  a — p ist,  wird  1,  und 
folglich  gebt  die  Gleichung  (7)  in  die  einfachere  über: 


*„  — «,(2sin  J»)’  cos  I«  -fr-  »4(2sin  J«)4  cos  — . . . . 

— »,(2sini«)  sin  j«  -fr-  »,(2sio  £«)*  sin  {»  — 

= cos  au 


(9) 


Behandelt  man  ebenso  die  Gleichung  (6),  so  ergiebt  sich: 
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ra,(2sin  }*)  cos  4«  — «,(2sin  }»)*  cos}*  — . . . . 

/ 

— *,(2sin  }»)’  sin  |*  -+-  »((2sio  }*)4  sin  — 

= sin  nu 


(10) 


Diese  Gleichungen  sind  es,  deren  Ableitung  gegeben  werden  sollte 
und  welche  für  » = © in  die  a.  a.  0.  gebrauchten  übergeben. 

Die  Entwickelung  der  Cosinus  und  Sinusreihen  aus  denselben 
ist  in  kurzer  Andeutung  folgende.  Man  nehme  in  Furmel  (9)  nu 

= x,  also  n = , und  setze  diess  in  die  Wertbe  von 


n 

1 


"(»—  I) 

1.2  ’ 


n(n  - I)  (n  - 2) 
1.2.3  5 


so  wird: 
cos  x = 1 


x(x  — »V2sin 
— cos> 


x{x  — u)  (x  — 2m)  (,r  — 3 u)( 2» in  jn \ 4 


1.2. 3. 4 


V" 


) cos  . 


x /2sin}«\ 


IT 


. x(x  — a)  (x  — 2M)/2sinl«V  . . 

+ T273 Hr-J  ■,0 >-•••• 


Dabei  sind  x und  u im  Ganzen  beliebig  und  nur  der  Bedingung  unter- 
worfen, dass  — eine  ganze  positive  Zahl  ist,  welche  aber  von  will- 

kdlirlicher  Grösse  sein  kann.  Zugleich  ist  klar,  dass  die  Reibe  um 

x 

so  mehr  Glieder  haben  wird,  je  kleiner  d.  h.  je  grösser  — ist. 

•JC 

Die  Reibe  (9)  bat  nämlich  n -+-  1 Glieder,  folglich  die  obige  — + 1 

Glieder,  eine  Anzahl,  die  immer  zuniinmt,  je  kleiner  n wird.  Las- 
sen wir  endlich  u zur  Gränze  0 übergeben,  so  ist 


folglich  auch 


. . 2sm  in  . . sin  in  , 

Lim — = Lim  — = 1, 

u iu 


ferner  haben  wir  dann 

cos  }u  = cos  }n  ii.  s.  w =1 

sin  }«  = sin  |«  u.  s.  =0, 

und  wenn  wir  auch  in  den  Coefficienten  « = 0 nehmen: 


cos*=l  — £-2+r£— 


(11) 
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und  diese  Reibe  ist  jetzt  eine  unendliche,  weil  die  Gliederanzahl 
-jj-  1 unendlich  geworden  ist. 

Durch  Anwendung  des  nämlichen  Verfahrens  auf  die  Gleichung 
(10)  erhält  mun  ebenso  leicht: 

a 

sin  x — -{  1.2.S  ■+■  1 .2. #7*. 5 

Im  systematischen  Vortrage  der  Analysis  bietet  die  vorige  Dar- 
stellung den  Vortheil  dar,  dass-  sie  den  natürlichsten  Uebergangs- 
punkt  in  das  Gebiet  der  imaginären  Grossen  bildet.  Man  kennt 
schon  die  Reihen 


eax  -f-  e — ctx 

_ | 

a*x* 

a*X* 

2 

1.2 

1 1.2. 3.  * 

ectx  — _ 

__  X 

«*x* 

2a 

~ 1 

1.2.3 

'•  1.2. 3. 4. 5 

und  braucht  in  denselben  nur  a=l/ — 1 zu  nehmen,  um  sogleich 
zu  den  Formelu  zu  gelangen: 

exV— i g— *1^—1 — 

, = cos  x,  n\/~ ^ — 81  n 

aus  welchen  man  wieder  die  folgeuden(: 

t = cos  x -\-V'  — 1 sin  x,  — cos  x — V'  — 1 sin  x 

ableitet.  Setzt  man  hierauf  fix  für  /u,  so  ergiebt  sich  ganz  allge- 
mein für  jedes  ju  die  Gleichung: 


(cos  xdb.\/  — 1 sin  xY*  = cos  fix  ± 1/  — 1 sin  fix, 

von  der  man  gewöhnlich  auszugehen  pflegt,  um  die  Cosinus  und 
Sinusreibe  aufzufinden. 
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XXV. 

Nachtrag  zu  der  Abhandlung  Thl.  V.  No.  XV11I. 

Von 

Herrn  Fr.  Seydewitz, 

Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Heiligenstadt. 


Nachdem  die  Abhandlung  Tb.  V’.  No.  XVIII.  schon  abgedruckt 
war,  hat  mir  der  Herr  Verfasser  dieser  Abhandlung  den  folgenden, 
nach  seiner  eigenen  Aeusserung  ,,zwei  wesenllicbe  Verbesserungen’’ 
enthaltenden  Nachtrag  zu  derselben  gesundt,  und  rücksichtlich  der- 
selben die  Bestimmung  gegeben,  dass  die  mit  A.  bezeichnete  Ver- 
besserung die  Stelle  von  $.6.  1—2  (exclus.),  und  die  mit  B.  be- 
zeichnete Verbesserung  die  Stelle  der  unmittelbar  auf  §.  7.  9.  fol- 
genden Betrachtung  und  der  Satze  4.  und  5.  einnehmen  soll. 

G. 

A. 

1.  Wenn  in  einer  Ebene  1.  Wenn  in  einer  Ebene 
zwei  Involutionen  von  zwei  Involutionen  von 
Punkten  und  ausserdem  Strahlen  und  ausserdem 
ein  beliebiger  Punkt  gege-  eine  beliebige  Gerade  ge- 
ben sind,  einen  Kegel-  geben  sind,  einen  Kegel- 
schnitt zu  finden,  welcher  schnitt  zu  fiodeut  welcher 
durch  diesen  Punkt  geht,  diese  Gerade  berührt,  und 
und  tür  welchen  die  zuge-  für  welchen  die  zugeordue- 
ordneten  Punktenpaare  je-  ten  Strahlenpaare  jeuer 
Der  beiden  In volutionen  zu-  .beiden  Involutionen  zuge- 
geordnete  harmonische  ordnete  harmonische  Pola- 
Polesind.  ‘ rensind. 

Auflösung.  Sind  die  Gebilde  Auflösung.  Sind  die  Gebilde 
beider  Involutionen  ungleichlie-  beider  Involutiuuen  ungleichlie- 
gend,  so  suche  man  deren  Haupt-  gend,  so  suche  man  deren  Haupt- 
punkte und  sofort  einen  Kegel-  strahlen  und  sofort  einen  Kegel- 
schnitt 21,  welcher  durch  diese  schnitt  21,  welcher  diese  vier  und 
vier  und  durch  den  gegebenen  die  gegebene  Gerade  berührt;  so 
Punkt  geht;  so  ist  21  der  verlangte,  ist  & der  verlangte.  In  jedem 
Io  jedem  anderen  Falle  dagegen  anderen  Falle  dagegen  suche  man 
verbinde  man  den  gegebenen  auf  der  gegebenen  Geraden  A 
Punkt  B mit  zwei  zugeordoeten  das  gemeinschaftliche  Paar  zu- 
Puokteupaareo  a,  o';  b,  b'  und  geordoeter  Punkte  zweier  Invo- 
o,,a',;  b,,  b',  einer  jeden  der  lutionen,  welche  durch  die  Durcb- 
twei  gegebenen  Involutionen  schnitte  a,a';b,b'  und  a,,a',5 
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durch  die  Geraden  a,  <*';  b , b' 
und  a, , a\  ; by  , b‘ , und  suche 
das  gemeinschaftliche  Paar  zu- 
geordneter  Strahlen  e,  e1  zweier 
Involutionen,  welche  durch  a, 
b,  b'  und  b\  bestimmt 

werden;  so  sind  diese  Strahlen 
e , <•'  nach  §■  3.  5.  noth wendig 
vorhanden.  Sodann  suche  man 
in  den  gegebenen  Involutionen 
diejenigen  Punkte  welche 

dem  Durchschnitte  p ihrer  Rich- 
tungslinien S,  S,  zugeordnet 
sind,  verbinde  diese  Punkte  mit 
einander  durch  eine  Gerade  P 
und  die  Punkte  B,,  ß2,  wo  P 
von  e,  e geschnitten  wird,  mit 
je  zwei  zugeordneten  Punkten- 
paaren Ct , a';  b.  b' ; C,  c';  b,  b' . . . . 
irgend  einer  der  gegebenen  In- 
volutionen durch  die  Geraden 
a%  5 bx  \ c |,  c,  ; d i , d7 
so  schneiden  sich  die  letzteren 
paarweise  auf  dem  Umfange  des 
verlangten  Kegelschnittes  31. 


Beweis  (links).  Da  Bx(a,, 
= «'(a',  V,  c',b ’....)  = ß,(a„b 

ß t(ai  > bt , c, , d,  . . . .)  = 


b, , b',  der  Geraden  A mit-  zwei 
zugeordneten  Strablenpaareu  a, 
by  b’  und  a,  , a\  ; b, , //,  ei- 
ner jeden  der  zwei  gegebenen 
Involutionen  bestimmt  werden: 
so  sind  diese  Punkte  e,e'  nach 
§.  3.  5.  noth  wendig  vorhanden. 
Sodann  suche  man  in  den  gege- 
benen Involutionen  diejenigen 
Strahlen  q,  q,  , welche  der  Ver- 
bindungslinie P ihrer  Mittelpunkte 
*,  *,  zugeordnet  sind,  verbinde 
den  Durchschnitt  p dieser  Strah- 
len q,  q,  mit  den  Punkten  e,  e' 
durch  die  Geraden  A,  , At  und 
endlich  die  Puukte  (^.b^c^b, .... 
a',,  b',,  c',,  b',  .....  wo  A,  von 
den  Strahlen  a,  b,  c,  d....  a, 
b',  c’y  tC  . . . . irgend  einer  der  ge- 
gebenen Involutionen  geschnitten 
wird,  mit  den  entsprechenden 
Punkten  b,,  C„  b,  . . . . a',,b',, 
c',,  b”, wo  A,  von  deu  zu- 

geordneten Strahlen  b\  c\  d’. .. 

a,  b.  c,  d ....  derselben  Involu- 
tion geschnitten  wird,  durch  ge- 
rade Linien,  so  sind  diese  die 
Tangenten  des  vcrlangteu  Ke- 
gelschnittes 31. 

b, ,  e,y  </,  — ) = Ä(a4  b,  c,  b — ) 

, c„  d,  ...  .)  ist,  so  ist 

: ßt(at,  b7,  C„  rf,  ....), 


also  liegen  die  Punkte  ß,,  Ä,  und  die  Durchschnitte  von  ; 

ä,  , bt  ....  auf  einem  Kegelschnitte  Sl ; und  da  auch  die  Geraden 
ßtß3y  ß7p\  ß,p,  Btß,;  e.e  entsprechende  Strableopaare  von 
Bly  Bt  sind,  so  muss  31  die  Geraden  ß7p  und  Btp  in  den  Punk- 
ten B,,  By  hcriihreo  und  auch  durch  den  Punkt  B geben.  Be- 
dient  mun  sich  zur  Construction  von  31  der  Puoktenpaare 
b,,b',;  C,s  c' , ; b,,b',  ....,  so  fällt  der  neue  Kegelschnitt  mit  dem 
vorigen  zusammen,  indem  beide  den  Punkt  B.  die  Tangenten  B,p, 
ß7p  und  deren  Berührungspunkte  gemein  haben.  Da  nun  p der 
harmonische  Pol  von  P für  31  ist,  also  P durch  die  harmonischen 
Pole  von  S,  S,  für  3t  geht,  so  sind  nach  §.  4.  2.  die  Puoktenpaare 

fl,  b,  b';  C,  c';  b,b' und  fl,,  fl',;  b, , b', ; C,  , c’, ; b,,  b', 

zugeordnete  harmonische  Pole  für  3i. 

Vertauscht  mun  den  Punkt  B links  und  die  Gerade  A rechts 
nach  und  nach  mit  anderen  Punkten  und  Geraden,  ohne  die  gege- 
benen Involutionen  zu  ändern,  so  erhält  man  links  ein  System  von 
Kegelschnitten  mit  zwei  zugeordneten  gemeinschaftlichen  Sekanten 
Sy  Sy , und  rechts  eines  mit  zwei  zugeordneten  gemeinschaftlichen 
Tangentendurchschnitten  «,  welche  reell  oder  ideal  sind,  jenacb- 
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dem  die  gegebenen  Involutionen  aus  ungleichliegenden  oder  aus 
gleichliegenden  Gebilden  bestehen.  Jeder  Punkt  oder  jede  Gerade 
in  der  Ebene  eines  solchen  Systeme»  gehört  einem  der  dazu  ge- 
höriges Kegelschnitte  an;  hieraus  und  aus  §.  5.  ergiebt  sich: 

2.  2. 

B. 

Eine  beliebige  Gerade  A werde  von  der  gemeinschaftlichen  Se- 
kante S der  Kegelschnitte  2t , © , (£,  ® im  Punkte  S,  und  von 

den  harmonischen  Polaren  o',  b',  c',  d' . . . . ihres  gemeinschaftlichen 
Tangeoteudurclischnittes  s in  den  Punkten  a,  6,  c,  b geschnit- 

ten, wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  a'j  V , c\  tf  .. . , durch  einerlei 
Punkt  p geben;  es  seien  a,b,c,d ....  die  harmonischen  Polaren 
der  Punkte  o,  b,  C,  b . . . . für  Ä,  S3,  S,  D . . . . , welche  also  sämmt- 
licli  durch  * gehen  müssen;  und  a„  bl,c,,d,  ....  seien  die  Strah- 
len, welche  von  » nach  a,  6,  C,  b gehen;  endlich  seien  a'\  b". 

c",  d"  . . . . die  harmonischen  Polaren  des  Punktes  $ für  21,  93,  S, 
welche  also  sämmtlich  durch  einerlei  Punkt  B'  der  ge- 
meinschaftlichen Sekante  S und  einzeln  durch  die  harmonischen 
Pole  u,  ß,  y,  d . . . . von  S für  21,  93,  £,  ® . . . . gehen  müssen.  Dicss 
vorausgesetzt,  so  schneiden  sich  je  zwei  Strahlen  a,a”\  b,  b";c,c"-, 
d,  tT  ....  im  harmonischen  Pole  der  Geraden  A für  2l,93,S,  T).... 
Aber  die  Strahlen  a,b,c,  d....  bilden  einen  Struhlbüschel  * oder 
ß , welcher  mit  dem  von  b„c,,  dt  ....  gebildeten  Strahlbüschel 
B , invulutorisch  ist,  indem  je  zwei  Strahlen  b.b zu- 

geordnete harmonische  Polaren  von  * für  sämmtiiebe  Kegelschnitte 
sind;  der  letztere  wieder  ist  mit  dem  von  a\  b',  d,  tf ....  gebilde- 
ten, //  oder  B\  perspcctivisch , und  dieser  zufolge  des  vorigen 
Satzes  mit  dem  von  a ",  b ",  c",  (T  ... . gebildeten,  B",  projectivisch; 
also  ist  auch  B(a,  b . c , d ....)— ß"\a',  b",  c",  d' ... .).  Bedenkt 
man  nun  noch,  indem  man  die  Durchschnitte  vun  S und  derjenigen 
Strahlen  von  B,  welche  den  Strahlen  » p , ti  des  Strahlbüschels  ß, 
entsprechen,  mit  q , d,  bezeichnet,  dass  in  den  Strahlbüschclo  ß, 
ßlt  B,  Br  der  Reihe  nach  sich  die  Strahlen  *(/,  *p,  »p,  B"x  und 
je,,  *i,  pi,  B"t  entsprechen,  so  erhält  man  links,  und  ähnlicher 
Weise  rechts,  den  Satz: 

4.  ilat  eine  Schaar  von  Kegelschnitten  eine  reelle 
oder  ideale  Sekante  und  einen  reellen  oder  idealen  Tan- 
genteodurch  schnitt  gemein, 

so  liegen  a)  die  harmo-  so  umhüllen  a)  die  harmo- 
nishen  Pole  einer  beliebi-  nischen  Polaren  eines  he- 
gen Geraden  ihrer  Ebene  liebigen  Punktes  ihrer 
in  Bezug  auf  alle  diese  Ebene  in  Bezug  auf  alle 
Kegelschnitte  auf  den  Um-  diese  Kegelschnitte  zwei 
fangen  zweier  Kegel-  neue  Kegelschnitte,  welche 
schnitte,  welche  die  ge-  die  nämlichen  zwei  Strah. 
meinschaftlicbe  Sekante  in  len  des  gemeinschaftlichen 
den  nämlichen  zwei  Punk-  Tangentendurchschnittes 
ten  schneiden,  und  welche  und  beide  die  ge mei nschaft- 
beide  durch  den  gemein-  liehe  Sekante  berühren.  Der 
schaftlicben  Tangenten-  eine  von  jenen  zwei  Strah- 
durchschnitt  gehen.  Der  len  ist  die  der  Verbindungs- 
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eine  von  jenen  zwei  Punk- 
ten ist  der  dem  Durch- 
schnitte jener  Geraden  und 
der  gemeinschaftlichen  Se- 
kante zugeordnete  barmo- 
nischePol;  der  andere  liegt 
auf  demjenigen  Strahle  des 
gemeinschaftlichen  Tan- 
gentendurchschnittes, des- 
sen zugeordnete  harmoni- 
sche Polare  nach  jenem 
Durchschnitte  geht.  Der 
eine  dieser  beiden  Kegel- 
schnitte berührt  im  gemein- 
schaftlichen Tangcoten- 
durchscbnitte  die  eine,  der 
andere  die  andere  der  bei- 
den Geraden,  welche  die 
harmonischen  Pole  der  ge- 
meinschaftlichen Sekante 
für  die  betreffenden  Grup- 
en  von  Kegelschnitten  ent- 
ölten. Daher  haben  b)  alle 
Kegelschnitte,  welche  den 
verschiedenen  Geraden  in 
derEbene  der  ersten  Schaar 
entsprechen,  einen  und  den- 
selben Punkt  gemein  und 
berühren  in  diesem  Punkte 
die  eine  oder  die  andere 
von  zwei  festen  Geroden, 
c)  Unter  diesen  befinden 
sich  auch  zwei  Kegel- 
schnitte, welche,  indem  sie 
der  unendlich  - entfernten 
Geraden  der  Ebene  ent- 
sprechen, die  Mittelpunkte 
aller  Kegelschnitte  der  er- 
sten Schaar  enthalten. 


linie  jenes  Punktes  und  des 
gemeinschaftlichen  Tan- 
gentendurchschnittes zu- 
geordnete harmonische  Po- 
lare: der  andere  geht  nach 
demjenigen  Punkte  der  ge- 
meinschaftlichen Sekante, 
dessen  zugeordneter  har- 
monischer Pol  auf  jener 
Verbindungslinie  liegt.  Der 
eine  dieser  beiden  Kegel- 
schnitte berührt  die  ge- 
meinschaftliche Sekante  in 
dem  einen,  der  andere  in 
dem  anderen  der  beiden 
Punkte,  in  welchen  die  har- 
monischen Polaren  des  ge- 
meinschaftlichen Tangen- 
tendurchschnittes für  die 
betreffenden  Gruppen  von 
Kegelschnitten  convergi- 
ren.  Daher  haben  b)  alle 
Kegelschnitte,  welche  den 
verschiedenen  Punkten  in 
der  Ebene  der  ersten  Schaar 
entsprechen,  eine  und  die- 
selbe Tangente  gemein  und 
berühren  dieselbe  io  dem 
einen  oder  dem  anderen  von 
zwei  festen  Punkten,  c)  Un- 
ter diesen  befinden  sich  auf 
solche,  welche  paarweise 
von  den,  einerlei  Richtung 
zugeordneten  Durchmessern 
aller  Kegelschnitte  der  er- 
sten Schaar  umhüllt  wer- 
den, indem  sie  den  unend- 
lich-entfernten Punkten  der 
verschiedenen  Geraden  der 
Ebene  entsprechen. 


(Der  nun  folgende  Satz  5.  nebst  der  beigefügten  Note  ist  weg- 
zulassen.) 
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XXVI. 

(Jebungsaufgaben  für  Schüler. 


Tod  dem  Herrn  Doctor  Schlömilch,  Privatdocenten  an 
der  Universität  zu  Jena. 

1)  Sei  das  gleichscheDklicbe  Dreieck  MAO  (Taf.  IV.  Fig.  6.) 
dar  Profil  eines  geraden  Kegels,  AB  das  einer  ihn  schneidenden 
EJene.  Der  Schnitt  sei  so  geführt,  dass  die  entstehende  Durcb- 
rchnittfigur  eine  Ellipse  bildet,  von  welcher  AB  die  grosse  Achse 
darstellt.  Die  zur  Constructinn  der  Ellipse  noch  nöthige  kleine 
Achse  findet  man  durch  folgendes  Verfahren:  Man  halhire  AB  in 
C und  ziehe  durch  diesen  Punkt  eine  Gerade  parallel  OP.  und  eine 
zweite  parallel  JUX,  welche  letztere  die  Gerade  OP  in  G und  MO 
in  //  schneidet.  Mit  GH  als  Halbmesser  beschreibe  man  aus  G 
als  Mittelpunkt  einen  Kreisbogen,  der  die  durch  C gezogene  Senk- 
rechte in  K schneidet;  CK  ist  dann  die  kleine  Halbachse  der  El- 
lipse. Nimmt  man  also  CD-=z  CE=.CK  senkrecht  auf  AB,  so 
hat  man  in  AB  die  grosse,  in  DE  die  kleine  Achse  der  entstan- 
denen Ellipse,  die  nun  leicht  gezeichnet  werden  kann. 

Wie  lässt  sich  die  Richtigkeit  dieses  Verfahrens  beweisen! 
Welche  Modification  tritt  ein,  wenn  der  Kegel  ein  schiefer  ist! 

2)  In  (Taf.  IV.  Fig.  7.)  stelle  die  gezeichnete  Curve  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  dar;  von  einem  Punkte  /'derselben  sind  nach  den 
Endpunkten  A und  B der  Achse  die  Geraden  AP.  BP  gezogen. 
Errichtet  man  in  einem  beliebigen  Punkte  M der  verlängerten  Achse, 
welcher  aber  zwischen  B und  Q liegt,  eine  Senkrechte  MN,  wel- 
che von  AP  und  BP  in  D und  C geschnitten  wird,  so  ist  (_  PCD 
= l_PAB  und  folglich  auch  l_PDCz=/_PBA.  Wie  lässt  sich 
diess  zeigen?  (Beide  Sätze  sind  sehr  leicht  zu  beweisen,  wenn 
man  ihnen  eine  projectiviscbe  Bedeutung  abgewinnt.) 


Algebraische  Sätze,  welche  zu  beweisen  sind. 

Für  jede  ungerade  Zahl  ;>  1 ist 

v 2» — • 2*74> ,T  — U 
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und  für  jede  gerade  Zahl  >0: 

, _ w» -2»  , (ct»-2»)(ct»-4»)  , V__ 

T j*  ■T'i”  3». 5»  -T  m»— r 

Beide  ReibeD  werden  so  weit  fortgesetzt,  bis  sie  von  selbst  ab- 
> rechen. 


Einige  Berichtigungen  zu  Theil  IV. 


S.  187.  Z.  1.  statt  cos  ß'  s.  m.  cos  y'. 

S.  191.  Z.  6.  ,,  Reflexion  s.  m.  Refraction. 


Berichtigungen  zu  der  Abhandlung  No.  XXXII.  von 
Herrn  Dr.  E.  G.  Björling. 


(1  ».  m.  (l-t-dp.g,)». 

J(a  — ßt},-(ß)dß)  s.  m.  ßa  — ß)xp‘ 

■Jjl — Aa*)<p”  s.  m.  ij(l — 4a*)$p". 
■Jj  1 4a»)q>"  s.  m.  ^((1 -f- 4a*)5p". 
da  s.  m.  da. 

2ifi  s.  in.  2(p". 
f , ff,  s.  in.  f',  — ff,. 

= c,  s.  m.  =0, 
w = s.  m.  u>  = — . 

(44)  s.  m.  (42). 
xy~  plano  s.  m.  xx-  plano. 


s. 

293. 

Z. 

1. 

V.  u. 

99 

296. 

Z. 

1. 

V.  0. 

11 

298. 

z. 

5. 

V.  0. 

99 

299. 

z. 

10. 

V.  0. 

»9 

•9 

99 

12. 

V.  0. 

99 

300. 

Z. 

5. 

V.  o. 

99 

99 

44 

11. 

V.  o. 

99 

301. 

z. 

7. 

V.  u. 

99 

304. 

z. 

13. 

V.  o. 

99 

306. 

z. 

6. 

V.  0. 

99 

313. 

z. 

18. 

V.  o. 

99 

314. 

z. 

4. 

V.  u. 
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XXVII. 

lTcber  die  Theorie  des  Dipleidoscops. 

Von 

Herrn  (iustav  Schmidt 

\ 

zu  Wien. 

(Von  Herrn  Dircetor  C.  L.  v.  Littrow  in  Wien  dem  Herausgeber  zur 
Aufnahme  in  das  Archiv  mitgetbeilt.) 


* 

Ons  von  E.  Dent  in  London  (82,  Strand)  angegebene  Di- 
pleidoscop  ist  so  einfach  in  seiner  Anwendung  und  verspricht  so 
genaue  Resultate,  dass  man  eine  allgemeine  Einführung  dieses  Mit- 
tels, die  Zeit  zu  bestimmen,  mit  Zuversicht  erwarten  kann.  Es 
besteht  dasselbe  bekanntlich  in  einem  von  drei  plan  - parallelen 
Glasplatten  gebildeten  gleichschenkligen  Prisma,  das  wir  hier  der 
Einfachheit  wegen  zugleich  als  rechtwinklig  annehmen  wollen;  es 
bilden  sich  so  von  jedem  leuchtenden  Punkte,  der  vor  der  Hypo- 
tenusen-Fläche  sich  befindet,  zwei  reflectirtc  Bilder,  deren  eines  von 
dieser  Hypotenusenfläche  des  Prisma’s  zurückgeworfen  wird,  und 
deren  anderes  durch  doppelte  Reflexion  an  den  Kathetenfläcben 
entsteht.  Diese  beiden  Bilder  werden,  wie  aus  der  Natur  der  Sa- 
che hervorgeht,  sich  bei  einer  gewissen  Bewegung  des  leuchteuden 
Gegenstandes  immer  gegen  einander  bewegen  oder  sich  von  einan- 
der entfernen,  und  somit  auch  in  eiuer  gewissen  Lage  dieses  Ge- 
genstandes sich  decken.  Ist  nun  ein  solches  Prismn  einmal  z.  II. 
in  Bezug  auf  den  Meridian  richtig  aufgestellt,  so  erfolgt  die 
Deckung  auch  immer  wieder  zur  Zeit  des  wahren  Mittags.  Da 
eine  solche  Deckung  mit  grosser  Schärfe  beobachtet  werden  kann, 
uud  selbst  die  Bewaffnung  des  Auges  mit  einem  Fernrohre  erlaubt, 
da  ferner  die  Vorrichtung  bei  ihrer  Kleinheit  durchaus  keinem 
schädlichen  Einflüsse  der  Temperatur  unterliegt,  so  kommen  dem 
Dipleidoscope  die  Vorzüge  eines  Gnouioos  in  erhöhtem  Maassstabe 
zu.  ohne  dass  es  deshalb  seiue  Nachtheile  hesässc. 

Tbdl  V.  22 
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Unter  diesen  Umständen,  glaubten  wir,  würde  ein  analytischer 
Beweis  fiir  die  Tbeurie  dieses  Instrumentes,  die  sich  übrigens  auch 
auf  eleincutarcm  Wege  entwickeln  lässt,  nicht  ohne  Interesse  sein. 
Es  bandelt  sich  aber  hier  um  folgenden 


Lehrsatz. 

Bei  einem  geraden  Prisma  von  gleichschenkliger 
rechtwinkliger  Basis  decken  sich  die  beiden  Sonnen- 
bilderzur  wahren  Mittagszeit,  unabhängig  von  der  Höhe 
der  Sonne,  wenn  die  Hypotenusen  fläche  seukrccht  auf 
dem  Meridian  steht,  und  die  Se  i t e n k a n t es  parallel  zu 
der  Ebene  desselben  liegen. 


Beweis. 

Es  sei  (Taf.  IV.  Fi^.  1.)  die  Ebene  XZ  parallel  zum  Meridian. 
Das  Prisma,  dessen  Basis  ABC  sei,  stehe,  senkrecht  auf  der  Ebene 
X Y,  und  so,  dass  die  Vorderfläche  ABA'B  mit  der  Klient  FZ, 
und  die  Kante  AA'  mit  der  Axe  A7  zusammen  falle.  Man  hm  nun 
aus  Taf.  IV.  Fig.  2.  die  Gleichung 

i AB  ... . x = 0 
der  Ebene  lßC....x-Yy=a 
‘aC  .....x—y  — 0. 

Die  zur  Ebene  XZ  parallelen  Lichtstiahlen , welche  die  Sonne  im 
Meridian  auf  das  Prisma  wirft,  sollen  unter  dem  Winkel  a gegen 
die  Halbaxe  der  positiven  x geneigt  sein.  Führen  wir  einen  der- 
selben durch  den  wiMkübrlicheu  Punkt  (£ij£),  so  sind  seine  Glei- 
chungen: 

y-rt  — 0 | ....  1). 

* — £=(.*•  — 

Dieser  Lichtstrahl  I)  schneidet  die  Ebene  ar  = 0 in  dem  Punkte 


xx  — 0 
V,  = V 

s,  =£  — ?tg«. 

Die  Linie  1)  kann  daher  auch  so  ausgedrückt  werden: 

y — y,  =0  ) 

% — x,=x  tg  « ' 

Es  ist  leicht  eiozuseben,  dass  dieser  Lichtstrahl  1)  in  der  Linie 
* — ss  i = — x tg  a I 

von  der  Ebene  YZ  oder  x = 0 Teflcctirt  werde;  somit  wird  auch 
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ein  zu  1)  paralleler  Lichtstrahl,  der  die  Ebene  ;r  = 0 im  Punkte 
trifft,  von  dieser  spiegelnden  Fläche  in  der  Linie 


y— y"'=o 

x — x'n  = — t sr  a 


reflectirt. 

Fs  sind  nun  die  folgenden  allgemeinen  Aufgaben  einzuschalten. 

I.  Auf  die  durch  den  Punlct  {xijx' ) gelegte  EbeDe 


M(.v  — X(y  — y')  ■+■  P(*  — *')  = 0 


im  Punkte  (/#'*')  ein  Perpendikel  zu  errichten. 
Man  erhält  leicht 


y — y = 

\ 

als  Gleichungen  des  verlangten  Lothes. 

II.  Den  Neigungswinkel  S zweier  sich  im  Punkte 
(.•r'yV)  schneidender  Geraden 

y — y'=zA(x  — a?)\ 
x — *'  = B{x  — jrOi  "" 

und 

y — y'=  A\x  — .r')j  JJ\ 
x — % — Il'{x  — •*■')  i 

anzugeben. 

Dieser  wird  gegeben  durch 

i + A.f+Bir 

cos  <3  — (j  + 

III.  Durch  zwei  sich  schneidende  Gerade  L und  U 
eine  Ebene  zu  legen 

Diese  ist: 

{AB  - A B ) (*  — af)  + (B — B)  (y  - y0  = (A  - A ) (* - *’). 

Verfolgen  wir  nun  den  Lichtstrahl  1)  weiter,  so  linden  wir, 
dass  er  die  Ebene  x-\-yz=za  trifft,  wenn  nur  17,  £ schicklich 
gewählt  sind,  und  zwar  im  Punkte: 

a/=a  — 17, 

yr=n> 

*'  =£-*-(«  — £ — y)tga. 

Wir  können  die  Gleichungen  1)  und  ,r-|-y  = « den  Formeln  I., 
II.,  III.  besser  anpassen,  wenn  wir  ihnen  die  Gestalt  gehen: 

22  * 
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y-y =°  | ....  i) 

* — % = (.r  — x')  tg  « ' 
und  der  Ebene  v 

{x  — x’)  ■+■  (y  — y*)  = 0. 

Im  Durchselinittspunkte  (^’y'a')  errichten  wir  ein  Lotli  auf  die  Ebene 
ZfC1.  Dieses  ist  nach  I. 


y—y’  — x — x', 
x — as'  = 0. 

Durch  dieses  Loth  und  die  Linie  1 ) legen  wir  eine  F.bene.  lins 
der  Formel  III.  bedienend,  erhalten  wir  als  Gleichung  derselben: 

— (x  — x’)  lg  « -I-  (y — y')  tg  a -f-  (s  — *')  = 0 . . . . $) 

Wir  müssen  nun  noch  den  Neigungswinkel  des  Lothes  gegea  die 
Linie  1)  kennen  lernen.  Dieser  wird  gemessen  durch 

. [ cos  a 

cos  ö — — j/2  ’ 

Man  muss  jetzt  eine  Linie  durch  {x'y'x')  in  der  Ebene  i)  ziehen, 
welche  mit  dem  Einfallslothe  den  Winkel  360°  — d cinschliesst. 
Diese  Linie  sei: 

•y-y'  = A(x-x))  ^ 

x — *'  = B(x  — x')  1 


Zur  Bestimmung  von  A und  B hat  man 


— tgu-{-  A tg«  + B — 0 

pnd 

cos  a 1-4 -A 

P'2  1^2(1 -4- /?’)’  . 

woraus 

Ä = (l-^)tg« 

und 

1 -4-  A1  — 2 A siu  a3  = 1 -f-  2 A -+-  A 

folgt.  Man  hat  also  entweder 


= ü I oder  ^ = " j. 

B=tga  \ B — — A tg  a i 

Die  beiden  ersten  Werthe  verwandeln  5)  in  1),  also  gehören  die 
letzteren  dem  ausfallenden  Strahle  au,  und  seine  Gleichungen 
sind  somit: 
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— y'  = -H*  - •*•')  i 

— s'  = — A(x  — x')  tg  « ( , . . . 5) 


y 
% 

A — ae 


mithin  nucli 


s — s'  = — (y  — y')  tg  «, 


und  da  y — y nicht  oo  ist,  muss  x — x = 0 sein.  Die  endlichen 
Gleichungen  des  von  dem  Spiegel  BC  reflectirteu  Strahls  sind 
daher: 


ä) 


x — x'=  0 

* — s'  = — (y  — y')  tg«' 

Dieser  Strahl  5)  trifft  die  Ebene  AC  oder  x — y = 0 im  Punkte: 


x — x i x — a — ti 

y"  = x1  ! oder  y"  =a  — rj 

%"  = %'  — {x'  — y)tga’  3”  = £ — (£  — >2)tga. 

l'm  anzuzeigen,  dass  dieser  Punkt  (x''y"x")  der  Linie  5)  und  der 
Ebene  x — y — 0 angehöre,  geben  wir  den  Gleichungen  folgende 
Form : 


....  5)  und  AC....(x — x")  — (y — y')  = 0. 


x — x/'=0 

*— *"=— (y— y')  tg« 

Das  Einfallsloth  im  Punkte  (x"y,la")  ist: 

x — x"=  — (y  — y") 

3 —3"  =0 

Legt  man  durch  dieses  Loth  und  die  Linie  5)  eine  Ebene,  so  er- 
hält man: 

(■*■  — x")  tg  « + (y  — y")  tg  « -+-  (s  — 3")  = 0 6) 

Der  Neigungswinkel  des  Einfallslotbs  gegen  5)  ist  gegeben  durch: 

t ! cos  « 

C 8 2(1  ■+-  tg«^  ’ V>2  ‘ 

Es  ist  jetzt  nur  noch  übrig,  eine  in  der  Ebeuc  6)  liegeude  Gerade 

y - y"  — A(x  — x")  j 
3 — x"=B(x  — x")\  "" 

V 

zu  ziehen,  deren  Winkel  mit  dem  Lothe  durch 

cos  a 


cos  d = 


~\7i 


Digitized  by  Google 


342 


bestimmt  ist.  Man  erhält 

„ cos  a 1 — A 

It  =r  — (1  -f-  A)  tg  a ---■  = ■ 

7 s ’ V^2  V^afl  +•  Ai  +ß*)’ 

also 

X + A'-X-iA  sin  a*=  1 — iA-X-A'„ 


woraus  zwei  Auflösungen: 

J=°  | und  ^ = °°  i 

Z?  = — tg  a 1 = — A tgu\ 

folgen,  von  welchen  die  zweite  dem  entfallenden , somit  die  erste 
dem  ausfallenden  Strahle  angehört.  Die  Gleichungen  des  vorn  Spie- 
gel AC  das  zweite  Mal  rcflectirten  Strahles  sind  daher: 

y~y''  = ° (....  7) 

* — s"  = — (x  — x")  tg  a I 


Dieser  trifft  die  Glasfläche  .r  = 0 im  Punkte 

.r"  = 0, 

r =y". 

xw  = %"  -X-  x"  tg  a. 

Führt  man  in  7)  die  Grössen  x",  y‘",  x"  statt  x",  y",  ein,  so 
erhält  man 


x — *"*  = — x tg  a ) 

Dieser  zweimal  reflectirte  Strahl  7)  fallt  daher  mit  dein  einmal  rc- 
flectirten  Strahle  3): 


y — jr=o 

3 — x"  = — x tg  a 

genau  zusammen,  waB  zu  beweisen  war. 
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XXVIII. 

Ueber  die  Theorie  des  Dipleidoseops. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Die  in  der  vorhergehenden  Abhandlung")  gegebene  sehr  ein- 
fache Analysis  hat  mich  zu  einigen  allgemeineren  Betrachtungen 
über  das  Dipleidoscop  veranlasst,  welche  ich,  uui  zugleich  dem  Hrn. 
Verfasser  dieser  Abhandlung  das  Interesse  zu  beweisen,  mit  dem 
ich  dieselbe  gelesen  habe,  und  denselben  zu  weiteren  Mittheilungen 
zu  ermuntern,  in  dem  vorliegenden  Aufsätze  mittheilen  werde. 

, v 

I. 

Wir  wollen,  allen  unseren  folgenden  Untersuchungen  ein  recht- 
winkliges Coordinutensystem  der  xys  zum  Grunde  legend,  zuerst 
einige  allgemeine  Betrachtungen  über  Strahlen  nusteilen , welche 
auf  eine  auf  der  Kbenc  der  xy  senkrecht  stehende  Klienc  fallen 
uud  von  derselben  rcflectirt  werden 

Die  Gleichung  einer  jeden  auf  der  Ebene  der  xy  senkrecht  ste- 
henden Ebene  bat  bekanntlich  die  Form 

I ) ix  ■+■  By  -+-  C=  0. 

Die  Gleichungen  ciues  diese  Ebene  in  dem  Punkte  (pqr)  treffenden 
Strahls,  wo  also 


ist,  seien 


2)  .ip  -f-  Bq  -+-  Cz=z  0 


3 , ■*  — V _ '/  — 7 

' cos  a cos  ß 


s — r 
cos  y ’ 


wo  «,  ß,  y die  L8ü°  nicht  übersteigenden  Winkel  bezeichnen  sol- 
len, welche  dor  als  von  dem  Punkte  (pqr)  ausgehend  gedachte 
einfallcnde  Strahl  mit  dcu  positiven  Theilen  dreier  durch  den  Punkt 
( pqr ) gelegter,  den  primitiven  Axeu  paralleler  Axcn  einschliesst. 

Die  Gleichung  der  durch  den  einfalienden  Strahl  gelegten,  also 
durch  den  Punkt  (pqr)  gehenden,  auf  der  gegebenen  Ebene  1) 
senkrecht  stehenden  Ebene  sei 

4)  A'(x  — p)-\- B'(y  — q)-\- C'(x  — r)  = 0. 


°)  Ohne  diese  Abhandlung  vorher  gelesen  zu  haben,  wird  die  .vorliegende 
nicht  ganz  verständlich  sein. 
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Du  in  dieser  Ebene  der  eiufallende  Strahl  liegt . so  ist  wegen  der 
Gleichungen  3)  für  jedes  x 

(A'  cos  a-\-  IT  cos  ß-\ - C'  cos  y)  (.r  — p)  = 0, 

also 

5)  A'  cos  « -+-  B'  cos  ß C cos  y = 0. 

Da  ferner  die  Ebene  4)  auf  der  Ebene  1)  senkrecht  steht,  so  ist 
nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie 

6)  AA  -\-ItB'=.  0. 

Dm  also  die  Gleichung  der  durch  den  cinfalleuden  Strahl  3)  geleg- 
ten, auf  der  gegebenen  Ebene  1)  senkrecht  stehenden  Ebene  zu 
linden,  muss  man  die  Grössen  A\  B\  C aus  deu  drei  Gleichungen 

AA  BB  = 0, 

A'  cos  «H - B’  cos  ß C'  cos  y = 0, 

A'(x  -p)-h  B\y  — y)  + C'(s  — r)  = 0 

eliminiren. 

Multiplicirt  man  zu  dem  Ende  diese  drei  Gleichungen  nach  der 
Reihe  mit 

( y — y)  cos  a — (.r  — p)  cos  ß , 

B(x  — p)  — A(y  — y), 

A cos  ß — B cos  a ; 

und  addirt  dieselben  dann  zu  einander,  so  erhält  inan 

i (B{x  — p)  — A(y  — y))  cos  r\c,_0 
t -+■  cos  ß — B cos  a)  (a  — r)  I 

uud  folglich,  wenn  nicht  C = 0 ist: 

7)  \B(.v  — p)  — A(y—  y)\  cosyj  __0 

(A  cos  ß — B cos  a ) (a  — r)  i 

Wenn  C"  = 0 ist,  so  hat  man  nach  dem  Obigen  die  drei  Glei- 
chungen 

AA’A-BB'a-0, 

A'  cos  a-+-  ß'  cos  /J=0,  , 

A'(x  — p)  -+-  B (y  — y)  = 0 ; 

aus  denen  man  leicht  die  beiden  Gleichungen 

(A  cos  ß — B cos  a)A'  — 0, 

\ß(x—p)  — A(y—  y)\A’  = 0; 

so  wie  auch  die  beiden  Gleichungen 
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(A  COS  ß — B cos  «*)#'  = 0, 
\ß(x-p)-A(y-y)\B-  = 0 

erhalt.  Ist  nun  uickt  zugleich  A — - 0 und  K = 0,  so  ist 

A cos  ß — B cos  a = 0, 

B(x  — p)  — A(y  — q)  = 0; 

also  auch 

8)  \B(x—  p)  — A(y—  g)|  cos  y)  __  y 

(A  cos  ß — ß cos  a)  (*  — r)  i ’ 

welches  daher  wieder  die  Gleichung  der  durch  den  einfallenden 
Strahl  3)  gelegten,  auf  der  gegebenen  Ebene  1)  senkrecht  stehen- 
den Ebene  ist. 

Ware  zugleich  A'=zO  und  B"  =0,  so  hätte,  du  auch  C"  = 0 
ist,  die  Gleichung  der  durch  den  einfallenden  Strahl  3)  gelegten, 
auf  der  gegebenen  Ebene  1)  senkrecht  stehenden  Ebene  nach  \)  die 
ganz  unbestimmte  Form  0 = 0,  welches  offenbar  nur  daun  der  Fall 
sein  könnte,  wenn  der  einladende  Strahl  3)  auf  der  gegebenen 
Ebene  1)  senkrecht  stände.  In  diesem  Falle  wäre,  da  die  gegebene 
Ebene  1)  auf  der  Ebene  der  xy  senkrecht  steht,  wie  sogleich  er- 
hellet, cosy  = 0,  und  wegen  der  beiden  Gleichungen 

Ax  -f-  By  -f-  C=  0, 

(x  — p)  cos  ß = (y  — y)  cos  u 

wäre  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie 
A cos  ß — B cos  o = 0, 

also  wieder 

9)  \B(x  — p)—  A(y  — g)|cosy)  _0  ' 

-4-  (A  cos  ß — B cos  «)  (*  — r)  i 

die  Gleichung  der  durch  den  entfallenden  Strahl  3)  gelegten,  auf 
der  gegebenen  Ebene  1)  senkrecht  stehenden  Eibene. 

Nach  7),  8),  9)  ist  daher  immer 

10)  \B(x  — p)  — A(y  — y)\  cosyj  _ () 

-+-  {A  cos  ß — ß cos  «)  (s  — r)  i 

die  Gleichung  der  durch  den  einfallendcn  Strahl  3)  gelegten , auf 
der  gegebenen  Eibene  1)  senkrecht  stehenden  Eibene. 

Die-  Gleichungen  des  \on  dem  Punkte  ( pqr ) ausgehenden  re- 
Aectirteu  Strahls  seien  nun 

11)  r~P  — y—  V — r 

' COS  <f  COS  Ift  COS  X ’ 

\ 

wo  <p , tfi,  x die  180"  nicht  übersteigenden  Winkel  bezeichnen  sol- 
len , welche  der  reflcctirte  Strahl  mit  den  positiven  Theilen  dreier 
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durch  deu  Punkt  ( pr/r ) gelegter,  den  |>rimitiven  Axeu  paralleler 
Axen  einschliesst. 

Weil  dieser  .Strahl  ganz  in  der  Ebene  10)  liegt,  so  ist  wegen 
der  vorhergehenden  Gleichungen  für  jedes  a; 

(ß  cos  5 p — A cos  t p)  cos  y .(x  — ft)\  

-|-  ( A cos  ß — B cos  U ) COSJ  . — fl)  ' 

also 


12)  (A  cos  ß — B cos  a)cos£  — ( A cos  ifi  — ß cos  y)cos  y = 0. 


oder 


oder 


13) 


A cos  ß — B cos  a cos  y 

A cos  — B cos  <f ■ cos  y ' 


14)  A( cos  ß cos  x — cos  y cos  t p)  — Zf(cos  u cos  y — cos  y cos  <p ) = ü, 
oder 


oder  auch 


15) 


cos  a cos  y — - cos  y ros 
cos  ß cos/  — cos  y cos  \p 


B ' 


16)  B cos  y cos  <f>  — A cos  y cos  ip  -1-  (A  cos  ß — B cos  o)cos  ,£  = 0. 

Bezeichnen  wir  den  Neigungswinkel  des  cinfalleiiden  Strahls  3) 
gegen  die  gegebene  Kbeue  I)  durch  *,  so  ist  nach  den  t’riucipien 
der  analytischen  Geometrie 


^cos  « 
cos  y 


B 


cos  ß 


V(A'  + ßw+^r+c™-!)’  i ’ 

y ' /(  ■ lC(Jg  y'  >cog  y' 


'cos  y cos  y 

und  folglich,  weil  bekanntlich 

cos  a*  cos  ß*  -f-  cos  y * = 1 


ist: 


17)  sin  i = rfc: 


A cos  a -4-  B cos  ß 

Va^W- 


Ganz  eben  so  hat  mau,  weil  i auch  der  Neigungswinkel  des  rc- 
fieclirten  Strahls  11)  gegen  die  gegebeue  Kbeue  1)  ist,  ohne  Be- 
ziehung der  obern  und  untern  Zeichen  uuf  einander: 


18) 


sin 


, A cos  * -j-  B cos  \t> 

* = ± rr— — — 

VA'  -f-  B* 


und  uus  16),  17),  18)  ergeben  sich  daher  die  beiden  folgenden  Glei- 
chungen: 
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A cos  9p  •+-  B cos  t/'  = db  cos  u -+-  B cos  ß), 

B cos  y cos  <jp  — cos  y cos  = ( Z?  cos  a — A cos  ß)  cos*. 

Daher  haben  wir  jetzt  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

(A*  -4-  B* ) cos  y cos  <p  = ± A(A  cos  a -+-  B cos  ß)  cos  y 

-4-  ß(  B cos  a — A cos  ß)  cos  y, 
(A*  -4-  B *)  cos  y cos  tp  = ± B(  A cos  a -|-  B cos  ß)  cosy 

— A(B  cos  a — A cos  ß)  cos  y, 
(A*  ■+■  B*)  cos  y cos  y = ( A * -+-  B >)  cos  y cos  y. 

Uuadrirt  man  diese  drei  Gleichungeo  und  nddirt  sie  dann  zu  einan- 
der, so  erhält  man  mit  Rücksicht  darauf,  dass 


cos  cp * -+-  cos  ip * -+-  cos  y*  = L 

ist,  die  Gleichung 

(■d2  -+-  B 1 ) cos  y * ss  (A  cos  a-{-  B cos  ß)*  cos  y% 

-4-  j (A*-\-ß*)cosy ’-f-  ( B cos a — A cos ß)*  j cos^’ , 

und  folglich 

A*  -f-  B'1 — (A  ros  a -+-  B cos/!)1 

C0S  X — (,A*  + #>)  cos  y*  -+-  (//  cosa-A  cos  # cos  ?*’ 

also,  weil 


cos  /SJ  -|-  cos  y1  = 1 — cos  a’  =s  sin  a*, 
cos  «*  -J-  cos  y>  = I — cos  jS’  ==  sin  ß * 

ist,  wie  man  leicht  Godet: 


, A * sin  a1  + B*  sin  ß * — 2 AB  cos  a cos  ß ' ■ 

008  X A 1 sin  «3  -j-  ß*  sin  /Sl  — 2 AB  cos  e cos  ß cos 

d.  i.  cos  y — ztz  cos  y. 

Setzt  man  nun  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen 
auf  einander 

. cos  £ = ±cos  y, 

A cos  cp  -f-  B cos  tp  = ziz(A  cos  a -f-  B cos  ß), 
ß cos  y cos  cp — A cos  y cos  tp  = [B  cos  a — A cos  ß)cosy, 


also 


A cos  cp  -f-  B cos  tp  = db={A  cos  a -+-  B cos  ß), 
ß cos  cp  — A cos  t p = ± (B  cos  u — A cos  ß); 


so  ist,  wie  man  hieraus  leicht  Godet,  mit  Beziehung  der  obern  und 
nntern  Zeichen  auf  einander: 


cos  tp  sz  zfc  cos  «,  cos  ip  = ztz  cos  ß,  cos  y = rt  cos  y; 
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und  die  Gleichungen  des  reflectirten  Strahls  wären  also  nach  11) 

x — p y — </  x — r 

cos  « cos  ß eos  y’ 

d.  Ii.  der  rcflectirte  Strahl  fiele  mit  dem  einfullenden  Strahle  3)  zu- 
sammen, was  offenbar,  wenigstens  im  Allgemeinen,  ungereimt  ist. 
Daher  müssen  wir  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen 
auf  einander 


cos  x ==  ~F  cos  Yi 

A cos  tp  -f-  B cos  t p ± (A  cos  et  + B cos  ß), 

B cos  y cos  tp  — A cos  y cos  t p — (B  cos  a — A cos  ß)  cos  y; 

d.  i. 

A cos  <p  B cos  tp  = ^(A  cos  « -4-  B cos  ß), 

B cos  g>  — A cos  tp  = zf:(B  cos  a — A cos  ß) 


setzen,  und  erhalten  hieraus  ohne  Schwierigkeit: 

. (A* — B'3)  cos  n -+-  2AB  cos  ß 
C08  y = ± £, 

(A*  — B 3)  cos  ß — 2 AB  cos  « 


cos  tfl  = Zf 
cos  % = zf:  cos  y. 


A » -t-  B 3 


Weil  alter  nach  der  oben  den  Winkeln  u,  ß,  y und  tp,  tp , y bei* 
gelegten  Bedeutung  offenbar  nicht  y = y sein  kann,  sondern 
y=180° — y sein  muss,  so  muss  man  in  den  vorhergehenden  Glei- 
chungen die  obern  Zeichen  nehmen,  und  daher 


19) 


cos  tp  = 
cos  tp  = 


( A 3 — B ’)  cos  « — 2 AB  cos  ß 
A-  -+-B3  ~ 

( A * — B'3 ) cos  ß — 2 AB  cos  « 

A3  -t-  B3  : 


cos  X = — COS 


r 


setzen. 

Setzt  man 


20) 


tang  e>  = 


B 
A ’ 


so  ist,  wie  mau  leicht  fiudet: 


!cos  tp  — cos  tt  cos  2w  -f-  cos  ß sin  2ot, 

cos  tp  — cos  a sin  2<o  — cos  ß cos  2(o, 

cos  x — — cos  y; 

und  folglich,  wenn  mau  nun  noch,  was  offenbar  verstottet  ist: 
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( COS  <2=  COS  A COS  H, 

22)  jcos  ß = sin  A cos  (i , 

'cos  y = sin  p 

setzt: 

Icos  cp  — cos  ('2ai  — A)  cos  p, 
cos  iß  — sin  (2o>  — A)  cos  (t , 
cos  ^ = — sin 

Also  sind  nach  II)  die  Gleichungen  des  reflectirten  Strahls: 

24)  I ~ V = — (*  — ')  cos  (2w  — A)  cot  /t, 
i y — y = — (*  — r)  sin  (2w  — A)  cot  p. 


II. 

Indem  wir  der  eigentlichen  Theorie  des  Dipleidoscopes  jetzt 
näher  treten,  wollen  wir,  was  offenbar  verstattet  ist,  das  System 
der  .rys  so  annehmen , dass  die  Ebene  der  my  auf  den  drei  Sei- 
tenflächen des  Prismas  senkrecht  steht,  und  dieser  Annahme  zufolge 
die  Gleichungen  der  drei  Seitenflächen  des  Prismas,  die  wir  nach 
der  Ordnung,  in  welcher  die  drei  folgenden  Gleichungen  geschrie- 
ben sind,  die  erste,  zweite,  dritte  Seitenfläche  nennen  wollen,  durch 


l Ai v 4*  By  *4-  f — 0, 

25)  | Atx  /?,y-f-  C,  =0, 

' A 2 ,t  -f-  B %y  — f-  C,  — 0 

bezeichnen.  Die  Gleichungen  des  einfallenden,  die  erste  Seiten- 
fläche in  dem  Punkte  (pyr)  treffenden  Strahls  seien  wie  vorher 


26) 


x — p y — cj  s — r 

cos  n cos  ß cos  y ’ 


wo  n,  ß,  y ganz  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  oben;  so  ist,  wenn 
für  den  von  der  ersten  Seitenfläche  reflectirten  Strahl  auch  cp,ip,j( 
ganz  dieselbe  Bedeutung  wie  vorher  behalten,  und 


27)  tang  « = -j, 

so  wie 


1 

[ cos 

a 

= cos  A 

cos  fi, 

28) 

) cos 

ß 

= sin  A 

COS  fl, 

1 

cos 

r 

= sin  p 

gesetzt  wird,  nach 

23) 

t cos 

9 = 

s 

cos(2w 

— X)  cos 

29) 

j cos 

tp= 

: 

sin  (2(0 

— X)  cos 

> cos 

x = 

-sin  p-, 
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uud  die  Gleichungen  des  von  der  ersten  Seitenfläche  reflectirten 
Strahls  sind  nach  24): 

30)  \ar~  P = ~~  (a  — r)  c<»s(2w  — *)  cot  p, 

\ y — q = — (s  — r)  sin  (2o>  — i)  cot  p. 

Die  Gleichungen  eines  dem  Strahle  26)  parallelen,  die  erste  Sei- 
tenfläche in  dem  Punkte  (p'<f r1)  treffenden  Strahls  sind 

an  x—p  — y— 7'  —x~r\ 

’ cos  a cos  ß cos  y 

Trifft  nun  dieser  Strahl  die  zweite  Seitenfläche  in  dein  Punkte 
i ) » so 'hat  inan  zur  Bestimmung  der  Coordinatcn  p't,  </ ,, 
r',  die  Gleichungen 

JlP',  + ß,  g'.  + C.rrrO, 

V I —P  _ 9 . — 9 — f'i—r' 

cos  « cos  ß cos  y 

oder 


Jt(p\-p')+0,(9',-V)-*-4>P'+ß>9'-*-c>=^ 

V'  ■ —P'  _ 9 , —>f  _ r\  —r 
cos  n cos  ß cos  y ’ 


aus  denen  sich 


oder 


33) 


[ p\  + cos  a, 

{'  1 ' Ax  C08«-f-  Z/jCOS£ 


3‘2)  U x—q' 


. -±JL±JLrL±£_y  cos  ß 

A ,'cos  « -l-  II , cos/S 
.7,  co-sa-t-Z/,  cos/l 


l/P,  — ;/  = — 

1 r Aj  cos  k -f-  /?,  sm  A 

U,  -?=- 8in 

1 ' A j cos  X -f-  B , sin X 

, p B >y*  -t-  C,  t _ 

1 r — Ax  cos  A-+-  ZZ, siu  A f*i 


oder,  wenn  der  Kürze  wegen 


gesetzt  wird, 


ergiebt. 


34) 

L,  — 

Ar,  - 

— ,7,  cos  A-f-ZZ,  sin  i 

ip'. 

= P'  ~ 

cos  1, 

35) 

* 

= ?-*> 

sin  A, 

v, 

— r—A, 

tang  p 
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Bezeichnen  wir  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche 
der  von  dem  Punkte  (/>’,?',»■',)  ausgehende,  von  der  zweiten  Sei- 
tenfläche reflectirte  Strahl  mit  den  positiven  Theilen  dreier  durch 
den  Punkt  (/»’,  y',  *•', ) gelegter,  den  primitiven  Axen  paralleler 
Axen  cinschliesst,  durch  q>,,  tfi,,  ; so  ist,  wenn 

36)  tang  w,  = ~ 

gesetzt  wird,  nach  23)  , 

Icos  gp,  = 008(20»,  — A)  cos  p, 

cos  tp,  = sin  (2w,  — A)  cos  p, 

cos  Xi  — — sin  /»; 

und  die  Gleichungen  dieses  von  der  zweiten  Seitenfläche  rcfleetir- 
ten  Strahls  sind  folglich 

38)  j-*  — P'>  = — (*  — r'i)  cos (2«,  — X)  cot  ft, 

ly  — y',  — — (s  — r , ) sin  (240,  — X)  cot  p ; 

d.  i.  nach  35) 

l x—p'+k,  cos  X = — (s  — r'-+-X,  tong/t)  cos(2w, — A)  cot  ft, 
I y — ff  — I—  X- , sin  A = — (a — r'-f-X,  tang  fi)  sin  (iw,  — A)  cot  p. 

Ist  nun  (p‘  W ,r’  *)  der  Durchschnittspunkt  dieses  reflectirten  Strahls 
mit  der  dritten  Seitenfläche,  so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Coor- 
dinaten  p\,  y',,  r',  die  Gleichungen 


■A iPi  “I-  B%ff,  + C,  — 0, 

p\  — p'  -f-  X-,  cos  A = — (»•',  — r - f-  X-,  tang  p)  cos  (iw,  — A)  cot  p, 
q\  — <f  X,  sin  A = — (r'2  — r'-|-  X,  tang  p)  sin(2w,  — A)  cot  p; 
oder 

X-,  cos  A)  + l?»(y’  i — q’  + k,  sinAj 

-f-  A3(p' — X,  cos  A)H-Z?,(y'  — X-,  sinA)-f-C, 
p\  — />'-)-  X-,  cos  X — — (r'j  — r X,  tang  p)  cos  (2w,  — A)  cot  p, 
f,  — y'-f-X,  sin  A = — (r\  — r'H-X,  tang  p)  sin  (2w,  — A)  cot/*; 

aus  denen  sich  leicht 


40) 


ff  % — p'  -4-  X,  cos  A 
AM-  X,  cos  A)  -f-  ß3{if  — X-,  sin  i)  + C, 


A, 

e» 

e 

c r 
1 

— A)-+-  B,  sin  (2<o,  — A) 

f'i  — **+*1 

sin  A 

A,( P'  ~ 

- X-,  cos 

A ) + B3W-X\ 

«in  A)  + C, 

A% 

cos(2oi, 

— A)  B2  sin  (2w , — A) 

r\  — r'-l-X, 

tang  p 

A,(p’~ 

— X,  cos 

A)  — k 

, sin  A)  + Ct 

A , cos(2u>,  — A)  B3  sin(2a>,  — A) 


cos  (2w , — A), 


sin  (2w,  — A), 


tang  /*; 


* 
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oder,  wenn  der  Kürze  wegen 

. , A7(p'—k , cos  ä)-t-ga(y'  — *,  -sin  ä)  ■+■  C'., 

— ^,cos(2«u,  -i)-t-/?,sin(2«>,  - A) 

gesetzt  wird: 

(/>',=£>' — k,  cos  X — k , cos |2(» , — A), 

42)  \q\-=z<f — k,  sin  A — k , sio(2o>1 — X), 

’ r\  — r—  ( k , — *,)  tang  p 

ergiebt. 

'Die  ISO"  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  der  Fon  der 
zweiten  Seitenfläche  reflectirtc  Strahl,  wenn  man  sich  denselben 
von  seinem  Durchschnittspunkte  (p\<f*r’t)  mit  der  dritten  Seiten- 
fläche ausgehend  denkt,  mit  den  positiven  Theilcn  dreier  durch 
den  Punkt  (p1 \q‘ ,r' 2)  gelegter,  den  primitiven  Axen  paralleler  Axen 
einscbliesst,  sind  offenbar  180°  — g>,  , 180°  — xp,  , 180° — X\ ; und 
nach  37)  ist  folglich  i 

cos  (180°  — 5p , ) = — cos  (io/ , — X)  cob  p, 
cos  (180°  — tp,)  = — sin  (2to, — X)  cos  p, 
cos  (180°  — j;, ) = sin  p 

oder 

cos  (180°  — 5p,)  = cos (180°  -+-2(0,  — A)  cos  p, 
cos  (180"  — xp,)  = sin  (180°  -+-2m,  — X)  cos  p, 
cos  (180°  — z, ) = sin  p. 

Bezeichnen  nun  q>,,  xfit,  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel, 
welche  der  von  dem  Punkte  (p\q’tr\)  ausgehende,  von  der  drit- 
ten Seitenfläche  reflectirtc  Struhl  mit  den  positiven  Theilen  dreier, 
durch  den  Punkt  ( p\q\r\ ) gelegter,  den  primitiven  paralleler  Axen 
einscbliesst;  so  ist  tür 


43)  tang  w,  = f 

nach  23): 

cos  <p,  = cos(2<o,  — 2to,  -f-  X — 180°)  cos  p, 
cos  V»j  = sin  (2«,  — 2(u,  X — 180°)  cos  p, 
cos  Xt  — — sin  M 

oder 

^ cos  (/,  = — cos(2Wj  — 2(u , — |—  /. ) cos  p, 

44)  ( cos  xp2=  — sin  (2 <o,  — 2w,  -+-  1)  cos  p, 

■ cos  Xt  — — sin  Mi 

und  die  Gleichungen  des  von  der  dritten  Seitenfläche  rcflcctirtcn 
Strahls  sind  folglich 
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x—p\=(*  — r\)  cos(2w,  — 240,  -4-A)  cot  ft, 

V —/>=(*  — »•',)  sin  (240,  — 240,  -f-  A)  cot 

«Iso,  wenn  man  die  aus  42)  bekannten  Ausdrücke  der  Coordinaten 
P\i  y'tt  r‘t  hinführt: 

x — p'-\-k,  cos  A+&,  cos  (2 40, — A) 

= (*  — r -+-<*.  -y-kj  taug  (i\  cos(2oj,  — 2o>,  -+-A)  cot  ft, 
y — <f  -4-  k , sin  A -f -kt  sin  (Zw,  — A) 

= I*  — f -H  (*,  — kt)  tang  /*(  sin  (240,  — 2w,  ■+■  A)  cot  ft. 

Die  Paraliellität  der  von  der  ersten  und  dritten  Seitenfläche  re- 
flectirten  Strahlen  wird  vermöge  der  Gleichungen  30)  und  45)  die- 
ser Strahlen  vollständig  durch  die  beiden  Gleichungen 

cos(2to,  — 2w,  A)  r=  — cos  (240 — A), 
sin  (240,  —240,  -4-  A)  = — sin  (2o>  — A) 

bedingt.  Diese  beiden  Gleichungen  bringt  man  leicht  auf  die  Form 

(cos  2(w,  — to,)  4- cos  2w|  cos  A 
= jsin  2(to,  — w,)  — sin  2w\  sio  A, 

{sin  2(w, — co,)-f-sin  24oj  cos  A 
= — {cos  2(4«,  — 40,)  — cos  2<oj  sio  A; 

d.  i.  nach  einer  bekannten  goniometriscben  Verwandlung  auf  die 
Form 

C0s(40,  — 40,  -{-  40)  COS(40,  — (0,  — 40)  COS  A 
= cos(40,  — 40,  -f-  40)  sin(co,  — 40,  — 40)  sin  A, 
sin(40,  — (o,  -|-to)  cos(40,  — 40,  — 40)  cos  A 
= sin(<o,  — 40,  +40)  sin (40,  — 40,  — 40)  sin  A; 

und  unsere  beiden  Bedingungsgleicbungen  reduciren  sich  daher  auf 
die  eine  Gleichung 

cos (40,  — to, — <o)  cos  A=sin(to, — 40, — co)  sin  A 

oder 

cos(4x»-4-40, — 40,)  cos  A -4-  sin(40  H-  40, — 40,)  sin  A = 0, 

d.  i. 

46)  cos  (40  -4"  to, — 40,  — A)==0, 

welches  also  die  Bedingungsgleichung  für  die  Paraliellität  der  von 
der  ersten  und  dritten  Seitenfläche  reflectirten  Strahlen  ist. 

TWü  V.  * 23 


* 
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Nach  25)  sind 


Ax  -4-  % -4-  C — 0, 
A ,x  -+-  B xy  Ct  =0, 
A fX  + Ä,y  + C,  = 0 


die  Gleichungen  der  drei  Seilen  der  Grundfläche  des  Prismas.  Weil 
min  nach  dem  Obigen 

li  B B 

lang  tu  = tang  tu,  = ",  taog  tu,  = 

alio 

tang  (360°  — ui)  = — 
tang  (360°  — tu , ) = — -jj-, 
tang  (360°  — tu,)  = — 

* ! 

ist;  so  kann  man  nach  den  Priucipien  der  analytischen  Geometrie 
für  360°  — tu,  360*  — tu,',  360°  — die  Winkel  setzen,  die  der 
eine  der  beiden  Tlieile,  in  welche  die  Seiten  der  Grundfläche  des 
Prismas  durch  beliebige  in  denselben  angenommene  Punkte  gethcilt 
werden,  mit  dem  positiven  Tlieile  der  zweiten  Axe  eines  durch 
einen  jeden  dieser  Punkte  gelegten,  dem  primitiven  Systeme  paral- 
lelen Systems  einscbliesst , indem  man  diese  Winkel  von  deu  posi- 
tiven 'l'beilcn  der  zweiten  Axen  der  in  Rede  stehenden  Systeme  an 
nach  den  positiven  Theilen  der  ersten  Axen  hin  von  0 bis  360° 
zählt;  und  für  tu,  tu,,  tu,  kann  man  also  die  Ergänzungen  dieser 
Winkel  zu  360°  setzen , welche  von  den  positiven  Theilen  der 
zweiten  Axen  an  nach  deu  negativen  Theilen  der  ersten  Axen  hin 
von  0 bis  360°  gezählt  werden.  Leicht  wird  aber  erhellen,  dass 
die  gooinmetrischen  Tangenten  dieser  Winkel  immer  den  goniome- 
trischen  Tangenten  der  von  den  negativen  Theilen  der  zweiten  Axen 
an  nach  den  positiven  Theilen  der  ersten  Axen  bin  von  0 bis  360° 
bis  zu  denselben  Linien  gezählten  W'inkel  gleich  sind,  weshalb 
man  also  auch  diese  letzteren  W'inkel,  wie  von  nun  an  fortwäh- 
rend geschehen  soll,  fiir  tu,  tu,,  wt  -etzen  kann. 

Die  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Seite  der  Grundfläche  des 
Prismas  gegenüberslehenden  inneren  W'inkel  dieser  Grundfläche  wol- 
len wir  respective  durch  0,  ©,,  0,  bezeichnen,  und  die  Spitze  des 
Winkels  0,  als  Anfang  der  xyx  annehmen.  Auch  wollen  wir  uns 
die  positiven  Theilc  der  Axen  der  x und  y so  angenommen  den- 
ken, dass  man  sieh,  um  von  dem  Winkel  0,  durch  den  Winkel  0 
zu  dem  Winkel  0,  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung  hin  be- 
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wegen  muss,  nach  welcher  mnn  sich  bewegen  muss,  um  von  dem 
negativen  Theile  der  Axe  der  y dnreh  den  von  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  x und  dem  negativen  Theile  der  Ave  der  y ein  ge- 
schlossenen rechten  Witikel  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  x zu  gelangen. 

Alles  dieses  vorausgesetzt,  wird*  nun  leicht  erhellen,  dass  im- 
mer entweder 

lü — tu,  =0, 

oder 

tu  — tu,  — 0,  — 360“ 

ist;  und  eben  so  leicht  wird,  wenn  man  sich  durch  die  Spitze  des 
Winkels  ©,  ein  dem  primitiven  Systeme  paralleles  Coordinatensy- 
steme  gelegt  denkt,  erhellen,  dhss  immer,  übrigens  ohne  alle  Be- 
ziehung zu  dem  Vorhergehenden,  entweder 

tu , — (tu  ± 180°)  = ©, 

oder 

tu,  - (tu  ± 180°)  = 0,  — 360“ 

ist.  Aus  diesen  und  den  vorhergehenden  Gleichungen  ergiebt  sich 
nun  durch  Addition,  dass,  wenn  n eine  gewisse  positive  oder  nega- 
tive gauze  Zahl  bezeichnet,  immer 

tu  tu,  — tu,  = tu  -+-  0,  -f-  0,  -4-  n . 180“, 

also,  weil 

0,  -+-  0,  = 180”  — © 

ist,  immer 


tu  + tu,  — ui,  — tu  — ©-+-(«-+-  1 ) . 180” 

ist.  Daher  ist  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf 
einander 

cos  (tu  -H  tu , — tu , ) = db  cos  (tu  — 0) , 

sin  (tu  tu,  — tu,)  = dt  sin  (tu  — 0); 

also  ebenfalls  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf 
einander 

cos(tu-l-tu,  — tu,)  cos  Ä = rt:  cos  (tu  — 0)  cos  Ä, 

sin  (tu -f- tu, — tu,)  sin  X = rb'siu  (tu  — 0)  sin  X; 

und  folglich 

cos(to  tu,  — tu,)  cos  1 -f-  «in (tu  -f-  tu,  — tu,)  sin  Ä, 

= db  (cos (tu  — ©)  cos  A-f-ain(tu  — 0)  sin  A.j, 

d.  i. 

cas(tu  -+-  tu,  — tu,  — A)=c±  cos(tu  — 0 — X). 

23* 
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Daher  verwandelt  sich  die  Bedingungsgleicliuog  46)  io  die  Bedin- 
gungsgleicbuog 

47)  co  s(tu — 0 — X)  = 0. 

Für  sin  A = 6,  also  cos  Ä = ±l,  wird  diese  Bediugungsgleichung 

48)  cos  (tu  — 0)  = 0. 

Weil  nach  28)  in  diesem  Falle  cos  ß = 0,  also  ß — 90°  ist,  so 
sind  die  purallclen  einladenden  Strahlen  26)  und  31)  der  Ebene  der 
xx  parallel.  Da  nun  die  Bedingungsgleichung 

cos  (tu  — 0)  = 0 


von  allen  Elementen,  durch  welche  die  Lage  der  parallelen  einfal- 
lenden  Strahlen  bestimmt  wird,  ganz  unabhängig  ist.  so  ergiebt 
sich  aus  dem  Vorhergehenden,  dass,  wenn  diese  ßedingungsglei- 
chutig  erfüllt  ist,  für  alle  unter  sich  und  mit  der  Ebene  der  xx 
parallel  einfallende  Strahlen  die  vun  der  ersten  und  dritten  Seiten* 
fläche  des  Prismas  reflectirten  Strahlen  einander  parallel  sind. 

Nehmen  wir,  alle  im  Vorhergehenden  gemachten  Voraussetzun- 

Pen  auch  jetzt  fortwährend  festhaitcnd,  nun  noch  an,  dass  die 
unkte,  von  denen  die  unter  sich  und  mit  der  Ebene  der  xx  pa- 
rallel einfallenden  Strahlen  ausgehen,  auf  der  negativen  Seite  der 
Ebene  der  yx  liegen,  so  w'ird  leicht  erhellcu,  dass  die  erste  Sei- 
tenfläche des  Prismas  von  diesen  Strahlen  unmittelbar,  d.  h.  ohne 
dass  vorher  eine  audere  Seitenfläche  des  Prismas  von  denselben  ge- 
schnitten wird,  nur  dann  getroflcn  werden  kann,  wenn 


also 


90”  < tu  <270°, 

90°  — © < tu  — © < 270”  — © 


ist.  Nun  ist  aber  immer  ©<f  180",  also 

90°  — © > — 90°,  270"  — © < 270° ; 

und  folglich 

— 90"<tu  — ©<270"; 

also,  wenn 

cos  (tu  — ©)  =r  0 


sein  soll,  nothwendig 


49)  tu  — 0 — 90". 

Für  © = 90°  muss  folglich  tu  = 180®  sein,  d.  h.  die  Hypotenuse 
der  rechtwinkligen  Grundfläche  des  Prismas  muss  mit  dem  positiven 
Tbeile  der  Axe  der  y zusammenfallen,  wenn  für  alle  unter  sich 
und  mit  der  Ebene  der  xx  parallel  einfallende  Strahlen  die  von 
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der  ersten  und  dritten  Seitenfläche  des  Prismas  reUectirteu  Strehlen 
einander  parallel  sein  sollen  '). 

Wir  wollen  nun  noch  den  Fall  etwas  genauer  betrachten,  wenn 
die  Grundfläche  des  Prismas  ein  gleichschenkliges  rechtwinkliges 
Dreieck  ist,  dessen  Hypotenuse  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  y zusammenfällt,  indem  wir  zugleich  nnnehmeo,  dass  der  leuch- 
tende Punkt  der  Mittelpunkt  der  Sunne  ist.  In  diesem  Falle  kann 
offenbar  tu  = 180°,  tu,  =45°,  tu,  = 135°  gesetzt  werden,  und  es 
ist  folglich 

cos(2tu  — X)  = cos  X,  sin  (2 tu  — X)  = — sin  X; 
cos(2tu, — X)  = sin  X,  siu(2<u, — X) — cos  X; 
cos(2tu,  — 2tu,  -+- X)  = — cos  X,  sin (2tuä  — 2<u , — |—  X)  = — sin  X; 

also  nach  29)  und  44) 

cos  gp 
cos  tp 
cos  x 

und 

cos  9,  = cos  X cos  fl, 
cos  i p,  • — sin  X cos  ft, 

l 

cos  Xi  ==  — s*u 

Nehmen  wir  nun  die  Rhene  der  xy  horizontal  an,  denken  uns  durch 
den  Punkt  (pqr)  eiu  dem  primitiven  Systeme  der  xyx  paralleles  Sy- 
stem gelegt,  und  bezeichnen  in  diesem  Systeme  die  Coordinaten  der 
Sonne,  deren  Entfernung  von  dem  Punkte  (pqr)  durch  p bezeichnet 
werden  mag,  durch  |,  r\ , so  ist  offenbar  in  völliger  Allgemein- 
heit 

? = p cos  a,  i?  = p cos  ß , f = p cos  y. 

Bezeichnen  wir  aber  den  von  der  Projection  der  Entfernung  p auf 
der  Ebene  der  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  £ einge- 
schlossenen Winkel,  indem  wir  diesen  Winkel  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  £ au  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  tj 
hin  vou  0 bis  3(50°  zählen,  durch  Si,  und  die  Höbe  der  Sonne  durch 
H ■,  so  ist  offenbar  io  völliger  Allgemeinheit 

£ = p cos  Si  cos  H, 
i?  ss  p sin  Si  cos  H, 

£ = p sin  Zf; 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

cos  a = cos  Si  cos  //, 
cos  ß = sin  Si  cos  H, 

cos  y — sin  H. 

*)  Dies  ist  der  im  vorhergehenden  Aufsätze  betrachtete'  Fall,  wenn  zu- 
gleich 6,  = 8,  ist. 


= COS  X COS  fl, 

= — sin  X cos  fi, 
= — siu  ft 
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Daher  kanu  man  wegen  der  Gleicbuugeu  22)  offenbar  /.  — - ß, 
/x  — //  setzen,  und  hat  also  uacb  dem  Vorhergehenden  die  Glei- 
chungen 

cos  y = cos  ß cos  H ', 
cos  ip  = — sin  ß cos  //, 
cos  x ==  — 8,0  ff 

und 

cos  y,  = cos  ß cos  //, 

51)  :cos  t/t,  — sin  ß cos  //, 

( cos  /,  = — sio  //. 

Legt  mau  nun  durch  das  Auge  ein  dem  primitiveu  Systeme  paral- 
leles System,  uud  bezeichnet  die  ISO"  nicht  übersteigenden  Winkel, 
welche  die  von  dem  Auge  nach  der  Seite  des  Prismas  hin  mit  den 
von  dessen  erster  und  dritter  Seitenfläche  rellectirten  Strahlen  pa- 
rallel gezogenen  Linien  mit  den  positiven  1 heilen  der  Axcn  des 
in  Rede  stehenden  Systems  einschliessen,  respective  durch  <p,ip,X? 
uud  </>',,  t/t',,  x‘t  ? 80  'st  offenbar 

<p'  = 180°  — <jp,  t/t'  = lS0« -t/>,  x'~  *^0"  —x 

uod 

<f>\  = 180°  - gp,,  t/t’,  = 180"  — t/t,,  = 180“  — x, ; 


also  nach  dem  Vorhergehenden 

(cos  <p' = cos  ß cos  II, 

52)  | cos  t/t'=  sin  ß cos  II, 

< cos  x'  — 8'1'  ff 


und' 


cos  (f  \ = — cos  ß cos  II, 

53)  ^ cos  = — sin  ß cos  //, 
f cos  x't  — s‘n  ff' 


also  immer 


= 180»  — *t'„  *=*’,. 


Für  ß = 180°  ist  <p  =9 0“,  t /t’,  =00°,  also 


<p'z=<f\,  t/t'  = t/t’„  x’  = X,2\ 

und  die  beiden  von  dem  Auge  aus  den  beiden  rellectirten  Strahlen 
parallel  gezogenen  Linien  fallen  daher  iu  diesem  Falle  mit  einan- 
der zusammen.  _ , 

Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  nun  den  positiven  rheil 
der  Axe  der  y uns  so  angenommen  denken , dass  man  sich , um 
von  dem  positiven  'Fheile  der  Axe  der  x durch  den  Coordiuaten- 
winkel  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y zu  gelan- 
gen, nach  derselben  Richtuug  hin  bewegen  muss,  nach  welcher 
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sich  die  Sonne  uui  Himmel  bewegt,  und  die  Wertbe  von  ß und  H 
für  die  sicli  in  der  Ebene  der  xx  befindende  .Sonne  durch  ß und 
//  selbst,  die  Wertbe  dieser  Crossen  für  die  Sonne  vor  und  nach 
ihrem  Durchgänge  durch  die  Ebene  der  xx  in  der  Nähe  derselben 
über  respcctive  durch 

....  ß«),  ßl»),  ß(2>,  ßd).’ 

. ...  am,  //<»),  hw,  am 

und  ' ' ’ ' • ' 

ßt,  ß„  ß„  ß 

//„  //„  //„  //„.... 

bezeichnen. 

Ist,  dies  vorausgesetzt,  die  Ebene  der  xx  die  Ebene  des  Meri- 
dians, so  ist 

...  sin  ß<*F;>  gin  ß(i>  > sin  ß < — sin  ß,  <Z  — sin  ß,  . . . . 
....  cos  HW  ;>  cos  Hm  cos  // •<  cos  H , < cos  //,  .... 

, ‘ * l’ 

lat  dagegen  die  Ebene  der  xx  nicht  die  Ebene  des  Meridians,  so 
ist  entweder 


....  sin  ß(*>  ;>  sin  ßO)  ;>  sin  ß ■<  — sin  ß,  — sin  ß,  . . , . 

....  cos  HW  ;>  cos  Hm  ;>  cos  //>  cos  //,  ;>  cos  //,  .... 

oder 

....  sin  ß(*>  ;>  sin  ßO  ,>•  sin  ß < — sin  ß,  < — sin  ßä 

....  cos  cos  Hm  < cos  //<  cos  //,  <T  cos  //j  .... 

Hieraus  siebt  man,  dass  in  dem  ersten  Falle,  wenn  nämlich  die  1 
Ebene  der  xx  die  Ebene  des  Meridians  ist,  der  absolute  Werth  des 
Productes  sin  ß cos  H sich  nach  beiden  Seiten  der  Ebene 
der  xz  hin  von  Null  an  am  Stärksten  ändert,  so  dass  sich  also 
auch  in  diesem  Falle  die  beiden  einander  zu  180°  ergänzenden 
Winkel  ifi'  und  </»’,  nach  beiden  Seiten  der  Ebene  der  xx 
hin  von  90°  an  am  Stärksten  ändern  werden , weshalb  also  offen- 
bar in  diesem  Falle  die  Beobachtungen  die  grösste  Genauigkeit  ge- 
währen werden. 

Wir  wollen  nun  noch  die  primitiven  Coordinatcn  p",  (/' , r"  des 
von  der  dritten  Seitenfläche  des  Prismas  reflectirten  Strahls  mit  der 
ersten  Seitenfläche  bestimmen.  Die  Gleichungen  der  drei  Seitenflä- 
chen sind,  wenn  wir  die  Hypotenase  der  Grundfläche  des  Prismas 
durch  a bezeichnen: 

x = 0,  x-hy — « = 0,  x — y = 0‘). 


*)  M.  s.  den  vorhergehenden  Aufsatz. 
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Also  ist 


und  folglich 
also 


/ 


A =1,  B =0,  C =0; 

A , = 1,  B,  = 1,  C,  = — a; 

A,  = l,  Ä,  = - 1,  C,  = 0; 

y'  — a . i y' 

sin  A cos  A’  * . 1 sin  A — cos  A ’ 


z.  __  z. 2 *) 

1 > “sin  A — cos  A ' 

Hieraus  ergiebt  sich 

cos  Ä.-f-A',  008(2(0, — ).)  = </  — a- 


q sin  A 


sin  A — cos  A’ 


A,  sin  A+*.  sin  (2co , - 1)  = (f  - * - si/A  ^ r 


Weil  nun  p''=0  ist,  so  ergiebt  sich  mittelst  der  ersten  der  Glei- 
chungen 45)  leicht 


r''  = r'-|-o  sec  A tang  fi, 


und  mittelst  der  zweiten  der  Gleichungen  45)  ergiebt  sich  dann 
ferner 

q"  — a — tf — a tang  A. 

Also  ist  nach  dem  Obigen 


ip"  = 0, 

54)  | q"  = a — q1  — a tang  S2, 

'r"  = r'+a  sec  i2  tang  H. 

Für  i2==180°  ist  y''  = a — q . Setzt  man  Ja-4-y',  \a-\-q'  für 
q' , 7",  d.  h.  nimmt  man  die  Mitte  der  Hypotenuse  der  Grundfläche 
des  Prismas  als  Anfang  der  Coordinaten  an,  so  wird  im  vorliegen- 
den Falle  q"  — — q ',  welches  ein  leicht  zu  dentendes  Resultat  ist. 


*)  Man  hat  hierbei  zu  bemerken,  dass  im  vorliegenden  Falle  p' =s0  ist. 
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XXIX. 

Eine  Aufgabe  aus  der  analytischen  Geometrie. 

Von  dem 

Herrn  Professor  C.  G.  Wunder 

an  der  Königl.  Sachs.  Landesscbule  St.  Afra  zu  Meissen. 


1.  In  dem  4ten  Hefte  des  2ten  Tbeiles  des  Arcbives  befindet 

sieb  (S.  419.  f.)  eine  Auflösung  der  Aufgabe:  Ks  ist  irgend  ein 

Kegelschn  itt  und  ein  Punkt  gegeben.  Ziehet  man  durch 
den  Punkt  gerade  Linien,  welche  den  Kegelschnitt  in 
zwei  Punkten  durch  schneiden;  so  fragt  es  sieb,  auf  wel- 
chem geometrischen  Orte  die  Halbirungspunkte  der  von 
dem  Kegelschnitte  begrenzten  Stücke  der  letzteren  lie- 
gen? Veranlasst  durch  die  von  dem  Herrn  Herausgeber  des  Ar- 
cbives am  Schlüsse  dieses  Aufsatzes  gegebene  Nachschrift  habe  ich 
eine  andere  von  der  allgemeinen  Gleichung  der  Linien  des  zweiten 
Grades  ausgehende  Behandlung  dieser  Aufgabe  versucht,  welche  ich 
hier  mittbeile.  Der  Kürze  und  Klarheit  wegen  halte  ich  für  nö- 
thig,  der  Auflösung  der  Aufgabe  selbst  folgende  allgemeine  Bemer- 
kungen über  die  Gleichungen  der  Kegelschnitte  vorauszuschicken. 

2.  Wenn  p der  Parameter  einer  Parabel,  2 a die  grosse  oder 
Haupt -Axe,  2 b die  kleine  oder  Neben -Axe  einer  Ellipse  oder  Hy- 
perbel bezeichnet,  und  «:A  = r:s  gesetzt  wird,  wo  nun  r und  » 
reine  Zahlen  bedeuten;  so  hut  man  bekanntlich  als  einfachste  Glei- 
chungen 

für  die  Parabel:  y1 — />.*:  = 0 ....  (I) 

für  die  Ellipse:  r’y*  -+-  t'x"1 — r*i*  =0  ....  (II) 

für  die  Hyperbel:  r’y*  — »‘‘x*  -+-  r*A*  =0  ....  (III) 

Die  senkrechten  Coordinaten  „r,  y beziehen  sieb  auf  die  Axen  des 
Kegelschnittes,  und  haben  als  Anfangspunkt  bei  der  Parabel  den 
Scheitel  der  Axe,  bei  der  Ellipse  und  Hyperbel  deu  Mittelpunkt  des 
Kegelschnittes;  dieser  Anfangspunkt  sei  immer  durch  K bezeichnet. 
Hieraus  erhält  man  die  allgemeinste  Form  der  Gleichung  für  irgend 
einen  Kegelschnitt  zwischen  senkrechten  Coordinaten  t und  tt,  wenn 
man  x — t cos  y — u sin  y -J-  ß,  y = t sin  <p  u cos  y -+-  a gub- 
stituirt,  wo  nämlich  die  Coordinaten  t und  « sieb  beziehen  auf 
einen  Anfangspunkt  x,  dessen  auf  die ' ursprünglichen  (in  obigen 
Gleichungen  vorausgesetzten)  Coordinatenaxen  sich  beziehenden 
Coordinaten  x = ß und  y = a sind,  und  auf  eine  Abscissenaxe 
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(Axe  der  /),  welche  mit  der  Axe  der  ersten  Abicissen  x einen 
Winkel  =<p  bildet;  (der  Winkel  <p  ist  von  dem  positiven  Tbeile 
der  ersten  Abscissi-naxe  aus  nach  der  Seile  der  positiven  Ordinaten 
hin  gerechnet).  Die  Gleichung,  welche  man  durch  Ausführung  die- 
ser Substitution  und  Ordnung  der  Glieder  uacb  den  Potenzen  vou 
« und  t erhält,  soll  kurz  für  die  Parabel  durch  (/*),  für  die  Ellipse 
durch  {/?),  für  die  Hyperbel  durch  (//)  angedeutet  werden. 

3.  Die  allgemeine  Gleichung  des  *2ten  Grades  zwischen  zwei 
senkrechten  Coordinnten  w und  t bat  die  Form: 


Au7  -f-  Btu  -f-  Cl7  — |—  Du  -f-  Et  — f-  E — 0 ....  (21). 

Insofern  nun  dieselbe  eine  Parabel,  oder  eiue  Ellipse,  oder  eine 
Hyperbel  ausdriiekt,  sind  ihre  Coefficienten  gleich  zu  setzen  denen 
der  Gleicbuug  (/*) , oder  der  Gleichung  (E),  oder  der  Gleichung 
(//).  Siebt  man  die  Gleichung  (21)  als  identisch  mit  der  Gleichung 
(/')  an,  so  ergiebt  sich:  4.fC=4siu  (p 7 cos  <p7  = B7.  Betrachtet 
man  die  Gleichung  (21)  als  einerlei  mit  der  Gleichung  (/?).  so  findet 
■nun  4 AC  = ( r * — »7  )7  sin  2y5  Ar7*7,  B7  = ( r * — *’ )*  sin  i<f7, 

also  4 AC  >■  B7.  Setzt  man  endlich  die  Coefficienten  der 
Gleichung  (21)  gleich  denen  der  Gleichung  (//),  so  ist  4 AC 
rrrfr’-t-*’)’  sin  'l«p7 — Ar7»7,  B7  = {r7  -f- s1)’  sin  2y2,  also4,-fC 
•<  ß7.  Demnach  wird  die  Gleichung  (21)  nur  dann  eine  Parabel 
vorstellen  können,  wenn  4 A C = B7 , eine  Ellipse,  wenn  4 AC 
> B7,  eine  Hyperbel,  wenn  4 AC<  ß7  ist. 

4.  In  der  Voraussetzung,  dass  (21)  mit  (/*)  identisch  ist,  also 
(21)  eine  Parabel  bezeichnet,  findet  man  ferner  sin  ‘i<p  — ß\  dage- 

ff 

gen  ergiebt  sich  sin  2y  = ^ , wenn  die  Gleichung 

(21)  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  ausdrückcn,  also  mit  (ß)  oder  (//) 
identisch  sein  soll. 

Bezeichnet  i die  Ordinate  (»),  /•  die  Ahscisse  (*)  des  Ursprung, 
liehen  Anfangspunktes  K , bezogen  auf  die  Coordiuatenaxen  des 
neuen  Systeme*;  so  findet  sich,  weuu  (21)  eiue  Parabel  ausdrückt; 


_ -Aü7VC- h »ADEV-i  -H  F.'j'iA  + €,y'C  - AF\/C 


(I) 


* = • 


\{ÜyC—tVÄ) 

£»>(1  -4-  C)\/A  — E7C\/A  + CDEyC  - AF\/A 
4 (D/C  — tVA) 


Wenn  aber  (21)  eiue  Ellipse  oder  Hyperbel  bezeichnet,  so  ist: 

. BE  — 2CO  HU  — 1AE 

(H)  » — kAC  _ ßi , * — h4V  _ Bf 

Durch  (p,  i und  k wird  die  Luge  der  Axen  des  Kegelschnittes  ge- 
gen die  Axen  der  Coordinuten  tu  und  t , und  für  die  Parabel  die 
Lage  ihres  Scheitels,  für  die  Ellipse  uud  Hyperbel  die  Lage  des 
Mittelpunktes  bestimmt.  Ebenso  findet  inan  durch  Gleichsetzuug 
der  entsprechenden  Coeflicienten  die  allgemeinen  Formeln  zur  Be- 
stimmung des  Parameters  oder  der  Axen  des  Kegelschnittes  durch 
die  Coeflicienten  der  Gleichung  (21) , nämlich: 

für  die  Parabel:  (III)  p — D\/  C — E\/ A ; 
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' für  die  Kllipse: 


(IV)  f = £ 


VkAC—B* 


(V) .  •*=?«. 

(VI)  />*  = 


A + C—  \'(A  — C’)*  -+-  üf1 
CD*  + AE*  - 2 BDE  — (\AC-B*)F 


(hAC  - B')  [J( A + C)  - 'y  (A  - C)*  4-  B*  | 
CU*  -+-  AE*  — 2BDE  — (KAC  — B*)F 
(4^C  - »)  U(  J + 0-4- 


für  die  Hyperbel: 

(VII)  i =-^=z 


\/ß*  — 4/fC 


(VIII)  «*  = 


i(A  -f.  6-)  yrr-W^B* 

CD*  + — 2Ä/M?  ■+.  (B*  — 446’)/'’ 


(/?’  -4AC>[-i(A  + C)-i-y(A-C\*+B*\ 


CD*  4-  AE*  — 2//ZJg  4-  (ff 3 - JUC’)/’ 

(IX)  !>*  = (Ä,  _ ~ C) 

/ 

5.  Indem  wir  uns  nuö  zu  unserer  Aufgabe  wenden,  setzen 
wir  für  immer  fest,  dass  der  gegebene  Punkt  durch  Z,  seine  nuf 
die  Axen  des  Kegelschnittes  und  bei  der  l’aritbel  nnf  den  Scheitel 
der  Axe,  bei  der  Kllipse  und  Hyperbel  auf  den  Mittelpunkt  als  An- 
fangspunkt sich  beziehenden  Koordinaten  durch  u und  ß,  der  Schei- 
te! der  Parabel  aber,  so  wie  der  Mittelpunkt  der  Kllipse  und  Hy- 
perbel dufcli  Ä bezeichnet  werde.  Ferner  nchnteu  wir  an , was 
offenbar  »erstattet  ist,  der  gegebene  Kegelschnitt  sei  ausgedrückt 
durch  eine  Gleichung  zwischen  rechtwinklichen . Coordinaten  « und 
t,  für  welche  der  gegebene  Punkt  Z der  Anfangspunkt  ist;  die 
Gleichung  (31)  in  §.3.  kann  also  im  Allgemeinen  die  Gleichung 
des  gegebenen  Kegelschnittes  vorstellen,  und  jede  durch  Z ge- 
legte gerade  Linie  wird  nun  bezeichnet  durch  die  Gleichung: 


u = Pt (I) 


Durch  Verbindung  der  Gjleicbuogen  (31)  und  (I)  (ludet  man  für  die 
Coordinaten  der  Punkte,  in  welchen  eine  solche  gerade  Linie  den 
Kegelschnitt  schneidet,  die  Werthe: 


DP 4-  E V(DP  4_  E)*  — h(AP*  4-  ffF+C)F 

f — — 2(AP*  + BP  4-  C)  — 2 [ AP*  4 -BP+C) 

i DP  4-  E)P  _j_  iV (DP  4 iE)*  - h(AP*  4-  BP  4-  C)F 

w — ~2(AP*  + BP  + C)~'  2 (AP*  + BP~+C)F 

Der  rationale  Theil  des  Werthes  von  t bezeichnet  die  Aiuseisse,  des 
Werthes  von  u die  Ordinate  des  Punktes,  in  welchem  der  zwisebeu 
den  Kegelschnitt  fallende  Abschnitt  der  geraden  Linie  hulbirl  wird; 
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deutet  uian  also  die  Abseisse  durch  t\  die  Ordinate  durch  «'  an,  so 
hat  non  die  Gleichungen: 


(2)  f = 


DP+E 

'^AP'+.BP-y-V) 


und  (3)  u'  = 


(DP  ■+■  E)P 
2 (tf’  + Äf+C)' 


Die  Werthe  von  t'  und  u'  ändern  sich  mit  dem  Werthe  von  /*; 
eliminirt  man  aber  P aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3),  so  drückt 
das  Resultat  die  Beziehung  zwischen  den  beiden  Coordinaten  jedes 
solchen  Punktes  aus,  welcher  den  zwischen  den  Kegelschnitt  fal- 
lenden  Abschnitt  der  geraden  Linie  hulbirt,  die  durch  diesen  Punkt 
selbst  und  den  Punkt  Z gelegt  wird;  das  Resultat  ist  also  die 
Gleichung  der  gesuchten  Curve.  Entwickelt  man  die  Gleichungen 

(2)  und  (3),  ordnet  die  Glieder  nach  Potenzen  von  P,  und  subtra- 
liirt  sie  von  einander,  nachdem  man  ein  .Mal  (2)  durch  (Au'-t -jfl), 

(3)  durch  At1,  und  dann  (2)  durch  CV,  (3)  durch  (Cl' - (- E)  inul- 
tiplicirt  bat;  so  erhält  man  leicht  zwei  Gleichungen,  davon  jede  nur 
die  erste  Potenz  von  P enthält.  Durch  Elimination  der  Grösse  P 
aus  diesen  letzten  Gleichungen  erhält  man  ein  Resultat,  welches, 
nach  Potenzen  von  u'  und  /'geordnet,  durch  (A E'-t-CD' — DDE) 
theilbur  ist;  so  gelangt  inan  zuletzt,  wenn  die  Accente  von  u und 
t weggelassen  werden,  zu  der  Gleichung: 


Ah'  -+-  Blu  -+-  CP  -\-\DuA-\El—  0 ....  (S) 


welches  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  ist. 

6,  Durch  Betrachtung  der  Gleichuog  (23)  ergiebt  sich  Fol- 
gendes: 

I.  Da  die  drei  ersten  Coefficienten  der  Gleichung  (33)  ganz 
dieselben  sind,  als  in  der  Gleichung  (21),  und  nach  §.  3.  nur  von 
diesen  die  Art  des  durch  die  Gleichung  ausgedrückten  Kegelschnit- 
tes abhängt;  so  ist  die  neue  Curve  immer  ein  Kegelschnitt 
von  derselben  Art,  als  der  gegebene. 

II.  Dieser  neue  Kegelschnitt,  der  nun  immer  der 
zweite  genannt  werden  soll,  gehet  allezeit  durch  deo 
Punkt  Z;  denn  iu  der  Gleichung  (33)  fehlt  das  beständige  Glied. 

III.  Die  Axeu  des  zweiten  Kegelschnittes  sind  immer 
parallel  mit  den  Äsen  des  gegebenen;  denn  die  Formelu 
zur  Bestimmung  des  Wiukels  tp  geben  für  die  beideo  Gleichungen 
(21)  und  (33)  ganz  dieselben  Werthe  (vergl.  §.  4.). 

IV.  Wenn  der  erste  Kegelschnitt  eine  Ellipse  oder 

Hyperbel  ist.  so  liegt  der  Mittelpunkt  des  zweiten  Ke- 
gelschnittes immer  in  der  Mitte  der  geraden  Linie,  wel- 
che die  Punkte  A'und  Z verbiudet;  denn  sind  >'  und  fc'  die 
Coordinaten  des  Mittelpunktes  des  zweiten  Kegelschnittes,  so  findet 
man  nach  §.  4.:  = jC  = j^. 

V.  Ist  der  erste  Kegelschnitt  eine  Parabel,  so  ist 
der  Parameter  der  zweiten  Parabel  die  Hälfte  des  Pa- 
rameters der  ersten  (folgt  aus  §.  4.  III.,  weil  D'=z$D,  E? 
— IE  ist,  wenn  D',  E Coeflicienten  der  Gleichung  (33)  bezeich- 
nen); ist  er  aber  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  so  ist  das 
Verhältnis*  der  beiden  Axen,  also  auch  die  Excentrici- 
tät  in  dem  zweiten  Kegelschnitte  dieselbe  als  im  ersten 
(folgt  aus  §.  4.  IV.  und  VII.). 
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7.  Offenbar  ist  es  willkübrlich,  welche  Lage  man  den  Axen 
der  Coordinaten  » und  t geben  will,  wenn  nur  Z als  Anfangspunkt 
genommen  wird.  Um  daher  die  weiteren  Betrachtungen  zuverein- 
fachen,  darf  man  anuehmen,  dass  die  Axen  der  Coordinaten  » und 
t parallel  seien  den  ursprünglichen  Axen  der  y und  ar,  d.  i.  den 
Axen  des  Kegelschnittes,  in  welchem  Falle  <p  = 0 ist.  Hierdurch 
erhält  man  nach  $.  2.  als  Gleichung  des  ersten  gegebenen  Kegel- 
schnittes 
für  die  Parabel: 

«*’  -4- 2a«  — pt-t-a* — pß  = 0 ....  ($5) 
für  die  Ellipse: 

r’«1 -t-ss/’-4-2ar,»-f-2/S#*/-+-r*a*-+-s,/S»  — =0 (Q?) 

für  die  Hyperbel: 

r1»*  — « H * -J-  2ar’w  — 2 ß**t-\-  r*a*  — t*ß*  r*b*  = 0 ....  (£) 

Hie  diese  drei  Gleichungen  enthalten  Bind  in  der  allgemei- 
nen Gleichung  (21)  ($.  3.),  so  soll  der  zweite  Kegelschnitt  über- 
haupt ausgedrückt  sein  durch  die  Gleichung: 

A'u * -+-  B’tu  -f-  C'l*  -+-  D’u  -f-  E'e-t-  F’  = 0 . . . . (QT) 

so  dass  also  nach  der  Gleichung  (®)  in  $.  5.  immer  ist: 

A'  = A,  ß'—B,  C'=zC,  ß'  = {D,  E'  = lE,  F'  = 0. 

Ebenso  sollen  die  Buchstaben  a’,  b',  r\  p\  ß dieselbe  Be- 
deutung in  Beziehung  auf  den  zweiten  Kegelschnitt  haben,  als  die 
entsprechenden  a,  b,  r,  *,  p,  i,  fe  für  den  ersten. 

8.  Ehe  wir  uns  zu  den  besonderen  Arten  der  Kegelschnitte 
wenden,  mögen  noch  die  allgemeinen  Formeln  für  die  Coordinaten 
der  Punkte  angegeben  werden,  in  welchen  der  erste  Kegelschnitt 
von  dem  zweiten  geschnitten  wird.  Man  erhält  dieselben  durch  Ver- 
bindung der  Gleichungen  (2t)  und  (33),  nämlich: 

„ _ ( BD  — 1AE)F =fc  D\/FV(B*  — *AC)F+  M*  /IX 

_ (BE  - iCD)F=p  E\/fV(B 3 - 4AC)F+  M* 

^ ....  IH) 


wo  = AE*  -f-  CD*  — DDE  gesetzt  ist. 

9.  Sei  nun  zuerst  der  gegebene  Kegelschnitt,  also  auch  der 
zweite  eine  Parabel.  Die  erste  Parabel  wird  durch  die  Gleichung 
(15)  §•  7.  ausgedrückt,  so  dass  also  hier  A—  1,  B = 0 = C, 
Jy=zia,  E= — p,  E—a * — pß  ist.  Demnach  bat  man  für  die 
zweite  Parabel  A — 1,  ß'  — 0z=  C\  D'=za,  ET=  — \p,  E—Q. 
Man  findet  daher  ausser  p'  = {p  (§.  4.  III.),  was  nach  §.  6.  V. 
schon  bekannt  ist,  weiter  nach  $.  4.  I.: 


(I)  .(11)*'=-^. 
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Ana  (I)  ergicbt  sieb,  dass  die  Axe  der  zweiten  Parabel,  welche  pa- 
rallel mit  der  Axe  der  ersten  ist  (§.  6.  III.),  durch  die  Mitte  der 
Verbindungslinie  ÄZ  gebt.  Hierdurch  mit  Rücksicht  auf  (II)  wird 
sehr  leicht  der  Scheitel  der  zweiten  Parabel  gefunden. 

10.  Für  die  Schoeidungspunktn  der  beiden  Parabeln  sind  nach 
§.  8.  dre  Coordi  taten  r 

« = ± tz=“ Lz*S  d=  — 

iP  iP 

welche  Werthc  immer  miigfieh>  sind1,  wenn  a*  — />/?;>•  0,  d.  i.  wenn 
Z ausserhalb  der  ersten  Parabel  liegt.  Bei  u2  — pß=z0  berühren 
sich  beide  Parabelu  in  dem  Punkte  Z.  Da  die  Urdiuaten  dieser 
Scbneidungspunkte  absolut  gleiche  aber  entgegengesetzte  Wertbe 
haben;  so  muss  die  Verbindungslinie  derselben,  d.i.  die  gemeinsame 
Sehne  beider  Parabeln  durch  die  Abscissenaxe  (Axe  der  /)  halbirt 
werden.  Hieraus  folgt  wieder  nach  einer  bekannten  Eigenschaft 
der  Parabel,  dass  die  gerade  Linie,  welche  die  zweite  Parabel  in 
dem  Puuktc  Z berührt,  und  ebenso  die  gerade  Linie,  welche  die 
erste  Parabel  in  dem  Punkte  berührt,  wo  die  erste  Parabel  von  der 
Axe  der  t geschnitten  wird,  parallel  sein,  muss  mit  der  Verbin- 
dungslinie jener  Schneidungspunkte.  Dasselbe  tindet  inan  auch  auf 
folgende  Weise.  Seien  L,  und  A jene  beiden  Schneidungspunkte, 

* so  dass  für  Z.  die  Coordinaten  «/,  = \S  a2  — f/ß  und  /,  = - — 

n)  a — Pß  fl  aber  «,  = — V a*  — vß  und  = — ~ />- 
iP  iP 

— 1 — a ~.P?  sind.  Da  nun  — — ^ = — ist,  so  hat  man  für  die 
iP  t>  — 2« 

durch  L und  S gehende  gerade  Linie  die  Gleichung: 

” — «i  = *.) (U 


Nach  der  bekannten  Eigenschaft  der  Parabel  findet  man  für  die 
Gerade,  welche  die  zweite  Parabel  im  Puukte  Z berührt,  zunächst 

die  Gleichung:  *>  setzt  mau  nun  liier  die  oben  (§.  9.)  ge- 

fundenen Wcrtlic  für  *'  und  A-' , so  erhält  man  für  diese  Tangente 
die  Gleichung: 


Für  den  Punkt  0 , in  welchem  die  erste  Parabel  von  der  Axe 
der  t geschnitten  wird,  sind  die  auf  die  Axe  und  den  Scheitel  die- 

ff  3 • 

ser  Parabel  bezogenen  Coordinaten  rj  = et,  ■*■'  = — ; daher  ergiebt 
sieb  für  die  Gerade,  welche  die  erste  Parabel  in  O berührt',  die 
Gleichung:  w \f — (.*'  — jSjJy,  d.  k durch  obige  Wertbo: 

(3) 
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Da  nun  in  allen  drei  Gleichungen  (I),  (2),  (3)  der  Coefficient 

fj 

von  l derselbe  = — ist.  so  folgt  hieraus,  dass  die  geraden  Linien, 

welche  diesen  Gleirhungen  entsprechen,  siimmtlich  untereinander 
parallel  sind. 

11.  Wenn  Z ausserhalb  der  ersten  Parabel  liegt, 
also  a2 — pß  >•  0 ist,  so  wird  die  erste  Parabel  von  der 
geraden  Linie  ZZ,  in  Z»,  von  der  geraden  Linie  ZA  in 
A’  berührt.  Wenn  wieder  u,  und  tx  die  Ceordinaten  des  Punk- 
tes L bezeichnen,  so  bat  man  für  die  gerade  Linie  ZL  die  Glei- 

* U 

cbung:  u—^t,  oder  zwischen  Coordinaten  x,  y aut'  den  Anfangs- 
punkt K und  die  A$e  der  Parabel  bezogen,  und  wenn  man  für 
p-  den  aus  §.  10.  sieb  ergebenden  Werth  substituirt: 


« — V/ß*  — pß  , 

y — «= ^ 


ß)- 


Für  y = 0 


findet  man  hieraus  für  x den  Werth:  x = 

_Pß)_'  [)a  a^er  far  d,,n  Pnnkt  L die  auf  die  Axe 


der  ersten  Parabel  bezogene  Ordinate  = u~f~  u,  — a-J-V/ u2 — pß 
ist,  so  wird  für  denselben  Punkt  die  Abscissc,  auf  de.r  Axe  vom 

Scheitel  aus  genommen,  ausgedrückt  durch  Ver- 

P 

gleicht  man  dieses  mit  obigem  Werthe  von  x,  d.  i.  mit  der  Ab- 
scissc  des  Punktes,  in  welchem  die  Axe  der  Parabel  von  ZZ,  ge- 
schnitten wird,  so  ergiebt  »ich  aus  der  Natur  der  Parabel,  dass 
sie  in  Z,  von  ZZ,  berührt  wird.  Ganz  ähnlich  ist  der  Beweis  für 
die  Linie  ZA. 

12.  Wenn  der  gegebene  Punkt  Z auf  der  ersten  Parabel 
liegt,  also  a’  — pß  = 0 ist, -so  bat  man  für  den  Scheitel  der  zwei- 
ten Parabel  nach  §.  0.  die  Coordinaten  »'  = — ja,  Je'  = — Iß; 
der  Scheitel  der  zweiten  Parabel  liegt  also  dann  in  der  Mitte  der 
Verbindungslinie  der  Punkte  K uud  Z.  Leicht  erkennt  man  nun 
auch  das  L’ingekebrte  als  richtig:  wenn  man  von  irgend  einem 
Punkte  einer  Parabel  beliebig  viele  Sehnen  zieht,  und  jede  Sehne 
um  ein  ihrer  eignen  Grösse  gleiches  Stück  verlängert,  so  liegen 
die  Endpunkte  dieser  Verlängerungen  wieder  auf  einer  Parabel, 
deren  Parameter  das  Doppelte  von  dem  Parameter  der  ersten  Pa- 
rabel ist;  die  Axen  beider  Parabeln  sind  parallel,  und  der  Scheitel 
der  zweiten  ist  der  Endpunkt  der  Verlängerung  von  der  Sehne, 
welebe  nach  dem  Scheitel  der  ersten  gezogen  ist;  in  dem  Punkte 
Z berühren  sich  beide  Parabeln  (vergl.  §.  10.). 

13.  Sei  nun  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  also  aus- 
gedrückt  dureh  die  Gleichung  ( (f ) in  §.  7.;  demnach  ist  jetzt  A 

— r\  B—  0,  C=s\  n = %xr\  E = 2ß**,  F = rytA-*'ß* 

— r2i2,  daher  für  den  zweiten  Kegelschnitt,  ebenfalls  eine  Ellipse, 
A = r2,  If  = 0,  £"  = *»,  D'—ur2,  E'  = ßt2,  F = 0,  folglich 
die  Gleichung  dieser  Ellipse: 


r2u2  -+-  »2t*  4-  ar2m  -f-  ß*'t  ss  0. 
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Die  Lage  des  Mittelpunktes  und  der  Axen  der  zweiten  Ellipse 
sind  nach  §.  6.  III.  und  IV.  schon  bestimmt;  für  die  Grösse  der 
Axen  hat  man  jetzt  nach  $.  4.  V.  und  VI.: 


a'7  = 


r»c«  + 


_r7a7-j-**ß7 


4i* 
4 r* 


-(*-i)* +(*)’■■•■  (0 
=©■+ (f-ir-  <"> 


Der  Parameter  p'  der  zweiten  Ellipse  ist  daher 


..  (HD 


14.  Sind  wieder  Z>  und  Ar  die  Schneidungspunkte  der  beiden 
Ellipsen,  u,  und  t , für  Z>,  «,  und  t2  für  X die  Coordinaten , und 
setzt  man  der  Kürze  wegen  raa7  — r7h7—m7,  also  r1«’ 

t7ß*  — m7  + r*A*  = m7  -|-  t7a7  ; so  ist  nach  $.  8.: 


— am7  — tbßm 
»i  — r’n*  -+-  s7ß7  ’ 


— am7  -+-  stißm 


— /Iw*  -+-  raatn  J 

* — rV  + iV1 

— fr/i1  — ra«m  ( 

— r*a» + *>/»»  | 


Daher  für  dieselben  Punkte  die  Coordinaten  y, , jr, , y, , .r,  auf 
den  Mittelpunkt  und  die  Axen  der  ersten  Ellipse  bezogen: 


r7b7a  — tbßm  t7a7ß  -+-  raam  1 

— r7a7  -+-  t7ß7  ’ ar’  r7a7  -+-  s7ßr~  ( 

r7b7a  -4-  rA/)/n  s7a7ß  — raum  ( 

y»  — r»a»  +«*/}’  ’ **  — '•’«*  -+-  ) 


(ID 


Diese  doppelten  Werthe  werden  gleich,  d.  b.  die  Punkte  L und  X 
fallen  in  einen  zusummen,  in  welchem  die  Ellipsen  sich  berühren, 
wenn  «i  = 0,  d.  i.  wenn  r7a7  •+■  »7ß7  =zr*67  = t7a7  ist,  also  der 
Punkt  Z auf  der  ersten  Ellipse  selbst  liegt;  es  wird  dann  y,=y, 
= a,  Unmöglich  aber  werden  beide  Werthe,  wenn 


r7a7  -+-  »7ß7  < r767 , also  a < a7  — ß7  ist,  d.  b.  wenn  der 

gegebene  Punkt  Z innerhalb  der  ersten  Ellipse  liegt. 

15.  Durch  Benutzung  obiger  Werthe  für  y, , x, , y, , art  er- 
hält m:m  für  die  durch  L und  X gehende  Gerade  die  Gleichung: 


b* 


r7b » 


y = ~x~\ . Für  y = 0 findet  sich  hiernach  x = , _ 

3 r7ci  a 3 s7ß 

= Hieraus  ergiebt  sich  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der 

Ellipse,  dass  die  Liuie  JLX  die  verlängerte  grosse  Axe  der  ersten 
Ellipse  in  demselben  Punkte  schneidet,  in  welchem  diese  Axe  ge- 
schnitten wird  von  einer  Tangente  der  ersten  Ellipse,  deren  Be- 
rührungspunkt die  Abscisse  = ß hat;  es  ist  dieses  eiuer  der  Punkte, 
in  welchen  der  von  Z auf  die  grosse  Axe  gefällte  Perpendikel  die 
erste  Ellipse  schneidet,  wenn  nur  ß < a ist. 
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16.  Legt  mao  durch  Z eine  gerade  Linie  (&)  parallel  mit 
LN,  so  findet  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  der  Linie  LN 
($.  15.)  für  (Ä)  die  Gleichung: 


y — 


i*ß_  . r*o» 
r'*aX  ^ r*ct 


(I) 


Oder  wenn  man  den  Mittelpunkt  8 der  zweiten  Ellipse  als  An- 
fungspunkt,  die  Axen  dieser  Ellipse  als  Coordinatenaxen  annimmt, 
und  die  darauf  sich  beziehenden  Coordinaten  durch  ’y  und  'x  be- 
zeichnet, so  erhält  man  für  (A)  die  Gleichung: 


y = 


r1«’  -+- 


(") 


Setzt  man  in  dieser  letzten  Gleichung  ’y  = 0,  so  findet  man 
für  den  Punkt,  in  welchem  die  verlängerte  grosse  Axe  der  zwei- 
ten Ellipse  von  (X)  geschnitten  wird,  dcu  Werth  der  Abscisse: 

r^tt2  - l. 

’x— = Tß  (vergl.  f.  13.  1.).  Da  aber  die  Abscisse 

des  Punktes  Z der  zweiten  Ellipse  ist,  durrh  welchen  die  Linie 
(JL)  gehet,  so  ergieht  sich  aus  dem  hier  gefundenen  Wertbe  von  ’x 
nach  der  schon  vorhin  benutzten  Eigenschaft  der  Ellipse,  dass  die 
zweite  Ellipse  von  der  Linie  (A)  in  Z berührt  wird.  Demnach 
ist  die  gemeinsame  Sehne  beider  Ellipsen  mit  der  dem 
Punkte  Z zugehörigen  Tangente  der  zweiten  Ellipse 

Karnllel,  und  wird  folglich  durch  die  gerade  Linie  KZ 
ulbirt. 

17.  Für  die  Punkte  G und  G\  in  welchen  die  erste  Ellipse 
von  der  Geraden  KZ  geschnitten  wird,  findet  inan  leicht  die  Coor- 
. . roa  , rhß 

dinaten  y = db . y , , ■ ■=== , x = ± r: ",  "f===.  Daher  wird 

die  durch  einen  dieser  Punkte,  z.  (t.  durch  G gehende  gerade  Linie, 
welche  parallel  ist  uiit  der  gemeinsamen  Sehne  A.V,  ausgedrückt 

durch  die  Gleichung  y — — -f-  r’/J*.  Setzt  man 

hier  wieder  y — 0,  so  findet  man  für  den  Punkt,  in  welchem  diese 
Linie  die  verlängerte  grosse  Axe  der  ersten  Ellipse  schneidet,  die 
Abscisse: 


rhV'r^n'1  -j-s'ß1 <N//  r^a1  ■ 


•fl 


■ »’P  . rhß 

— * (l 3 : , y ■ ■ . — . 

Vr'a*  -+-  t’t j* 


Da  aber 


rhß 


die  Abscisse  des  Punktes  G der  Ellipse  ist, 


durch  welchen  die  betrachtete  gerade  Linie  gehet,  so  ergiebt  sich 
aus  dein  hier  gefundenen  Wertbe  von  x,  dass  diese  Gerade  die 
Ellipse  in  G berührt.  Aehnlichcs  gilt  von  der  durch  den  anderen 
Punkt  G'  gelegten  Parallele  mit  LN.  Immer  also  sind  die 
deu  Punkten  Z und  K zugehörigen  Taugenten  der  zwei-, 
ten  Ellipse  parallel  mit  den  Tangenten  der  ersten  für 
die  Punkte,  in  welchen  die  erste  Ellipse  von  der  gera- 
raden  Linie  KZ  geschnitten  wird;  und  wenn  Z ausser- 
halb der  ersten  Ellipse  liegt,  also  beide  Ellipsen  sich 
TbcU  V.  24 
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«clioeiden,  so  ist  Buck  die  ihnen  gemeinsame  Seime  pa- 
rallel mit  jenen  Tangenten. 

18.  Wenn  Z ausserhalb  der  ersten  Ellipse  liegt,  und  ß «C  a 
ist.  so  ergiebt.  sich  aus  §.  15.  und  §.  17.  ein  leichtes  Verfahren,  die 
Schneiilungspnnkte  A und  A beider  Ellipsen  zu  finden,  ohne  dass 
die  zweite  Ellipse  construirt  zu  werdeu  braucht. 

19.  Liegt  Z ausserhalb  der  ersten  Ellipse,  so  wird 
letztere  von  der  geraden  Linie  ZA  in  A,  von  ZA  in  A 
berührt.  Durch  die  Loordinntcn  des  Punktes  A,  ar,  und  y, 
(4-  11.  II.)  findet  man,  weil  r*«*  + s*ß*  = m-  -+-  rJÄ*  = m2 

-t -*1«1  ist,  ftir  die  Linie  ZA  die  Gleichung:  y — « = 

rag2  shß2  r2a2g2  -\-rsahß2 


Für  y = 0 erhält  man  hieraus:  a;  = 


s2n2ß- 


tbß  - 


rsabß-\-raam 


woraus  die  Richtigkeit  der  Behauptung  für 


ZA  folgt.  Achnlich  ist  der  Beweis  für  Z,A. 


'20.  Wenn  der  Punkt  Z auf  der  gegebenen  Ellipse  liegt,  also 
r1a*  -+-  -t2ß2  = r2h2  = »2a2  ist,  so  liudet  mnn  aus  den  Formeln 
(1)  und  (II)  in  §.  13.  leicht,  dass  dann  die  Axen  der  zweiten 
Ellipse  beziehungsweise  gleich  sind  den  Hälften  der 
Axen  der  ersten  Ellipse.  Da  dieses  gilt,  welcher  Punkt  des 
Umfanges  der  ersten  Ellipse  ftir  Z genommen  werden  uing,  so  folgt 
nebenbei  hieraus  auch,  dass  eine  Ellipse,  deren  Axen  he/.iehungs- 
weise  gleich  sind  den  Hälften  der  Axen  einer  anderen  Ellipse,  im- 
mer in  diese  lindere  so  gelegt  werden  kann,  dass  sie  durch  deren 
Mittelpunkt  gehet,  dieselbe  in  einem  gegebenen  Punkte  berührt, 
und  ihre  Axcu  den  gleichnamigen  Axen  der  anderen  Ellipse  paral- 
lel sind. 

21.  Durch  Umkehrung  des  Yornusgehendcn  ergiebt  sich  nun 
auch  folgender  .Satz:  wenn  von  irgend  einem  Punkte  Z des  Um- 
fanges einer  Ellipse  beliebig  viele  Sehnen  gezogen,  und  abwärts 
von  jenem  Punkte  verlängert  werden  um  ein  Stück,  das  der  Sehne 
seihst  gleich  ist,  so  liegen  die  Endpunkte  dieser  Verlängerungen 
auf  einer  Ellipse,  deren  Axen  das  Doppelte  von  den  gleichnamigen 
Axen  der  ersten  Ellipse  und  mit  diesen  parallel  sind;  der  Mittel- 
punkt der  neuen  Ellipse  ist  der  zweite  Endpunkt  des  von  Z aus- 
gehenden Durchmessers  der  ersten  Ellipse,  und  beide  Ellipsen  be- 
rühren sich  in  Z.  Dieser  Satz  ist  indessen  ebenso  wie  der  oben 
in  §.  12.  erwähnte  nur  ein  besonderer  Fall  eines  allgemeineren, 
den  wir  nachher  aussprechen  und  beweisen  werden. 


22.  Alles  hier  in  Betreff  der  Ellipse  Gefundene  gilt  im  Allge- 
meinen auch,  wenn  der  gegebene  Kegelschnitt,  also  auch  der 
zweite  ein  Kreis  ist,  nur  mit  einigen  Modificntiunen.  In  diesem 
Falle  ist  nämlich  a = h , r = * = 1 zu  setzen;  wenn  daher  der 
Halbmesser  des  neuen  Kreises  durch  q bezeichnet  wird , während 
der  des  gegebenen  = a ist,  so  hat  mnn  hier  q = 4I /a1  ß2. 

Liegt  Z ausserhalb  des  ersten  Kreises,  ist  also  u2  -f- ß2  > a2,  so 
schneiden  sieb  beide  Kreise  in  zwei  Punkten  A und  A’,  für  deren 

Coordinaten  hier  die  Formeln  gelten:  y=  x — 

wo  nun  m ==  V u2  -+-  ß‘  — a 2 ist.  Für  die  gerade  Linie,  wel- 
che durch  diese  Schneidungspuukto  gehet,  hat  mau  daher  die  Glei- 
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ß fl1 

chung:  y — — -^.»-4-—.  Da  aber  für  die  Gerade  KZ  auch  hier 

die  Gleichung  y=sz^jx  gilt,  so  ergiebt  sich  aus  der  Form  dieser 

beiden  Gleichungen,  dass  die  gemeinsame  Sehne  LS  unter  rechten 
Wiokeln  von  der  Linie  KZ  geschnitten  wird.  Auf  eiue  sehr  ein- 
fache Weise  folgt  nun  hieraus  der  Parallelismus  dieser  Sehne  mit 
den  oben  bezeicnneten  Tangenten  (vergl.  $.  Iß.  17.). 

23.  Wenn  der  erste  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  ist,  ausge- 
drückt durch  die  Gleichung  (£)  in  §.  7.,  so  tst  auch  der  zweite 
eine  Hyperbel,  für  welche  die  Gleichung  gilt: 

#■’«*  — -+-  «/■’*  — ß*’t  = 0. 

Für  die  Grösse  der  Axen  Gndet  man  ($.  4.  VIII.  und  IX.): 


s*ß*  — Ä>J  s*ß*  - r»«» 


ht ‘ 
und 


Zu  den  Schneidungspunk- 
S beider  Hyperbeln  gehören  die  Coordinaten: 


4r> 


«r*  : 

ten 

r'/i’ndciAßm  i*a*/S  dbr/rnm  , 

y = rr-,->  wo  m'=r'l,2-*'ß'- F-r’a’ 

angenommen  ist,  daher  auch  t7ß*  — r*aa  = r2b* — — m 1 

ist.  Die  durch  L und  S gelegte  gerade  Linie  hat  zur  Gleichung: 

y = Für  y — 0 wird  x = — y ; daher  gilt  hier 

eine  ähnliche  Bemerkung,  als  oben  §.  15.  bei  der  Ellipse  gemacht 
worden  ist.  Für  die  durch  Z gelegte  Parallele  mit  LS  gilt  zwi- 
schen den  Coordinaten  'x  und  ’y  auf  die  Axeu  und  den  Mittelpunkt 


der  zweiten  Hyperbel  bezogen  die  Gleichung:  ’y  = 


**ß. 


_ r2„t  g,ß2  _ a-2 

— \ . hur  y = 0 wird  ’x  — ^ = Jß>  woraus 

hervorgeht,  dass  diese  Parallele  die  zweite  Hyperbel  in  Z berührt. 
Zu  den  Punkten  G und  G\  in  welchen  die  erste  Hyperbel  von  der 
geraden  Linie  K7j  geschnitten  wird,  gehören  die  Coordinaten 
rhß  . rba  . 

“ y = — \7^=TW^-  D,e  ‘,urd*  ° «*- 


,*  i V s2ß2  — r*a*T 

bende  Parallele  mit  LS  hat 


zur  Gleichuug:  y = ^-.a? 


— til 


— — \/r»2ß*~^~r2{t*.  Für  y = 0 wird  x = ^ 

ra  ^ y stß 

rbß 

= «’  : a , woraus  folgt,  dass  diese  Linie  die  erste  Hy- 

perbel in  G berührt.  Aehnliches  gilt  von  der  Parallele  durch  G>. 
Die  dem  Punkte  Z zugehörige  Tangente  der  zweiten  Hyperbel  ist 
also  mit  den  Tangenten  der  ersten  Hyperbel  für  die  Punkte  G und 
G’  parallel,  und  wenn  die  Hyperbeln  sich  schneiden,  so  ist  auch 
die  gemeinsame  Sehne  mit  jenen  Tangenten  parallel.  Die  durch 

Z und  L gelegte  Gerade  hat  zur  Gleichung:  y — a = "^J~~(.x— ß) ; 


, raatn  ■+■  »*a2ß 
für  y = 0 wird  x = a*  : ; 


mit  Rücksicht  auf  des 


Werth  der  Abseisse  des  Punktes  L ergiebt  sich  hieraus,  dass  die 
Gerade  ZL  die  erste  Hyperbel  in  L berührt.  Ebenso  findet 

24* 
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man,  dass  ZN  die  Hyperbel  in  N berührt;  beide  Mal  wird  aber 
vorausgesetzt,  dass  Z ausserhalb  der  ersten  Hyperbel  liegt. 

24.  Wenn  der  gegebene  Punkt  Z auf  der  Hyperbel  selbst 
liegt,  d.  i.  wenn  s*ß*  — r*u*  = r*h*  = s*a*  ist,  so  sind  die  Äsen 
der  zweiten  Hyperbel  gleich  den  Hallten  der  gleichnamigen  Axen 
der  ersten,  und  durch  Umkehrung  lasst  sieb  hieraus  auch  für  die 
Hyperbel  ein  Satz,  analog  den  in  §.  12.  und  §.  21.  ausgesprochenen, 
autsteflcn.  Es  soll  aber  jetzt  noch  der  allgemeinere  Satz  bewiesen 
werden,  von  welchem  die  gemachten  nur  besondere  Fälle  sind;  die- 
ser allgemeine  Satz  ist  folgender. 

25.  Wenn  mau  von  einem  auf  dem  Umfange  irgend 
eines  Kegelschnittes  beliebig  gewählten  Punkte  Z ir- 
gend wie  viele  Sehnen  zieht,  und  von  Z aus  aufjeder 
Seltne  selbst,  oder  nach  der  entgegengesetzten  Seite 
bin  auf  ihrer  Verlängerung  einen  Abschnitt  so  bestimmt, 
dass  das  Vcrhältniss  zwischen  diesem  Abschnitte  und  der 
zugehörigen  Seltne  überall  dasselbe  ist,  so  liegen  die 
Endpunkte  aller  Abschnitte  auf  einem  zweiten  Kegel- 
schnitte von  derselben  Art,  als  der  gegebene. 

Beweis.  Der  gegebene  Kegelschnitt  sei  ausgedrückt  durch 
eine  Bleichung  zwischen  rechtwinklichen  Coordinaten  u und  t , die 
den  Punkt  Z zum  Anfangspunkte  Italien;  so  muss,  weil  dieser  Punkt 
uuf  dem  Kegelschnitte  selbst  liegt,  diese  Bleichung  die  Form  haben: 


Au*  -\-Btu-\-  Ct '-{-Du  -+-El=z  0 ....  (I) 


Jede  von  Z ausgehende  gerade  Cinie  wird  vorgestellt  durch  die 
Gleichung:  »/  = Pt,  und  schneidet  den  Kegelschnitt  noch  in  einem 
zweiten  Punkte  F,  dessen  Coordinaten  sind: 


t 


AP*  -+-  BP  -\-C'  " 


(np+E)P 
AP*  -4-  BP-t-C 


..  (II) 


Wird  nun  nnf  der  Sehne  Z F,  oder  auf  deren  Verlängerung  über 
Z hinaus  der  Abschnitt  Z W so  bestimmt,  dass  Zf:  Zll'=  I :n 
sich  verhält,  wo  « irgend  eine  ganze  oder  gebrochene  Zahl  bedeu- 
tet, so  erkennt  mau  leicht,  dass  die  dein  Punkte  W zugehörigen 
Coordinaten  diese  Werthe  buben  müssen: 


n(DP  + P) 

1 — AP*  + BP-t-C'  U — 


n(DP+E)P 
AP*  + BP  + C 


(III) 


Eliminirt  man  aus  den  beiden  Gleichungen  (III)  die  Grösse  P,  so 
muss  das  Hesulint  die  Gleichung  der  Curve  sein,  welche  der  geo- 
metrische Ort  der  Endpunkte  aller  von  Z aus  bestimmten  Abschnitte 
jener  Sehnen  ist  ( vergl.  §.  5.).  Die  wirkliche  Ausführung  dieser 
Elimination  aber  giebt  (uuf  dem  in  $.  5.  befolgten  Wege)  zuletzt 
folgende  Gleichung: 

Au*  -+-  Btu  -+-  Ct * -f-  nDu  + nEt  — 0 . . . . (IV) 


Da  nun  die  drei  erslen  Cnefficicnten  dieser  Gleichung  identisch  sind 
mit  den  entsprechenden  Coeflicientcn  der  Gleichung  (I),  so  folgt 
hieraus  nach  §.  3.,  dass  die  der  Gleichung  (IV)  entsprechende  Curve 
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ein  Kegelschnitt  von  ganz  derselben  Art  ist,  als  der  durch  die  Glei- 
chung (I)  bezeichnete. 

26.  Man  nehme  an,  was  offenbar  erlaubt  ist,  dass  die  Axen 
der  Coordinaten  u und  t der  Gleichung  (I),  also  auch  die  der  Glei- 
chung (IV),  parallel  seien  den  Axen  des  gegebenen  Kegelschnittes; 
der  Mittelpunkt  dieses  Kegelschnittes  (hei  der  Parabel  der  Scheitel 
der  Axe)  werde  wieder  durch  K , der  Mittelpunkt  des  neuen  durch 
ft  bezeichnet,  und  a und  ß seien  die  Coordinuten  des  Punktes  Z. 
bezogen  auf  den  Anfangspunkt  K und  die  Axen  des  ersten  Kegel- 
schnittes. I)ie  Gleichung  (I)  in  §.25.  hat  daher  hier  folgende  Form; 
für  die  Parabel: 

«a  -f-  2a«  — pt  — 0 (II) 

für  die  Ellipse: 

r’sr*  4-  t't'  4-  2ar7u  4-  2ßt'l  = 0 (11) 


für  die  Hyperbel: 

r*«*  — s’f>4-2ar>«  — 2/?s*#=0  ....  (III) 

Dieses  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  (IV)  in  §.  23.  giebt  Fol- 
gendes zu  erkennen. 

27.  I.  Auch  der  neue  Kegelschnitt  geht  durch  den  Anfangs- 
punkt Z der  Coordioaten  u und  t. 

II.  Die  Axen  des  neuen  Kegelschnittes  sind  parallel  den  Axen 
des  ursprünglich  gegebenen  (§.  4.  rergl.  §.  6.  III.). 

III.  \\  ’eno  für  den  Mittelpunkt  R des  neuen  Kegelschnittes 
(bei  der  Parabel  für  den  Scheitel  der  Axe)  die  auf  die  Axen  der 
« und  t sich  beziehenden  Coordinaten  wieder  durch  >'  und  A', 
dagegen  die  auf  den  Anfangspunkt  K und  die  Axen  des  ersten 
Kegelschnittes  bezogenen  Coordinaten  durch  ij  und  & bezeichnet 
werden,  so  ist,  von  welcher  Art  auch  der  Kegelschnitt  sein  mag, 
immer 

- / 

£ = — na,  /:'  = — nß-,  ij  = (l  — n)u,  & = ( 1 — n)ß. 

Der  Punkt  R liegt  also  immer  auf  der  durch  Z und  K gelegten 
geraden  Linie  in  dem  Abstande  =(1 — »)a  von  der  Haupiaxc  des 
ersten  Kegelschnittes. 

IV.  Ist  der  erste  Kegelschnitt  eine  Parabel,  und  deren  Para- 
meter = p,  so  hat  der  zweite  Kegelschnitt,  auch  eine  Parabel,  den 
Parameter  //  = np  (§.  4.  III.).  ist  der  erste  Kegelschnitt  eine  El- 
lipse oder  Hyperbel,  deren  Axen  2 a und  U sind,  so  hat  der  zweite 
Kegelschnitt  die  Axen  2«'  = /*. 2s,  2//' = «.2//.  Bedeutet  also  p 
den  Parameter  des  ersten,  p'  den  Parameter  des  zweiten  Kegel- 
schnittes, so  ist  in  allen  Fallen  p'=znp.  Diese  VYerthe  der  Axen 
lei  und  W Godet  man  aus  §.  4.  V.  und  41.;  VIII.  und  IX.  vergl. 
§.  25.  IV.;  §.  26.  II.  und  III.  mit  Rücksicht  darauf,  dass  hier  tür 
die  Ellipse  r^u1 e’ß*  — t7a7  z=  r76* , fiir  die  Hyperbel  #JjS’ 
— r’a1  = «’o1  = r7/j7  ist. 

V.  Die  gerade  Linie,  welche  den  ersten  Kegelschnitt 
in  dem  Punkte  Z berührt,  berührt  in  demselben  Punkte 
auch  den  zweiten  Kegelschnitt,  daher  berühren  sich  in 
Z beide  Kegelschnitte  selbst. 
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Beweis.  Die  gerade  Linie,  welche  die  erste  Parabel  im 

Punkte  Z berührt,  hat  zur  Gleichung:  y — a = — ß)- 

Wenn  man  aber  den  Scheitel  8 der  zweiten  Parabel  als  An- 
fangspunkt, die  Axe  desselben  als  Abscissennxe  nimmt,  und  die 
entsprechenden  Coordinnten  durch  ’x  und  ’y  bezeichnet,  so  ist 
x — ’x  — (n  — 1)/?,  y — 'y  — (/»  — 1)«,  wodurch  die 
Gleichung  der  gedachten  Tangente  diese  Form  erhält:  ’y — na 

— ^(>  — aß).  Für  'y  = 0 wird  ’x  — — nß , woraus  folgt,  dass 

die  gedachte  Tangente  auch  die  zweite  Parabel  in  Z berührt.  — 
Ist  der  erste  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  so  fiudet  man  für  die  dem 
Punkte  Z zugehörige  Tangente  die  Gleichung:  'y  — na  — 

— — — aß),  wo  die  Coordinaten  ’y  und  'x  auf  den  Mittelpunkt 

und  die  Axen  der  zweiten  Ellipse  sich  beziehen.  Für  'y  = 0 er- 
giebt  sich  ’x  = ^ S - - = ^ (No.  IV.),  woraus  erkannt 

wird,  dass  die  betrachtete  Tangente  auch  die  zweite  Ellipse  in  Z 
berührt.  Ganz  ähnlich  ist  der  Beweis  für  die  Hyperbel. 


XXX. 

Gegen  Herrn  Doctor  Barfuss. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  O.  Schlömilch, 

Privatdocentcn  an  der  Universität  zu  Jena. 


I. 

Im  3ten  Hefte  des  4ten  Bandes  dieser  Zeitschrift  bat  Herr  Dr. 
Barfuss  die  ältere  Euler- Friesische  Ansicht  von  den  unendlichen 
Reihen,  der  neueren,  hauptsächlich  durch  Cauchy’s  geistreichen 
Conrs  d’analyse  angeregten,  gegenüber  zu  vertreten  gesucht.  Die 
Ansicht  unseres  geehrten  Gegners  ist  folgende:  Bei  der  Rechnung 
mit  unendlichen  Reiheu  ist  di«  Summirung  derselben  ein  ganz  un- 
tergeordnetes Geschäft;  die  Hauptsache  ist,  durch  gewisse  analyti- 
sche, oder  wie  Fries  sagt,  syntaktische  Operationen,  die  Functio- 
nen in  Reihen  zu  entwickeln;  d.  h.  mit  andern  Worten:  es  kommt 
hauptsächlich  auf  die  Umwandelungen  der  Form  einer  Function 
an,  wobei  sie  einmal  als  geschlossener,  einmal  als  ins  Unbestimmte 
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fortlaufender  Ausdruck  erscheint,  und  nicht  »uf  ihre  arithmetischen 
Werthe  in  der  letzteren  Gestalt. 

Bevor  ich  diese  Ansicht  ausführlicher  beleuchte,  mnss  ich  einige 
Worte  über  die  Kritik  sagen,  welcher  Hr.  Dr.  Buriuss  meine  Rech- 
nungen unterworfen  hat: 

Mein  erstes  Beispiel  bat  derselbe  gänzlich  missverstunden.  Will 
man  nämlich  den  Ausdruck  Arctan  x in  eine  Reibe  verwandeln,  so 
benutzt  man  hierzu  die  beiden  Eigenschaften  Arctan  x — Arctan  y 

= Arctan  — ^-undLim'— = 1 für  abnehmende  6.  Man  findet 

i + &y  o 

Arctan  x = x — far*  ~x'  — .... 

Nimmt  man  aber  die  nämliche  Rechnung  mit  einer  gewissen  Function 
f(x)  vor,  welche  die  beiden  Eigenschaften 

/w -av>=  Li  “~P= 1 

besitzt,  so  findet  inan  auch 


f(x)  = x — ix'  +±xl  — 


Nun  sogt  darauf  Herr  Dr.  Bnrfuss:  „Die  Nachweisung,  dass  f(x) 

= arctg.tr  sei,  hat  mit  der  Methode  der  unbestimmten  CoefiGcienteu 
gar  nichts  zu  scbufTen  (?).  Und  wo  wollte  mun  auch  den  Beweis- 
grund hernebmen,  dass  zwei  verschiedene  FtinctioneD  dennoch  einer- 
lei Heihenentwickelting  geben  kannten  f”.  Hier  ist  das  Missver- 
st.indniss  klar;  ich  meine  im  Gegentheil:  wo  will  man  deu  Beweis- 
grund hernebmen,  «lass  derjenige  Unrecht  habe,  welcher  so  cnpri- 
ciös  wäre  zu  behaupten,  er  kenne  zwei  solche  verschiedene  Functio- 
nen, denen  die  genannten  Eigenschaften  zukommen.  Darauf  konnte 
mir  Herr  Dr.  Bnrfuss  erwidern,  was  er  am  Ende  der  Seite  22ö.  sagt, 
nämlich:  „es  findet  sich  für  f(x)  eine  vollkommen  bestimmte  Reihe, 
welche  zeigt,  dass  jedem  bestimmten  Werthe  vun  x ein  bestimmter 
Werth  von  f(x)  angehört  und  dass  folglich  die  Function  f(x\ 
durch  die  ihr  keigelegten  Eigenschaften  vollkommen  bestimmt  ist”. 
Hier  wird  Herr  Dr.  Barfuss  beinahe  seiner  Ansicht  untreu;  denn  er 
spricht  von  den  bestimmten,  also  numerischen  Werthe»,  welche  die 
Reibe 

x — jvr*  -+-  ^xl  — .... 

• 

für  einen  bestimmten  Werth  von  x annnimmt,  d.  h.  er  betrachtet 
auf  einmal/')^)  als  die  arithmetische  Summe  der  Reihe,  wäh- 
rend er  sonst  nur  von  syntaktischen  Entwickelungen  hören  will. 
Aber  wir  können  ihm  auch  diess  zugeben,  weil  sein  Argument  nur 
so  weit  reicht,  als  sich  jene  Reihe  arithmetisch  .sumtniren  lässt, 
d.  b.  convergirt.  Aber  wie  wird  denn  die  Sache,  wenn  die  Reihe 
divergirt?  Wenn  ich  cnvalierement  sagte:  ja,  jene  beiden  oder  meh- 
reren Functionen,  welchen  gemeinschaftlich  die  Eigenschaften  zu- 
kommen: 


A*)  Lim  — 1 
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siud  identisch  bis  x — 1,  von  da  an  verschieden,  etwa  so  wie  zwei 
Curven  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles  sich  decken,  nachher 
aber  auseiunuderfahren , so  fällt  dus  Argument  meines  Herrn  Geg- 
ners ganz  weg').  Und  in  der  That  wäre  eine  Behauptung  der  Art 
gar  nichts  Neues.  So  hat  man  z.  B. 


1 

1 + r 


= l — x-1 - x* 


— -r*-4-  .... 


oder  auch: 


1 +x 

l+i  + i’ 


= I — x*  xl  — xl  -t-  x‘  — x*  -4-  x'  — 

aus  welchen  für  x — 1 folgt: 

j = + .... 

T=1  1-4-1  — 1 ■+-.... 


Da  hat  mau  ja  gleich  ein  Beispiel,  dass  zwei  verschiedene  Functio- 
nen die  nämliche  Reihe  geben. 

in  Bezug  auf  die  letzteren  beiden  Reiben  hat  Lagrange  eine  Er- 
klärung  versucht.  Er  sagt  uämlick:  man  erwäge  die  fehlenden 

Glieder,  so  ist 

■ 1 — x*  -4-  x*  — x‘  -f-  x‘  — x‘  -4-  x*  — .... 

= 1-4-0..*: — x1  -f-x*  -4-0. x*  — xi-\-x*  -i-O.x''  — .r*-4-zr*-4-  .... 

Nimmt  man  für  x=l  ein  Glied  der  Reihe,  so  erhält  inan  1,  nimmt 
man  2 Glieder  wieder  1 , und  nimmt  man  3 Glieder  gar  nichts  zur 
Summe.  Aus  1,  1,  0 ist  aber  { das  arithmetische  Mittel.  Abgese- 
hen davon,  dass  diese  Erklärung  rein  aus  der  Luft  gegriffen  ist 
und  man  gar  nicht  weiss,  woher  die  Befugniss  zum  Mittelnehmeu 
kommt,  hilft  uns  diese  Erklärung  gur  nichts.  Sie  schiebt  die  Schwie- 
rigkeit auf  die  Seite,  aber  hebt  sie  nicht.  Eiue  solche  Erklärung, 
wenn  es  anders  eine  ist,  mag  wrohl  allenfalls  dann  gelten,  wenn 
man  dudurch  zu  der  Reihe  1 — 1-4-1  — 1 etc.  gekommen  ist,  dass 
man  eine  Reihe  von  der  Form 

xn  — x&  -4-  xV  — x<f- 4-  .’. . . 

für  x—1  specialisirt  hat.  Aber  was  fängt  man  denn  au , wenn 
man  auf  anderem  Wege  zu  dieser  Reihe  gelangt  1 Gesetzt,  man 
wollte  die  Summe  der  Reibe 

2[cosä  2x  — cos’  4x  -4-  cos*  6.r  — ....]  = &' 

oder  auch  nur  diejenige  Function  suchen,  deren  syntaktische 
Entwickelung  sie  ist,  so  hätte  man 

2cosJ  2x  =1-4-  cos  x 
2cos’  4x  =1  + cos  2x 
2cosJ  bjc  = 1 -f-  cos  3x 


*)  Mit  Hülfe  der  Integralrechnung  lässt  sich  zeigen,  dass  diesa  im  obigen 
Falle  unmöglich  sei;  aber  wir  befinden  uns  hier  im  Gebiete  der  allge- 
meinen Arithmetik! 
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8=  1 — 1 + 1 — 1 

-+-  co»  x — cos  ‘Ix  + cos  3x  — . , . . 


Wo»  »etzt  man  nun  fiir  die  erste  Reihe?  4 oder  da  uuch 

1 H H x”-1 

l+i  + x’4—..  + *»-1 

— 1 — xm + xn  — xm+n  -f- x2*  — xm+2n 

inilhio  für  or=l,  und  für  beliebige  positive  ganze  m uud  n 

~=  1-14-1-1-+-1 

ist.  Hier  lasst  uns  auch  Lagrnnge  im  Stiche. 

Nach  dieser  Digression  kehre  ich  wieder  zu  den  „Bemerkungen” 
des  Herrn  Dnctor  Barfuss  zurück. 

Derselbe  tadelt  in  No.  3.  meine  Entwickelung  von 

cos  x + cos  2x~\~  cos  3.r  + = — 4, 

indem  er  mich  auf  die  allgemeinere  Gleichung 

v cos  x — v * 

I - 2v  cos  x •+■  v1  ~ v coa  ^ + cos  2x  + v'  cos  3ar  + 

verweist.  Für  v = 1 uud  x = 0 zeigt  er,  dass 
00  = 1 + 1 + n- 1 + . . . . 

herauskommt,  was  ich  ihm  gern  zugebe.  Wenn  aber  x nicht  =0 
und  nicht  =z2an  ist,  so  erhält  man  doch 

— 4 = cos  x + cos  2x  -+-  cos  3x  + . . . . (A) 

weil  in  diesem  Falle  cos  x — 1 = — 2sin*  $x  und  1 — 2cos  x + 1 
==  4siu * ^x  gesetzt  werden  darf.  Mein  Herr  Gegner  hat  also  wei- 
ter nichts  bewiesen,  als  dass  die  Gleichung  (A)  für  x = 0 und 
x = Ausnahmen  erleidet.  Entwickeln  wir  jetzt  beiderseits 
nach  Putenzen  von  x,  so  wird 

-{='  1 + 1 + 14-1+....  (B) 

-(l>  + 2*+3>  + ....)^l 

+ (l*  + 2*  + 3«  + ....)n^l-i 


und  dies»  gilt  allerdings  nicht  für  jeden  Werth  von  x,  wie  Herr 
Dr.  Barfuss  sagt,  weil  die  Fälle  x = 0 und  x = 2/in  auszunehmen 
sind.  Daraus  schliesst  derselbe,  dass  ich  die  Coefficienten  beider- 
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seits  nicht  vergleichen  dürfe,  wobei  er  sich  aber  in  einem  Irrlhume 
befindet. 

Hat  man  nämlich  für  olle  möglichen  Werthe  von  x die  Glei- 
chung 

a-\-bx  + cx*  -t-  (Ix1  -f- . . . . = 0, 

so  beweist  man,  dass  a-=.!,  — c = d etc.  =0  sei,  auf  folgende 
höchst  ungenügende  Weise.  Man  setzt  ^:  = 0 und  bekommt  « = 0; 
und  zwar  ist  jetzt  diess  Resultat  für  jedes  x allgemein  richtig,  ob- 
gleich cs  für  einen  speciellcn  Fall  von  x hcrausgebrncht  wurde, 
weil  a von  x unabhängig  ist.  Darauf  geht  man  weiter  und  be- 
weist. dass  £ = c = rfetr.  =0  sind.  Daraus  sollte  man  freilich 
schliessen,  dass  der  Satz  dann  nicht  richtig  wäre,  wenn  für  .r=Q 
eine  Ausnahme  in  der  obigen  Gleichung  eiutritt.  Das  ist  aber  to- 
tal falsch.  Der  Satz  lautet  nämlich  so: 

Wenn  die  Gleichung 

a + hx  + ex*  + dx1  -f-  . . . . = 0 

für  alle  x gilt,  welche  innerhalb  eines,  wenn  auch  noch  so  kleinen 
Intervalles  x = ct  bis  x = ß liegen,  so  ist 

ax=//  — c = <l  etc.  = 0, 


was  man  weit  genügender  mittelst  der  Differentialrechnung  zeigen 
kann. 

Wenn  nun  auch  zugegeben  wird,  dass  die  Gleichung  (O)  oder 


— (l*-t-2*+3»-I-. 
-+-(l4  -F-  2*  -+-  3*  -4- . 


...) 


£1 

1.2 

x* 

1 .2.3.4 


für  jr  = 0 und  x = 2/171  nicht  gilt,  so  bleibt  sie  doch  ausserdem 
richtig  und  das  Intervall,  für  welches  sie  gilt,  geht  von  0 bis  2w, 
beide  Gränzen  ausgeschlossen.  Es  ist  mir  also  nach  dein  vorigen 
Salze  auch  die  Coeflicieutenvergleicbung  erlaubt  und  da  findet  sich 
doch  wieder 

1-t-lH-l  -f- = — i 

l’+2,+3’H- =0 

etc., 

und  mithin  trifft  mich  gar  nicht,  was  mein  Herr  Gegner  gegen  dies« 
Resultate  vorbringt. 


II. 

Ich  will  jetzt  der  Sache  näher  treten.  Nach  der  Euler- Friesi- 
schen Ansicht  ist  die  Bedeutung  einer  Gleichung  wie 
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j--—  = 1 + * + **  + **  + — 

folgende:  Ick  kenn  durch  Anwendung  einer  gewissen  analytischen 
(syntaktischen)  Operation,  hier  der  Division,  aus  deai  Ausdrucke 
links  so  viele  Glieder  der  Reihe  rechts  herauscntwickeln , als  ich 
,nur  will,  und  zwar  für  jeden  beliebigen  Werth  von  x.  Gehe  ich 
nun  mit  dieser  Operation  ins  Unendliche  fort,  so  ist  wirklich 

j-~^=  1 -\-x  -4-  x'1  -+-  xl  -+- , . . . in  inf. 

Daher  heisst  es  auch  in  den  ,, Bemerkungen”  des  Herrn  Dr.  Burfriss 
S.  231.:  „Ist  denn  nicht  x -p  x*  + xl  -+-... . die  Entwickelung 
x 

von  - und  nur  von  diesem,  auch  wenn  nicht  hinzugefügt 

wird,  x müsse  kleiner  als  1 sein.”  0 ja,  aber  welche  Lo- 
gik lehrt  uns  denn,  für  eine  solche  analytische  Be- 
ziehung zweier  Ausdrücke  ein  Gleichheitszeichen  zu 
brauchen?  Wenn  man  durch  ein  gewisses  Verfahren  aus  dem 

Ausdrucke  yzi'x  80  v'e®  ®l'e<^er  der  ganz  ausserhalb  desselben  ste- 
henden Reihe  x -|-  x*  +ar,  + ...,  hervorlocken  kann,  als  man 
will,  wer  berechtigt  uns  denn,  diese  beiden  Dinge  für  gleich  an- 
zusehen ( Ein  Gleichheitszeichen  darf  nur  da  stehen,  wo  zwei  Dinge 
einander  entweder  identisch  sind,  oder  sich  einer  solchen  Identität 
unbegrenzt  nähern,  oder  wenn  das  eine  bloss  formell  von  dem  an- 
deren verschieden  ist,  etwa  wie  in  der  Gleichung  ( a — 6)(a-i-6) 

= «’  — l)’1. 

Das  letztere  will  Fries  in  seiner  Naturphilosophie  (S.  101.) 
für  unseren  Fall  geltend  machen.  Er  meint,  die  Gleichung 

= 1 -f-  .r  -+-  X*  -+- x7 

bedeute  syntaktisch  weiter  nichts,  als  dass  die  Reihe  rechts  mit 
1 — x multiplicirt  1 gebe,  und  io  so  fern  sei  diess  nichts  als  ein 
Fall  von  der  Umkehrung  der  syntaktischen  Operation  des  Multipli- 
cirens.  Er  sagt  ferner,  man  brauche  nur  mit  1 — x beiderseits  zu 
multipliciren,  um  sich  davon  zu  überzeugen;  es  sei  dann 

1 = 1 — .«r  — J—  x*  x1  . 

— x — .t3  — ,r*  — . . . . 

I Ö ü 5 

Bevor  ich  auf  das  Unrichtige  hierin  aufmerksam  mache,  will 
ich  ein  Paar  ganz  triviale  Beispiele  ähnlicher  Art  behandeln. 

Wenn  ich  sage,  ich  schicke  jetzt  einen  Boten  aus,  einige  Zeit 
nachher  demselben  einen  nach  (ubgesehen  davon,  ob  derselbe  eben 
so  geschwind,  langsamer  oder  rascher  geht,  als  der  erste)  und  dünn 
frage:  sind  denn  die  Wege  beider  Boten  gleich,  sobald  sie  unend- 
lich lange  gegangen  sind,  so  wird  jeder  Vernünftige  antworten: 
das  lässt  sich  so  ins  Unbestimmte  hinein  gar  nicht  sagen,  sobald 
nicht  dos  Verhältnis  ihrer  Geschwindigkeiten  gegeben  ist.  Denn 
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wenn  beide  Boten  gleich  schnell  gehen,  so  wird  die  Differenz  ihrer 
Wege,  auch  wenn  diese  an  sich  unendlich  sind,  immer  so  viel  be- 
tragen, als  der  erste  dem  zweiten  voraus  war,  sind  aber  ihre  Ge- 
schwindigkeiten verschieden,  so  wird  sich  diese  Differenz  beständig 
ändern  und  kann  sogar  unendlich  gross  werden. 

Schreibe  ich  folgende  beiden  Reihen 

a -f-  b -4-  b -4-  b b 
b -4“  b -f-  b -4“  b -f-  b 

mit  der  Forderung  hin,  beide  ins  Unendliche  zu  verlängern  und 
zwar  so,  dass  wenn  ich  oben  ein  b zusetze,  diess  auch  unten  ge- 
schehen soll,  und  frage  dann,  sind  diese  beiden  Reihen  ins  Unend- 
liche fortgesetzt  identisch?  so  antwortet  jeder,  der  zählen  kann: 
Nein!  Denn  die  obere  Reihe  enthält,  wie  weit  sic  auch  gehen  möge, 
ein  a nebst  einer  gewissen  Parthic  b,  die  untere  die  nämliche  Par- 
tliie  b plus  noch  einem  b\  also  ist  jederzeit  die  Differenz  — a — b. 

ln  einem  ähnlichen,  aber  noch  weit  schlimmeren  Falle  befindet 
sich  die  obige  Friesische  Rechnung.  Deno  wenn  ich  successive 
zwei,  drei,  vier  u.  s.  f.  Glieder  der  Reihe 

1 -4-  x + x*  -4-  x'  -f-  . . . . 

mit  1 — x multiplicire,  so  erhalte  ich  der  Reibe  nach 


dann 


ferner 


u.  s.  f.  gerade  wie  im  zweiten  Beispiele,  wo  ich  unten  ein  Glied 
zusetzen  muBs,  wenn  ich  es  oben  tbue.  Wenn  ich  nun  so  ins  Un- 
endliche foygebe,  werden  denn  dann  die  obere  und  untere  Reihe, 
abgesehen  von  dem  Aufungsgliede  1 identisch,  was  doch  sein 
, musste,  weil  die  Ausdrücke 

1 und  (1  — x)(l+o:  + .r,4-....) 

durch  ein  Gleichheitszeichen  verbunden  sind?  Keineswegs  im 
Allgemeinen,  wenn  ich  nicht  das  Verhältnis»  kenne,  nach  welchem 
sich  die  Wertlie  von  x,  x1,  etc.  ändern.  Denn  als  vollständiges 
Product  bekomme  ich  im  Allgemeinen  1 — ,r".  Ist  nun  ar<l,  so 
erhalten  wir  bei  wachsenden  »,  Lim  ^rn  = 0,  also  wirklich 

(1  — .*)  (1  -4-^-t-  x1  -t-x’  -1-  . ...  in  inf.)  = 1 

ausserdem  aber  in  keinem  Falle. 

Hiermit  ist  also  genügend  gezeigt,  in  welchem  Falle  man  die 
Ausdrücke 
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t und  1 .r  -+-  .r 2 -f-  .r 1 -f-  ....  io  inf. 

durch  ein  Gleichheitszeichen  verbinden  darf.  Wenn  aber  die  Reihe 
rechts  divergirt,  so  findet  allerdings  immer  noch  eine  gewisse 
analytische  Beziehung  zwischen  denselben  statt,  aber  diese  ist 
keine  Gleichheit,  und  dann  wäre  es  unrichtig,  mit  Gleichheitszei- 
chen weiter  rechnen  zu  wollen.  Der  Unterschied  zwischen  der  arith- 
metischen und  syntaktischen  Bedeutung  der  Reihen  erstreckt  sich 
also  auch  bis  auf  die  Wahl  der  Zeichen,  wobei  das  Gleich- 
heitszeichen lediglich  nur  iin  ersten  Falle  gebraucht  werden  darf. 
Möge  duher  Herr  Dr.  Bnrfuss  in  Gottes  Namen  einen  Calcul  von 
der  allgemeinen  Entwickelung  der  Functionen,  von  den  syntakti- 
schen Beziehungen  derselben,  oder  wie  er  das  Ding  nennen  will, 
etnbliren,  möge  er  sich  auch  dazu  ein  beliebiges  Zeichen  aussuchen, 
dagegen  wird  kein  Mensch  etwas  haben;  nur  wolle  er  uns  nicht 
glauben  machen,  man  könue  Gleichheitszeichen  brauchen,  wo  keiue 
Gleichheit  statt  findet,  und  usurpirc  er  nicht  ein  Zeichen,  welches 
nur  unserer  Ansicht  dient,  und  dem  wir  durchaus  nicht  gestatten 
können,  auch  anderen  Herren  zugleich  mit  aufzuwurten. 

Man  würde  es  kaum  für  möglich  halten,  dass  eine  so  einfache 
Sache  so  lange  in  verkehrter  Weise  dargestellt  worden  sei,  wenn 
man  sich  nicht  erinnerte,  dass  in  der  Analysis  die  Maxime  festge- 
halten  norden  ist,  es  niiisstrn  die  Resultate  immer  völlig  allgemein 
sein,  und  da  man  bald  einsuli,  dass  das  der  Sache,  d.  h.  den  nume- 
rischen Werthen  nach  nicht  möglich  sei,  so  suchte  man  wenigstens 
die  Form  zu  retten,  und  erfand  die  geheime  syntaktische  Bedeu- 
tung, schimpfte  wohl  auch  hie  und  du  diejenigen  unphilnsophische 
Köpfe,  welche  darauf  nicht  eingelien  wollten  und  sieh  ullein  an  die 
unrichtigen  Werthe  der  Reihen  hielten  ').  Von  einem  Beweise 
jener  Maxime  habe  ich  nirgends  eine  Spur  gefunden,  die  Sache  ist 
immer  nur  als  Meinung  aufgestellt  worden.  Dass  aber  dieselbe  an 
und  für  sich  falsch  sei,  kann  mau  sehr  oft  a priori  cinsehen.  So 
z.  B.  enthält  die  Reihe  für  tun  x nur  ganze  positive  Glieder;  für 

x=^  giebt  dieselbe  ian~—oo,  was  ganz  in  der  Ordnung  ist. 

Setze  ich  io  derselben  x>^£,  so  muss,  weil  alle  Glieder  positiv 

sind  und  Potenzen  von  x enthalten,  um  so  mehr  etwas  unend- 
lich Grosses  und  zwar  Positives  lierauskommen.  Nun  ist  aber  die 

Tangente  im  zweiten  Qundrunten,  d.  h.  für  x > -j-,  negativ;  also 
müsste  eine  unendlich  grosse  positive  Grösse  einer  endlichen  nega- 


*)  Diess  soll  nicht  etwa  in  Beziehung  auf  Fries  gesagt  sein.  Soviel  ich 
diesem  grossen  Marine  persönlich  verdanke  und  so  überzeugt  ich  von 
seinen  philosophischen  Ansichten  hin,  so  habe  ich  doch  in  diesem 
Punkte  nie  mit  meinem  verelirungswürdigen  Lehrer  übereinstiuimen 
können.  Fries  hatte  sich  hierin  ganz  auf  Euler  verlassen  unil  stellte 
seine  Theorie  von  der  arithmetischen  und  syntaktischen  Bedeutung  der 
Reihen  nur  als  plausiblen  Erklärungsversuch,  nicht  aber  mit  dogmati- 
scher Keckheit  als  unumstössliche  Wahrheit  hin.  Obige  Bemerkung 
geht  vielmehr  auf  die,  welche,  gerade  am  wenigsten  von  der  Philoso- 
phie verstehend,  sich  am  liebsten  hinter  dieselbe  verstecken. 
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tiven  gleich  «eia.  Daraus  siebt  man  augenblicklich,  dass  hier  die 
Gültigkeit  der  Reihe  uufhört,  d.  h.  dass  das  Band  des  Gleichheits- 
zeichens, welches  beide  Ausdrücke  bisher  umschlungen  hielt,  sich 
an  dieser  Stelle  löst.  Eine  gewisse  analytische  Beziehung 
findet  deswegen  immer  noch  statt,  und  es  mag  wähl  eine  syntak- 
tische Operation  geben,  durch  welche  muu  aus  jener  negativen 
Tangente  soviel  Glieder  jener  unendlichen  positiven  Grösse  ent- 
wickeln kann,  als  man  will,  nur  soll  man  Dicht  von  Gleichheit 
beider  Ansdrücke  reden. 


III. 

Ich  komme  jetzt  an  diejenige  Partie  des  Aufsatzes  von  Herrn 
Dr.  Bnrfuss,  worin  er  sich  die  ärgsten  Fehler  hot  zu  Scheiden 
kommen  lassen,  nämlich  an  den  Abschnitt  No.  5.  Hier  bemerkt 
mein  Herr  Gegner,  ich  hätte  mich  in  dem  Schlüsse,  dass  der  Rest 
einer  Krike  in  einem  meiner  früheren  Aufsätze  im  Allgemeinen  ver- 
schwände, geirrt.  Die  Sache  war  folgende:  ich  hatte  zu  zeigen, 
dass  das  Integral 

1 — a-.“  , 

*md&, 

wo  ju  und  m beliebige  Grössen  sein  mögen,  sich  unbegränzt  der 
Null  nähere,  wenn  man  m ins  Unendliche  wachsen  lässt.  Ich  be- 
werkstelligte diess  mittelst  folgenden  Salzes: 

W enn  M und  A dos  Maximum  und  Minimum  einer  Function 
y(.r)  innerhalb  des  Intervalles  x = a bis  je  ' — b bedeuten  und  y(x) 
eine  Function  ist,  welche  während  des  nämlichen  Intervalles  ihr 
Vorzeichen  nicht  ändert,  so  ist 

M/’  ip{x)dx  ~>f  u <?(■*)  ip{x)dx  > n 

Dieser  Satz  wurde  auf  das  obige  Problem  in  so  fern  angewen- 
det, als  ich  hier 

1 *—  -T 

»>(•*)  = *(■*)  = ■*“ 


setzte  und  nun  zeigte,  dass  das  Maximum  und  Minimum  von  9>(.zj 
während  des  Intervulics  x = 0 bis  .r  — 1 endliche  Grössen  sind. 
Daher  wur  jetzt 


oder 


y»l  | j-W  | 

M / x"'dx  ,>  / xmdx  A / x"dx 

J o / o J — x ./  o 


und  da  M und  A endliche  Griissen  sind,  so  nähern  sich  für  wach- 
sende m beide  Ausdrücke,  zwischen  denen  das  Integral  liegt,  mit- 
hin dieses  selbst,  unbegränzt  der  Null. 

Mein  Herr  Gegner  bemerkt  darauf,  das  gelte  nur,  wenn  /u.  (wel- 
ches dort  =1  — 2 a war)  positiv  sei,  dean  ausserdem  werde  wirklich 
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fp(x)  = 


1 — xt* 
1 —x 


während  des  Intervalles  0 bis  1 unendlich,  mithin  M unendlich, 
und  daraus  scheint  er  folgern  zu  wollen,  dass  dann  der  Rest  nicht 
verschwände. 

Zu  diesem  Irrthum  ist  Herr  Dr.  Barfuss  durch  die  Form  meines 
Beweises  gekommen,  welcher  dann  eine  kleine  Aenderung  erleidet. 
Ist  nämlich  /u  negativ,  so  bat  man  offenbar 


*/  0 1 — X «/  0 l — X ’ 


und  nun  setze  man 

?(•*)  = f(*)  = *m~u> 

so  gilt  von  diesem  <p(.zr),  was  von  dem  früheren  <p{x)  gesagt  wurde, 
dass  es  nämlich  während  des  Intervalles  0 bis  1 nicht  unendlich 
werden  kann,  oder  dass  sein  Maximum  und  Minimum  M und  JV 
endliche  Grössen  sind.  Nach  dem  citirten  allgemeinen  Satze  von 
den  bestimmten  Integralen  ist  nun 

xm—!ldx  > L\/ü  xm~ftdx 


oder 


> f 

-MH-1  7o 


1 1 — J—i“ 


■x*dx  > - 


N 


1* 


woraus  man  sieht,  dass  auch  dieses  Integral  sich  für  unbegränzt 
wachsende  m der  Null  nähert.  Ich  hätte  der  Vollständigkeit  wegen 
diess  in  meinem  Aufsatze  bemerken  sollen,  konnte  aber  eben  so  gut 
voraussetzen , dnss  wer  den  Gang  des  Beweises  einmal  begriffen 
batte,  diese  Kleinigkeit  wohl  seihst  sehen  würde. 

Im  Folgenden  spricht  mein  Herr  Gegner  von  der  beschränk* 
ten  Auflüsssung  des  bestimmten  Integrales. 

„Dasselbe  ist  nicht 

i 

J'a  f\x)dx  = d[/(ff)  -F-/(a  + <J)  -4-  2<J)  -f-  . . . .) 


für  d = das  ist  cs  nur,  wenn  das  allgemeine  Integral  \J*f[x)dx 

für  alle  Wertbe  von  x = a bis  x — 6 eine  stetige  Function  von 
x ist.  Das  bestimmte  Integral  ist  nichts  uuderes,  als  die 
Differenz  zweier  besonderen  Wertbe  eines  allgemeinen, 
und  diess  ist  seine  syntaktische  Bedeutung,  der  jene  arithmetische 
untergeordnet  ist.” 

Was  man  da  nicht  für  Neuigkeiten  erfahrt!  Herr  Dr.  Barfuss 
scheint  nicht  zu  wissen,  dass  beide  Definitionen  des  bestimmten 
Integrales  ganz  identisch  uud  hinsichtlich  ihrer  Allgemeinheit  sich 
ganz  gleich  sind.  Wie  man  aus  der  Definition: 
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für 


ist 


die  andere 


Jf(x)dx  — <f{x)  -+-  CüBSt. 
J'^f(x)dx  = <p(b)  — 9 >(«)  (l) 


J'g  f(x)dx  = Lim  ö\f(a)+f(t$ 4-  J)  -t-f[a-)-n—ld)] 

n 


ableitet,  lässt  sich  aus  jedem  guten  Lebrbuche  lernen;  dass  aber 
auch  das  Umgekehrte  eben  so  leicht  ist,  will  ich  hier  zeigen. 

Sei  f(x)  die  Gleichung  einer  beliebigen  Curve.  mögen  ferner 
a und  b (wobei  a < b sein  soll)  zwei  bestimmte  Werl  he  der  Ab- 
scissc  x bedeuten,  zu  welchen  eben  so  zwei  beliebige  Werthe  der 
Ordinate,  nämlich  f(a ) und  f(b)  geboren.  Theilt  mau  das  Intervall 
b — a in  « gleiche  Tlieile  und  zieht  durch  jeden  eine  Ordinate,  so 
wird  der  von  b — und  dein  Curvenstiicke  dazwischen 

begränzte  Flächeninhalt  durch  jene  Ordinnten  in  schmale  Streifen 
zerlegt,  welche  wir  nls  Rechtecke  betrachten  können  und  zwar  um 
so  genauer,  je  näher  diese  Ordinalen  un  einander  liegen,  d.  h.  je 
grösser  die  Zahl  n ist.  Die  Mumme  aller  dieser  Parallelogramme 
ist  daher  desto  genauer  gleich  der  von  der  Curve  beschriebenen 


Fläche,  die  wir  mit  2f(x)  bezeichnen  wollen,  je  grösser  n ist. 

a 

. h — « 


Setzen  wir 


= 8,  also  b — a • — /id,  so  wird  nun 


i/\^) = Lim  6 l/(a)  +..../(«+(»- 1 )<J]....  (3) 

a 

Aus  diesem  Ausdrucke  erhält  man  leicht  auf  rein  analytischem  Wege: 

~A&)  -+-  -/(■*)  = ~A&), 

aha 

d.  h.  geometrisch:  die  Fläche  von  a bis  b plus  der  Fläche  von  b 
bis  c ist  gleich  der  Fläche  von  a bis  e.  Kbenso  leicht  findet  man 


' kf(x) - 2A*)  = 2f(x) ....  (4) 

nah 

i 

wovon  die  geometrische  Bedeutung  ganz  ähnlich  ist.  Sind  A uud 
B das  Maximum  und  Minimum  von  f(x)  während  des  Intervalles 
a bis  b,  so  hat  man  aus  (3): 


*/!•*)  ^ Lim  6 \A  + A -f*  A -f~ ....  + AJ, 
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d.  b. 

<T  Lim  d . nA 

oder  weil  nd=b  — a ist : 

a 

und  ebenso  leicht  Godet  sich 

2/(.r)>(d  — a)B, 

a 

also 

(i  - a)A  > 2f(x)  > (d  - a)B  . . . . (5) 

„ a 

d.  h.  der  genannte  Flächeninhalt  ist  kleiner  als  das  Rechteck  aus 
dem  Stücke  b — - a der  Abseissenaehse  und  der  grössten  zwischen 
a und  b vorkommenden  Ordinate,  und  er  ist  grösser  als  das  Recht- 
eck aus  b — a und  der  kleinsten  der  zwischen  a und  b liegenden 
Ordinaten. 

b 

Sehen  wir  jetzt  die  Summe  2/(.r)  als  eine  Function  von  b an 

a 

und  setzen  wir 

2f(x)  = rp(b)....(%) 

a 

Nehmen  wir  d = a,  so  ist  offenbar 

f/(;r)  = y/(«)  = 0....(7) 

a 

weil  dann  gar  keine  Fläche  beschrieben  worden  ist. 

Ans  der  Gleichung  (ö)  buben  wir  nun 

Ä-4-  J b 

1fi{b  -+-  d)  — ip(b)  — 2’/(.r)  — 2/(x) 

a a 

= 2f(a:)  nach  Gleichung  (4) 

und  nach  Formel  (5),  wenn  wir  b - 4- d und  b für  b und  a gesetzt 
denken : 


SA  > if>(b  -4-  d)  — rp(i)  > dB, 

wo  jetzt  A und  B das  Maximum  und  Minimum  von  f(x)  während 
des  Intervalles  b bis  d-4-d  vorstellen.  Man  hat  ferner 


Tb€Ü  V. 


A > 


y»(d-t- J)  — \p(b) 


> B..,.(8) 


25 
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\ 


Lassen  wir  jetzt  d ins  Unendliche  abnehmen,  so  wird 

, . </<(//  <f)  — tp(/i)  rl>Ji(k) 

Llin  _ -dr 


und  zugleich  rücken  A und  B immer  näher  an  einander  und  fallen 
mit  /(£)  zusammen.  Denn  f(b)  ist  selbst  dos  Maximum  und  Mini- 
mum von  f(x)  während  des  Interrolles  x = l>  bis  .r  = Ä-f-0,  weil 
man  dann  nicht  von  der  Stelle  gekommen  ist.  Die  beiden  Gränzen 
fallen  also  dann  zusammen  und  die  Gleichung  (8)  gebt  in  die  fol- 
gende über: 


db 


=/(*). 


woraus  folgt: 

i />(£)  H-  Const. 


oder  was  das  Nämliche  ist: 

, I 

ip[6)  = Jf(x)dx  -+-  Const.,  für  x — b....  (9) 


Die  Constante  ist  leiebt  zu  bestimmen;  denn  nach  Gleichung  (7) 
ist  y(a)  — 0,  d.  h. 

0=  ff{x)dx  -+-  Const.,  für  x = «..  ..(10) 


Durch  Subtraktion  der  vorstehenden  Gleichung  von  (9)  erhält  man  : 
ifi(b)  = J’f^x^dx,  von  x = a bis  x = 6, 
d.  b.  nach  Gleichung  (6)  und  (3): 


-/(■*■)  = Lim  -+-/(«  -I-  <*)  -+- -+-/(«  -f-  » — 1 d)) 

a 

=J'f(x)dx, 

woraus  man  also  sieht,  dass  beide  Definitionen  des  bestimmten  In- 
tegrales identisch  sind.  Bezeichnen  wir  nämlich  Jf(x)dx  mit 
<f(x) , so  ist 


2f(x)  = Lim  J[/(«)  4-/(n  + d)  + . . . . -hf(a  -f-  « — I d)| 

a 

= 9>(6)  — »(«)  —fa  A*W*- 


Daran  knüpfen  sich  mancherlei  Betrachtungen. 

Ist  nämlich  /"(.r)  reell  von  x = a bis  x = h , so  muss  auch 

das  Integral  d.  h.  die  von  der  reellen  Ordinate  über- 
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strichene  Fläche,  reell  sein,  weil  alle  die  einzelnen  Glieder  f[a), 
f(a  -f-  u.  s.  w.  reell  sind.  Es  folgt  daraus  die  Reellität  der  Dif- 
ferenz q>(/>)  — ?>(«)■  Diese  kann  aul  zweierlei  Weise  hervortreten ; 
entweder  sind  nämlich  tp(b)  und  g)(«)  beide  reell  oder  beide  imagi- 
när, da  die  Differenz  zweier  imaginären  Grössen  reell  sein  kann, 
wie  z.  B.  u ■+■  y\/ — 1 — (ß-f-yy — 1).  Keinenfalis  ober  darf  es 
Vorkommen,  dass  eine  der  Functionen  y(l/)  und  <p(a)  reell  und  die 
andere  imo^inär  sei;  denn  die  Differenz  einer  reellen  und  imaginä- 
ren Grösse  ist  immer  imaginär  und  kann  demnach  nicht  einer  reel- 
len Grösse  gleich  sein,  wie  es  nach  dem  Obigen  nötliig  ist. 

Gleichwohl  bringt  mein' Herr  Gegner  imaginäre  Wcrthe  solcher 
Integrale  heraus,  deren  Differenzialformeln  unter  dem  lotegralzei- 
cben  reell  sind,  z.  B.  das  Resultat: 


Um  diesen  Widerspruch  aufzuklären,  will  ich  der  Sache  auf  den 
Grund  geben. 

Die  Differenzialrechnung  lehrt  uns  das  Resultat: 

• d . e*  — e*dx. 

Soll  hier  die  rechte  Seite  reell  sein,  so  ist  diess  auch  auf  der  lin- 
ken nöthig;  denn  wenn  ich  xV' — 1 für  x setze,  wird 

die*'*'  —1)  = r/(cos  x-t-  \/  — 1 sin  x) 

= ( — sin  jr-f-l/ — 1 cos  x)dx, 

mithin  auch  die  rechte  Seite  imaginär.  Wenn  also  d.e*  reell  sein 
soll,  muss  es  ex  selbst  sein.  Nun  erhalten  wir  aber  für  t*  = y 
aus  obiger  Gleichung 

<fy=yri( i°g  n«t  y) 

oder 


• • • dy  . 

Hier  gilt  wieder  das  Nämliche;  soll  — reell  sein,  so  muss  auch  ly 

reell  sein,  was  schon  daraus  folgt,  dass  e*  reell  angenommen  wer- 
den musste.  Man  sieht  es  auch  aus  der  geometrischen  Bedeutung 
des  Differenzials.  Differetziiren  heisst  zur  Gränze  übergeben;  der 
Differenzialquotient  einer  Linie  ist  ihr  Endpunkt,  der  Diffcrenzial- 
quotient  einer  Fläche  die  sie  begrenzende  Linie  u.  s.  w.  Auf  diese 
Weise  kann  man  jeder  Differenziation  einer  auch  noch  so  wun- 
derlichen Function  eine  geometrische  Bedeutung  abgewinnen. 
Wollte  man  nun  behaupten,  dass  das  Differenzial  einer  imaginären 
Grösse  eine  reelle  Grösse  sei,  so  biesse  diess:  eine  unmögliche  geo- 
metrische Figur  hat  eine  mögliche  Gränze  (Anfang  oder  Ende), 

was  reiner  Unsinn  ist.  So  hat  auch  die  Formel  dly=: — nur  für 
reelle  y Bedeutung.  Nehme  ich  jetzt  y = « — x,  so  wird 

25* 
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dl(a  — £•) 


— dx 
a — x' 


dabei  setze  ich  stillschweigend  voraus,  dass  x nicht  ><* 
sei,  denn  sonst  wäre  wieder  die  Gränze  eines  Unmöglichen  ein 
Mögliches.  Nehme  ich  ebenso  y=x — a,  so  gilt  die  hormel 


dl(x  — d)  — 


dx 

x — a 


nur  fiir  solche  x,  die  nicht  < a sind,  aus  dem  nämlichen  Grunde. 
Kommt  mir  jetzt  umgekehrt  die  Differenzialformet 

— dx 
a — x 


zum  Intcgriren  vor,  so  muss  ich  erst  wissen,  ob  a > oder  <C  x 
ist,  sonst  kann  ich  schlechthin  das  Integral  gar  nicht  angeben.  Ist 
a~^x,  so  ist  einzig  und  allein 


— l{a  — x),  aber  nicht  etwa  =/(x — a)\ 


ist  aber  dagegen  «<.r,  so  ist  allein: 

f' — = X— — = l(x  — a)  und  nicht  = Ha  — x). 
•Ja  — x •/  x — a ' ’ v ' 


Beides  lässt  sich  aber  vereinigen,  wenn  man,  wie  der  Herr  Heraus- 
geber schreibt: 


und 


— -JA  («  — x)2 


+ tA  (x  — a)2, 


wo  cs  nun  rechts  ganz  gleichgültig  ist,  ob  man  a — x oder  x — a 
schreibt,  da  das  Quadrat  davon  immer  positiv,  also  der  halbe  Loga- 
rithmus davon  immer  reell  ist.  Der  Herr  Herausgeber  bat  in  sei- 
nem Lohrbuche  der  Differenzialrechnung  richtig  bemerkt,  dass  diese 
Bez.eichnungsweise  gar  nicht  überflüssig  oder  unbedeutend  ist,  denn 
wir  sehen  au  deu  Resultaten  des  Herrn  Dr.  Barfuss,  in  welche  Irr- 
thümer  man  bei  der  Nichtbeachtung  dieser  Regel  verfallen  kann. 
Ilat  man  also  z.  B.  den  Werth  des  Integrales 


zu  bestimmen,  so  ist  für  x >•  1 : 

=•  i/d  -*-■*>-  n(x -i)= 

und  für  x 1: 
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/t~t*  = *'0 +*)-  i'O  - -)  = i/r^5 

braucht  man  die  erste  Form  für  x — &>,  die  zweite  für  x = 0,  so 
wird 

./;’ä='(,)-/(  i)=*i 

oder  nach  der  kürzeren  Weise  des  Herrn  Heraasgebers: 

fSr* = vd  =*/.  )*, 

woraus  wieder  für  ,a?  = oe,  ^ = 0 


folgt,  wie  es  sein  muss. 

Mein  Herr  Gegner  bat  sich  hier,  wo  er  •}/( — 1)  herausbringt, 
wieder  einmal  von  der  unglücklichen  Idee  der  Einheit  der  Form 
leiten  lassen  und  übersehen,  dass  sie  ihn  bier  geradezu  ins  Ge- 
biet des  Unsinns  geführt  bat,  weil  er  mir  nach  dem  Obigen  nun 
zugeben  müsste,  dass  die  GrSnze  eines  unmöglichen  Dinges  ein 
mögliches  sein  könne.  Wenn  überall  Einheit  der  Form  herrschen 
sollte,  warum  verlangt  er  denn  nicht  auch,  dass  das  Integral 


Jl 


dx 


V a ix  ■+■  c. r* 


immer  durch  die  nämliche  Formel  gegeben  werden  solle,  während 
er  doch  selbst  bei  positiven  c immer  die  logaritbmische,  bei  nega- 
tiven die  Kreisfunctionenformel  gebraucht  haben  wird,  um  imagi- 
näre Grossen  zu  vermeiden? 

Ich  muss  nun  noch  eine  Frage  des  Herrn  Doctors  Barfuss  be- 
antworten. Er  findet 


Arctan 


Ix  1 
1/3  ' 


Für  x — oo,  x = 0 erhält  er  aus  dem  Arcustangens  den  Werth 
und  fragt  nun  verwundert:  „aber  was  wird  denn  aus 

y ® dx 

o 'M*  *+■  x •+■  <#*)$”  d.  h.  richtiger,  was  wird  aus 


t^-(1  -H  x-+-x*). 


wenn  wir  x = oe,  .r  = 0 setzen  und  beide  Werthc  subtrahiren? 
Hier  ist  die  Antwort.  Wir  buben 


■**(!-*)*, 
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folglich 


= — tMI  — *)•  ■+-  iHl  **)  = ilf * 

1 1 

= *1 5— 

Daraus  folgt  für  & = <x,  wo  wir  uns  der  zweiten,  und  für  ,a:=0, 
wo  wir  uns  der  ersten  Form  bedienen: 

t/y~^  + W + ■*"*-•**)==  ®»  |^r  = 0 bis  x = <x\, 

mithin  bleibt  > 

dx  n 

o 1 — x*  JV/J’ 

wie  es  die  allgemeine  Formel 

C^xm—itLz 


y»  * dx  n 

o 1 — •r’’ 


n tan 


ebenfalls  giebt.  Letztere  ist  daher  kein  ,,imaginärer  Ausdruck” 
und  kein  „arithmetischer  llnsinn”. 

Hiermit  ist  Alles,  was  mein  Herr  Gegner  wider  meine  Integra- 
tionen sagt,  gebührend  gewürdigt.  Wenn  derselbe  uns  glauben 
machen  will,  reelle  Diilcrenziultormeln  könnten  imaginäre  Integrale 
haben,  so  muss  er  selbst  dus  Umgekehrte  zugeben,  dass  nämlich 
imaginäre  Fuuctionen  reelle  Differenzialquotienten  erzeugen  köun- 
ten,  was  deswegeu  Unsinn  ist,  weil  sieb  ohne  Ausnahme  jeder 
Differenziation  die  geometrische  Bedeutung  des  Uebergangs  zur 
Anfangs-  oder  Kndgränze  unterlegen  lässt.  (M.  s.  Fischer  über 
den  Sinn  der  höheren  Analysis.)  Aber  was  hat  denn  Herr  Dr. 
Barfuss  uns  für  Aufklärung  verschafft,  wenn  er  sagt,  sein  Integral 


yTÄ-«->  • 


habe  keine  arithmetische,  sondern  nur  eine  syntaktische  Bedeu- 
tung.? An  die  Stelle  eines  Unbegreiflichen  schiebt  er  ein  an- 
deres Unbegreifliches;  welche  ist  denn  die  syntaktische  Bedeu- 
tung von  4*( — 1)?  Hier  beisst  es  wahrscheinlich  wieder:  „Und 
wo  uns  die  Begriffe  fehlen,  da  stellt  ein  Wort  zu  rechter  Zeit 
sich  ein.”  *) 


*)  Das  Verkehrte  in  dem  genannten  Resultate  siebt  man  aticb  so. 
Es  ist,  den  lntegralloganthmus  mit  li  bezeichnet: 
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Was  Herr  Oocior  Barfuss  ferner  über  die  Convergenz  der  Rei- 
hen u.  s.  w.  sagt,  sind  willkübrlicbe  Heirritl'shestimniungen.  Will 
er  nach  seiner  Ansicht  die  oder  jene  Reibe  convergent  nennen,  die 
wir  divergent  nennen,  so  möge  er  das  thun,  auf  den  Namen  kommt 
nichts  uo. 


' IV. 

Man  wird  aber  vielleicht  fragen,  woher  kommt  es  denn,  dass 
gerade  diejenigen , welche  sich  ganz  sorglos  dem  Gebrauche  der 
Reihen,  ohne  Kritik  ihrer  Convergenz  oder  Divergenz  iiberlicssen, 
doch  so  wenig  falsche  Resultate  herausbraebten  ? Sollte  demnach 
ein  solcher  Gebrauch  nicht  zu  rechtfertigen  sein? 

Hierauf  ist  die  Antwort  folgende.  Man  benutzt  in  der  Analy- 
sis die  Reiben  zu  zwei  verschiedenen  Zwecken.  Entweder  will  man 
eine  unbekannte  Grösse  näherungsweise  darstellen,  oder  man  sucht 
ein  und  den  nämlichen  Ausdruck  auf  verschiedene  Weise  in  zwei 
nach  Potenzen  einer  Hauptgrösse  fortschreitende  Reihen  zu  ver- 
wandeln und  durch  Vergleichung  der  Coeflicienten  gleichnamiger 
Potenzen  jener  Hauptgrösse  zu  neuen  Resultaten  zu  gelangen.  Dass 
man  für  den  ersten  Zweck  nur  convergirende  Rcibcu  brauchen 
könne,  versteht  sieb  von  selbst;  für  die  zweite  Anwendung,  liefert 
uns  ein  früher  erwähnter  Satz  die  gewünschte  Aufklärung.  Wenn 
nämlich  die  Reihe 

+ + e*’  + dx1  +.... 

für  nl(e  Werthe  von  x,  welche  innerhalb  eines  gewissen  lntervalles 
x = « bis  x = r liegen,  zur  Summe  Null  hat,  so  ist  a = A ==  c 
zss  d u.  s.  w.  =0.  Daraus  folgt  weiter: 

Wenn  die  Gleichungen 

f(x)  = a •+-  bx  -f-  cx1  -+-  dx * 
f{x)  = a -+-  ßx  -f-  yx*  -+-  ßx' 

für  alle  x innerhalb  eines  gewissen  lntervalles  xxzu  bis  x=v 
richtig  bleiben,  so  ist 

a — a,  bz=ß,  e — y,  u.  s.  w. 


...  . fn  dx  ...  . r®  dx 

e~u  li  (e“)  = / g-mx  -.gi  e-u)  — I 

v ‘ ./  o 1 — x ' ' ./ol-t-x 

(M.  s.  meine  Beiträge  zur  Theorie  bestimmter  Integrale  S.  72.) 

Addirt  man  beides  und  nimmt  dann  u = 0,  so  wird 

/■“  dx 

«(!)-/, (l)  = 2/o  T-F. 

also  nach  Herrn  Dr.  Barfuss  die  Differenz  zweier  reellen  Grössen  gleich 
der  imaginären  /( — 1)?!  Herr  Dr.  Barfuss  scheint  hiernach  unseres 
Lehrers  mathematische  Naturphilosophie  besser  studirt  zu  haben,  als 
seine  Logik. 
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Hierin  steckt  das  ganze  Gebeimniss.  Z.  B.  Man  findet  auf  ver- 
schiedenen Wegen  die  beiden  Gleichungen 


ojfoa n n 

tan  x = — B,x*  ■+- (I) 

wo  //, , /l . , u.  s.  w.  gewisse  positive  Zahlen  sind,  und 

2jr  . ir 


tan  x = 


(?)'-*■  (IO*— 


.....  (2) 


Hie  Gleichung  (1)  gilt  nicht  allgemein;  dcnu  ton  x ist  eine  unste- 
tige Function  von  x-,  an  der  Stelle  x = ~ springt  sie  aus  -f-ao 

in  — ao  über  [tan  — d)  = -+-  x,  tan  (•—  -+-  d)  — — oe  Für  unend- 
lich kleine  d];  jede  nach  l’olenzrn  von  x fortschreitende  Reihe 
bildet  dagegen  eine  stetige  Function  von  x\  also  kann  zwischen 
beiden  Ausdrücken  nicht  für  alle  Werthe  von  x Identität  statt  lin- 
den, und  in  der  That  verschwindet  dieselbe  über  hinaus,  und 

macht  daun  einer  blossen  svntaktischen  Verwandschaft  Platz.  Die 
Gleichuug  (2)  lässt  sich  so  schreiben; 


wobei  man  die  einzelnen  Glieder  in  Reiheu  verwandeln  kanu,  so- 
bald 

‘i.x  < ?r,  2x  < 3/r  u.  s.  f. 

ist.  Diese  Bedingungen  reduciren  sich  auf  die  erste,  d.  b.  uuf 
^■<4,  und  man  erhält: 

tan  x = *[1+1  +1,  + ..  ..\x  i 

2*  1 1 1 / (3) 

-+- / 


Beide  Gleichungen  (1)  und  (3)  sind  nun  zwar  nicht  für  alle  mög- 
lichen Werthe  von  .*■,  aber  doch  für  gewisse  x (von  .r  = 0 bis 

zr=7p)  richtig,  und  daher  ist  die  Vergleichung  der  Coeflicienten 
gleichnamiger  Potenzen  von  x erlaubt.  Wir  bekommen  daher 

1,1,1.  _!  O»  — l)rr» 

jj  + 55  + — 2 - 1.2  1 

± _i_  1 1 — 1 <8<  ~ n 

14  -1-  34  -*-54-1- 2 • 1 ,2.3.4  ‘ 

u.  s.  f. 
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und  zwar  vollkommen  richtig,  obschon  die  Gleichungen  (i)  und  (3) 
nicht  allgemein  gelten. 

Aehniicher  Art  sind  alle  Reihenbenutzungen  in  der  Analysis,  bei 
denen  etwas  Richtiges  herauskam;  die  angewendeten  Reihen  waren 
den  geschlossenen  Ausdrücken,  für  welche  sie  iigurirten,  wenig- 
stens innerhalb  eines  gewissen  Intervalle»  gleich  und  mithin  lieferte 
die  Coellicientenvergleichung  richtige  Resultate.  Man  kann  daher 
die  Regel  aufstellen: 

Verwandelt  man  Behufs  der  Coefßcientenvergleichung  einen  Aus- 
druck in  zwei  verschiedene,  nach  Potenzen  der  nämlichen  Haupt- 
grösse  fortschreitende  Reihen,  so  hat  mau  nicht  nötliig,  eine 
ängstliche  Untersuchung  anzustellen,  wie  weit  wühl  die  Conver- 
geuz  derselben  reichen  möge.  Es  genügt  zu  wissen,  dass  we- 
nigstens für  alle  innerhalb  eines  kleinen  Intervalles  (etwa  von  0 
bis  1)  liegende  VVerthe  der  Veränderlichen  arithmetische  Gleich- 
heit vorhanden  sei,  d.  b.  die  Reihen  convergiren  (denn  wenn  sie 
divergiren,  nähern  sic  sich  ihrem  angeblichen  Werthe  nicht);  man 
ist  dann  zur  Vergleichung  der  Coeflicienten  gleichnamiger  Po- 
tenzen berechtigt. 

Ganz  anders  sieht  die  Sache  aus,  wenn  man  solche  Reihen 
vergleicht,  bei  denen  für  keinen  Werth  der  Veränderlichen  Iden- 
tität vorhanden  ist.  Hier  kommt  man  jederzeit  auf  Unsinn.  So  ist 
es  Euler  gegangen,  wenn  er 

cos  x — cos  2x  -f-  cos  3x  — . in  inf.  = £ 

setzt.  Diese  Gleichung  ist  als  solche  nie  richtig;  man  braucht  nur 
xz=  einem  aliquoten  Theile  von  n zu  setzen,  um  sogleich  auf  eine 
Reihe  von  der  Form  fl±a  + «±s  u.  s.  w.  zu  kommen;  z.  B.  für 

ar=-j-  erhält  mau: 


und  das  soll  doch  nicht  = J sein?  wiewohl  es  zu  £ in  einer  syn- 
taktischen Beziehung  stehen  mag.  Daher  sind  auch  die  von  Euler 
gefundenen  Folgerungen 

1*  — 2*  + 3*  — 43  + = 0 

1*  — 2*  ii4  — 4*  -f- = 0 

sämmtlich  falsch;  höchstens  könnte  man  sie  dadurch  interpretiren, 
dass  tnan  sagte:  das  Gleichheitszeichen  stebt  hier  nicht  in  arithme- 
tischer, sondern  in  syntaktischer  Bedeutung,  d.  h.  durch  eine  ge- 
wisse syntaktische  Operation  kann  ich  aus  der  Null  so  viel  Glieder 
jener  Reihen  entwickeln,  als  ich  will.  Das  ist  wohl  möglich,  aber 
zur  Bezeichnung  derartiger  Beziehungen  darf  kein  Gleichheitszei- 
chen gebraucht  werden. 

Glücklicherweise  sind  solche  Reihen,  welche  für  jeden  Werth 
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der  darin  vorkommenden  Veränderlichen  di  vergoren,  sehr  sehen, 
und  darin  liegt  der  Grund,  warum  man  selten  auf  falsche  Resultate 
gekommen  ist.  Indessen  habe  ich  einige  aufgetrieben,  welche  zu- 
gleich zeigen,  dass  man  nicht  nur  zu  arithmetisch,  sondern  so- 
gar zu  syntaktisch  falschen  Resultaten  gelangen  kann,  wenn 
man  sich  dem  Calcul  ohne  Kritik  überlässt. 

1.  Es  ist  bekanntlich 

r *in  * . 

I-'^los^+'Ti  = r sin  x -+-  r * sin  2* -+-#■*  sin  3:r . 

Für  r=l  erhält  man,  wofern  nicht  Ar  = 0 ist: 

{cot  {^r  = sin  x -+-  sin  'Ix  4-  sin  3.r  4- 

Dasselbe  findet  mau  auch  durch  Zerlegung  der  einzelnen  Sinus  io 
ihre  imaginären  Theile  uud  Addition  nach  der  allgemein  sein  sol- 

lenden  Formel  v 4-  «*-+-«*  -|-  . . . . = Obiges  Resultat  ist 

aber,  abgesehen  von  numerischen  Werthen,  schon  syntak- 
tisch falsch;  denn  wenn  mau  beide  Theile  der  Gleichung  nach 
Potenzen  ton  x entwickelt,  so  findet  sich: 

1 B,x  B,x‘ 

x 1.2  1.2. 3. 4 •••• 

= [1+2  + 3 + ....]^ 


und  hier  kommt  auf  der  linken  Seite  das  Glied  — vor,  während 

cc 

es  anf  der  rechten  fehlt,  ganz  gegen  alle  Syntaktik!  Der  Fehler 
liegt  darin,  dass  in  der  allgemeinen  Formel  r — 1 genommen  wurde, 
während  sie  nur  für  r < 1 richtig  bleibt.  Ist  r==l,  so  hat  man 
bis  zum  raten  Gliede: 

cos(2«4-  1)-y 

sin  x sin  2x  ■+■ ....  4-  sin  hx  = {cot  {x — 

2* in 

2 

Der  Rest  auf  der  rechten  Seite  verschwindet  für  wachsende  ra  nicht, 
darf  also  nicht  wegbleiben.  Verwandelt  man  beide  Theile  in  Rei- 
hen, so  fängt  die  Entwickelung  des  Restes  mit  — an,  welches 

sich  gegen  das  in  {cot  { x vorkommende  -y  bebt,  und  man  be- 
kommt die  bekannten  Summenformeln  für 

1 -f-2  -+-3  -H. 

1‘ +2*  4-3*4-... 

u.  s.  w. 
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Man  sieht  ferner  hieraus,  Hass  das  vou  Herrn  Doctor  Barfuss  auf 
S.  229.  über  Reste  Gesagte  falsch  ist.  Nach  seiner  Ansicht  wäre 
hier  der  Rest 


H — sin  nx  -+-  sin  (*  -+-  l)jr  •+•... . in  inf. ; 


woher  käme  denn  nun  in  diesen  Rest  das  Glied  — , womit  der 

X 

unsrige  anfängt# 

2.  Rin  nicht  weniger  frappantes  Beispiel  ist  folgendes. 

Wir  haben 


* + «’  + «'+. 


folglich  durch  Subtraction 

••  <c> 

Nun  giebt  es  für  jedes  beliebige  x und  ganze  positive,  aber  unge- 
rade m folgenden  Satz  (Cauchy  cours  d’analyse  page  551.): 


jr" 

x* 


2.4.6  V x’ 


(m  -fr-  3)  (m  - 


■ l)m(rn-l)m-3)  J_w  . , 

X " * 


2.4.6.8.10 


Wendet  man  diesen  Satz  auf  die  Gleichung  (C)  für  as  = l,  3,  5 
u.  s.  w.  an,  so  wird 


-4-  *(x  — — -^r)'  ■+•  *(•*  — -j-)‘ 


Nimmt  man  diese  Reihen  in  rerticaler  Richtung1  zusammen  und  be- 
merkt zugleich,  dass  die  linke  Seite  = — — ist,  so  erhält 

x — — 
x 

man : 
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~~i= 

X 

■+■  U ■+•  1 -+• ) (•*■ — -j)* 

-t-a-t-; •)(*-■ j)* 


Nun  ist  aber  x eine  beliebige  Grösse,  folglich  ist  es  auch 
x — , welches  wir  — s setzen  wollen.  Denn  um  irgend  ein  be- 

liebiges % herauszubringen,  hat  man  die  quadratische  Gleichung 

x = x nach  x aufzulösen,  wodurch  man  jederzeit  reelle  x 

erhält.  Bezeichnen  wir  die  in  obiger  Gleichung  vorkommenden 

Coefficienten  von  (x j-),  (x — -j-)*  u.  s.  w.  mit  ff,,«*,  u.  s.  f., 

so  Gnden  wir 

> — = o,3  -f-  ff.a*  -+-  -+- 


was  schon  syntaktisch  falsch  ist. 

3.  Addirt  man  die  Gleichungen  (s/)  und  ( B)  im  vorigen  Bei- 
spiel, so  kommt 


O = or-|--j  + (.r’-t-  (D) 

Nun  giebt  es  für  ungerade  m und  beliebige  x folgenden  Satz: 


=«r+i)  u ^ _ -L). 


(»i  + 3)(m+l)(»i-l)  (m  — 3), L»4  . 1 

2. 4. 6. 8 ' x ' 1 


(Caucby  a.  a.  0.  page  551.),  unter  dessen  Anwcnduug  für  m—  1,  3, 
u.  s.  w.  die  Gleichung  (/>)  sich  so  gestaltet: 

0=  (*  + l) 

+ ~r)  [1  + 3(^  — -+-  (■*•  — ^)4] 

+ (*  ■ •+■  £)  i1 + «k*  - ^)*  -i-  n*  - ir + (*  - i)*i 
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oder  wenn  man  beiderseits  mit  x + -j;  dividirt,  x - = * setzt 

und  die  Reihen  vertical  summirt: 

0 = 1 + 1 + 1 + 1 + .... 

-»-(1+3  4-  6 4-10-4-....)*» 

4-  (1  4_  5 -f-  15  4-  35  4-  .. . .)*• 


Mitbin  müsste  nach  dem  Principe  der  Coefficientenvergleichung  sein: 

1 + 1 + 1 4-1-»-.... 

= 1 4—  3 4 Ö 4“  10  + .... 

— 1 4—  5 4—  15  4—  35  4-  .... 


d.  b.  für  ein  ungerades  m überhaupt: 

a , . *»  . tn(m  + 1)  , m(m-h  l)(»»4-2)  . 

0 1 4-  T + 1.2  H C2.3 

während  man  aus  dem  binomischen  Satze  für  negative  tn  und  x = 
— 1 findet: 

, . m . rn(m  -+- 1)  . mim  -|-  t)  (m  -+-  2)  . 
oc=l  + T+“i.a  ' + TT273 


also  wieder  ein  Fall,  in  welchem  eine  divergente  Reibe  zwei  ver- 
schiedene Summen  hat. 

Febersieht  man  die  beiden  letzten  Beispiele  genauer,  so  be- 
merkt man  leicht,  dass  darin  weiter  nichts,  als  ein  Schmuggel 
unter  dem  Deckmantel  des  Gleichheitszeichens  getrieben 
worden  ist.  Denn  von  den  Gleichungco  (A)  und  ( B ) ist  als  solche 
die  eine  jedesmal  falsch,  wenn  die  andere  richtig  ist,  oder  mit  an 
deren  Worten,  wenn  die  eine  Reihe  convergirt,  divergift  die  an- 
dere, ist  also  der  anderen  Seite  des  Gleichheitszeichens  nicht  gleich, 
sondern  nur  syntaktisch  mit  derselben  verwandt.  Brauchen  wir  das 
Zeichen  £3  für  eine  solche  syntaktische  Gleichheit  der  Form  (d.  b. 
analytische  Beziehung,  in  so  fern  man  durch,  ein  gewisses  Verfah- 
ren aus  der  geschlossenen  Form  so  viele  Glieder  aus  der  unbestimmt 
fortlaufenden  Reihe  entwickeln  kann,  als  man  will),  so  stehen  jene 
Gleichungen  für  x ■<  1 : 


x + x1  + xK  + . 


und  für  x^>\ ; 
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X -+-  x'  -+-  X1  •+• u , _XJ  “ xa_  1 

_1_ 

± . ± _i_  _1_  _i 

x i’  j 1 *’  — 1 

X1 

und  für  x = 1 : 

« +«'  +x‘+....=  i 

111  I 00. 

-+  -j  -4-  -7  + 

X x‘  ) 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  ober:  — gor  Nichts,  weil  man 
mit  dem  Zeichen  (J  nicht  weiter  rechnen  kann.  Also  war  an  allen 
deo  fehlerhaften  Resultaten  nur  die  verkehrte  Anwendung  des 
Gleichheitszeichens  bei  divergirenden  Reihen  schuld.  Dies  ist  meine 
Erklärung,  die  wohl  auf  den  Namen  einer  genügenden  und  einfa- 
chen Anspruch  machen  darf.  Ich  fordere  dagegen  Herrn  Dr. 
Barfuss  auf,  die  3 letzten  paradoxen  Beispiele  nach  sei- 
ner Ansicht  zu  erklären,  wenn  ihm  diets  überhaupt  möglich 
ist.  Einem  etwaigen  Kinwande  desselben  will  ich  gleich  im  Voraus 
begegnen.  Er  könnte  sagen:  „Sie  haben  in  der  Gleichung 

(A)  — xf_T{  f“r  flTJT  gesetzt  und  80  d®8  Gesetz  (?)  der  Ein- 
heit der  Form  verletzt;  wenn  auch  die  Reihe  links  die  syntakti- 
sehe  Entwickelung  von  1 _ ; bildet,  so  ist  sie  doch  nicht  die  Ent- 

X 

Wickelung  von  — ^-jy.  Dann  würde  aber  mein  Herr  Gegner  den 

ersten  Grundsatz  der  Mathematik:  für  A = B und  B = C ist 
A = C,  leugnen.  Da  ist  denn  kein  anderes  Herauskommen  mög- 
lich, als  duss  er  sagte:  ja  die  erste  Gleichung  AzxiB  ist  nicht 
als  solche,  sondern  als  syntaktische  Beziehung  zu  betrachten.  Al- 
lerdings, wenn  ein  Dreieck  einem  zweiten  ähnlich,  dieses  einem 
dritten  an  Fläche  gleich  ist,  so  folgt  weder  daraus,  dass  das  erste 
dem  dritten  ähnlich,  noch  dass  es  ihm  gleich  sei.  Hiermit  würde 
mir  Herr  Dr.  Barfuss  zugeben,  was  ich  eben  behaupte,  dass  man 
nämlich  nicht  eher  bei  Reihen  Gleichheitszeichen  brauchen  dürfe, 
als  bis  man  von  ihrer  Convergenz  überzeugt  ist,  und  dass  für  di- 
vergente Reihen  ein  anderes  Zeichen,  etwa  mein  obiges  {J,  nöthig 
sei,  und  dass  man  daher  mit  divergenten  Reihen  nicht  schlechthin 
rechneu  dürfe. 

Ich  glaube  durch  das  bisher  Gesagte  jede  der  beiden  einander 
gegenüber  stehenden  Ansichten  in  ihre  rechte  Stelle  gerückt  za 
haben.  Es  wäre  gewiss  interessant,  die  Theorie  der  Reihen  con- 
sequent  noch  der  Ansicht  meines  Herrn  Gegners  bearbeitet  zu  se- 
hen, wie  diess  auf  unserer  Seite  durch  Caucby  geschehen  ist.  Nur 
müsste  bei  einer  solchen  Darstellung  streng  beobachtet  werden, 
was  ich  über  den  Gebrauch  von  Zeichen  gesagt  habe,  damit  nicht 
etwa  eine  solche  für  die  Wissenschaft  höchst  gefährliche  Pascherei 
entstände,  wie  ich  sie  im  zweiten  und  dritten  Beispiele  zur  War- 
nung durchgeführt  habe. 
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v. 

Ich  will  endlich  noch  einen  Vorwarfe  begegnen,  den  ich  über 
unsere  Partei  gehört  hohe,  nämlich  dem:  „die  neuere  Schule  ent- 
halte zwar  geschickte  Analytiker  (wir  danken  recht  schön),  aber 
eine  philosophische  Ansicht  Uber  die  Mathematik,  eine  Metaphysik 
des  Calculs  gehe  ihr  gänzlich  ab.”  Diese  Bemerkung,  die  übrigens 
gar  nicht  die  Sache,  sondern  höchstens  einige  ihrer  Verfechter 
treffen  kann,  ist  zum  Mindesten  sehr  voreilig.  Die  ältere  Schule 
bestand  sehr  lange,  ehe  sie  Jemand,  namentlich  erst  Fries,  von  ihrer 
philosophischen  Seite  betrachtete;  wie  kann  man  nun  von  einer 
Schule,  die  noch  im  Entstehen  begriffen  ist  und  dem  alten  Schlen- 
drian mühsam  genug  das  Terrain  abstreiten  muss,  gleich  eine  phi- 
losophische Betrachtung  verlangen?  Aber  noch  diess  wird  geleistet 
werden  und  zwar  hoffe  ich  selbst  in  einiger  Zeit  das  Meinige  hieran 
beizutragen.  \ph  will  diesen  ohnehin  etwas  lang  gewordenen  Auf- 
satz nicht  durch  eine  solche  Entwickelung  noch  mehr  verlängern, 
kann  es  mir  aber  nicht  versagen,  wenigstens  auf  eine  interessante 
Analogie  liintuweisen , welche  zwischen  der  Philosophie  und  Ma- 
thematik in  ihrer  gegenwärtigen  Verfassung  statt  lind  et.  Die  jetzige 
Zeit  der  Mathematik,  in  welcher  die  neuere  Schute  die  ältere  mit 
Recht  zu  verdrängen  sucht,  hat  die  grösste  Aehnlichkeit  mit  jeuer, 
in  welcher  Kant  mit  seiner  Kritik  der  reinen  Vernunft  aufirat.  Die 
Philosophen  hatten  sich  bis  dahin  ohne  Kritik  der  Spekulation 
überlasseu  und  glaubten  an  die  Allgemeingültigkeit  der  Denk- 
gesetze,  mit  denen  sie  Alles,  auch  selbst  das  Gebiet  des  Uebcrsinn- 
lichen  beherrschen  wollten.  So  die  Mathematiker,  wenn  sie  in  ihrer 
sogenannten  allgemeinen  Arithmetik  die  unbegrenzte  Allgemein- 
bett der  analytischen  Operationen  behaupteten. 

Jenem  llawesen  stellte  sich  die  Kantiscbe  Kritik  gegenüber 
und  wies  in  folgenden  Resultaten  der  Spekulation  ihr  wahres  Ge- 
biet an: 

Die  Metbaphysik  lehrt  uns  den  Gehrauch  van  vier  Grundbegrif- 
fen des  denkenden  Verstandes,  nämlich  der  vier  Categorieeo  Quan- 
tität, Qualität,  Relation  und  Modalität.  Der  Gebrauch  derselben 
erstreckt  sich  aber  nur  auf  solche  Begriffe,  für  welche  in  der  Er- 
fahrung- ein  rongruirender  Gegenstand  aufgezeigt  werden  kann, 
d.  b.  ein  solcher,  der  einer  reioen  Anschauung  in  den  Formen 
des  Raumes  uod  der  Zeit  fähig  ist.  Versucht  cs  dagegen  der 
Verstand,  jene  vier  Deukgesetze  auf  solche  Begriffe  auzuvrenden, 
welche  diese  Bedingung  nicht  erfüllen,  also  übersinnliche  sind 
(Ideen),  so  stösst  derselbe  auf  die  gröbsten  Widersprüche,  die 
Antinomieen,  woraus  weiter  folgt,  dass  eine  solche  Anwendung 
eine  durchaus  unrechtmässige  ist,  und  dass  man  von  jenen  Ideen 
keinen  Gebrauch  zur  Erweiterung  des  philosophischen  Wissens 
machen  könne. 

Ganz  ähnlich  steht  es  um  die  Mathematik.  ' 

Die  Arithmetik  lehrt  uns  den  Gebrauch  von  vier  Grundoperationen 
des  rechnenden  Verstandes,  nämlich  den  vier  Spccies;  sie  zeigt 
uns  aber  denselben  nur  an  solchen  Grössen,  die  entweder  endli- 
che sind,  oder  sich  einer  endlichen  bestimmten  Grösse  als  Gränze 
nähern  (z.  B.  Reihen,  die  unter  besonderen  Fällen  couvergiren). 
Versucht  es  dagegen  der  Vorstand,  jene  Operationen  auf  solche 
Grössen  anzu wenden,  welche  diese  Bedingungen  nicht  erfüllen 
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(divergirende  Reihen),  so  stösst  er  auf  die  gröbsten  Widerspruche, 
woraus  weiter  folgt,  dass  (eine  solche  Anwendung  eine  durchaus 
unrechtmässige  ist  und  dass  man  von  jenen  Reihen,  so  lange  sie 
divergiren,  keinen  Gebrauch  zur  Erweiterung  des  mathematischen 
Wissens  machen  könne. 

Es  geht  uns  mit  den  divergenten  Reihen  in  der  Analysis  wie 
mit  manchen  Ausdrücken  in  der  analytischen  Geometrie.  Fragt  man 
z.  B-,  welche  ist  die  geometrische  Bedeutung  der  Gleichung 

(y-\-ix)2 + (y-\-ZxY  -+-1=0, 

wenn  x die  Abscissen,  y die  Ordinaten  bezeichnen,  so  ist  die  Ant- 
wort: gar  keine;  denn  für  jedes  reelle  x erhalt  man  ein  imagi- 
näres  y,  die  Gleichung  stellt  daher  weder  einen  Funkt,  noch  eine 
Linie,  noch  sonst  etwus  dar.  Sie  ist  ein  Gebilde  der  combinirenden 
Algebra,  welches  von  einer  gewissen,  nämlich  der  geometrischen 
Seite  betrachtet,  gar  keine  Bedeutung  hat,  wenn  cs*auch  von  einer 
anderen  Seite  angesehen  nicht  eben  ohne  Geltung  ist.  Ganz  ähn- 
lich verhält  es  sich  mit  den  divergenten  Reihen.  Für  einen  Cal- 
cul,  der  es  mit  Gleichheitszeichen  zu  thun  hat,  und  das  ist  last 
die  ganze  Analysis,  haben  Reihen  wie 

1 —2  -g.4  — 8-+-  16  — 32+  .... 

1 — 1. 2 + 1. 2. 3— 1.2.3. 4 + .,.. 

gar  keine  Bedeutung,  weil  kein  Ausdruck  gegeben  werden  kann, 
dem  sie  wirklich  gleich  wären.  Eine  Betrachtung;  die  sich  am 
Faden  der  Identitäten  fortspinnt,  erreicht  hier  ihr  Ende.  Divergente 
Reihen  sind  Gebilde,  oder  um  einen  hübschen  Ausdruck  von  Fries*) 
zu  brauchen.  Figuren  der  combinatorischen  Analysis.  Hier 
hat  Fries  ganz  Recht;  er  hätte  bloss  noch  einen  Schritt  thun  und 
unterscheiden  sollen,  ob  der  Colcul,  in  welchen  man  eine  divergeute 
Reihe  einführt,  sich  mit  Gleichheiten  oder  anderweitigen  Beziehun- 
gen beschäftigt;  er  würde  dann  bemerkt  haben,  dass  für  eine  Be- 
trachtungsweise der  ersten  Art,  und  diess  ist  hauptsächlich  die  Ana- 
lysis, bloss  die  numerische  Bedeutung  der  Reihen  zulässig  ist,  und 
damit  hätte  er  dus  Richtige  getroffen. 


*)  Mathematische  Naturphilosophie.  S.  162. 
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XXXI. 


(Jeber  Aristarchs  Methode,  die  Entfernung  der 
Sonne  von  der  Erde  zu  bestimmen. 

, Von 

dein  Ue  r ausgeber. 


§•  1. 

Aristarchs  Methode,  die  Entfernung  der  Sonne  von  der  Erde 
zu  bestimmen,  ist  in  ihrem  Princip  so  einfach,  und  zugleich,  inso- 
fern man  die  Eotfernung  des  Monds  von  der  Erde,  die  sich  bc- 
kunotlich  mittelst  einer  völlig  directen  Methode  mit  hinreichender 
Genauigkeit  bestimmen  läss-t,  als  bekannt  vorauszusetzen  berech- 
tigt ist,  so  direct,  dass  dieselbe,  nenn  sie  auch  für  die  Wissen- 
schaft selbst  von  keiner  Bedeutung  mehr  ist,  doch  beim  Unterrichte 
in  der  Astronomie  sorgfältiger  berücksichtigt  zu  werden  verdient,  als 
dies,  wie  es  wenigstens  scheint,  meistens  zn  geschehen  pflegt.  Wenn 
ich  daher  diese  Methode,  die  Kepler  für  so  schön  hielt,  dass  er 
sie  in  seineo  Epheineriden  für  das  Jahr  1619  dem  Galilei  und 
Marius,  die  schon  mit  Fernröbren  beobachteten,  zur  Anwendung 
eifrigst  empfahl,  zum  Gegenstände  des  vorliegenden  Aufsatzes  ma- 
che, und  dieselbe  aus  einem  allgemeineren  Gesichtspunkte,  als  dies 
von  ihrem  ersten  Erfinder  geschah , zn  betrachten  und  darzustellen 
versuchen  werde,  so  habe  ich  dabei  durchaus  nur  ihre  Bedeutung 
für  den  Unterricht  in  methodischer  Beziehung  im  Auge,  indem  icn 
zugleich  der  Meinung  hin,  dass  dieselbe  überhaupt  als  eine  zweck- 
massige geometrische  und  trigonometrische  Uebung  für  Schüler 
dienen  kann,  und  wünsche,  dass  dieser  .Aufsatz  zuuächst  auch  nur 
aus  diesem  Gesichtspunkte  beurtheiit  werden  möge. 

§2. 

Es  kann  wohl  als  hinreichend  bekannt  vorausgesetzt  werden, 
dass  Aristarchs  Methode,  die  Entfernung  der  Sonne  von  der  Erde 
zu  bestimmen,  in  ihrer  ursprünglichen  und  einfachsten  Gestalt  darin 
besteht,  den  Mond  zur  Zeit  seiner  Viertel,  die  man  daran  erkennt, 
dass  die  Lichtgränze  auf  dem  Monde  genau  als  eine  gerade  Linie 
erscheint,  zu  beobachten,  und  in  diesem  Moment*)  die  scheinbare 


*)  In  der  Schwierigkeit,  diesen  Moment  genau  zu  treffen,  liegt  vorzüglich 
die  Unsicherheit  der  Methode  und  die  geringe  Genauigkeit  der  durch 
dieselbe  erhaltenen  Resultate. 

Tkcil  V.  26 
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Entfernung  der  Licbtgränze  von  dem  Mittelpunkt  der  Sonne  zu  mes- 
sen. Ist  dann  E der  Beobaclitungsort,  M der  Mittelpunkt  des 
Monds,  S der  Mittelpunkt  der  Sonne,  so  ist  MES  die  gemessene 
scheinbare  Entfernung  der  Licbtgränze  von  dem  Mittelpunkte  der 
Sonne,  und  da  nun  wenigstens  mit  grosser  Annäherung  EMS  ein 
rechter  Winkel  ist,  so  hat  man  die  Gleichung 

A'.V—  ES . cos  MES , 

aus  der  sich 

ES=  = EM.  sec  MES 

cos  Jibis 

ergiebt.  Ist  man  also  die  Entfernung  EM  des  Monds  vom  Beob- 
achiungsorte  aus  anderweitigen  Messungen  als  bekannt  vorauszu- 
setzen berechtigt,  so  lasst  sich  mittelst  der  vorhergehenden  Formel 
die  Eutfernuug  ES  der  Könne  vom  ßeobachtungsorte  berechnen. 
Teberhaupt  liegt,  wie  man  sogleich  übersehen  wird,  dieser  Methode, 
die  Entfernung  der  Sonne  von  der  Erde  zu  bestimmen,  vorzüglich 
die  Idee  zum  Grunde,  die  anderweitig  bekannte  Entfernung  des 
Monds  von  der  Erde  zur  Basis  oder  Stnudliuie  zu  machen,  auf  wel- 
che die  Messung  gegründet  wird,  weil  wegen  der  grossen  Entfer- 
nung der  Könne  von  der  Erde  der  Durchmesser  der  letzteren  eine 
nicht  hinreichend  grosse  Ktandliuie  darbietet,  wenn  man  eine  nur 
einigermaussen  genügende  Genauigkeit  zu  erreichen  beabsichtigt. 

*.  3- 

Indem  wir  nach  diesen  vorläufigen  allgemeinen  Andeutungen 
die  in  Rede  stehende  Methode  jetzt  zu  grosserer  Allgemeinheit  zu 
erbeben  versuchen  werden,  wollen  wir  anuehmen,  dass  man  zu  ir- 
gend einer  passenden  Zeit  mit  geeigneten  Instrumenten,  etwa  mit 
einem  Spiegelsextnnten,  die  folgenden  Grössen  gemessen  habe: 

den  scheinbaren  Halbmesser  des  Monds d,  ' 

den  scheinbaren  Halbmesser  der  Könne dt, 

die  scheinbare  Entfernung  der  inneren  Ränder  der  Könne  und 

des  Monds  von  einander . a, 

die  scheinbare  Entfernung  der  Lichtgränze  auf  dem  Monde  von 
dem  erleuchteten  Mondrande,  da  wo  diese  Entfer- 
nung am  grössten  ist A, 

die  Höhen  der  obern  oder  untern  Ränder  der  Könne  und  des  Monds, 
woraus  man  mittelst  der  bekannten  scheinbaren  Durchmesser  leicht 
die  Höhen  der  Mittelpunkte  der  Sonne  und  des  Monds  findet. 

Da  man  diese  Grössen,  wenn  nicht  mehrere  mit  gleich  guten 
Instrumenten  versehene  Beobachter  sich  mit  einander  vereinigt  ha- 
ben, nicht  alle  in  einem  und  demselben  Zeitmomente,  wie  es  eigent- 
lich erforderlich  ist,  messen  kann,  so  muss  man  in  kurzen  mit  einer 
Uhr  zu  bestimmenden  Zeitintervallen  mehrere  Messungen  derselben 
ansfeilen  und  diese  Messungen  danu  auf  bekannte  Weise  durch 
Interpolation  sämmllich  auf  ein  gewisses  mittleres  Zeitmoment  re- 
duciren. 

Dies  vorausgesetzt,  ist  nun  u- die  scheinbare  Ent- 
fernung der  Mittelpunkte  der  Sonne  und  des  Monds  von  einander, 
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welche  man  mit  Hülfe  der  H5hen  der  Mittelpunkte  wegen  der  Re- 
fractioD  corrigiren  muss,  wobei  man  sieb  ganz  auf  dieselbe  Weise 
wie  bei  der  Bestimmung  der  Längen  durch  Monddistanzen  zu  ver- 
halten bat,  was,  als  sich  in  jedem  guten  astronomischen  Lehrburhe 
findend,  hier  wohl  als  bekannt  vorausgesetzt  werden  kann.  Be- 
zeichnen wir  die  auf  diese  Weise  wegen  der  Refraction  corrigirte 
scheinbare  Entfernung  der  Mittelpunkte  der  Sonne  und  des  Monds 
von  einander  durch  fl,  die  scheinbare  Entfernung  der  Lichtgränze 
auf  dem  Monde  von  dem  Mittelpunkte  der  Sonne  aber  durch  v , so  , 
ist  offenbar  v=:(i- 4-1  — ä,  und  daher  auch  v eine  bekannte  Grösse. 

Den  wahren  Hulbmcsser  des  Monds  und  die  Entfernung  seines 
Mittelpunkts  vom  Beobachtungsorte  wollen  wir  im  Folgenden  durch 
r und  p,  den  wahren  Hulbmesser  der  Sonne  und  die  Entfernung 
ihres  Mittelpunkts  vom  Beobachtungsorte  dagegen  durch  r,  und  p , 
bezeichnen. 


§ 4. 

Durch  den  Beobachtungsort  und  die  Mittelpunkte  der  Sonne 
und  des  Monds  denken  wir  uns  jetzt  eine  Ebene  gelegt,  w'elche 
wir  als  die  Ebene  der  xy  nonehmen.  Der  Beobachtungsort  sei  der 
Anfang  der  xy,  die  von  dem  ßeobaebtungsorte  nach  dem  Mittel- 
punkte der  Sonne  gezogene  gerade  Linie  sei  der  positive  Theil 
der  Axe  der  x,  und  der  positive  Theil  der  Axe  der  y werde  auf 
der  Seite  der  Axe  der  x angenommen,  auf  welcher  sich  zur  Zeit 
der  Beobachtung  der  Mond  befindet;  so  sind  offenbar 

q cos  fi  und  p sin  fi 

die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  des  Monds,  und  die  Gleichung  des 
Durchschnitts  der  Ebene  der  xy  mit  der  Oberfläche  des  Monds  ist 
also 

, 1)  {.r — p coa /*)»-+- (y—p  sin  jtt)*  =r». 


Ferner  ist  offenbar 

2)  y = x lang  v 


die  Gleichung  der  von  dem  Beohachtungsorte  nach  der  Lichtgränze 
gezogenen  geraden  Linie.  Sind  nun  £,  j ; die  Coordinaten  des  Durch- 
schoittspunkts  dieser  geraden  Linie  und  des  durch  die  Gleichung  1) 
cbarakterisirlen  Kreises,  so  hat  man  nach  dem  Vorhergehenden 
zur  Bestimmung  dieser  Coordinaten  die  beiden  Gleichungen 

V “ I tang  v, 

(?  — p cos  fl)*  — P sin  /u)*=r»; 


aus  denen  sich  nach  leichter  Rechnung  mit  Beziehung  der  obern 
und  untern  Zeichen  auf  einander 

|5  = cos  v|p  cos (p-rjdbkr'-p1  sin(>*  — »-)*(, 

»*j=  sin  *{p  cosftz  — vjdr  V r*  — p»  sin(/*-^Vj*f; 

26  • 
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oder,  weil  r = Q sin  3 ist, 

l£z=(j  cos  v |cos(f» — vjrtl^siu  6* — sin(^  — v)1}, 
l»;  = ß sin  v}cos(/u  — v)  ± l^sin  d2 — sin(/*  — v)2  |; 

oder 


( 5 = o cos  y j cos (ft  — »>)  ± V siu(<f-4-/tz — v)  sin(<f  — M,"t_v)| ) 

5)  

'rj  = Q sin  v j cos  (u — v)  db  V sin(J-|-/a — »')  sin(<J  — ft  ■+*»')J  ; 

ergiebt.  Berechnet  man  aber  den  Uülfswinkcl  0 mittelst  der  Formel 

6)  lang  0=  (tf  + ■“  T ( J ~ ±^, 

° sin  (ft  — y ) 

was  jederzeit  leicht  geschehen  kann,  so  werden  die  vorhergehenden 
Gleichungen: 

g cos  v cos  (ft  — rfS) 
cos  0 ’ 

g sin  y ras  (ft  — y^zf)) 
cos  0 

I 

Die  Gleichung  des  nach  dem  Punkte  (£ij)  gezogenen  Mondhalbmes- 
sers ist 

n,  • 1 — Q «in  f • , , 

8)  y q sin  fi=  cu~(.r-Q  cos  ft), 

und  folglich,  wenn  man  die  aus  7)  bekannten  Wcrthe  von  5 und  17 
einfiibrt: 


9)  y—  Q sin  ft  = 


sin  v cos(«  — — sin  fi  cos  0 

cos  y cos (,«  — v^=0)  — cos  ft  cos  0 


(x  — q cos  fl) 


wo  sich  nun  frägt,  wie  man  die  Zeichen  in  dieser  Gleichung  und 
überhaupt  in  den  obigen  Gleichungen  zu  nehmen  hat,  worüber  sich 
auf  folgende  Art  eine  bestimmte  Kntscheidung  leicht  geben  lässt. 

Bezeichnen  wir  die  Kntfernung  der  Lichtgränze  vom  Beobacb- 
tungsorte  durch  E,  so  ist 

und  folglich  nach  5) 


E*  = g1 1 cos  (fi  — v)  V'  sin  (3  + /u  — vj~sin  (J  — fi  -1-  v)  | *. 

Weil  nun  v = fi  -1-  A — 3,  also 

ft  — v = 3—  A,  cos  (ft  — v)  = cos(d — 1), 

und,  da  im  vorliegenden  Falle  der  absolute  Werth  von  3 — A ge- 
wiss niemals  90°  übersteigt,  cos(rf — A),  folglich  auch  cos (jt  — v) 
stets  positiv  ist,  so  liefert  das  obere  Zeichen  iu  vorstehender  Glei- 
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cbuug  fdr  E jederzeit  einen  grösseren  Werth  als  das  untere,  wes- 
halb man,  da  die  Lichtgränze  natürlich  immer  dem  Beobachter  zu- 
gekehrt ist,  in  der  vorstehenden  Gleichung,  und  folglich  auch  über- 
haupt in  allen  obigen  Gleichungen  die  untereu  Zeichen  nehmen 
muss.  Daher  muss  mau 


10) 


[ J.  p COS  V COS  (fl  — V ■+■  O) 

cös“e  ’ 

j p sin  v cos  (ft  — v -+■  B) 

^ cos  B 


setzen,  und  die  Gleichung  des  nach  dem  Punkte  (ä-ij)  gczogeneu 
Mondhalbmessers  ist 


...  , sin  y cos (u — y- f- B) — sin  u cos  B,  , 

II)  y — p sin  fi  — 1 zn (^  — Q cos  m). 

> y v ~ cos  y cos(jU  — y B)  — cos  fi  cos  ©'  * 


Nun  ist  aber,  wie  man  mittelst  einiger  einfachen  goniometrischeu 
Verwandlungen  leicht  findet: 


sin  v cos  (fi  — v-4-@)  — sin  fi  cos  © = gin(v  — fi)  cos(i<  — 0), 
cos  v cos  (fi  — v 0)  — cos  fi  cos  0 = — sinfv  — fi)  sin  ( v — 0); 


und  folglich 

12)  y — p sin  ^ = — (x — p cos  fi)  cot(v — 0) 

die  Gleichung  des  nach  dem  Punkte  (§>;)  gezogenen  Mondbulb- 
messers. 

Die  Gleichuug  der  durch  den  Punkt  (£ij)  gezogeneu  Berühren- 
den des  durch  die  Gleichuug  1)  charukterisirten  Kreises  sei 

y — y = A(x  — ?), 

so  ist  wegen  der  Gleichung  12)  nach  den  Principien  der  analyti- 
schen Geometrie 

1 — A cot(v — 0)  = 0,  ^r=tong(»'  — 0); 

also 

13)  y—y  = (x  — £)  tang(v  — 0) 

die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  (£>;)  gezogeneu  Berührenden 
des  durch  die  Gleichung  1)  charukterisirten  Kreises. 

Da  diese  Berührende  offenbar  auch  eine  Berührende  des  Krei- 
ses sein  muss,  in  welchem  die  Oberfläche  der  Sonne  von  der  Ebeoe 
der  xy  geschnitten  wird,  so  ist  r,i  die  Entfernung  des  Mittelpunkts 
der  Sonne  von  der  in  Rede  stehenden  Berührenden,  und  folglich, 
da  p,,0  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Sonne  sind,  nach  deu 
Principien  der  aualytischeu  Geometrie 

_ , Kg,  — t)  tang(y—  ©)  + ■?!» 

1 t taug(v — ©)* 

oder 
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r,*  = J(p1—  5)  «!»(»-  — coi(i'-0)t,i 

also,  weil  r,  —Q,  sin  d,  ist: 

p,*  sin  <J, * = Ke»  — 5)  sin (v  — 0) -4- V cos(*  — ©){*, 
und  folglich 

± p,  Bin  d,:=:(p, — |)  sin(v — 0)-f-»Z  cos(v — ©)> 
worauB  sich  leicht 

p,|sin(»' — 0)  rp  sia  d,|=:S  sin(v — ©)  — t]  cos(r — 0), 

also,  wenn  man  für  5 und  i]  ihre  aus  dem  Obigen  bekannten  XS  er- 
the  cinführt: 

2p,  sin  $(v — ©=j=d,)  cos£(v — ©zfcd,)  = — p cos(/s — v-f-0)tang@, 
woraus  sich 

j.v  £i cos -y  + O)  tang  O 

' p 2sin  — ST<f|)  co«  Jlr-SiJ,)1 

oder  nach  6) 

-r.  ^ cns(/t  — y-t-  0)l'/sTn(J-|-,u  — v)  sin  (d~  — /I  -+-  y) 

p 2.s i n (m  — y)  sin  f(v — 0=Fd,)  cos  J(«< — 0±cf») 

ergiebt,  mittelst  welcher  Formeln  p,  leicht  aus  p berechnet  werden 
kann. 

Bezeichnen  wir  die  Abscisse  des  Durchschnittspunkts  der  durch 
die  Gleichung  13)  cliarakterisirten  Berührenden  mit  der  Axe  der  x 
durch  .r,,  so  ist  nach  13) 


und  folglich 


— V = (xt  — £)  tang(v  — 0), 

{ sinfe — 0)  — y cos(y— 0) 


1 sinfr  — 0) 

Weil  nnn  nach  dem  Obigen 

5 sin(v  — ©)  — ij  cos(v — ©)  = p,jsin(i<  — ©)=f=sin  d,  | 
ist,  so  ist 


£■ 

?> 


sin  (k  — 0)  =F  sin  J, 
sin  (y  — 0) 


oder 


x,  . sin  J| 

p,  “*-sin(e  — 0)' 


Offenbar  ist  aber  stets  — 1 und  sin  d,  positiv.  Also  muss  man 

f i 
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io  der  vorstehenden  Gleichung,  und  daher  auch  io  allen  obigen 
Gleichungen  die  obern  oder  unteru  Zeichen  nehmen,  jenachdem 
sin  (v — 0)  eine  positive  oder  eine  negative  Grösse  ist,  mittelst 
welches  Kriteriums  sich  also  immer  sicher  entscheiden  lässt,  wie 
namentlich  in  den  Formeln  14)  und  15}  die  Zeichen  zu  nehmen 
sind. 


Entwickelt  mau  die  partiellen  Differentiale  von 

tang  © = — ')  sin((T— ^Hh-V) 

* 8 sin  (fi  — y) 

in  Bezug  auf  d,  ja,  * als  veränderliche  Grössen,  so  erhält  man  nach 
einigen  leichten  Reductionen:v 

'seSSS?"’ 

16)  Lu  tang  © = — -COsti^"--ri'M. 

| , , „ 2cot  (« — v)  , 

\dy  tang  0 = sin  20  ’dv' 

und  folglich,  weil  nach  den  bekannten  Regeln  der  Differentialrech- 
nung 

rfrf0  = cos  O'd#  tang  0, 
d/jQ  — cos  Qtdft  tang  0, 
dvO  = cos  ©*</>-  tang  0 


, sin  2tf  cos  ö*  cot  0 , , 

fl*Q  = - dÖ' 


i"*“  — 2sin(u  — v)’  " 

dfiQ  = — cot  (ja  — »')  cot  0r/ja, 
dvQ  = cot  (ja  — v)  cot  Qdv. 


Weil  nun  bekanntlich 


ist,  so  ist 


dO  — djQ  d^Q  -H  dvQ 

**n  2<f  cos  es  cot  0 
18>  d&  = --ibin^ZV)»- M 


— cot  (ja  — v)  cot  ©r/ja 
4-  cot  (ja  — v)  cot  Qdv. 

Entwickelt  man  ferner  auch  die  partiellen  Differentiale  von 

P,  cosiju  — p-j-8)  tang  S 

p — 2sin  J(k—  6=F<f,)  cos  — 0 ±<J\) 
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in  Bezug?  auf  ( i , v,  J, . (■)  als  veräoderlicLe  («'rossen,  so  erhält  mun 
nnrli  einigen  leichten  Redurtionen: 


(+(*)- 

l*(V)  = 

19)  W^)==F 

M$=- 


woraus  sich  leicht 


sin(y< — v -f-  0)  tätig  0 

2sin  J(y  — H d, ) cos 

cos  u±  sin  J,  ginf,u — y->-0) 

♦sin  ^(e  — e^d,)*  cos  4(y— edbtf,)’  W“’'’ 
cos  cf,  ros  (/j.  — e-f-0)  tang  0 ,t 
4sitT{(y  — ertf,)1  cos  l(e  — 0 ± cf.'p ,()  1 ’ 

Cos  /4rtsin  if , sinfjU  — y-*-0)  . „ 

♦sin  4(e  — e=F<f,)*  cos  j(y  — 0dfcrf,)*  taDS  &r/& 


cos  (p  — y -+-  0)  se c 0* 

2sin  J(y — 0:?=<M  cos  )(y  — 0dfc<f,) 


dO; 


\ 


20)  <(*)  = (^-)  + * (^)  + *,$)  H-  -/„(&) 


ergieht. 

•Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen: 


21)  A — 


sin  2<J'  cos  0’  coi  0 


so  ist 
uud 

also 


2sin(u  — y)1 

H = cot  (fx  — v)  cot  0, 

sinfjU  — v -f-  0)  tang  0 


f 

2sin  ^(y — 0=FcT,)  cos  J(y — 0±J,I)’ 

.. _ cos  [fi  — v -4-  0)  sec  0’ 

2sin  4(e — 0qpJ'1)  cosi(y — 0±rf,)’ 

„ cos  et,  cos  (fi  — y-t-  0)  tang  0 

' 4sin  *(y — cos  {(y  — 0±<f1)1’ 

,r, cos  u±sin  i f,  sinfyu  — e+0)  ^ 

* 4sin  *(y— 0=^)»  cos  JfTI-Hdfcd',)»  Un8  ö’ 


t/0  = Add  — /St! fi  -f-  Bdv 
dQj)  ==  Cdft  ■+■  Fdr=fz  Edd,  - (D  -f-  F)d0-, 


d(^)  — — A(/J  + F)dd=p  Edd, 

A-  f C- f-  B(D  F)\dfi  + | F—  B(D  -f-  F)\dv. 

Nun  kunn  man  aber  nach  §.  3.  ollen  har  wenigstens  mit  grosser 
Annäherung 

dfi-=  da~\-  dd  dd, , dv  — dfi- 1-  dl  — dd ; 
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•Im 

dfi  = du  -f-  dS  ddx , dv  = da  -f-  dS  x -4-  dX 
setzen.  Folglich  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

dQ-^  = — 4Ö+ F)dS  =p 

-+-  | C+  ß(D  -+-  F)  | (da  + </d, ) 

-4-  { F — — f-  F} } (</cc  — J—  dö x -4-  dX), 

d.  i.,  wie  man  leicbt  findet: 

22)  dQ±)  = (C-t-  F)da 

+ \F-B(D+F)\dl 

-+-  — (A — B)(D-\-  F)\di 

+ (C-F-  F^p  E)ddx. 

Auch  erhalt  man  hieraus  leicht 

23)  =£i.  i + (C+F)rf« 

-+-  j.F — ß(D-\-  F)\dX 
-H  C-(A-B)  (!)  -f-  /’JIr/d 
-f-(C+  /’=*=  «>/<*,. 

In  allen  vorhergehenden  Gleirhungen  hat  man  die  nberu  oder 
unlern  Zeichen  zu  nehmen,  jenachdem  sin(v — 0)  eine  positive  oder 
eine  negative  Grösse  ist.  , 


f«. 

Wir  wollen  nun  noch  in  der  Kürze  zeigen,  wie  aus  der  Ent- 
fernung eines  W'eltkörpers  W vom  Mittelpunkte  C der  Erde  seine 
Entfernung  von  einem  beliebigen  Orte  O auf  der  Oberfläche  der 
Erde,  und  umgekehrt  wie  aus  der  Entfernung  eines  Weltkörpers 
IF  von  einem  beliebigen  Orte  auf  der  Oberfläche  der  Erde  seine 
Entfernung  von  dem  Mittelpunkte  C der  Erde  gefuudeo  werden 
kann,  wobei  wir  grösserer  Bestimmtheit  wegen  im  Folgenden  nn- 
nehmcn  werden,  dass  der  Funkt  O in  der  nördlichen  Hälfte  der 
Erdoberfläche  liege. 

Zu  dem  Eude  sei  <p  die  Polhöhe,  <p,  die  sogenunnto  geocentri- 
sche  Breite  des  Orts  O , und  It  sei  der  nach  demselben  gezogene 
Erdhalbmesser  *).  Ferner  seien  w,  h das  sogenannte  scheinbare 
Azimuth  und  die  sogenannte  scheinbare  Höhe,  dagegen  tu,.  //,  das 
sogenannte  wahre  Azimuth  und  die  sogeuanntc  wahre  Höhe  des 
Wcltkörper8  W,  wobei  die  Azimuthe  von  Süden  nach  Westen  von 


*)  Wie  aus  der  Polhöhe  die  geocentrischc  Breite  und  der  Erdhalbinesser 
gefunden  werden  können,  ist  Archiv.  Tbl.  I.  S.  177.  gezeigt  worden. 
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0 bis  360°  gezählt  werden  sollen.  Die  Entfernungen  des  Weltkör- 
pers W von  dem  Orte  O und  dem  Mittelpunkte  C der  Erde  seien 
respective  A'und  Ai- 

Durch  den  Ort  O als  Anfang  legen  wir  ein  rechtwinkliges 
Coordinatensystem  der  xy%.  Die  Ebene  der  x%  sei  die  Ebene  des 
Meridians.  Der  positive  Theil  der  Aze  der  x sei  nach  Süden,  der 
positive  Theil  der  Aze  der  y sei  nach  Westen,  und  der  positive 
Theil  der  Aze  der  s sei  nach  dem  Zenitb  gerichtet.  Durch  den 
Mittelpunkt  C der  Erde  als  Anfang  legen  ifrir  ein  zweites,  dem 
Systeme  der  xyx  paralleles  Coordinatensystem  der  xlyxxl. 

Die  Coordinuten  des  Weltkörpers  W im  Systeme  der  xyx  sind: 

A cos  a»  cos  A, 

A sin  u)  cos  A, 

A sin  A; 

und  seine  Coordinnten  im  Systeme  der  x,ylx,  sind: 

Ai  cos  bi,  cos  A,, 

A,  sin  ca,  cos  A,, 

Ai  si“  A,. 

Die  Conrdinateu  des  Punktes  0 in  Bezug  auf  das  System  der 
» a>od  aber,  wie  durch  eine  leichte  geometrische  Betrachtung 
sogleich  erhellen  wird: 

R sin(y  — 5p,),  0,  R cos (<p — 

und  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinnten  haben 
wir  also  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

A,  cos  ui,  cos  h,=R  sin(y — 9>i)-+*A  cos  10  cos  A, 

A,  sin  bi,  cos  A,  =A  *>n  a»  cos  A, 

Ai  sin  A,  =R  coa(g>  — <p,)-4-A  *■“  4. 

Ouuilrirt  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichungen,  und  addirt 
dieselben  dünn  zu  einander,  bo  erhält  man  die  Gleichung 

Ai*  = R*  -4-  A*“f-2AAIsin  Acosfy — y,)-4-cosa/  cosA  sin(y— y,)|, 

oder,  wenn 

24)  cos  i2  = sin  A cosfgp — y,)-4-  cos  w cos  A sin(<p  — y, ) 

gesetzt  wird,  die  Gleichung 

25)  Ai  * = Ä*  A’  •+■  2/?A  & 

Sind  uun  A>  ai,  A,  also  auch  S2  gegeben,  so  erhält  man  Ai  mit- 
telst des  Formel 

26)  A.  —S/R'+k'-blRb  cos  ü. 
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die  sich  bekanntlich  auf  verichiedene  Arten  zur  logarithmischen 
Rechnung  bequem  einricbten  lässt. 

Sind  dagegen  An  A gegeben,  so  erhält  man  A durch  Auf- 
lösung der  quadratischen  Gleichung 

cos  •ß  = Al*  — Äl, 

wodurch  sieb 

27)  A = — R cos  S2  ± l^Ai* — R*  «in  ■Ö* 

ergiebt. 

Das  Product  dieser  beiden  Werthe  von  A ist  /{’ — Ai*>  und 
folglich,  da  im  vorliegenden  Falle  offenbar  immer  ^ /t  ist,  stets 
negativ.  Daher  haben  die  beiden  Werthe  von  A jederzeit  entge- 
gengesetzte Vorzeichen.  Ist  nun  cos  Si  positiv,  so  ist 

— R cos  Si  — 1/ A,  * — R * sin  42’ 

offenbar  negativ,  also 

— R cos  Si -f-  l^A.’  — Ä*  sin  fl’ 

positiv.  Ist  dagegen  cos  Sl  negativ,  so  ist 

— R cos  Si  V'  A,  * — R ’ sin  42* 

offenbar  positiv,  also 

, — Ä cos  42  — l^Ai* — Ä*  sin  3* 

negativ.  Daher  muss  man,  weil  A seiner  Natur  nach  nur  positiv 
sein  kann,  in  der  Gleichung  27)  immer  das  obere  Zeichen  nehmen, 
und  folglich 

28)  A = — R cos  Si -f-  Ai’  — Ä*  sin  Si * 

oder 

29)  A = — Ä cos  42-j-l/(A.  -+-/*  »in  Si)  (A,  — /*  sin  i2) 

setzen. 

Nimmt  man,  was  in  Folge  der  Gleichung  24)  offenbar  verstnt- 
tet  ist,  den  Hülfswinkel  Si  stets  positiv  uud  nicht  grösser  als  180% 
so  ist  sin  Si  immer  positiv,  und  man  kann  also 

A = ~R  c08  * 8in  ^Kjg.tin-Ü»-1 

setzen.  Berechnet  man  nun  den  Hülfswinkel  <fl  mittelst  der  Formel 


sec  O — 


A, 

R sin  Si 


oder  mittelst  der  Formel 
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30)  cos  0 = sin  S2, 

und  uimmt  0 positiv  und  nicht  grösser  als  90° , was  wegen  des 
positiven  Vorzeichens  von  sin  S2  verstattet  ist,  so  ist 

^ = — H cos  Si  -f-  R sin  Si  lang  0, 

also 


31) 


A 


cos  •!>  ’ 


mittelst  welcher  Formeln  A sehr  leicht  berechnet  werden  kann. 

Wenn  die  Sternzeit  der  Beobachtung  bekannt  ist,  und  auch  die 
Rectascension  des  Weltkörpers  1 V als  bekannt  angenommen  wird, 
so  kann  man  immer  das  Azimuth  aus  der  Höhe  h und  der  Polböbe 
(p  leicht  berechnen , was  hier  nicht  weiter  erläutert  zu  werden 
braucht. 


XXXII. 

Einige  Bemerkungen  über  die  Reduction  der 
Monddistanzen. 


Von 

dem  Herausgeber. 


Wir  wollen  die  wahre  und  scheinbare  Höhe  des  einen  Gestirns 
durch  //.  //';  die  wahre  und  scheinbare  Höhe  des  andi  reu  Gestirns 
durch  //,  /!;  die  wuhre  und  scheinbare  Distanz  durch  A'  be- 
.zeichnen.  Werden  dann  ferner  die  grössten  Kreisbogen,  welche 
die  Endpunkte  der  Höben  //.  //'  und  die  Endpuukte  der  Höben 
//',  h mit  einander  verbinden,  durch  J)  und  2)  bezeichnet,  so  ha- 
ben wir  offenbar  die  folgenden  Gleichungen: 

I . cos  A — sin  Il_  sin  h cos  A* — sin  sin  4* 

cos  ii  cos  h cos  //  cos  A' 

__  cos  D — sin  ii  sin  h'  cos  2)  — sin  //’  sin  h 

cos  U cos  A'  cos  H'  cos  k 

Aus  diesen  GleicliUDgcti  ergiebt  sieb  sehr  leicht: 
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2) 


cos  H'  cos  D — cos  //  cos  A'  = aiu(// — H')  sin  ä*, 
cos  fl  cos  A — cos  A cos  Z)  = sin(A — A’)  siu  II \ 


so  wie 


cos  A'  cos  ® — cos  A cos  ^'  = sio(Ä  — A')  sin  II', 
cos  H1  cos  A — cos  //  cos  ® = sin(// — W)  siu  A\ 


und  wir  haben  datier  zur  Berechnung  von  A aus  A’i  A,  A' 

die  folgenden  Formeln: 


und 


4) 


5) 


cos , 

II' 

cos 

h 

cos 

h! 

cos 

h 

cos 

h ■ 

cos 

II 

sin 

A' 

cos 

II 

sin 

II 

cos 

h' 

sin 

II 

cos 

U 

sin 

h 

cos  //' 


sin  (/f  — #'), 
sin  (A — h') 


sin>(A  — A'), 
sin  (//—//'); 


wo  D und  ® als  Hülfsgrossen  zu  betrachten  sind. 

Bliminirt  man  aus  den  Gleichungen  2)  die  Grdsse  cos  D . und 
aus  den  Gleichungen  3)  die  Grosse  cos  ®,  so  erhalt  man  die  bei- 
den folgenden  Gleichungen: 


6)  cos  //'  cos  A'  cos  — cos  //  cos  A cos  A' 

= sio(// — H')  cos  A sin  A'-|-sin(A — A')  sin  H cos  H' 


und 

- . \ .. 

« 

7)  cos  II'  cos  A'  cos  A — cos  II  cos  A cos  ß 
= sin (// — II')  sin  A cos  A'-f-sin(A — A')  cos  II  sin  IF, 

durch  deren  Addition  sich  ferner  die  Gleichung 

8)  2(cos  II'  cos  hl,  cos  A — C08  II  cos  A cos  fa') 

= sin  (// — II')  sin(A  -4-  A')  •+■  sin  (//-+-  //')  sin(A — A') 


oder 

. cos  H cos  h . sin(//— //')sin(A-t-A')-f-sin(/^4-/f')sin(A— A') 

9)  cosA  = JT. — r-.cos/^H * — — -T~- — - 

“ cos/7  cos«  2cos  //  cosA 

ergiebt. 

Setzt  man  in  den  beiden  Gleichungen  4) 


//=  //'  (//—  II  ),  A = A‘  -4-  (A  — //) ; 

so  werden  dieselben 
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n / mm  W W \ t r . • / mm  ^ “ flR  H COS  ^ 

cos  D = cos(//— ZT ) cos  A -4-Bin(// — Zf')— ■■  ■ y-, — 

a / » i,\  — . . , . „.sin  H — sin  A'  cos  D 

cos  A = cos(A  — A)  cos  //•+■  sin  (A — A') ~ ^ 

oder 


cos  D = cos  (Zf — ZP)  cos  A' — sin  (Zf — H')  sin  A’ 

+ sin  (tl—  H ) (sin  A + -) 

==  cos (H — Zf')  cos  A'  + sin(/f — Zf')  sin  A* 


— sin  (Zf  — Zf')  (sin  A’  • 


sin  h!  — sin  H'  cos  A” 


cos  H' 


), 


cos  A = cos(A — A')  cos  D — sin(A — A')  sin  D 

• • im  . _ . sin  Zf — sin  A'  cos  D, 

-f-  sin  (A  — A ) (sin  D H p 

’ ' cos  A 

= cos(A — A')  cos  Z)>f-sin(A — A’)  sin  D 

sin  H — sin  A'  cos  D, 


) 


— sin  (A  — A')  (sin  D- 


cos  A' 


); 


cos  D = cos  (//-//'■+-  A')  + sin  (//  — H ) *in  * ~ 

= cos  (//-  H ' - A')  -I-  sin  (//- Zf') 

cos  A g=  cos (A  ~ A' -+-/?)-<- sin  (A~  A') 

= cos (A  - A'  — Z>)  -§-  sin (A  — A')  '^i 

also  nach  einer  bekannten  Zerlegung: 

10)  cos  D = 

cos(//—  ZP-t-  A0  -+-  2sin(/7 — ff A'~  *1*..+ /r~ 

=cos(//-//'— A')-l-2Bin(//-//0!,i-ni(A'~//,~  A)  c2.i(h'-h  rr+^'\ 

cos  ^ = 

coa( A — A'-|-ff)-+-2*in(A  — AQ*'"  c°a  *(//~*~  k'~D). 

cos  h 

= cos(A  — A’  — ff)  -f-  2sin(A  — A)— ’ ^H~h' t3  ,co*  iiU+h-j-B) 

cos  A’ 

Bezeichnen  wir  die  kleinen  Veränderungen,  welche 
cos (//-//'-*-  A'),  cos  (ff-  ff'  — A') 
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erleiden  müssen,  um  in  cos  D überzugehen,  durch 

d cos  (//—//'  + A') » d cos (//—  U'  — A') ; 
die  kleinen  Veränderungen,  welche 

cos(/  — h! D ),  cos(Ä  — h! — D) 
erleiden  müssen,  um  in  cos  A überzugeben,  durch 

d cos(A — A'-\-D),  d cos (A — K — D) j 
so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 


...  „ , , „ ,,„sinl(A' — H -|-A')cos4(A'+fl* — A') 

11)  rfcos(/F—  W) ’ 

„ . , „ „„sinifA’— H'— A')cosi(A'-f-iy'-+-A') 
i/cog  (//—//' — A')=2*,n('®— Tos  II  ’ 


rf  cos(A — 2sin(A — A') 
dcos{A — H — D)  =2sin(Ä — A') 


sin  \(H-h'-\-D)  cos  jC/Z-t-A'— ZT) 

, cos  A'  ’ 

sin  j ( // — A* — Z>)cosl(/74-A'-|-7?) 
cos  A' 


und  da  sich  diese  kleinen  Veränderungen  mittelst  der  vorstehenden 
Formeln  immer  leicht  finden  lassen,  so  wird  man  mit  Hülfe  der 
Tafeln  auch  immer  die  kleinen  Veränderungen  leicht  finden  kön- 
nen, welche 

//—  //'  -+•  A’.  //—  //' — A' 


erleiden  müssen,  um  in  D,  und  welche 

A-A'-t-D,  A-A’—D 


erleiden  müssen,  om  in  A überzugeben,  wird  also  auf  diese  Weise 
immer  A ohne  Schwierigkeit  zu  berechnen  im  Stande  sein. 

Setzen  wir 

cos  D — co»\H- N’  + b;  + d{H—  J5P-f-A')l 
= cos  | H—  H’  — A'  4-  d{H—  H’ — A')| , 

cos  A = cos \h  — A'-t-  D-\-  d(A — A' D) | 

= cos|ä  — A' — D-\~d(A  — A' — D) ); 

so  ist  nach  den  Principien  der  Differentialrechnung  bekanntlich  nä- 
herungsweise 

cos  D = cos  (//—  //  + A')  — sin  (//—  H‘  + A WH—  II'  -f-  A') 

= cos(//—  H'  — A')  — *in  (H~  H'  ~~  A')'/(//—  **  — A')> 

cos  A ==  cos  (4  — i’+  D)  — s'in  — ^’  + H)d{A  A D) 

= cos(/z  -A'-D)~  sin  (A  — hl  — D)d(A  — A'  — D); 
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ud<1  zur  Bestimmung  vun 

<1(1/-  //'•+-  A'),  «/(//—  //'  - AO 

und 

r/(/z  — A’-f-  Z>),  tf(A  — //'  — D) 

bot  man  also  nach  11)  offenbar  die  folgenden  Näheruugsformeln: 


rf(//-//'-A)= 


' ’ , CO*Ä  Slll(//— //  — A) 


rf(//  — = — 2sin(A—  A”)' 


sin  \(IT—  A'-)-Z?)co.s  A’— Z7) 

cos  A'  sin(A  — A-t-Ä) 


Wie  man  diese  in  Tbeilen  des  der  Einheit  gleichen  Halbmes- 
sers ausgedrückten  Veränderungen  auf  die  einfachste  und  zweck- 
massigste  Weise  in  Secunden  zu  verwandeln  hat,  kann  hier  füglich 
als  bekannt  vorausgesetzt  werden,  so  wie  es  an  diesem  Orte  über- 
haupt unnöthig  scheint,  in  weiteres  Detail  über  die  beste  Art  der 
Anwendung  der  obigen  Formeln  einzugehen. 

Dass  man  übrigens  auch  aus  den  beiden  Gleichungen  5)  ganz 
ähnliche  Formeln  ableiten  könnte,  fällt  auf  der  Stelle  in  die  Augen. 
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XXXIII. 

Einige  Bemerkungen  über  die  Gleichungen  des 
dritten  Grades. 

Nach  einer  Abhandlung  des  Herrn  Professor  R.  Lobntto  zu 
Delft  in  dem  Journal  de  Mathemntiques  pures  et  appliquees, 
publid  par  J.  Liouville.  Mai  1S44.  p.  177.  frei  bearbeitet 

von 

dem  II  crausgcber. 


In  dieser  Abhandlung  des  Herrn  Professor  Lobntto  kommen 
ausser  anderen  interessanten  Sätzen  einige  bemerkenswertlie  For- 
meln vor,  durch  welche  zwei  Wurzeln  einer  cubischen  Gleichung 
durch  die  dritte  ausgedrückt  werden.  Diese  Formeln  werde  ich  im 
Folgenden  mittheilen. 

Die  gegebene  cubische  Gleichung  sei 

1)  •»' — pa:-+-p  = 0. 

Wenn  nun 

V = l/(~  \7  ■+• 

gesetzt  wird,  wo  die  Grössen  y und  * bekanntlich  immer  den  Glei- 
chungen 

3)  3ys=p,  y> -hx’ = — </ 
genügen,  und  ausserdem  offenbar 

4)  y*-*»=2l/V-ay,p* 

ist;  so  ist  bekanntlich  nach  der  Cardaniseben  Formel  immer 
5)  u — y-j-3 

eine  Wurzel  der  gegebenen  cubischen  Gleichung,  und  die  beiden 
anderen  Wurzeln  w,  und  u2  derselben  erhält  mun  aus  den  Glei- 
chungen 

ö)  u~j~  v,  •+■  w,  =0,  ««,«,  = — q 

Tk«U  V.  27 
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d.  i. 


und  folglich 


("i  -+-»*)1  — 


("• 


«,-.,=±|/»5 


*9 


Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  der  ersten  der  beiden  Gleichun- 
gen 7),  so  erhält  man 


und  kann  also  immer 


setzen. 

'Weil  aber  u eine  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  und  folglich 
u‘  — pu  -+-  q = 0 

ist,  so  ist 

ux  Krj~ pu  -f-  3 q =■  kpu  — 3»' ; 

•l>o 

( u>  = — = — iu-\-{V'\p  — 3«’, 

9)  

( vt  = — ',u  — ji/y  -f-  ^ = — 1«  — $1/ 4 p — 3s«’. 

’ tt 

Nach  3)  und  5)  ist 

\p  — 3«’  = 12ys  — 3(y-f-  *)’  = — 3(y  — *)*, 

also 

\/  \p  — 3»*  = (y  — %)\/  — 3, 
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-(y_,)l/=T3|, 

**=  — — *))/— 3|; 

= — ily+*  — (y— 

!«»  = — *iy-+-3-t-(y— x)V—  3|. 

Weil,  wie  man  durch  Division  leicht  findet, 
y*  — s* 


oder 


H) 


y — z 

y'+s’ 


y-t-s 


= y’  -*-y*  +»*, 

ry1  — ys-f-s* 


ist,  so  ist 


y — % 


+-2ys, 


und  folglich  nach  dem  Obigen 


2\Siv*  - ,Vp. 

y — * 


» 


2p 

3 


2p«  — 3y 
3u  ’ 


also 


t/—s=z  ~ "'rP'  — — vrP* 

2pu  — 37  2p«  — 37 


Führt  man  diesen  Werth  von  y — s in  die  Gleichungen  10)  ein,  so 
erhält  man: 


12) 


«/  p1  — Vy1 
3y  — 2 pu  ’ 


i .K^p'-Vy1 


Diese  Formeln0)  sind  nach  Herrn  f.obatto’s  Angabe  von 
Young  in  dem  Buche:  The  Analysis  and  solution  of  cnbic 
and  biquadratic  equations.  London.  1842.  zuerst  bekannt 
gemacht  worden. 

Um  ein  Beispiel  zu  geben,  sei 

x1  — Ix  -4-7  = 0 

die  gegebene  cuhisclie  Gleichung,  so  ist  p = 7,  i/  = l,  also 
. Vp^'fq'  — I/343  _ 330,75  ==  1/12,25  = 3,5 ; 


*)  In  der  Abhandlung  des  Herrn  Lobatto  sind  die  Formeln  von  Druck- 
fehlern nicht  ganz  frei. 

27? 
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und  folglich  sind 


3,5« 

21  — J4u 


oder 


,=  — *»  + 


3,5// 


21  — 14  u ' 


zwei  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung,  wenu  u eine  Wurzel  der- 
selben ist. 

Bin  linderer  englischer  Mathematiker,  Herr  Lockhart,  hat 
von  den  vorhergehenden  verschiedene  Ausdrücke  zweier  Wurzeln 
einer  cubischen  Gleichung  durch  die  dritte  gegeben,  welche  im 
Allgemeinen  von  der  Form 

qm -4-1* 

sind.  Zu  diesen  brmerkenswerthen  Ausdrücken  gelangt  Herr  Lo- 
batto  im  Wesentlichen  auf  folgende  Weise. 

Für  r = 1/ p‘  — ’,’y’  sei  überhaupt 


13) 


, rx  nx  - +-// 

X ~t_  3y  — 2/jx  x-f-e’ 


so  erhält  man,  wenn  der  Kürze  wegen  2ar-| -c  = «,  gesetzt  wird, 
nach  gehöriger  Entwickelung  dieser  Gleichung  die  Gleichuog: 


14) 


3ga,  db2 re 


■(**■ 


2 P 


)x 


3 <fb 
P 


Soll  nun  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung 


x*  — px  -4-  g = 0 

identisch  sein,  so  müssen  die  Grössen  al,b,c  so  bestimmt  werden, 
dass  sie  den  drei  Gleichungen 

3?=fc2r  „ 3i?a,db2rc  3<j/> 

*'  - =°> u — 2 — =-p,-f=-v 

genügen. 

Aus  der  ersten  und  dritten  Gleichung  ergiebt  sich  auf  der  Stell« 


3?  ±2  r , 

’>=2p—  b = ~*P- 
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Führt  niuD  diese  Wertbe  von  a,  und  b io  die  zweite  Gleichung 
«io,  ao  erhält  man 

• 4prc  -+-  3y(2r  rfc  Zff)  ^ |p*  — 0. 

-»Weil  nun  nach  dem  Obigen 


p1  — = r*«  also  4p*  = 27g* -f- 4r’ 

ist,  so  ist,  wie  man  leicht  tindet: 

6 pc  9g  2r  = 0 , 


also 


Ferner  ist 


-Tür 


bp 


2 « = « - c = S?=fc ^ + -?-rF--  r=  9-y  =fc— , 

— «.  c — 2p  ^ 6p  — 3p  • 


also 


:2r 


6p 


Hieraus  sieht  man,  dass,  wenn 


9?±2r  , 

a=~^~ » * = “' **  e: 


-Tür 


6p 


ist,  jeder  Werth  von  x,  welcher  der  Gleichung 
x*  — px  -+-  g — 0 

genügt,  immer  auch  der  Gleichung 

rx  ax  -\-b 

3 q — 2px  x -f-  c 

genügt.  Da  nun  nach  dem  Obigen  u eine  Wurzel  der  Gleichung 
x‘  — px-\-  g — 0 

ist,  so  ist  auch 

, ru au-j-b 

V"  -t-  jy  — 2 pu  u -+.  c ’ 

und  weil  nach  dem  Obigen 

, ru 

3g  — 2 pu 

jederzeit  Wurzeln  der  Gleichung 

•t  1 — px  -4-^  = 0 
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sind,  so  sind  auch  die  beiden  Werthe  von 

au-j-b 
U-+-C  ’ 

welche  dieser  Bruch  erhält,  wenn  man  in  ihn  die  beiden  obigen 
Systeme  von  Werthen  der  Grössen  a,  b,  c einführt,  Wurzeln  der 
in  Rede  stehenden  Gleichung.  Also  kann  man  die  drei  Wurzeln 
der  Gleichung 

.r*  — px-\-qz=z  0, 

wie  mau  mittelst  des  Vorhergehenden  leicht  findet,  immer  auch  auf 
folgende  Art  ausdrücken: 


", 

(9y-f--2r)«  — ‘2p* 

U‘  bjiu  — (9y  — 2r)  ’ 

('Jy  — 2/)u — 2 p* 

6pit  — (9y  2r)  ' 

Dies  sind  nach  Herrn  Lobatto  die  von  Herrn  Lockhart  ge- 
gebenen Formeln. ' 

Ist  — Kkr  — 30  = 0 die  gegebene  cubische  Gleichung,  so 
ist  J>  = 19,  $r  = — 30,  also 

p>=6859,  W = « 075,  r=  1/784  = 28; 

folglich 

fty-+-2r=  — 214,  9t/  — 2r=  — 326. 

Also  ist  in  diesem  Falle 

107m  -+-361  lfiSu-4-Sfil 

— — 57m  + 16J  ’ "•  — 57k -I-  107  ‘ 

Den  übrigen  bcmcrkenswerlhen  Inhalt  der  Abhandlung  des 
Herrn  Lobatto,  welcher  vorzüglich  die  Entwickelung  der  Wur- 
zeln in  Kettenbrüche  betrifTt,  für  den  Elementarunterricht  aber  von 
geringerem  Interesse  ist,  muss  man  in  ihr  selbst  nachsehen. 


\ 


Nachschrift. 


Das  Vorhergehende  ruft  mir  eine  schon  vor  längerer  Zeit  von 
mir  gefundene  goniometrische  Transformation  einer  jeden  cubischen 
Gleichung  in’s  Gedächtniss  zurück,  die  zwar,  wenigstens  in  der 
Form,  in  welcher  ich  sie  jetzt  zu  geben  im  Stande  bin,  für  die 
Auflösung  der  cubischen  Gleichungen  selbst  nicht  von  besonderer 
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Bedeutung,  dessenungeachtet  aber  in  mehrfacher  Beziehung  interes- 
sant zu  sein  scheint.  Diese  Transformation  werde  ich  im  Folgen- 
den vorzüglich  deshalb  mittbeileu , weil  dadurch  vielleicht  der  eine 
oder  der  undere  Leser  zu  weiteren  Untersuchungen  über  diesen 
Gegenstand,  zu  denen  mir  selbst  jetzt  Zeit  und  Müsse  fehlen,  ver- 
anlasst werden  dürfte. 

Die  gegebene  cubisclie  Gleichung  sei  überhaupt 

1)  x' — mar*  + nao — X-  = 0. 

Sind  nun 

tang  0,  tang  ©,,  tang  0,, 

wo  die  Bogen  ©,  0,  auch  imaginär  sein  können,  ihre  drei 

Wurzeln,  so  hat  man  bekanntlich  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

2)  tang  0 + tang  0,  -1-  tang  0,  = m, 
tang  0 tang  0,  i 
+ tang  © tang  0,  [ =», 

•4-  tang  ©,  tang  0,  ' 
taug  © tang  0,  tang  0,  = k. 

Weil  nun  nach  einer  bekannten  goniometrischen  Formel 

tang  (0  + 0,  •+•©,) 

tang  ft  -f-  taug  ft, -f- tang  ft,  — tang  ft  tang  ft,  tang  ft, 

1 — taug  W taug  ft,  — taug  ft  taug  ft,  — taug  ft,  tang  ft, 

ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

3)  tang  (0  + 0,  + ©,)  = 

mittelst  welcher  Formel  die  reelle  Summe  0 + 0,  + ©,  immer 
bestimmt  werden  kann. 

Ferner  ist 

1 — n 

= 1 — tang  0 tang  0,  — tang  0 tang  0, — tang  0,  tang  0, 

cos  ( ft  -f-  ft, ) _ sin  (ft  -t-  ft,)  „ 

cos  0 cos  ©,  cos  ft  cos  ft,  1 ® 1 

cos  (ft  -4-  ft, ) cos  ft, — sin  (ft  -f-  ft,)  sin  ft, 

cos  ft  cos  ft,  cos  ft, 

cos  (ft  -t-  ft,  -f-  ft,) 
cos  ft  cos  ft,  cos  ft,’ 

and  folglich  nach  2)  und  3): 
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4) 


I j-k  *1  C0j(Ö4-fi, + S,)  sill(8-+-  8,  -+-  #,) 

[ COS©  COS  0,  CO8  0,  — ' 

i ■ s~\  ' . 

I sin  0 sin  0,  sin  0,  = f—~,t = — tti^k 1 


so  dass  man  also  jetzt  zur  Bestimmung  der  Grössen  0,  0, , 0, 
überhaupt  die  drei  folgenden  Gleichungen  hat: 

tnng(0  -+-  0,  = 

, i ^ ^ ^ cos(8-+-  8,  8,) sin  (8+ 8,  + 8,) 

5)  {008  0 008  0 , 008  0,= Y^~n m^k ’ 

i • • /->  A cos(8-t- 8, -f-0,)  A*sin(8-+-8,  + 8,) 

f ein  0 sin  0,  sin  0,  = = • 

/ 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt  auch 


cos  0, 
sin  0, 


cos  0, 
sin  0, 


ros  (ft  -+-  8,  -t-  8,) 
(1  — n)  cos  8 
k cos  (8  -|—  »-> , -f-  8 . ) 
(t  — n)  sin  8 


also  durch  Subtraction  und  Addition: 


sin  (8  -f-  ft,  -f-  ft,) 
(im  — X)  cos  8 ’ 

4-  sin  (8  + 8,  -4-  f)7) 
(m  — k ) sin  8 1 


6) 


cos  (0,  ±0,)  = 


sin  8 ={=  k cos  8 
(1  — n)  sin  8 cos  8 


cos  (0  + 0,  +0,) 


sin  8^4’  cos  8 
(/«  — A)  siu  8 cos  8 


sin  (0  + 0 , -f-  0, ), 


mittelst  welcher  Formeln,  da  inan  die  Summe  0 + 0,  +0,  nach 
dem  Vorhergehenden  als  bekannt  vorauszusetzen  berechtigt  ist, 
0,  +0,  und  0,  — 0,,  also  auch 


©,=-*(0,  -t-0,)-H(0,-0,), 

0,  = ■(©,  -+-©,)-  i(0,  - 0,) 

gefunden  werden  können,  wenn  man  0 kennt,  so  dass  also  auch 
auf  diese  Weise  aus  jeder  W'urzel  einer  cubischen  Gleichung  die 
beiden  anderen  gefunden  werden  können. 

Aus  dem  Obigen  ergirbt  sich  auch  leicht,  dass,  vrenn  der  ab- 
solute Werth  einer  der  beiden  Grössen 


cos  (8 8,  -+-  8,)  sin  (8-p-  8,  -f-  8,) 

1 — n m — k 1 

k cos  (8  8,  •+-  8,1  A'  sin  (8  -(-  8,  -+-  8,) 

I — n m — k 

grösser  als  die  Kinheit  ist,  immer  sicher  geschlossen  werden  kann, 
dass  die  Gleichung  1)  nicht  drei  reelle  Wurzelu  haben  kann,  und 
also  eine  reelle  uud  zwei  imaginäre  Wurzeln  haben  muss. 

Die  Gleichungen  2)  können  auch  auf  folgende  Form  gebracht 
werden: 
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*in  0 cos  0,  cos  0,  •+■  cos  © sin  0,  cos  0,  -4-  cos  0 cos  ©,  sin  0, 
= »»  cos  0 cos  0,  cos  0„ 

sin  © sin  0,  cos  0,  -4-  sin  0 cos  0,  sin  0»  -+-  cos  © sin  0,  sin  0, 
= n cos  0 cos  0,  cos  0,, 
sin  0 sin  0,  sin  0,  = >t-cos  0 cos  0,  cos  0,. 

Durch  leichte  goniometrische  Rechnung  findet  man  aber  überhaupt: 
4sin  a sin  ß sin  y 

=— sin(a-|-/J-+-y)+8in(— a+|?+y)+sin(a— /J+y)-|-sin(a-|-/S— y), 
4cos  a cos  ß cos  y 

= cos  («H-/?-4-y)-4-  cos  (— a+/S+r)4-cos(a— (S-f-/)+coe(a-t-/S-y), 
4sin  a cos  ß cos  y 

% 

= sin(a-t-/S+y)  — sin(— a-4-/*-4-y) -4-  sin(a— ß+y)-i-  aia(u-t-ß-y), 
4sin  a sin  ß cos  y 

— — cos(a+/?+/)-f-  cos( — a-f-^-h/)-f-cos(a— cos(a+|S— y). 

Wenden  wir  diese  Relationen  auf  die  drei  obigen  Gleichungen  an, 
so  erhalten  wir: 

sin(— 0-4-0,  -|-©j)-i-sin(0  — 0,  -4-0,)  -4-  sin(0-t-  0,  — ©,) 
= 4j»  cos  0 cos  ©,  cos  0,  — 3sin  (0-4- 0, -4- 0,) 

= (»«- 4-3A-)  cos  0 cos  0,  cos  0,, 

cos  ( — 0-4-0,  -4-0,)-4-cos(0—  0, -4-0,) -4- cos  (0-4-0,  — 0,) 
= 4«  cos  0 cos  0,  cos  0, -4-3cos(©-4-0, -4-0,) 

= (»-4-3)  cos  0 cos  0,  cos  0,, 

sin(—  0-4-©,  -4-0,) -4- sin (0  — 0,  -4-  ©,)  -4-  sio  (0  + 0,  — 0,) 
— X-jcos(— 0-4-0,  -4-0,)-4-cos(0—0,  -4-0,)-4-cos(0-4-0,—0,)j 
= sin(©-4-0,  -4-0,)-4-£  cos(0-4-0,  -4-0,) 

= (#> — kn)  cos  0 cos  0,  cos  0,; 

wobei  sogleich  in  die  Augen  fällt,  dass  die  dritte  Gleichung  eine 
unmittelbare  Folge  ans  den  beiden  ersten  ist. 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

0 -4-  0,  -4-  0,  = ff, 

-0-4-0, -4-0, =üP. 

© — 0,  -4-0,  =9>,, 

0-4-0,  — ©,=5P„ 

(»»-I-3A-)  cos  0 cos  0,  cos  0,  ==.(*, 

(»-4-3)  cos  © cos  0,  cos  0,  =v; 
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wo  uach  dem  Vorhergehenden  o,(*,v  bekannte  Grössen  sind;  so  ist 
9 -4-  9i  -+-  9>  = 0 

und  nach  dem  Obigen  bat  man  also  zur  Bestimmung  von  9,  9, , 9, 
die  drei  folgenden  Gleichungen: 

I9-+-5Pi  +9«  = ffi 
tin  9-l-sin  9,  -4- sin  9,=^, 
cos  9 -+-  cos  9,  -4-  cos  9,  = K. 

Aus  9,  9,,  9,  ergeben  sieb  aber  leicht  0,  0,,  ©,,  weil  nach  dem 
Obigen 

9)  © = 4(9,  4-9,),  ©1  =s(y>-f-5P)i  ©»  =i(5P-t-9».) 

ist.  , 

Aus  den  Gleichungen 

sin  9-|-sin  9,+ sin  9,=/», 
cos  9-1- cos  9,  -f- cos  9,  =t> 


folgt  nach  bekannten  goniometriseben  Sätzen 


oder 


folglich 


sin  9 -4-  2sin  4(9,  -4-9,)  cos  4(9,  —9,)  = /*, 
cos  9 -4- 2cos  4(9,  -4-9,)  cos  4(9,  — 9,)  = » 

2sin  4(9.  4-9»)  cos  4(9,  — 9,)  = ^ — sin  9, 
2cos  4(9,  -4-  9,)  cos  4(9,  — 9,)  = v — cos  9; 


long  4(9.  4-9»)  = 


fi  — sin  <f 
v — cos  9’ 


also  wegen  der  ersten  der  Gleichungen  8): 


10) 


fang  4(0— 9)  = 


fi  — sin  y 
v — cos  9’ 


mittelst  weicher  Gleichung  9 bestimmt  werden  muss.  Hot  man  aber 
9,  so  hat  man  auch  4(9i4-9»)  und  4(9i — SPi)  durch  die  Glei- 
chungen 


11) 


li(9.  -4-9>)  = i(ff—  9). 

. / % fi  — sin  er  v — cos  ® 

| cos  4(9,  - 9.)  = 'dnT^-7)  = 2cöt  i{c-vY' 


woraus  sich  dann  auch  9,  und  9,  mittelst  der  Formeln 
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ergeben. 

Weit 


nnd 


12)  9,1  =4(9’.  •+- SP»)-*-i(9>.  — 5P*)» 

' SP»  =4(9.  4-9,)  — 4(9,  —9») 


tang  4(<r  — 9)  = 


tang  \e  — tang  j<y 
1 -f-  tang  lo  tang  \ip 


sin  9 = 


2tang  jy 
1 -f-  tang  fr  * » 


cos  9 = 


1 — tang  jy» 
1 tang  49» 


ist,  so  wird  die  Gleichung  10): 


tang  jff  — tang  jy  /i  — 2tang  tang  ty» 

1 -+-  tang  io  tang  ±v  1 -*-(,<+ I)  tang  49»“» 

woraus  man  nach  einigen  leichten  Reductionen  die  Gleichung 

13)  0=  ((i  tang  4® 4-  v-f-  1)  tang  {9* 

4-  I/*  — (•'4-3)  tang  4<rJ  taug  49* 

4-  (f*  taag  4<f  4-  v ~ 3)  tang  49 
4-/*  — (v — 1)  tang  40 

oder 

14)  0=  |f*  sin  4ff+(r  + l)  cos  4<f|  tang  49* 

4- j/*  cos  4 ff — (v4-3)  sin  4ff|  tang  49* 

4-  |/*  sin  4ö,4-(v  — 3)  cos  4®i  tang  J9 
4-  (ft  cos  4ff  — ( v — 1)  sin  4<*| 

erhält,  welche  wegen  ihrer  Symmetrie  wohl  einige  Aufmerksamkeit 
zu  verdienen  scheint. 
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XXXIV. 

Etwas  über  das  Viereck  im  Kreise. 

Von 

dem  Herausgeber. 


In  Taf.  V.  Fig.  1.  sei  ABCD  ein  Viereck  im  Kreise,  dessen 
grgenüberstebende  Seiten  bis  zu  ihren  Durchschnittspunkten  E und 
F verlängert  worden  sind.  Zieht  man  hierauf  die  Diagonalen  AB 
und  CD,  so  wie  die  Linie  EF.  und  bezeichnet  die  Winkel  BCD, 
ACD , CEF , CFE,  AEC,  BFC  rcspective  durch  a,  ß,  5p, 

<?,,  1 ft,  -,  so  bat  man,  weil  A-+-ß=  18U°  ist,  die  Proportionen: 

CE : AC  = sin  A:aia  y, , 

CF'.BC—  sin  A:  sin  i 

also 

CE  AC . _ sin  y,  . t sin  (A-t-a  •+■/») 

CF  ' BC  ' sin  ip,  ' sin  (A  — « — ß)' 

Nun  ist  aber,  wie  leicht  erhellet: 

CE:  CF=.  sin  tp:sin  <p, 

AC:  BC—  sin(/7  — ß) : sin (.4  — «)  = sin  (.4  — t—  /?)  ; aio  (A  — a); 

also  Dach  dem  Vorhergehenden 

sin  \p  _ sin  (A-\-  ß)  __  j _ sin  (A  ■+■  a ■+■  ß) 
sin  ip  ’ si u(A  — a)  ’ sin  (A  — a — ß)' 

und  folglich 

sin  if  sin  (/t  — a)  sin  {A  -f-  a -f-  ß) 

sin  \p  sin  (A  -+-  ß)  sin  (A  — a — ß) 

oder 

sin  if  cos  (3«  ß)  — cos  (ZA  ■+-  ß) 

sin  tp  cos  (2ß  -f-  «)  — cos  (2 A — «)’ 


woraus  sich  leicht 
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»in  <f  sin  i[> 
sin  <f  — sin  \p 

_ cos  (2a  ■+■  ß)  -h  cos  (2ß  + c)  — cos  (2A  — g)  — cog  (14  -+-  ß) 
cos  (2a  -+-  ß)  — cos  (2 ß -+-«)-(- cos  (2A  — o)  — cos  (2 A ■+.  ß) 

oder 

t»ng  Uv-hy)  cot  Hy  — y) 

_ COS  cos  4(g  — /?)  — cos  \2/j  — j(a  — cos  j(g-f-ft) 

sin  4(o -+-(S)  sin  4(«  — ß)  — sin  )2J  — 4(g  — ß)\  sin  i(a+ß) 

ergiebt. 

Es  ist  aber  j(<p-i-y)  = 90°  — 4(a-4-/J),  nlso  tang  \{y  + y) 
= cot  4(“*+-/S)>  und  folglich  nach  dem  Vorbergehenden 

cot  {(y  — y) 

cos  j(a-t-ft)  cos  {(«-/?)  ~ cos|2/f—  ■(«— ß)l  cos  )(«-+-/»)  , 

sinJla+jS)sin4(a— ß)  — sin|2^— 4(a— ß)  \ sin  4(o-t-/S)  ,aD® 

also,  weil 

2cos  J(a-4-/S)  sin  ](«  + /?)  = sin  2(a  -+-  ß)  — sin  (a  -f-  ß), 

2sin  j(a  + |)J  cos  4(a-f-/9}==sin  2(«  + ß)  sin  (a  -f-  ß) 

und 

sin  2(a-4-/S):=2sin(a-|-/J)  cos  (a -4-/9), 
sin  (a  -4-  ß)  = 2sin  {(a-4-/9)  cos  i(a-4-/9) 
ist: 

cot  l(y  — y) 

[2cos(n  -t-  ß)  — ] | cos  j(g  — ß)  — cosj2,-/  — 4(0  — ft)| 

|2cos(«-4- /J)-4-  J j sin  4(“  — ß)  — siu  \2A  — 41«  — ß)\’ 

oder,  weil 


cos  4(a  — /9)-4-cos|2^f  — 4(0  — /?) { = 2cos  A cosj  A — i(a  — /9)|, 
sin  i(a  — ß)  — sin|2^  — 4(a  — ß)f  = — 2cos  A sin  j ^ — |(a — ß)\ 

ist: 


cot  4(y  — y)  = — 


cos  (n -+- ft)  cos  4(«  — ß)  — cos  A cosj/#  — »(« — ß) I 
cos  (a  + ß)  sin  4(«  — ß)  — cos  A sin  | A — 4 (“  — ß)\‘ 


Leicht  bringt  man  diese  Gleichung  auch  auf  die  folgende  Form: 

cos(o-4-/9)  »iiiyK“— /?)-4-(y — y)\—coaA  sin|^f—  4[(a— ß)— (y—  ^)J| 
oder 

»in  — ß)  + ('r  — ^)l  cos  A 

sin)/*  — 4 (t“  — ß)~  iy  — Mil  cos (g  -|—  ft)1 

woraus  sich 
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»in  j|f«  — P)-t-(<T  — V>)l-Hsin)^f  — j[(g  — ß)  — (y  — »)j| 
«in  4l(n  — — V-)i  — sinj/<  — il(a  — /S)—  (rf  — g-)]| 

cos  A -f-  cos  («  -f-  ß) 

cos  A — cos  («-+-£)’ 

also 


‘®"S  iM-M»  — ?)l  cot  \[-4  — (<*  — £)| 

= — cot  4|^-+-(a-f-jS)|  cot  4 \A  — (a  + /J}|, 

und  folglich 

lang  ifJ  -h  (<p  — V»)) 

= — cot  1 1 A + (a  -4-  ß)  | cot  i | A — (u  + ß)  j tang  j | A — (a  — ß)  j 
ergiebt. 

Wenn  A =90°,  und  folglich  It  = 90°,  d.  b.  wenn  die  Dia- 
gonale CD  des  Vierecks  ADV!)  eiu  Durchmesser  des  um  dasselbe 
beschriebenen  Kreises  ist,  so  ist  cos  A = 0,  und  folglich  nachdem 
Obigen  cot  — ip)  = — cot  — jS)  = cot^(jS  — o),  also  q>  — tfi 
= ß — «.  Weil  nun  <p  if>  = ISO0  — (a ß)  ist,  so  ist  f = 90° 
— a,  ip  = 9(1°  — ß , uud  die  Linie.  EF  sieht  also  auf  der  gehörig 
verlängerten  Diagonale  CD  seukrecht,  woraus  sich  der  folgende 
Satz  ergiebt: 

Die  gerade  Linie,  welche  die  Dursehnittspunk  te  der 
gegen  U her  st  e li  e n d r n Seiten  eines  in  einen  Kreis  be- 
schriebenen Vierecks,  dessen  eine  Diagonale  ein  Durch- 
messer des  Kreises  ist,  mit  einander  verbindet,  steht 
immer  auf  dieser  gehörig  verlängerten  Diagouule  senk- 
recht. 

Eine  zweckmässige  Hebung  für  Schüler  wird  es  sein,  eineD 
rein  - geometrischen  Beweis  dieses  Satzes  zu  suchen. 
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XXXV. 

Eine  geometrische  Aufgabe. 

Aus  J.  F.  PfafPs  nachgelassenen  Papieren  mitgetheilt 

von  i 

dem  Herausgeber. 


Weil  es  in  vielfacher  Beziehung  interessant  ist,  die  Arbeiten 
grosser  Männer  in  ihrer  ursprünglichen  Gestillt  kennen  zu  lernen, 
so  werde  ich,  wo  es  mir  tliiinlich  zu  sein  scheint,  hin  und  wieder 
einige  Aufsätze  J.  P.  IMulT's  in  unveränderter  Purm  in  dem  Archive 
mittheilen,  wobei  ich  bemerke,  duss  in  den  von  diesem  grossen  Ma- 
thematiker nachgelassenen  Heften,  in  welchen  er  seine  Ideen  nie- 
derzulegen  pflegte,  fui t während  deutsche,  lateinische  und  französi- 
sche Aufsätze  mit  einander  ntuvechseln.  Ich  wähle  diesmal  absicht- 
lich einen  französisch  geschriebenen  Aufsatz  über  eine  ganz  ele- 
mentare geometrische  Aufgabe,  und  ersuche  die  Leser  nur,  nicht 
uubeachtet  zu  lassen,  dass  alle  diese  Aufsätze  ursprünglich  keines- 
wegs für  den  Druck  bestimmt  ' waren,  da  l’faif  wohl  niemals  an  de- 
ren Veröffentlichung  dachte,  indem  es  ganz  in  seinem  trefflichen, 
büchst  anspruchslosen  Charakter  begründet  war,  dea  Genuss  ledig- 
lich in  der  Arbeit  seihst  zu  finden,  und  nach  lieendiguug  einer 
Arbeit  gleich  wieder  zu  einer  neuen  überzugehen,  ohne  sich  um 
eine  besondere  Ausfeilung  der  beendigten  Arbeiten  weite.r  zu  be- 
kümmern. Kin  Fascimile  seiner  lluodsclirift  soll  vielleicht  später 
einmal  gegeben  werden. 


Probleme. 

Soient  donnöes  deux  chordes  .c/Zif,  DE  (Tab.  V.  Fig.  2.); 
I’angle  qu’elles  font  entre  eux  (dtant  prolongeeg)  en 
F\  et  la  distance  de  leurs  milieux  ab.  II  faut  trouver 
le  cercle  des  deux  chordes. 

I.  Premiere  solution  gdomötrique. 

Analyse  gdomdtrique. 

Soit  C le  centre  du  cercle  en  questinn:  les  droites  Ca,  (.% 
seront  perpendiculaires  aux  chordes  AB.  DE.  Donc  dans  le  qua- 
drilatere  aCbF , la  somme  des  4 anglcs  dtant  = 4 droits,  les  an- 
gles  C ct  F CDscmble  feroat  deux  droits.  Donc  l’angle  C est 
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donnd.  D’ou  il  mit,  que  le  lieu  gdomdtrique  du  point  C eit  Is  cir- 
confdrence  d’uu  segment  donnd,  parce  que  ta  base  ab  et  l'augle  C 
de  ce  segment  sont  donnes. 

Qu’on  mene  Ce  perpendicuiaire  ä ab,  on  nura 


ae * — bt ■*  = Ca * — Cb * ; 

Ja ' Ca'  = JC'  = CD'  — Db ' Cb'  ; 


donc 

donc 


Ca'  — Cb'  = Db'  — Ja' ; 


ae * — be'  = Db'  — Ja'. 


Que  la  droite  ab  soit  coupde  en  deux  segmens  dgaux  en  f,  on  a 

ae'  — be'  = (ae  — be)  (ae  -+-  be)  = 2 ab  ,fe  — Db'  — Ja'. 

Hone  la  droite  fe  et  le  point  e sont  donnds.  En  tirant  donc  par  e 
la  perpendiculuire  eC,  le  centre  C sera  dans  cette  perpendicuiaire, 
et  coimne  il  est  silud  aussi  dans  un  segment  donnd,  ce  centre  lui 
meine  sera  donnd. 


Construction. 

Ddcrivez  sur  la  droite  donnce  ab  un  segment,  dont  l’angle  C 
soit  180°  — F (d’npres  la  solution  connue  d’Kuclide.  I.ivr.  III. 
Prop.  33,).  fbercbez  ä 

iab  : Db  4-  Ja  = Db  — Ja(:  a:) 

la  quntridme  proportionelle,  et  faites  la  =fe,ft tant  le  milieu  de 
ab.  Pur  e dlevez  eC  perpendiculuire  a ab,  le  point  oü  ce'le-ci 
coupern  le  segment  construit  sera  le  centre  du  cercle  en  question. 
Ce  centre  dtant  trouvd.  tout  le  reste  s’en  suit  immediatement.  Cur 
menant  Ja  — {J  ü,  Db  = {DE  perpendiculaires  a Ca  et  Cb,  on 
a les  poiuts  J,  D,  etc.  etc. 


II.  Seconde  solution  gdomdtrique. 

L’angle  F et  la  droite  ab  dtant  donndes,  le  lieu  gdomdtriqn« 
du  point  F est  un  segment  donnd.  Or  on  a 

FJ . Fß  = FD . FE, 

donc 

(Fa  — Ja) (Fa  Ja)  = (FA  — Db)(Fb  + Db), 

c’est-  it-  dire 


Fa'  — Ja'  = Fb*  — Db', 
Fb ' — Fa'  = Db'  — Ja'. 
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Qu’on  abaisse  de  F sur  ab  la  perpendiculaire  Fg,  on  aura 

I 

Fb*  — Fa * = lg*  — ag * =(bg-t-  ag)  ( bg—ag ) ==  2 ab  .fg. 

% 

Dnnc  on  a 

Db * — Aa * r=  ( Db  — Aa)  ( Db  + Aa ) = 2 ab  .fg, 

d’oii  on  pnrvient  a une  ronstruction  tout  a fait  semblable  k la  prd- 
cddente,  en  decrivunt  le  segmeut  de  l’autre  cole  de  ab,  qui  appar- 
tient  pourtant  au  mdme  cercle. 


111.  Troisieme  solution  algdbrique  trigonomdtriqne. 

Sott  AB  = 2(7,  DE  z=  U-,  le  rayon  du  cercle  chercbd  AC 
— x-,  la  distance  ab=.d.  Dana  le  triangle  aCb  on  a 

ab * = Ca * -4-  Cb*  — ICa . Cb  . cos  C. 

Mais  C=  180°  — F,  donc  cos  C= — cos  F-,  Ca*=zAC* — Aa * 
= x* — de  möme  Cb*—a t*  — b*.  Donc  on  aura 

({*  = x*  — a*  -f”  x*  — b*  - +-  2 \/\x*  — «’)  {x*  — b*) . cos  F. 


Qu’on  mette  2x* — a*  — b*  — y,  on  aura 

— Sr-ha’  + b*  — V-j-b7  a*  ,,  _y-t-a*—b* 

x — 2 » •»  . “ — 2 ’ “ — 2 * 

donc 

tl*  — y—  cos  F . V'  (y  -+-  a*  — b*)  (y-f - b*  — a*) 


et 


ri*  — 2 d*y  -+■  y*  = \y*  — ( a * — b*)*  j cos  F * 


y1  sin  F* — 2 d*y  — — dK  — ( a * — b*)*  cos  F*, 

une  dquation  quadratique  pour  y.  On  aurait  pu  trouver  une  teile 
immddiateoient  pour  x*. 


IV.  Quatrieme  solution  trigonomdtrique. 

En  ddsignant  les  angles  Cab,  Cba  per  E,  E\  et  en  conser- 
yant  les  dlnominations  ci  dessus  mentionndes,  on  a 
Tkell  v.  2$ 
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Ca  : ab  = Ca  : (l  = sin  E : siu  F, 
Cb  : ab  =:  Cb  : </=  sin  E : sin  F\ 


do  HC 


A sin  F A sin  E 

" Mil  F ’ »in  F ' 


Or  no  a (Snl.  I.) 

Ca2  — Cb 2 = DU2  - .4a-  = b2 

dnnc 


(sin  E2 — sin  A’1 ) = b 2 — a 

»in  F2 


Mais 


sin  E2 — sin  E — 


1 — cos  2ß"  I — cos  2 E 


cos  2 E — cos  ~E 


: sin  4(AT-4-  E)  siu  i(A* — E) 


= cos  $C  sin  {(E  — A’)  = sin  JA”  sin  ■}(£*  — E ). 


Donc  on  a 


sin 


u^- £)  = —■’ 


sin  F2  .. 
sin  IF  1 


Aynnt  frotivd  In  difference  des  ang-les  E — E,  cooime  on  connoit 
leur  gomme  = F,  on  trouve  ces  »ngles  eux  niemes;  d’ou  suivent 


Ca  — 


A sin  E 
sin  F~' 


Cb 


A sin  E 
sin  F ' 


.4 .4a*  + Ca2. 


*)  sinK/r-ß): 


2 (b  — a){b  + a) 
A- 


sin  F cos  \F. 


G. 
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XXXVI. 

Beweis  des  umgekehrten  ptolemäischen 
Satzes. 

Aus  J.  F.  PfafFs  Papieren  mitgetheilt 

von 

dem  Herausgeber.  , 


In  dem  Vierecke  ABCD  (Taf.  V.  Fig.  3.)  sei 

AB  .CD  + AD.BC=AC.BD. 

Man  soll  beweisen,  dass  sieb  um  dieses  Viereck  ein 
Kreis  beschreiben  lässt. 

Liesse  sich  um  dos  Viereck  ABCD,  dessen  Winkel  wir  der 
Kürze  wegen  bloss  durch  A,  B,  C\  D bezeichnen  wollen,  kein 
Kreis  beschreiben,  so  würde,  da  die  Summe  aller  vier  Winkel  A, 
ß,  C , D vier  rechte  Winkel  beträgt,  entweder  A ■+■  C<2ß.  oder 
B ■+■  D<^2B  sein.  Sei  nun  einmal  A -f-  C<^2B.  Beschreibt 
man  dann,  was  immer  möglich  ist,  um  das  Dreieck  ABD  einen 
Kreis,  so  wird  dieser  Kreis  jederzeit  die  Diagonale  AC  selbst, 
nicht  deren  Verlängerung  über  den  Punkt  C hinaus,  in  einem  ge* 
wissen  Punkte  E schneiden.  Es  ist  nämlich,  wenn  man  den  Win- 
kel BED  der  Kürze  wegen  durch  E bezeichnet,  A-\-E=2B, 
und  folglich,  wetl  nach  der  Voraussetzung  A -I-  C < 2/t  ist, 
£;>  C , was  nach  einem  bekannten  geometrischen  Satze  nur  dann 
möglich  ist,  wenn  der  Punkt  E in  der  Diagonale  AC  seihst,  nicht 
in  deren  Verlängerung  über  den  Punkt  C hinaus  liegt.  Zieht  man 
nuu  die  Linien  EF,  EG,  FG,  so  ist  nach  einem  bekannten  Satze 
aus  der  Lehre  vom  Kreise: 

AC.BC=CF  CE, 

AC:  CD  = CG  : CE, 

BC  : CD  ==  CG : CF\ 

und  weil  ausserdem  die  Dreiecke  ABC  und  CEF,  ACD  und  CEG, 
BCD  und  CFG , die  Winkel  bei  C mit  einander  gemein  haben, 


so  ist 

A ABC  A CEF, 

* 

A ACD  ~ A CEG, 

, 

A BCD  r*j  A CFG. 

28* 
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Also  ist 

• 

CF  .EF  — AC  : Aß, 
FG  CF  = BD  : CD, 

woraus 

>) 

FG : EFz=  AC.BD.AB . CD  , 

ferner 

CG  EG  — AC  .AD, 
FG : CG  = BD : BC, 

woraus 

2) 

FG : EG  = AC.  BD  : AD . BC. 

Aus  1)  folgt 

FG-.FG—EF—AC.BD.AC.  BD  — AB.  CD , 

also,  weil  nach  der  Voraussetzung 

AB.CD  + AD.BC=AC.  BD 

ist: 

3)  FG : FG  — EF=  AC.  BD : AD . BC. 

Daher  ist  nach  2)  und  3) 

FG : EG  = FG : FG  — EF, 

also 

EG=  FG  — EF, 

und  folglich 

EF+EG  = FG, 

weiches  unmöglich  ist,  dn  zwei  Seiten  eines  Dreiecks  nicht  dessen 
dritter  Seite  gleich  sein  können.  Also  ist  die  Annahme,  dass  um 
das  Viereck  ABCD  kein  Kreis  beschrieben  werden  könne,  falsch, 
und  es  lasst  sich  daher  um  dieses  Viereck  unter  der  Voraussetzung 
des  Satzes  immer  ein  Kreis  besebreibeu,  wie  bewiesen  werden 
sollte. 
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XXXVII. 

Ueber  den  zweiten  Aufsatz  des  Herrn  Doctor 
Barfuss.  Tbeil  V.  Heft  2.  S.  155. 

Von 

Herrn  Doctor  O.  Schlömilch, 

Privatdocentcn  an  der  Universität  zu  Jena. 


Während  Herr  Dr.  Barfuss  in  seinem  ersten  Aufsatze  eine  Kri- 
tik der  neueren  Ansichten  versucht,  giebt  er  uns  in  seiner  zweiten 
Abhandlung  eine  Probe  seiner  Darstellung  der  Analysis,  gegen 
welche  eine  nur  einigermuassen  scharf  sehende  Kritik  sehr  Vieles 
einzuwenden  hüben  wird.  So  viel  sich  in  der  KUrze  tbun  lässt, 
will  ich  hier  erwähnen. 

Den  Anfang  macht  der  Machtspruch:  „es  ist  wohl  zn  un- 
terscheiden, oh  eine  Reihe  bloss  eine  Summe  unendlich 
vieler  Glieder,  oder  oh  sie  die  Kntwickelung  einer 
Function  sei”,  d.  h.  mit  anderen  Worten,  wenn  da  steht 

f(x")  =:  ^ -1“  ßx  + Cx*  H—  * • • • (1) 

so  können  hier  zwei  Bedeutungen  dieser  Zeile  statt  finden.  Wirk- 
lich! ein  Anfang,  wie  inan  ihn  nicht  von  einem  Mathematiker  er- 
warten sollte.  Gleich  die  ersten  Worte  belehren  uns,  dass  eine 
Gleichung  wie  (1)  doppelsinnig  ist;  zwar  wird  hinzugesetzt,  dass 
die  Convergenz  oder  Divergenz  beide  Bedeutungen  trenne,  aber 
das  hilft  uns  nichts,  wo  wir  die  Form  der  Reihe  noch  nicht  ken- 
nen, wie  bei  allen  Anfängen  mittelst  der  Methode  der  unbestimmten 
Coeflicientcn.  Rechnet  man  aber  mit  so  einer  hypothetischen  Glei- 
chung weiter,  so  weiss  man  keinen  Augenblick,  ob  mau  es  mit  einer 
Identität,  oder  mit  einer  syntaktischen  Aebnlichkeit  zu  thun  hat, 
ob  also  die  Rechnuugsopemtionen,  welche  die  Arithmetik  für  Iden- 
titäten gelehrt  bat,  bier  noch  richtig  bleiben.  Ich  werde  übrigens 
nachher  auf  diesen  Punkt  zurückkommen.  Darauf  kommt  etwas  zur 
Vertbeidigung  des  Resultates 

— | = cos  x -I-  cos  ix  cos  %x  -+-.... 

und  diese  Vertbeidigung  stützt  sich  auf  die  Behauptung,  die  frag- 
liche Reihe  gehe  nicht  aus  der  Reihe 

cos  x 4-  cos  Ix  -|-  ....  4-  cos  nx 
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hervor,  wenn  man  die  Zahl  « (die  Gliederanzahl !)  ins  Un- 
endliche wachsen  lasse,  anders  wenigstens  lassen  sich  die 
Worte  des  Herrn  Verfassers  nicht  ioterpretiren.  Das  ist  wieder  ein 
durch  nichts  motivirter  Mucbtspruch;  wenn  io  einer  Reihe  die  Glie- 
deranzahl ins  Unendliche  wächst,  so  wird  sie  eiue  unendliche,  sollte 
man  wenigstens  denken;  wenn  mein  Herr  Gegner  das  nicht  zugiebt, 
so  lässt  sich  darauf  so  wenig  antworten,  als  wenn  jemand  behaup- 
tet, er  könne  sich  eine  gerade  Linie  denken,  die  länger  sei,  oIb 
ein  über  ihr  construirter  (laibkreis. 

In  §.  5.  finden  wir  etwas  ganz  Neues;  ich  bitte  die  Herren 
Gauss,  Caucby,  Diricblet  u.  A.,  die  sich  so  unnütz  mit  der 
Convergenzlehre  geplagt  haben,  hier  wohl  aufzumerken,  denn  sie 
erfuhren:  dass  jede  aus  der  Function  f(ar)  entwickelte 

Reihe  convergirt,  wenn  ihre  Glieder  bis  zum  Verschwin- 
den klein  werden.  Fs  ist  mir  sehr  lieb,  dass  icb  das  weiss;  es 
handelte  sich  neulich  um  den  Werth  des  Integrales 


/»*  <t— ' » dt 

o 1 — e—i  ' V t 


Ich  glaubte  erst,  derselbe  sei  unendlich;  da  aber  Herr  Dr.  Barfuss 
sagt,  die  Reihe  rechts  convergire  (denn  sie  ist  eine  fallende  und 
auch  die  Entwickelung  einer  Function),  so  wird  derselbe  wohl  ein 
bestimmter  angebbarer  sein.  Ich  hatte  nämlich  so  geschlossen; 
cs  ist 


\/|  V - 1/3  + " 

>i7i.  + \7*  + • 

l 

■+\7n 

d.  i. 

> »der  > U 

//, 

folglich 

, . / 1 , 1 1 ' 
L,m(cn  + 

) > Lim  (/”// 

oder 

i.i.i 

vTi  4*i73 -»-•  • ••  ,n 

inf.  =00; 

aber  ich  sehe  eben,  dass  ich  mich  hier  geirrt  habe;  die  Reihe 

(7j  +C?2+ • • • '"  iuf- 

geht  wahrscheinlich  nicht  aus  -4-  ^r,  ■+-  ....-+-  hervor. 
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wenn  nmn  die  Gliederauzahl  n ins  Unendliche  wachsen  lässt.  — 
Aber  Herr  ßr.  Barfuss  beweist  doch  seinen  Satz,  wie  geht  es 
denn  zn,  dass  wir  uns  widersprechen?  Hierauf  ist  die  Antwort 
folgende. 

Die  Frage,  oh  eine  Reihe  convergire  oder  nicht,  reducirt  sich 
im  Grunde  auf  eine  andere,  nämlich  die,  giebt  es  einen  endlichen 
Ausdruck,  welchem  die  Reihe  identisch  ist  oder  nicht.  Findet 
das  Erste  statt,  so  muss  die  Reihe  eine  fallende  und  convergente 
sein;  denn  wären  alle  Glieder  grösser,  als  eine  angebhare  Grösse  f, 
so  wären  alle  Glieder  zusammen  ins  Unendliche  fortgesetzt 

»>£  + f+t  + f + t + ■ . • • 

d.  i.  ' 

>«(1  + 1 + 1+1  + ....), 

mithin  wäre  die  Summe  der  Reihe  unendlich  und  nicht  einem  end- 
lichen Ausdrucke  identisch,  wie  vorausgesetzt  wurde.  Ist  ferner 
»,  -1-  sr,  -1-  v,  -f-. .. . in  inf.  =S,  so  heisst  diess  nichts  Anderes, 
als  Lim  (», -4- «, -f- . . . . + *r«)  = <S.  Hieraus  folgt  dann  unter  der 
Voraussetzung,  dass  8 eine  endliche  Grösse  ist,  sehr  leicht,  dass 
der  Rest  der  Reihe  sich  der  Null  nähern,  also  die  Reihe  convergi- 
ren  müsse.  Was  tbut  nun  Herr  Dr.  Barfuss?  er  zeigt,  dass  wenn 

f(a?)  = Ä(i)  -+-  Xj«  -+- .... 

ist,  die  Reihe  convergirt,  oder  weil  convergircn  einer  endlichen 
Grösse  gleich  sein  heisst  und  er  unter  f{&)  doch  nichts  Unendli- 
ches versteht,  so  zeigt  er:  wenn  eine  Reihe  einer  endlichen  Grösse 
gleich  gesetzt  wird,  so  ist  sie  einer  endlichen  Grösse  gleich.  Ja 
duran  zweifelt  gewiss  Niemand,  aber  Herr  l)r.  Barfuss  hat  seinen 
Satz  doch  im  Gefühl  des  Richtigen  aofgestellt.  Die  Sache  ist  so: 
das  unschuldige  Zeichen  = ist  hei  Herrn  Dr.  Barfuss  nicht  das 
gemeine  Identitälszeichen , wie  wir  es  nehmen;  oh  nein!  das  ist 
ein  gar  wunderbares,  proteusnrliges  Wesen;  einmal  lässt  es  sich 
wohl' zu  unseren  beschränkten  Begriffen  beruh,  das  andere  mal  aber 
bezeichnet  es  einen  höchst  geheimnissvolleii  syntaktischen  oder  un- 
bestimmt allgemein  analytischen  Zusammenhang,  so  etwa,  als  wenn 
Schelling  hinsetzt:  Wärme  = Expansion,  was  wir  Anderen  Unein- 
geweihten und  weniger  Erleuchteten  nicht  verstehen,  auch  verste- 
hen zu  wollen  uns  gar  nicht  anmaussen  dürfen.  Wenn  daher  Herr 
Dr,  Barfuss  in  §.  5.  den  Beweis  mit  den  Worten  eröffnet:  Es  sei 

/{■&)  — X(])  -+-  X(2)  -+-....  -f-  X(„)  — f-  /?(*), 

so  weiss  man  nicht  welche  Bedeutung  gemeint  ist;  wahrscheinlich 
aber  ist  hier  nur  von  der  genannten  überschwenglichen , für  uns 
unbegreiflichen  Symbolik  Gebrauch  gemacht.  So  geht  es  nun  fort 
und  die  Bedeutung  von  = schwankt  immer  zwischen  beiden  Ex- 
tremen und  klappt  zuletzt  in  die  gewöhnliche  Auffassung  um.  Das 
Alles  lässt  sich  vermeiden,  wenn  man  auf  den  itn  vorigen  Aufsatze 
von  mir  gemachten  Vorschlag  eingehen  will,  diese  verschiedenen 
Bedeutungen  durch  verschiedene  Zeichen  auseinander  zu  halten; 
ausserdem  verwirren  sich  alle  Begriffe  und  man  kann  gar  nicht, 
einmal  mit  Jemand  sich  ordentlich  verständigen,  weil  er  sich  wech- 
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selweis  immer  hinter  der  anderen  Bedeutung  verkriechen  kanu, 
wenn  man  ihn  aus  der  ersten  herausgetrieben  hat. 

Ich  will  bloss  noch  Fiues  berühren,  um  zu  zeigen,  dass  der 
Herr  I)r.  Barfuss  gar  nicht  einmal  vveiss,  was  die  neuere  Beliand- 
lungsweise  der  Analysis  will.  Fs  ist  diess  die  Bemerkung  über 
Cauchy’s  Beweis  für  das  Binomialtbeurem , der  darin  besteht,  dass 
die  Gleichungen 


/(»>)  = 1-4-  mlx  - 4-  m2xt  -4-  . . . . 

/(//)  = 1-4-  ntx  -4-  -4- 

multiplicirt  werden,  wobei  sich  durch  eine  Eigenschaft  der  Bino- 
miulcoellicienten  die  Gleichung  ergiebt: 

/("•)/(»)  =/('"  -+-  "). 

aus  welcher  f(m)=z  [f(\  »]«■  = (I  -4-  .*•)"•  folgt.  Mein  Herr  Gegner 
meint,  weil  dieser  Beweis  sich  auf  eine  Eigenschaft  der  Coefticien- 
ten  gründe,  so  passe  er  ganz  gleichförmig  auch  für  den  Kall  der 
Divergenz  und  will  so  zeigen,  dass  der  Beweis  ebenfalls  die  allge- 
meine Gültigkeit  der  Binomialreihe  darthue.  Hier  sieht  man  klar 
das  durchaus  unkritische  Verfuhren  meines  Herrn  Gegners.  Ich 
muss,  um  diess  deutlich  zu  machen,  folgende  Punkte  hervorheben. 

I.  Die  Arithmetik  lehrt  uns  bloss  mit  geschlossenen  Ausdrücken 
und  Gleichungen  i.  e.  absoluten  Identitäten  rechnen.  Will  man  nun 
diese  Rerhnungsopcralinnen  auf  nicht  geschlossene  Ausdrücke  (un- 
endliche Reiben)  anwenden,  so  kann  diess,  wenn  man  nicht  gera- 
dezu Hypothesen  machen  will,  nur  dadurch  geschehen,  duss  mau 
ein  Priucip  dieser  Anwendbarkeit  aufweist,  d.  h.  dass  man  sich 
einen  Rcchtstitel  verschafft,  welcher  die  Erlauhniss  dazu  enthält 
Diess  ist  eine  Forderung,  welche  jede  gesunde  Kritik  machen  muss, 
die  sich  in  der  Mathematik  ebenso  nothwendig  herausstellt,  wie  die 
ganz  verwandten  Fragen,  welche  die  Kritik  der  1 ernunft  zu  be- 
antworten hat.  Lässt  man  sie  unberücksichtigt  oder  nimmt  auf 
Treu  und  Glauben  die  allgemeine  Gültigkeit  uller  arithmetischen 
Operationen  über  die  Gräuzen  hinaus  an,  innerhalb  deren  sic  be- 
weisbar sind,  so  verfallt  man  wie  Herr  I)r.  Barfuss  in  den  Fehler 
eiues  unzritigen  Dogmatismus,  ganz  wie  iu  der  Metaphysik. 

II.  Woher  nehmen  wir  aber  jenes  Princip?  Hierauf  lässt  sich 
antworten,  wenn  man  sich  an  ein  ganz  allgemeines  Gesetz  erin- 
nert, welches  sowohl  in  der  Philosophie  wie  in  der  Mathematik  gilt, 
und  welches  dahin  lautet,  duss  wir  überhaupt  nur  von  solchen  Dingen 
wissenschaftlich  etwas  ausmachen  können,  die  uns  rein  anschau- 
lich gegeben  werden  können.  Dazu  gehört  aber,  dass  wir  sie  als 
Ganzes  zu  fassen  vermögen.  Diess  lehrt  uns  auf  der  metaphysischen 
Seile  die  Nichtigkeit  aller  sogenannten  speculativen  Theologie, 
Kosmologie  etc.,  weil  wir  weder  Gott,  noch  die  Welt  etc.  uns  in 
Zeit  uud  Raum  als  Ganzes  denken  können,  und  auf  der  mathema- 
tischen Seite  bekommen  wir  dadurch  eben  jenes  Princip,  welches 
su  heisst:  ,, einer  wissenschaftlichen  Behandlung  unterliegen 
ins  Unendliche  fortlaufende  Ausdrücke  nur  in  so  fern,  als  sie  sich 
als  geschlossenes  Ganzes  ansehen  lassen”.  Drücken  wir  diess  in 
mathematischer  Sprache  aus,  so  haben  wir  den  Satz:  Alle  mögli- 
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eben  Rechoungsoperationen  sind  nur  dann  auf  eine  unendliche  Reihe 
anwendbar,  wenn  dieselbe  einer  endlichen  begränzten  Grösse  iden- 
tisch ist,  und  zwar  ist  gerade  Identität  nütliig,  weil  keine  andere 
Beziehung  uns  erkennen  lässt,  ob  die  fragliche  Reihe  als  endliche 
Grösse  betrachtet  werden  könne.  Soll  aber  eine  unendliche  Reihe 
einer  endlichen  bestimmten  Grösse  gleich  sein,  so  muss  sie  erstlich 
fallen,  wie  oben  gezeigt  wurde,  und  ausserdem  muss  sie  dann  noch 
die  Eigenschaft  buben,  dass  ihre  Summe  sich  jener  endlichen  Grösse 
mehr  und  mehr  nähert,  je  mehr  Glieder  der  Reihe  vereinigt  wer- 
den ; Reihen  der  Art  aber  nennt  man  kurz  convergirende. 

III.  Da  also  die  Convergenz  der  Reihen  das  Princip  der  An- 
wendbarkeit arithmetischer  Operationen  auf  Reihen  enthält,  so  muss 
die  Lehre  vou  der  Convergenz  der  Reiben  jeder  anderen  Betrach- 
tung derselben  vorbergehen. 

Hieraus  sieht  man,  dass  die  Hypothese 

/i(x)  — A -f-  JBx  — |-  Cx*  -4-  • • • . 

welche  den  Anfang  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten 
macht,  viel  grösser  ist,  als  man  gewöhnlich  glaubt,  weil  mit  dem 
Gleichheitszeichen  schon  die  Hypothese  der  Convergenz  und  der 
Anwendbarkeit  aller  Operationen  gemacht  ist,  währeod  man  noch 
gar  nicht  weiss,  ob  man  hierzu  berechtigt  ist.  Vor  Hypothesen 
aber  bat  sieb  die  Mathematik  um  meisten  zu  hüten,  wenn  sie  nicht 
ihren  bisherigen  Ruhm  einbüssen  will.  Daher  ist  die  umgekehrte 
Methode  vorzuziehen,  bei  welcher  die  Form  der  Reihe  (A,  B,C ....) 
bekannt  ist  und  folglich  auch  durch  die  Convergenz  die  Anwend- 
barkeit der  zur  Suminirung  nüthigen  Operationen  gesichert  ist. 
Ebenso  einfach  sieht  man  jetzt  den  Irrlbuin  des  Herrn  Dr.  Burfuss 
ein;  er  will  für  jedes  x die  beiden  Reihen 

f(m)  — 1 -f-  m,x  -4-  tntx't  -4- . . . . 

/(»)  = l-f-  n,x  + *,z*  -4- 

mit  einander  mulliplicireu.  Das  ist  ein  Herumtappen  im  Finstern, 
so  lange  er  nicht  weiss,  ob  er  endliche  Dinge  vor  sich  hat  oder 
nicht;  mit  unendlichen  Factoren  aber  multiplicircn  lehrt  keine  Arith- 
metik, sie  lehrt  überhaupt  nicht  mit  Grössen  rechnen,  die  sich  dem 
Rechner  unter  der  Hand  verändern.  Ja  schon  dadurch,  dass  er  nur 
sagt,  ich  will  1 -4-  m,x-\-  mtx*  -4--... . mit  f(m)  bezeichnen,  ist 
schon  stillschweigend  angenumineo,  dass  f{m)  eine  endliche 
Grösse,  folglich  die  Reihe  convergeot  sei,  denn  diese  Bezeichnung 
hat  keioeu  Sinn,  wenn  sie  nicht  eine  Identität  sein  soll.  (Hier 
bleibt  freilich  dem  Herrn  Dr.  Barfuss  immer  wieder  die  Hinterlhiir 
der  syntaktischen  Entwickelung  offen.)  Gerade  die  Multiplication 
zweier  Reihen  ist  eine  Klippe,  die  man  nur  durch  Handhabung 
scharfer  Kritik  vermeiden  kann.  Es  kommt  nämlich  der  Fall  vor. 
dass  das  Product  zweier  couvergenten  Reihen,  so  wie  man  es 
gewöhnlich  schreibt,  eine  divergente  Reihe  wird,  wie  man  bei 
Cauchy  page  149.  sehen  kann.  Cuucliy  giebt  keine  weitere  Erklä- 
rung; dieselbe  liegt  sehr  einfach  darin,  dass  man  das  Product  will- 
kührlich  nach  einer  Regel  nnordnet,  die  hei  endlichen  Reiben  rich- 
tig ist,  bei  unendlichen  falsch  werden  kann.  Fiir  Herrn  Dr.  Bar- 
fuss will  ich  noch  bemerken,  dass  er  bei  seinem  Tadel  des  Cau- 
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cliy’gcben  Binomialbeweiscs  ganz  übersehen  hat,  dass  die  Gleichung 
/(m)f(n)  =/( *»-+-*)  zwei  Auflösungen  hat,  Dämlich  = ]" 

und  das  Unendliche,  von  denen  die  erste  dem  Falle  der  Gonvergenz, 
die  zweite  dem  der  Divergenz  entsprechen  würde,  wenn  mun  sich 
überhaupt  auf  den  letzteren  einlassen  dürfte.  Was  ich  hier  mit- 
tbeile,  sind  nur  die  Grundgedanken  einer  kritisefaeu  Philosophie  der 
Mathematik  , die  ich  später  im  Zusammenhänge  ausarbeiten  werde. 
Dieselbe  Frage  nach  der  Anwendbarkeit  der  arithmetischen  Opera- 
tionen  wiederholt  sich  auch  bei  den  imaginären  Grossen,  den  un- 
endlichen Producten  und  KettenbrUclien  und  lässt  sich  auf  ähnliche 
Weise  auch  dort  losen.  Einiges  davon  enthält  mein  zu  Ostern  er- 
scheinendes „Handbuch  der  mathematischen  Analysis”,  bis  zu  des- 
sen Vorhandensein  ich  weitere  Discussionen  über  diesen  Gegenstand 
zu  verschieben  bitte,  weil  ein  Streit  nur  dann  zu  etwas  führen 
kann,  wenn  die  Principien  der  Sache  klar  und  bestimmt  ausgespro- 
chen vorliegen. 

Noch  eine  Bemerkung  in  Bezug  auf  Pries,  ln  seiner  Natur- 
philosophie sagt  Fries  einmal  ganz  richtig,  man  könne  eigentlich 
nur  mit  convergenten  Reihen  sicher  rechnen,  hinterher  aber  macht 
ihn  Eulers  sorglose  Weise  stutzig,  und  er  meint  nun,  da  man  doch 
mit  divergenten  Reihen  auch  operirt  und  nichts  wesentlich  Falsches 
herausgebracht  habe,  so  müsse  cs  doch  ein  Princip  geben,  nach 
welchem  Rechnungen  mit  diesen  Reihen  erlaubt  seien.  Darauf  sagt 
er:  mir  scheint  die  Sache  in  dem  Unterschiede  der  syntaktischen 
und  arithmetischen  Bedeutung  der  Reihen  zu  liegen.  Hier  ist  die 
Sache  ganz  klar;  Kries  hat  den  richtigen  Grundgedanken,  macht 
aber  Eulers  Autorität  zu  Gefallen  eine  Hypothese,  fiir  die  er  auch 
nirgend  einen  Beweis  bringt.  Das  ganze  Argument  über  fallt  weg, 
wenn  man  zeigt,  dass  wirklich  allerhand  Verkehrtes  durch  jenes 
Rechnen  in  den  Tug  hinein  berauskummt,  wie  ich  diess  in  dem 
vorigen  Aufsätze  gethan  habe,  und  weno  man  kritisch  untersucht, 
auf  welchem  Grunde  jene  Rechnungen  ruhen.  Herr  Dr.  Barfuss,  der 
wie  ich  glaube  auch  Friesianer  sein  will,  hat  demnach  Fries  sehr 
schlecht  verstanden.  Das  Vermächtniss,  welches  unser,  zwar  im 
Greisenaller,  für  uns  aber  doch  noch  zu  früh  verstorbene  Lehrer 
uns  binterlassen  hat,  besteht  in  der  Anforderung,  die  Wissenschaft, 
der  sich  jeder  einzelne  gewidmet  hat,  nach  den  Grundsätzen  seiner 
Philosophie,  die  nicht  umsonst  die  kritische  heisst,  zu  bearbei- 
ten , wie  diess  für  die  Pflanzenphysiologie  bereits  von  unserem  ge- 
nialen Schleiden  geschehen  ist;  ebenso  hätte  Herr  Dr.  Barfuss, 
der  älter  als  ich  ist  und  länger  das  Glück  hatte,  Fries  persönlich 
zu  kennen,  die  Mathematik  kritisch  bearbeiten  sollen.  Statt  dessen 
ergreift  derselbe  eine  unglückliche  Hypothese  unseres  Lehrers  und 
meint  wahrscheinlich,  weil  sie  Fries  ausgesprochen  hat,  sei  sie  un- 
umstössliche  Wahrheit;  (wie  folgt  denn  nur  aus  dem  Satze,  dass 
die  Principien  der  Mathematik  rein  anschaulicher  Natur  sind,  die 
Lehre  vuu  der  syntaktischen  Bedeutung  der  Reihen?).  Da  nun  an 
Herrn  Dr.  Barfuss  diese  Aufforderung  unerhört  voriibergezogen  ist, 
so  suche  ich  jetzt  derselben  oachzukomuien,  obgleich  diese  Aufgabe 
mit  meinen  Fähigkeiten  bei  weitem  weniger  in  Einklang  zu  sein 
scheint,  als  mit  den  seinigen. 
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XXXVIII. 


Eine  neue  analytische  Gleichung,  und  deren 
Anwendung  auf  die  Bestimmung  eines  vielfa- 
chen Integrals  und  die  Summirung  einer 
Reihe. 

Von 

Herrn  F.  Arndt, 

Lehrer  am  Gymnasium  zu  Stralsund. 


Mollweide  hat  sich  in  seiner  Fortsetzung  des  Klügelscbeo 
Wörterbuchs  (Artikel  Summirung  der  Reihen  S.  739.)  mit  der 
Summation  der  Reibe  beschäftigt,  deren  allgemeines  Glied  durch 

^ ~ ^ ausKe^r“c*lt  wird,  ludern  k den  von  Null 

bis  unendlich  wachsenden  Index  bezeichnet,  und  stellt  die  Summe 
durch  drei  bestimmte  Integrale  dar.  Indem  ich  mich  nun  bemühte, 
die  allgemeinere  Reihe  zn  summiren,  deren  allgemeines  Glied 


(A,  -+-A)  (A,  +1)7771  (A„  -+-  k) 

ist,  wo  k seine  vorige  Bedeutung  hat,  wurde  ich  auf  die  Untersu- 
chung einer  Summe  mit  endlicher  Gliederzahl  geleitet,  und  das 
Resultat,  welches  ich  fand,  schien  mir  merkwürdig  genug  zu  sein, 
um  es  im  Folgenden  mitzuthcilen. 


1. 

Sind  A,,  A,,  A, A„  beliebige,  aber  sSinmtlicb  von 

einander  verschiedene  Grossen,  so  findet  stets  die  in- 
teressante Relation  statt; 


(«) 


+ (A,  — A,)(A,  — A,) ....  (A,  — An) 
1 

+ (A,-A1)(A,'-A,)....(Al-A1,) 


. \ 

(i*  — i|)  (i«  ij)  ....  (i*  — iw— l) 
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Beweis.  Aus  der  Theorie  der  Zerlegung  der  gebrochenen 
Functionen  iu  Partialbrücbe *)  ist  bekannt,  dass  man  setzen  kann 


und  dass  dann  die  Coefficienten  At,  ....  An—i  durch  folgeude 
Werthe  bestimmt  sind: 


' — (A,— 

4 * 

* — (A,-A,)....(A,-An) 


i — * 

" ^ (An — i,)....  (in — Ün — l) 

Dividirt  man  also  die  Werthe  von  Ax,  A,,  ....  Am— j resp.  durch 
— (X,  — A.,),  — (A,  — A,),  ....  — (An  — X, ),  und  summirt,  so  ent- 
steht 

1 1 

(A,  - A.)  (A,  - A.) . . . .(A,  - A«)  “ (A,  - A.) (A,  - A.) . . . . (A, — An) 

1 

(A»  — A,)  (A,  — Aj) .. ..  (A,  A») 

u.  s.  w. 

I 

(Ah  — A,  (Ah  — - A#)  .«..  (Ah — Ah — l)’ 

und  wenn  man  die  Glieder  auf  der  Rechten  auf  die  Linke  briugt, 
ao  entspringt  das  Theorem,  welches  ich  oben  ausgesprochen  habe. 

2. 

Zuvörderst  ist  nun  die  Bedingung  der  Convergenz  der  Reihe 
festzustellrn , deren  allgemeines  Glied  wir  oben  angegeben  haben. 
Wird  dieses  durch  i n bezeichnet,  so  findet  man  leicht,  dass  der 

absolute  W'erth  des  Verhältnisses  — — den  absoluten  Werth  von  je 

vt 

zu  seiner  Gränze  hat,  und  nach  einem  bekannten  Theorem  von 
Cauchy  ($.  die  Analyse  algelirique  p.  131  ),  wird  also  obige  Reihe 
convergent  sein,  wenn  der  absolute  Werth  von  ^kleiner  als  die 
Einheit  ist. 

Dies  vorausgesetzt,  bestimme  ich  die  Summe  der  unendlichen 
Gliederzahl 

(A,  + Aj  (A,  + Aj  ....  (An  ■+■  Aj 

auf  folgeude  Art. 


*)  Grunert  Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  in  der  hohem  Analysis. 
S.  13t. 
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Zuvörderst  ist 


/VJli— 1 dx 

o J 1 x 


das  Integral  von  ,r:=0  bis  x = x ausgedehnt.  Denn  differenziirt 
man  den  Ausdruck  auf  der  Linken,  uud  summirt  die  dadurch  ent- 
standene geometrische  Progression  voo  unendlicher  Gliederzahl,  so 

. XÜt — l . 

findet  sich  ^ , welches  zwischen  den  Gränzen  0 und  x integrirt 

werden  muss,  uin  den  Werth  auf  der  linken  Seite  wieder  zu  finden. 

Gm  nun  als  Factor  in  den  Nenner  zu  bringen,  multi- 

plicire  man  jene  Gleichung  mit  xi»— A.— l dx,  und  integrire,  so  ent- 
steht 


*=od  xL-t-* 

T—n  (A  i -t—  A:)  (A,  -+-k) 


das  neue  lotegral  von  0 bis  x ausgedehnt. 

Ebenso  multiplicire  man  diese  Gleichung  mit  xA»- A»— 1 dx,  und 
integrire;  dann  erhält  mun 


xA,+* 

7^=0  U«  + (*a  •+■ ty  (A,  -+-  k) 

= ^'xi-t—lt—^dx ^xA»— Ai— idx • 

Geht  man  auf  ähnliche  Art  fort,  so  gelangt  man  zu  dem  allgemei- 
nen Ansdruck: 

(b)  j“ fl”*-*-- 

1 t=0(i,  + *)(A,  + *)....  (i«+*) 

= 1 — 1 dx 


alle  Integrale  von  x = 0 bis  x = x erstreckt. 

Dieses  vielfache  Integral  gestattet  eine  Zerlegung  in  n einfa- 
che Integrale. 

Denn  nach  der  ersten  allgemeinsten  Reductionsformcl  ist  zuerst 


fxU-^dxf^ 


'xh—^rfx 

X 


£-A|— Ai  f'xl  i ~ 1 rfx 

A,—  A,  ’«/  1 — X 

1 f'xli—^dx 

i,  — i,  ’J  l — x ‘ 


Multiplicirt  man  dieses  mit  .arA*— integrirt,  und  bestimmt  je- 
des Doppeiintegral  auf  der  Rechten  wieder  nach  der  allgemeinsten 
Reductionsformel,  so  wird 
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.r 


j': ri»— i<— >(te  J*- y— " 

' xA,-A.  f’xh-'dx 

— (l.-i.Xi.-i,)*/  I --T 

xA«“lU  /Wh—1/!* 

U,  -A3)(A7  — A.) '/ 

1 f'xU— >«te 

+ (A,  -A,)U,  -■*»)  ■'  >-■* 

Setzt  mau  diese  Entwickelung  noch  weiter  fort,  so  vcruiuthet 
mau  Icieht  das  liier  obwaltende  Gesetz,  nämlich: 


xAi-  ^dx 
x 


(«)  f*  An — An— 1 — I ^^A«— 1 — An— 2 — I #£r  . . . ,^-j  — 

/ 

,jA» — A | /VAt 

- A,)(A,  — At)...*  (An  — A, j J \-T 


üi 


/VA*— 1 


trf.f 

x 


j-A«— A. — i /’xA«— l l<tr 

(A.-An-iXA,— An-i).-.(A»-A„-i)  * J 1 — X 

1 /‘x^*  l<tr 

^ (.A , — An)  (X,  — in). ...(An — 1 Art)  J 1 X 

Die  Factoren  der  Nenner  befolgen  das  Gesetz,  dass  zuerst  A,  von 
allen  übrigen  Grössen  A,,  A,,....A„,  dann  A,  von  allen  übrigen, 
daun  A,  u.  s.  w.  abgezogen  wird. 

Ilm  indessen  die  allgemeine  Gültigkeit  dieses  Resultates  zu  er- 
weisen, nehmen  wir  an,  dass  die  Gleichung  (c)  richtig  sei,  und 
erweisen,  dass  das  Gesetz  bleibend  ist,  wenn  n übergebt  in  /»-+-1. 
Io  der  That,  multipliciren  wir  (c)  mit  dx , und  inte- 

griren  nach  der  allgemeinsten  Reductionsformel,  so  erhalten  wir 
« Differenzen,  nämlich: 


(A, 


A , 


xA»-H — Aj 


"xh-'dx 

1 \ 

1 — X 

(A> — A,)-. .(An4-i — A,)  1 

'’xAi— trfx 

1 ( 

xA«+! — An  /'.v,n  1 

^ (A , — Art).— (An-4-| — Art ) V 1 “ X (A,  Art  )....( A/1 4-1  An 


I)a  nun  aber  - (A,-Ai)..„(A»4-i-a7)  =*~ * >"+1 ' (Ä.-A.KA.-A.UV-Ut) 
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ist,  und  von  den  Übrigen  dieser  Coeflicienten  dasselbe  gilt,  so  ist 

nacb  (a)  offenbar  die  Summe  der  Coefficienten  von  — — = 

./  1 — x 

— (—  ,)*+l  ' (JU-+-1  — - 1«)  = (1,  -l/H-l). ...  (in-  w 

und  folglich  bleibt  die  Gleichung  (c)  richtig. 

Somit  Laben  wir  nun 


Xssx 

(d)  v 


jXn-\-k 


X=o  (^i  -t-  ^')  (^2  -+-  k) . • • • (A/i  -f-  k) 
4 1 


xk*  * i f' x xA»— 1 dx 

— A|).*»r  (i«  — Ä|)  •/  o 1 — u: 

, x^H~ /'■'  xl,—'dx 

I — 1.)  V o I — X 


(h  — ij)  (f,  — f,)*"*  (tu 


' x^n—l  1 <£r 


XXn — *«— 1 /*j  — t — 

(1, — l/i—  l)(l2  — ln— l)....(A*  — ln—  l)  ■«/  0 1 — X 

I Px  f dx 

i — l/i)  (Ij  — 1/t)  • • • . (1« — i — 1/t)  t^  0 1 — >r 


U 


Es  fragt  sich  jetzt,  ob  diese  Reibe  noch  für  x = 1 gelle.  Denkt 
man  sich,  um  dies  zu  untersuchen,  k schon  so  gross,  dass  die  Facto* 
ren  X,  fc,  i,  — f—  Xr,  u.  s.  w.  sämmtlich  positiv  sind,  und  ist 

der  kleinste  unter  ihnen,  so  ist  ^^(l^.-bU-Ht)  < JOT? 

X=»  1 X=»  1 ** 

und  folglich  fa>(llH-*)....(i;-4:Äj<£so(l?  + -fc)».  wenn  « der 

Werth  von  k ist,  von  welchem  alle  Fnctoren  anfangen  positiv  zu 
sein.  Da  nun  nach  einem  bekannten  Satze  die  Reihe,  deren  allge- 
meines Glied  ^ i ist,  convergirt,  wenn  «>1  ist,  so  gilt  die 
Formel  (d)  für  .a?=;l  unter  der  Voraussetzung,  dass  »>1  ist. 

Ist  endlich  n = 1,  so  wird  die  Reibe  1 


1|  -i-A 

• u.  s.  w.,  welche  bekanntermüssen  divergent  ist. 


1,  + *-+- 1 


3. 

Mittelst  der  Gleichung  (d)  lässt  sich  noch  eine  andere  bester* 
kenswerthe  Reihe  summireo. 

Bezeichnet  mau  den  Ausdruck  auf  der  Linken  in  der  Relation 
(d)  durch  <n,  muitiplicirt  ihn  mit  x"~ und  differenziirt  das  Pro- 
duct auf  bekannte  Weise,  nämlich  ”•*'*)  — (g— 

dx 

-f-  xa  . —4—^»  so  erhält  man  wegen  (b) 
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= ( a — Aa).*“  — A«  — 1 , t„  -+-  ,r" ~ A*  _ j-A«  — A»— i — 1 _ tn—\ 
= ( a — X„)xn~^n  — A«-i—  1 # Führt  man  nun 

die  aus  (d)  «icli  ergebenden  Ausdrücke  Tür  tn  und  #»_i  ein,  und 
zieht  zusammen,  so  gelangt  man  zu 

l=* (ft  ■+■  A)x«-K-l 

(A , ■+■  Ar)  (A,^-f-  t) ... . (An  + i) 

(« — A,)x<*— Ai— 1 / xl>~  'rfx 

— (A,  — A,) (A,  — A,) ....  (An  — A,) 

(o  — A,Vr®  Ai— 1 f'.vU—\dx 

(Aj  — As)  (A,  — A,) ....  (An  — A,)  '«/  1-x 


(«  — An)x«— A»— 1 • /*XA"— 'f/x 

**"  (A,  — AnJ(A,  — An)....(An— 1 — AnJ  V 1— X 

sämmtliche  Integrale  zwischen  den  Gränzen  0 und  x genommen. 

Die  Convrrgenz  dieser  Reihe  ist  besonders  feslzustelleo , da 
man  von  der  Reibe  in  2.  auf  sie  keinen  Schluss  machen  kann,  in- 
dem sie  durch  Differenziation  abgeleitet  ist. 

Dass  aber  unsere  Reibe  convergent  ist,  wenn  der  absolute 
Werth  von  x kleiner  als  die  Einheit  ist,  erhellt  aus  dem  schon 
oben  angewandten  Theorem  von  Cauchy. 


XXXVIII. 

M i s c e I 1 e d. 


A l’occasion  d’une  communicaiion  de  M.  Masson  sur  la  photo- 
mdtrie,  M.  Abel  Transon  Signale  un  phdnomene  curieux  que  chacun 
peut  verifier  tres  facilement.  Mi  on  fait  pirouetter  une  piece  da 
jea  de  domino  sur  le  peiit  clou  qui  fait  ordiuairement  saillie  au 
centre  de  la  face  noirc,  on  verra  les  points  de  la  face  numdrotde 
dchanger,  a un  certain  degrd  de  vilesse  tres  faible,  leur  couleur 
noire  nour  une  leinte  d’un  rouge  assez  vif  (Societd  philomatique 
de  Paris). 
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volume  delle  „Memoric  dell’  L r.  istituto  lombardo  di  scieDze,  let- 
tere  ed  arti”,  ia  quäle  fii  letta  nelle  adunaaze  dei  giurni  16  luglio 
1840  e *21  luglio  1843.  Milano.  1843.  lu-4. 

«; 


Praktische  Mechanik. 

•*j • * «*Uu«  l - 1 ■.  •••»  > ; •»iT- 


Breason , C. : Lehrbuch  der  Meebanik  in  ihrer  Anwendung  auf 
die  physischen  Wissenschaften,  die  Künste  und  Gewerbe.  Aus  dem 
Franz.  6te  Liefer.  gr.  4.  nebst  3 litb.  Tafeln  iu  £ Feh  Leipzig. 
1844.  12  ggr.  ...  _ .i  . t 

Bernoulli,  Prof.  Christoph:  Vademecum  des  Mechanikers,  oder 
praktisches  Handbuch  für  Mechaniker,  Miihlenbaucr,  Ingenieurs,  Tech- 
niker und  Gewerbsleute.  4te  Aufl.  umgearb.  und  stark  verm.  von 
Job.  Gust.  Bernoulli,  Maschinenfabrikaut  zu  Immendingen.  Stutt- 
gart. 1844.  8.  1 Thlr. 

. :iti>  v. . 

Weisbach,  J.:  Untersuchungen  im  Gebiete  der  Mechanik  und 
Hydraulik.  Auf  eigene  Beobachtungen  gegründet.  2te  Abtheilung. 

A.  u.  d.  T.  Versuche  über  die  unvollkommene  Contraction  des 
Wassers  heim  Ausfluss  desselben  aus  Rohren  und  Gefasseu.  Mit 
3 Figurentafeln.  4.  Leipzig.  1843.  2 Thlr.  16  ggr. 

Woelfer,  M.;  Die  nenerfundene  Puinpenmühle,  oder:  Anwei- 
sung, alle  Arten  von  Mühlen  an  Brunnen  oder  stehenden  Gewässern 
anzulegeo  und  durch  Pumpenwerke  in  Betrieb  zu  setzen.  Mit  10  li- 
tbog.  Tafeln,,  (in  gr.  4.).  gr.  8.  Quedlinburg.  1843.  1 Thlr.  8 ggr. 

Ueber  die  Stabilität  der  Erdbekleidungen  und  deren  Funda- 
mente von  Poncelet.  Aus  dem  Französischen  übersetzt  und  mit  » 
einem  Anhänge  vermehrt  von  J.  W.  Luhmeyer.  Brauuschweig.  1844. 

8.  1 Thlr.  20  ggr. 

MaschiBentafel  iu  Farben,  eine  Dampfmaschine  darstellend.  Für 
höhere  und  niedere  Lehranstalten.  In  gr.  Imper.  Folio.  Mannheim. 
1843.  Auf  Leiuwand  mit  Holzstäben.  4 Thlr. 

Erklärung  dazu.  4.  Ebend.  1843.  geh.  3 ggr. 

Werkzeichnungen,  oder  praktische  und  detaillirte  Zeichnungen, 
Beschreibungen  und  Erläuterungen  der  verschiedenen  Arten  vou 
ausgeführten  Maschinen  und  Maschinerien.  Hcrausgeb.  v.  C.  T. 

N.  Mendelssohn,  unter  Mitwirkung  mehrerer  Techniker.  2r  B<U 
ls  Heft;  enth.  Furnier -Sagemaschine  nach  frauz.  Princip.  Kreis- 
säge für  Tischler,  Instrumentenmacher  etc.  nach  A.  Galloway.  — 
Transportable  eiserne  Winde  nach  engl.  Constructiou.  (6  lithogr. 
Blätter,  gr.  Fol.)  gr.  8.  Berlin.  1843.  1 Thlr.  12  ggr.  (Man 
vergl.  Liter.  Ber.  No.  XIV.  S.  215.) 
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Mallets  Bericht  über  die  atmosphärische  Eisenbahn  von  Dublin 
nach  Daikey  in  Irland,  auzgefohrt  und  in  Betrieb  gesetzt  von  den 
Herren  Clegg  und  Samuda.  Mit  einem  Stahlstich ; Ansicht  der  at- 
mosphärischen Eisenbahn  von  Dublin  nach  Daikey.  Darmstadt.  1844. 
8.  6 ggr. 

Taffe:  Application  de  la  mdcanique  nux  machines  le  plus  en 
usage,  mues  par  l’eau,  la  vapeur,  le  veot  et  les  animaux  et  k di- 
verses constructions.  3me  ddkt.  ln-8.  Paris.  1843.  10  fr. 

Lewesky,  N.  B.:  Notice  snr  la  macbine  a compression  atmo- 
sphörique  a triple  moteur,  suivie  de  rdBexions,  lettres,  petitioDs  etc. 
avec  4 feuilles.  Paris.  1844. 

Fouroeyron,  M.  B. : Table  pour  faciliter  les  calculs  des  for- 
mnies relatives  au  mourement  des  eaux  dans  les  tuyaux  de  con- 
duite,  et  principalement  destinee  a abrdger  les  calculs  et  ä dviter 
les  tätonnemens,  etc.  In -4.  de  2 feuilles.  Paris.  1844. 

t ■ - • « I . . 


Astronomie. 


Möbius,  A.  F.:  Die  Hauptsätze  der  Astronomie  zum  Gebrauche 
bei  Vorlesungen  für  Gebildete.  2te  Aufl.  Leipzig.  1844.  gr.  8. 

4 ggr- 

Stiefel,  E.:-  Das  Planetensystem,  durch  ein  Drathgerippe,  Brei- 
tebahn  genannt,  dargestellt,  wodurch  die  interessanten  Erscheinungen 
an  den  11  PlanetcD  und  4 Kometen,  namentlich  die  schiefe  Lage 
ihrer  Bahnen,  die  gefährliche  Stellung  mehrerer  Kometen,  die  Be- 
wegung der  Sonne  und  der  Sonnenflecken,  sogar  der  Umlauf  der 
Sternschnuppen  um  die  Sonne,  Jedermann,  besonders  der  Schulju- 
gend, nul's  Deutlichste  veranschaulicht  werden  können.  (Auf  Pappe 
in  einer  Kiste.)  Nebst  Anweisung  io  8.  Schwäbisch  Hall.  1843. 

5 Tlilr,  — Die  Anweisung  allein  n ggr. 

Betrachtungen  über  die  Anordnung  des  Sternsystems.  Ein  Vor- 
trag im  wissenschaftlichen  Vereine  zu  Berlin  am  3.  Februar  1844 
gehalten  von  J.  F.  Enckc.  Berlin.  1844.  8.  6 ggr. 

Mute):  Siemens  d'astronouie  ou  cosmographie.  2me  dditiou. 
In- 12.  Paris.  1843.  1 fr.  80  c. 

Les  usages  de  Ja  sphere.  des  globes  cöiestes  et  terrestres;  par 
Delamarcbe.  Huitieme  edition.  ln-8.  de  15  feuilles  4 plus  8 cartes. 
Poris.  1844.  3 fr. 

Schumacher,  C.  A.  r.i  De  vigtigste  af  Astronomien»  Hovedlaer- 
domme,  populacrt  fremsatte.  1.  f.evering.  8.  Frolund  og  Flincb. 
Oopenhagen.  1843.  6)  A.  48  fs.  (compl.  i 2 Lev.) 
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Fluth  und  Ebbe  von  F.  H.  Germar.  Nach  den  engliachen 
Beobachtungen.  Magdeburg.  1842.  8.  1§  ggr.~ 

Kleiner  astronomischer  Almanach  auf  das  Jahr  1844.  Vorzüg- 
lich cum  Gebrauch  der  Seeleute  herausgegeben  vou  Hermann  Kar- 
sten. Rostock  und  Leipzig.  8.  12  ggr. 

Oie  Einrichtung  ist  aus  den  früheren  Jahrgängen  bekannt. 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Herausgegeben  von 
C.  L.  Edlen  von  Littrow  und  F.  Schaub.  22.  Tb.  (Neuer  . Folge 
2.  Bd.)  Mit  3 lilh.  Tafeln,  gr.  4.  Wien.  1843.  2 Thlr.  16  ggr. 

Middelboe,  S.:  Hnandbog  for  den  practiske  Navigateur.  8. 
Copenhagen.  1843.  4 R.  48  s. 


'"J 

P 


> Physik. 


Aiifangsgründe  der  Physik.  Vom  Professor  A.  von  Ettinghau- 
sen. Zweite  Lieferung.  > , 

M.  vergl.  Literar.  Bericht.  No.  XV.  S.  237. 

' i . u"  . 

Brandes,  B.  W. : Vorlesungen  Uber  die  Naturlebre  für  Leser, 
denen  es  an  mathematischen  Kenntnissen  fehlt,  2te  verm.  u.  verb. 
Auflage,  besorgt  von  C.  W.  H.  Brandes  und  W.  J.  H.  Michaelis. 
Mit  Kupfern,  lste  Lieferung,  gr.  8.  Leipzig.  1844.  geh.  1 Thlr. 

' . • . 1 
Pouillet:  Lehrbuch  der  Experimentalphysik  und  der  Meteoro- 
logie. Nach  der  3ten  Original  - Ausgabe  aus  dem  Französischen 
übersetzt,  mit  Zusätzen  und  Ergänzungen  versehen  von  C.  H. 
Schnuse.  Baud  2.  Mit  18  Tafeln  Abbildungen,  gr.  8.  Quedlinburg. 
1843.  2 Tblr.  20  ggr. 

Derselbe:  Lehrbuch  der  Physik  und  Meteorologie,  für  deutsche 
Verhältnisse  frei  bearbeitet  von  Dr.  Job.  Maller.  9—12  Lief,  oder 
11.  Bd.  4 — 6 Lief.  Braunschweig.  1844.  gr.  8.  k 12  ggr. 

• • ' . ■ • : 'i  . i) 

Lautenschläger,  Dr.  G.:  Figurentafeln  zur  Physik,  nebst  aus- 
führlicher Erklärung.  1.  Heft.  3.  Auf).  Lex.  - 8.  Mit  12  Tafeln. 
Darmstafc.  1843.  12  ggr. 

Sammlung  von  Lehrsätzen,  Formeln  und  Aufgaben  aus  der  ge- 
wöhnlichen Rechenkunst,  Mathematik  und  Physik  von  .Br.  J.  Götz. 
Vierter  Theil  (Sammlung  von  Lehrsätzen,  Formeln  und  Aufgaben 
aus  der  Physik,  Astronomie  und  mathematischen  Geographie).  Ber- 
lin. 1844.  8.  1 Thlr.  4 ggr. 

M.  vergl.  Literar.  Bericht.  No.  XV.  S.  227.  '•» 
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Osann,  Dr.  G.  W.:  Nene  Beiträge  zur  Chemie  and  Physik, 

mit  gal  vun  «kaustischen  Abbildungen.  Des  lsten  Beitrag!  2te  Lieter. 
8.  Wurzburg.  1843.  8 ggr. 

Deguin,  M. : Cours  ^leraentaire  de  pbysique.  4 £dit.  2 voll», 
in 'S.  ensemble  de  57  feuilles,  plus  12  ph  Paris.  1844.  10  fr.- 

• • ■ • 

Boncliardat,  A.:  Cours  des  Sciences  physiques  a l’usage  des 
dKves  de  Philosophie  redige  d’apres  le  programme  du  conseil  ro- 
yal  de  rmstrnctlon  publique.  Partie  1.  2.  Paris.  1844.  7 fr. 

Becquerel,  M. : Traitd  de  Pbysique  considdree  dass  ses  rap- 
ports  avec  lu  cliimie  et  leg  Sciences  naturelles.  Tom.  2.  8.  de 

41  feuilles.  Paris.  1844.  7 fr.  50  c. 

Sommerville:  On  the  Connexion  of  tbc  pbysical  Sciences. 

5th  edit.  London.  1844.  10  sb.  6 d. 

Bird,  G.:  Elements  of  Natural  Philosopby,  being  an  experi- 
mental  Introduction  to  tbe  Study  of  the  Pbysical  Sciences.  2d  cdi- 
tion,  revised  and  enlarged.  1843.  12  sb.  6 d. 

Trattato  di  fisica  elementare,  delP  abate  Francesco  Zaotedescbi. 
Venezia.  1843.  Vol.  I.  In  - 12. 

Mozzont:  Element!  di  fisica  generale  ad  uso  delle  scuole  di 
filosofis.  Settima  edizione  eon  nuove  aggiunte  e correzioni  per 
cura  di  L.  Masieri.  Milano.  1843.  In -8. 

. . . < 

Ducoin-Girardin:  Trattenimeuti  sulla  fisica  e sue  piü  curiose 
«ppticazioni.  Vetsione  di  Carlo  A.  Valle.  Torino.  1843.  ln  -8. 
2 tavole  Htografiche. 

Scinä,  abbate  Doinenico.  Element!  di  fisica.  Seconda  edizione 
milanese  con  aggiunte.  Milano.  1842.  Tonio  III.  ln -12.  e 5 ta- 
vole. Tomo  IV.  ed  ultimo.  1843.  ln -12.  4 tavole. 

1 . I I“  ' . 

Scarpati:  Catechismo  di  fisica,  ec.  Napoli.  1842.  In -8. 

. * I U % • • . • i ■ 

Trattato  di  fisica  elementare,  complicnto  dal  professore  Carlo 
Rossari.  Milano.  1843.  In- 16.  2 tavole. 

Element!  fisico-chimici,  del  dr.  Maurizio  Reviglio,  professore 
di  botanica  e materia  - mcdico  nella  r.  scuola  veterinariu,  ad  uso 
degli  allievi  della  medesima.  Fossano.  1843.  ln -8. 

'.'in  ... 

Fardely,  Will.:  Der  elektrische  Telegraph,  mit  besonderer  Ber 
rücksicbtigung  seiner  praktischen  Anwendung  für  den  gefahrlosen 
und  zweckmässigen  Betrieb  der  Eisenbahnen,  nebst  Beifügung  der 
neuesten  Einrichtungen  und  Verbesserungen,  und  einer  ausführli- 
chen Beschreibung  eines  elektro- magnetischen  Drucktelegraphen. 
Mit  erläuternden  Zeichnungen,  gr.  8.  mit  2 Taf.  in  * Fol.  Mann- 
heim. 1844.  1 Thlr.  ....  ■ ... 

Galletti,  B.  et  Jounin:  De  1’EleetriciU  en  general  et  de  ses 
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applicatioos  en  particulier.  1.  partie,  avec  2 feuilles.  Paris. 
1844.  8. 

Lardner,  D.  and  C.  V.  Walker:  Manual  of  Electrieity  and  Me- 
teorology.  Vol.  2.  London.  1844.  8.  6 s. 

Francis,  G.:  Electrical  Experiments  illustrating  tlie  Theory, 
Practice  and  Application  of  the  Science  of  Free  or  Frictional  Elec- 
tricity,  coutaiuing  the  Metbods  of  Making  and  Managing  Electri- 
cal  Apparatus  of  everv  description,  with  numerous  Illustrative  En- 
gravings.  London.  1844,  8.  clolh.  4 sb. 

Noad , H.  M.:  On  Electrieity,  comprising  Galvanism,  Magne- 
tism,  Electro -Magnetism , Magneto- and  Thermo -electrieity.  New 
edition  illustr.  by  nearly  300  woodeuts.  8.  London.  1844.  14  sb. 

Intorno  ai  processi  meccanici  atti  a svilnppare  ne’corpi  solidi 
l’elettricitä  statica,  e di  ulcone  applicazioni  che  ne  derivano,  me- 
moria di  Antonio  Perego,  professorc  di  fisica  e storia  naturale  nell’ 
i.  r.  liceo  di  Brescia.  Brescia.  1843.  In -8. 

Scoresb)  , W.:  Magnetical  Investigations.  Part  2,  comprising 
Investigations  concerning  the  Laws  or  Principles  affecting  the 
power  of  Magnetic  Steel  Plates  or  Bars  in  combination  as  well  ss 
singly,  under  various  conditio  ns  as  to  mass,  hardness,  quaiity, 
form  etc.  as  also  concerning  the  comparative  powers  of  bast  Iran. 
8.  London.  1843.  cloth  10  sb.  6 d. 

Palmieri,  Luigi  e P.  Santi  Linari:  Nuove  esperienze  solle  in- 
duzioni  del  magnetismo  terrestre.  Napoli.  1843.  In  4. 

Instructions  pour  le  daguerrdotype  et  I’usage  de  l’appareil  Gau- 
din,  suivi  d'une  Notice  abrdgde  de  l’dlectroplastique  et  le  travail  au 
bain  d'argent.  In -8.  de  3 teuilles.  Paris.  1844. 

Kiener,  Jos.:  Almanach  theorique  et  pratique  de  l’dclairage 

par  le  gaz.  lu  - 12.  3 feuiUes.  Paris.  1814. 

Nabl,  Dr.  F.  G. : Meteorologische  nod  naturhistorische  Anna- 
len des  Jahres  1843.  2 Tblr.  12  egr.  2.  Heft.  gr.  8.  Darmstadt. 
1844. 

Annalen  für  Meteorologie,  Erdmagnetismus  und  ver- 
wandte Gegenständ,  redigirt  von  Grunert,  Koller,  Kreil, 
Lamont,  Plieninger,  Quetelet,  Sticffel,  herausgegeben 
von  Or.  J.  Lamont. 

Jahrgang  1843.  Heft  VI.  München.  1843.  8.  Magneti- 
sche Terminbeobachtungen  in  Mailand,  München,  Prag,  Kremsmün- 
ster 1842.  — Meteorologische  und  magnetische  Beobachtungen  in 
Cracau,  1841  und  1842,  von  Herrn  Professor  Weisse.  — Meteoro- 
logische Beobachtungen,  angcstellt  an  der  kgl.  Sternwarte  in  Nea- 
pel in  den  Jahren  1841  und  1842  von  Herrn  Capocci.  — Resultate 
der  magnetischen  Messungen  des  Herrn  Kreil  in  Böhmen.  — Stünd- 
licher Gang  der  Temperatur  und  des  Luftdruckes,  beobachtet  im 
Jahre  1843  an  der  königl.  Sternwarte  bei  München,  erste  Jahres- 
hälfte. Meteorologische  Beobachtungen  za  Ofen  1842,  von  Herrn 
Professor  Mayer.  — Vermischte  Nachrichten  vom  Herausgeber. 
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Jahrgang  1843.  Heft  VII.  Magnetische  Störungen,  beob- 
achtet im  magnetischen  Observatorium  in  München  während  des 
Jahres  1842.  — Meteorologische  Beobachtungen  nn  der  ,k.  Stern- 
warte in  Mailond,  augestellt  im  Jahre  1842,  mitgetheilt  von  Herrn 
Capelli.  — Regenmenge  zu  Carlsruhe.  Von  Herrn  Prof.  Stieffel.  — 
Monatliche  Resultate  der  Windrichtung  und  Stärke  in  Regensburg, 
Würzburg,  Hof,  Schönthal,  Mergentheim,  Schussenried,  Giengen 
an  der  Brenz,  Tuttlingen,  Issuy,  1841.  — Tägliche  Beobachtungen 
der  Windrichtung  und  Stärke  in  Wien , Salzburg,  Stuttgart,  Bens- 
berg  und  Cronberg,  1842.  — Meteorologische  Beobachtungen  ia 
Breda  von  Herrn  Weukebach.  — Meteorologische  Beobachtungen 
in  Grältz,  1842.  Von  Herrn  Professor  Dr.  Gintl.  — Ueberaicbt  der 
meteorologischen  Beobachtungen  zu  Bodenbach  im  Jahre  1842  von 
dem  k.  Forstmeister  Herrn  Seidl.  — Zusammenstellung  der  monat- 
lichen Mittel  der  Temperatur  und  des  Luftdruckes  in  Prag  und 
Schoss)  1841,  dann  in  Wien,  Salzburg,  Hobenpeigsenberg,  Lands- 
berg. Freysing,  Dillingen,  Mallersdorf,  Burglengenfeld,  Gunzen-.  , 
hausen,  Ansbach,  Neustadt  a.  d.  A. , Würzburg,  Hof,  Cronberg, 
Bensberg,  Prag,  Schössl,  Bodenbnch,  Utrecht,  1842.  — Menge  des 
meteorischen  Wassers  1841  in  Lyon,  Parma,  Hoheupeissenberg, 
München,  Regensburg,  I^indsberg,  Neustadt  n.  d.  A.,  Issny,  Gien- 
gen au  der  Brenz,  Schussenried,  Schöntbal , Schössl,  Prag. 
Monatliche  Mittel  des  Dunstdrucks  in  Wien,  Schussenried,  Hof, 
Würzburg,  Biesingen,  Giengen  an  der  Brenz,  Ansbach,  Burglen- 
genfeld, 1841.  — Meteorologische  Beobachtungen  in  Carlsruhe, 
1842,  von  Herrn  Professor  Stieffel. 

/ 

Froebel,  Dr.  J. : Grundzüge  eines  Systemes  der  Krystallologie 
oder  der  Naturgeschichte  der  unorganischen  Individuen.  8.  Zürich 
und  Winterthur.  1843.  geh.  21  ggr. 

Geinitz,  Dr.  H.  B : Ueber  die  in  der  Natur  möglichen  und 
wirklich  vorkommenden  Krystullsystcme.  gr.  Lex. -8.  Mit  3 litb. 
Tafeln.  Dresden.  1843.  geh.  8 ggr. 

Hartmann,  Dr.  C.:  Grundzüge  der  Geologie  in  allgemein  fass- 
lichem Vortrage.  Mit  107  (eingedruckten)  Abbildungen,  gr.  8. 
Leipzig.  1843.  geh.  2 Thlr.  16  ggr. 

Burmeister,  Dr.  H.:  Geschichte  der  Schöpfung.  Eine  Darstel- 
lung des  Entwickelungsganges  der  Erde  und  ihrer  Bewohner,  gr.  8. 
Leipzig.  1843.  geh.  1 Thlr.  19^  ggr. 

Bertrand,  Dr.  A.:  Die  Revolutionen  des  Erdballs.  Nach  der 

Sten  verm.  und  mit  neuen  Anmerkungen  von  Arago.  Elie  de  Beau- 
mont,  Alex.  Brongniard  n.  A.  bereicherten  Ausgabe  des  französi- 
schen Originals  für  das  Bedürfnis  deutscher  Leser  frei  bearbeitet 
von  Dr.  P.  von  Manck.  Mit  5 Steindrucktafeln,  gr.  8.  Kiel.  1844. 
geh.  1 Thlr.  12  ggr. 

Hugi,  F.  J.:  Die  Gletscher  und  die  erratischen  Blöcke.  Lex. -8. 
Solothurn.  1843.  geh.  1 Thlr.  18  ggr. 

Hopkins,  E.:  On  the  Connexion  of  Gcology  witk  Tcrrestrial 
Magnetism,  showing  the  geaeral  Polarity  of  Matter,  tbe  Meridioaal 
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Slructare  of  Crystalline  Rocks,  their  Traositiooi,  Movement«,  and 
Dislocatinns,  including  tke  Sedimentär?  Rocks,  the  Lews  regula- 
tiog  tbe  Distribution  of  Metalliferous  Deposits,  and  otber  Magoetic 
Pbenosaena.  London.  1844.  8.  24  engraving«.  10  sh.  6-  d. 
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Vermischte  Schriften. 


Videnskabernea  Seiskabs  naturvidenskabelige  og  matbematiske 
Afhandlinger , X.  4.  Med  28  Tavler.  Copenbagen.  1843.  2 Rbd. 
48  Sk. 

Astronomisch- meteorologisches  Jahrbuch  für  Prag 
von  K.  Kreil.  Dritter  Jahrgung.  1844.  Prag.  1 Tblr. 

8 MT- 

Ausaer  der  gewöhnlichen  astronomischen  Epbemeride  enthält 
dieser  Jahrgaog  die  drei  folgenden  leseoswerthen  Aufsätze:  Mag* 
netische  Störungen.  Bessel’s  Bestimmung  der  Parallaxe  eines  Fix- 
sterns. Doppler’s  Erklärung  des  farbigen  Lichts  der  Doppelsterne 
und  einiger  anderer  Gestirne.  Diese  wahrhaft  populär  gehaltenen 
Aufsätze  sind  in  jeder  Beziehung  geeignet,  richtige  Ansichten  über 
die  behandelten  Gegenstände  auch  in  grösseren  Kreisen  gebildeter 
Leser  zu  verbreiten,  und  genügen  den  Bedürfnissen  und  Anforde- 
rungen der  Zeit. 

Jahrbuch  für  1844.  Herausgegeben  von  H.  C.  Schu- 
macher, mit  Beiträgen  von  Steinbeil,  Moser  und  Arge- 
(ander.  Stuttgart  und  Tübingen.  1844.  8. 

Diese  Abtbeiluog  des  Jahrbuchs  enthält  ausser  den  gewöhnli- 
chen Täfeln  drei  interessante  Abhandlungen.  Zuerst  ein  .Schreiben 
des  Herrn  Professor  von  Steinbeil  in  München  un  den  Herausge- 
ber über  mehrere  von  demselben  theils  neu  erfundene,  theils  ver- 
besserte ältere  Instrumente,  welche  wir  hier  nur  dem  Namen  nach 
aufluhren  können,  die  Leser  des  Archivs  aber  dringend  aufzufordern 
niebtunter  lassen  können,  sich  mit  diesen  neuen  sinnreichen  Einrich- 
tungen bekannt  zu  machen.  Die  einzelnen  Rubriken  sind  folgende} 
Meridiankreis;.  Astrograph;  Heliotrop  (eiue  neue  sehr  einfache  Einrich- 
tung dieses  bekannten  von  Gouss  erfundenen  Instruments,  auf  welche 
wir  besonders  die  Geodäten  aufmerksam  muchen);  Mikrometer;  Bei-, 
träge  zur  Optik -(der  Verf.  hat  Fraueubofers  Fernrohre  sorgfältig 
untersucht  und  ihre  Dimensionen  ermittelt);  Correctionsfernrohr; 
Priamenkreise;  Pbotometer;  Technik;  Galvanische  Uhren;  Pyroscop 
(eine  Vorrichtung,  den  Ort  eines  Feuers  in  der  Nacht  mit  Sicher- 
heit zu  bestimmen,  welche  sehr  einfach  ist  und  wohl  der  Aufmerk- 
samkeit der  Behörden  empfohlen  zu  werden  verdient;  eine  von  der 
v.  Steinheil’schen,  so  viel  uns  noch  erinnerlich  ist,  ganz  verschie- 
dene Einrichtung  zu  gleichem  Zwecke  ist  früher  von  Littrow  in 
einer  besondern  Schrift  beschrieben  worden);  Optische  Probe  (zur 
Prüfung  des  Gehalts  der  Biere);  Weingeistprobe  (Branntweinwaage). 


Digitized  by  Google 


270 


— Hierauf  folgt  der  zweite  Aufsatz  von  Moser  über  seine  Ent- 
deckung des  sogenannten  unsichtbaren  Lichts.  — ln  dem  dritten 
Aufsätze  ist  ein  von  uns  seit  längerer  Zeit  eifrig  gehegter  Wunsch 
von  Herrn  Professor  Argeiander  in  Bonn  auf  eine  ausgezeichnete 
Weise  erfüllt  worden.  Der  Herr  Verf.  bat  nämlich  in  diesem  ziem- 
lich langen  and  sehr  deutlich  geschriebenen  Aufsatze  Liebhabern 
der  Astronomie,  welche  nicht  im  Besitz  kostbarer  Instrumente  und 
vieler  mathematischer  Kenntnisse  sind,  eine  Anweisung  ertheilt,  auf 
welche  Himmelserscbeinungeo  sie  ihr  Augenmerk  vorzüglich  zu 
richten  und  wie  sie  dieselben  zu  beobachten  haben,  wenn  sie  durch 
ihre  Beobachtungen  der  Wissenschaft  so  viel  als  möglich  nützen 
wollen,  und  betrachtet  nach  einer  allgemeinen  Einleitung  über  die 
Art  zu  beobachten  überhaupt  nach  und  noch  die  folgenden  Erschei- 
nungen mit  hinreichender  Ausführlichkeit:  das  Nordlicht,  das  Zo- 
diacul licht , die  Sternschnuppen,  die  Dämmerung,  die  Mii^strasse, 
die  Grössen  und  Farben  der  Sterne,  die  veränderlichen  Sterne. 
Ein  Aufsatz  wie  der  vorliegende  hat  uns  längst  gefehlt,  und  wir 
legen  das  aufmerksame  Studium  desselben  Liebhabern  der  Astrono- 
mie dringend  an’s  Herz.  Dann  wird  es  hoffentlich  auch  fernerhin 
nicht  mehr  Leute  geben,  die,  nur  mit  einem  sehr  massigen  Fern- 
rohre versehen,  vielleicht  viele  Nächte  damit  verschwenden,  einem 
ih  einer  gewöhnlichen  Zeitung  nngekündigten  telescopischen  Co- 
meten  aufzusuchen,  und,  wenn  sie  denselben  gefunden  zu  haben 
glauben,  dann  doch  nicht  wissen,  ob  sie  an  dem  angegebenen  un- 
gefähren Orte  nicht  einen  blossen  Nebelfleck  gesehen  naben,  weil 
es  ihnen  sowohl  an  allen  Mitteln,  als  auch  an  allen  Kenntnissen 
zu  einer  genauen  Ortsbestimmung  fehlt.  Noch  bedauerlicher  aber 
ist  es,  wenn  dann  dergleichen  Leute,  wie  sie  uns  leider  wirklich 
vorgekommen  sind,  sich  wohl  gar  für  Astronomen  halten,  indem 
sie  doch  genaue  winkelmessende  Instrumente  kaum  dem  Namen 
nach  kennen , und  nur  mit  Mühe  den  pythngoräischen  Lehrsatz  za 
beweisen  im  Stande  sind.  Wir  hoffen  daher  zuversichtlich,  dass 
auch  in  dieser  Beziehung  der  treffliche  Aufsatz  des  Herrn  Profes- 
sor Argelandcr  sehr  wohlthätig  wirken  und  Leute  wie  die  vorher 
näher  charakterisirten  veranlassen  werde,  ihre  Tbätigkeit  auf  nütz- 
lichere Dinge  zu  richten  und  jene  schwierigem  Beobachtungen  den 
eigentlichen  Astronomen  zu  überlassen, 

The  Cambridge  mnthematical  Journal.  No.  XX.  Fe- 
brunry.  1844.  — I.  On  the  Lunar  Thcory.  Continued  from 
Toi.  111.  p.  257.  — II.  On  the  Equntinn  (/} a)”f/z=  X.  — III. 
Elementarv  Demonstration  of  Dupin’s  Theorem.  — IV.  Note  on  a 
Definite  Multiple  Integral.  — V.  Note  on  some  Points  in  the  Theory 
of  Heat.  — Vl.  On  the  Intensity  of  Light  in  the  Shndow  of  a very 
small  Circular  Disk.  — VII.  On  the  Slotion  of  the  CeDtre  of  Gra- 
vity  of  Broken  Bodies.  By  W.  Wnlton.  M.  A.  Trinity  College.  — 
Vlll.  On  the  inverse  Colcnlus  of  Definite  Integrals.  By  George 
Boolc.  — IX.  On  n New  Species  of  Eqaations  of  Differences.  — 
X.  Notes  on  Magnctism.  By  R.  L.  Ellis,  M.  A.  Fellow  of  Trinity 
College.  — XI.  Addendum  to  Art.  II. 
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Bitte. 


Bei  dem  Erscheinen  dieser  Nummer  des  Literarischen  Berichts, 
welche  die  erste  des  fünften  Theils  des  Archivs  ist,  ersuche  ich 
die  geehrten  Leser  dieser  Zeitschrift,  mir  etwanige  Wünsche  we- 
gen der  Einrichtung  des  Literarischen  Berichts  mitzutbeilen,  und 
mich  mit  desfnlisigen  Ratbschlägen  gütigst  zu  unterstützen,  indem 
es  mein  eifrigster  Wunsch  ist,  durch  denselben,  so  wie  durch  die 
Herausgabe  der  Zeitschrift  überhaupt,  dem  betreffenden  Publikum 
ao  viel  als  möglich  zu  nützen.  Alle  mir  zu  machenden  Zusendun- 
gen werden  auf  dem  Wege  des  Buchhandels  sicher  und  auch  stets 
in  möglichst  kurzer  Zeit  in  meine  Hände  gelangen. 

Der  Herausgeber. 
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Literarischer  Bericht, 


Schriften  über  Unterrichtsmethode. 


U e b e r Zweck  und  Methode  des  mathematischen  Un- 
terrichts auf  Gymnasien  nebst  a n ge  k n ü pfte  m Versuche 
einer  einfacher  begründeten  Auflösung  der  sectio  au- 
rea  von  Joseph  Helmes,  Oberlehrer  der  Mathematik  und 
Physik  am  Gymnasium  zu  Celle.  Hannover.  1844.  4. 

Dieses  manche  gute  ItemerkungenthaltendeSchulprogramm  enthält 
namentlich  auch  eine  Würdigung  einer  unter  dem  28.  Februar  1843 
in  Betreff  des  mathematischen  Unterrichts  erlassenen  Verfügung  des 
Churfürstlich  - Hessischen  Ministeriums  des  Innern  auf  ein  von  der 
Schul  • Cuinmissiou  für  Gymnusiulangelegcnheiten  eingezogenes  Gut- 
achten. Nellen  ist  wohl  eine  das  wahre  W'esen  einer  Wissenschaft 
und  deren  Bedeutung  für  den  Nchulunterricht  so  durch  und  durch 
verkennende  Verordnung  erlassen  worden.  Nun  es  giebt  ja  in 
Churhessen  auf  dessen  Landes  • Universität  und  Gymnasien  treff- 
liche Mathematiker  und  ausgezeichnete,  völlig  mit  dem  Wesen 
der  Mathematik  und  ihrer  Bedeutung  als  Unterrichtsmittel  ver- 
traute Lehrer  genug , welche  die  Wissenschaft  doch  nach  wie 
vor  in  ihrem  Geiste  behandeln  und  vortragen  werden,  wenn  sie 
auch  in  Bezug  auf  den  Umfaug  des  Unterrichts  in  materieller  Be- 
ziehung sich  innerhalb  der  vorgeschriebeoen  Gränzen  zu  bewe- 

fen  grnötbigt  sind,  was  man  sich  aber  auch  leicht  gefallen  lassen 
ann , da  bei  dem  mathematischen  Schulunterrichte  am  Ende  doch 
Alles  auf  die  Methode  und  den  Geist  ankomint,  in  welchem  derselbe 
ertbeilt  wird.  Ueberdies  wird  ja  auch,  wofür  sich  u.  A.  Th.  11. 
S.  212.  des  Archivs  ein  sehr  in  die  Augen  füllender  höchst  erfreu- 
licher Beweis  findet,  in  Churhessen  von  den  höchsten  Personen 
dem  mathematischen  und  physikalischen  Unterrichte  so  viele  Auf- 
merksamkeit und  Theilnnhme  geschenkt,  dass  von  der  in  dem  vor- 
liegenden Programme  gehörig  gewürdigten  Verordnung  ein  dauern- 
der nuchtheiliger  Einfluss  aut  das  Gedeihen  des  mathematischen 
Unterrichts  auf  den  Cburbessiscben  Lehranstalten  nicht  befürchtet 
werden  darf. 

tUaS  V.  24 
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Die  im  Anhänge  zu  diesem  Programme  (S.  27  — 34.)  abgc- 
drucktcn  Bemerkungen  über  die  sectio  uurea  stimmen  im  Ganzen 
mit  dem  Inhalte  des  im  Archive  Tbl.  IV.  S.  15.  ahgedrurkten  Auf- 
satzes überein.  Damit  es  nun  nicht  scheine,  als  halte  der  Herr 
Verfasser  wissentlich  ein  und  denselben  Gegenstand  an  zwei  ver- 
schiedenen Orten  veröffentlicht,  so  ist  der  Herausgeber  des  Archivs, 
in  desseu  Händen  der  erwähnte  Aufsatz  sich  mindestens  ein  ganzes 
Jahr  vor  seinem  Abdrucke  befand,  gern  erbötig,  in  dieser  Bezie- 
hung alle  Schuld,  wenn  überhaupt  eine  daraus  erwuchsen  kann,  auf 
sich  zu  nehmen. 

Sind  die  Naturwissenschaften  ein  Bildungsmittel? 
Eine  literarische  Streitfrage,  der  öffentlichen  Beurthei- 
lung  vorgelcgt  von  Dr.  Elias  Fries,  Professur  an  der 
Universität  zu  Upsala.  Aus  dem  Schwedischen  vom  Pro- 
fessor Hornschucb.  Dresden  und  Leipzig.  1844.  8.  8 ggr. 

Allerdings  war  diese  kleine  Schrift  eines  der  ersten  schwedi- 
schen Naturforscher  der  Uebersctzung,  zu  deren  Herausgabe  der 
Herr  Debersetzer  durch  Herrn  llofratii  lieichenbuch  in  Dresden  be- 
sonders veranlasst  wurde,  und  der  Verpflanzung  auf  deutschen  Bo- 
den werth.  Das  Original  findet  sich  in  der  unter  dem  Titel:  Bo- 
tnniske  utflygter.  Kn  sammling  nf  ströddu  tillfällig 
h e t ssk r i f te r.  Första  bandet.  Upsala.  1843.  8.  erschienenen 
.Sammlung  kleiner  Schriften  des  Herrn  Prof.  Elias  Fries.  Möge 
der  Inhalt  dieser  Schrift  immer  mehr  beherzigt,  und  den  Naturwis- 
senschaften immer  allgemeiner  der  hohe  Rang  als  Bildungsinittel 
des  jugendlichen  Geistes  und  Herzens  angewiesen  werden,  welcher 
denselben  in  jeder  Beziehung  so  sehr  gebührt,  wie  nur  derjenige 
gehörig  zu  beurtheilen  versteht,  der  durch  eignes  sorgfältiges 
.Studium  seihst  bis  zu  einer  gewissen  Tiefe  in  diesen  Zweig  der 
menschlichen  Kenntnisse  eiugedrungen  ist.  Andere  sollteu  sieb  ein 
Vrlheil  nicht  anmuussen,  wie  leider  namentlich  nur  zu  oft  von  einer 
gewissen  Seite  her  geschieht.  Man  kann  nur  mit  Bedauern  auf  sol- 
che aus  Unkenntnis«  und  Unwissenheit  hervorgegaogeue  Urtheile 
hcrabseben. 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Versuch  einer  heuristischen  Entwickelung  derGruud- 
I ehren  der  reinen  Mathematik  zum  Gebrauche  hei  dem 
Unterrichte  auf  Gele lirteu schulen  vou  Carl  Gustav  Wun- 
der, Professor  und  Lehrer  d er  M a t h e m a t i k und  Physik 
an  der  Königlichen  Landesschule  St.  Afra  zu  Meissen. 
Zweite  durchaus  umgearbeitete  und  um  Vieles  vermehrte 
Ausgabe.  Leipzig.  18-44.  8.  1 Thlr.  15  ggr. 

Dieses  vorzügliche,  mit  grosser  Gründlichkeit  und  zweck- 
mässiger Kürze  verfasste  Schulbuch  erscheint  in  dieser  neuen  Auf- 
lage tu  eiuer  vielfach  veräudertcu  Gestalt  mit  beträchtlichen  Ver- 
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mehrongeu.  So  viel  uns  die  erste,  jetzt  gerade  nicht  vor  uns  lie- 
gende Auflage  noch  im  Gedächtnisse  ist,  sind  in  dieser  neuen  Auf- 
lage die  Beweise  der  verschiedenen  Sätze,  ohoe  dieselben  vollstäo- 
' dig  zu  entwickeln,  mit  ollen  nötliigcn  Hiu Weisungen  auf  frühere 
Sätze  etwas  weiter  ausgeführt  worden,  was  nur  gebilligt  werden 
kann  , da  das  Buch  nun  mehr  die  Gestalt  eines  eigentlichen  Com- 
pendiums  erhalten  haf.  Der  Inhalt  desselben  erstreckt  sich  über  die 
gemeine  und  allgemeine  Arithmetik,  die  Klemente  der  Analysis,  die 
Algebra  bis  einschliesslich  zu  den  Gleichungen  des  dritten  Grades, 
die  unbestimmte  Analytik,  die  ebene  uud  sphärische  Trigonometrie, 
die  Elemente  der  analytischen  Geometrie,  und  die  Kegelschnitte. 
In  einem  Anhänge  ist  eine  Reihe  zweckmässig  gewählter  Debuugs- 
aufgaben  beigegeben. 

Rocco,  Carlo:  Catechismo  di  matematiche  pure  ad  uso  degli 
studii  generali.  Napoli.  184*2.  In  -8. 


Arithmetik. 


Neun  Abhandlungen  über  eben  so  wichtige  als  inter- 
essante Gegenstände  aus  der  Algebra  und  niedern  Aua- 
lvsis.  Kür  höhere  Lehranstalten,  so  wie  zum  Selbstun- 
terrichte. Von  den  l’rofessoren  Lefdhure  de  Fourcy, 
M.  Vincent,  L.  F.  Ritter.  Stuttgart.  1844.  8.  1 Thlr.  6 ggr. 

Ständen  nicht  die  Worte:  „Für  höhere  Lehranstalten,  so  wie 
vorzüglich  zum  Selbstunterrichte”  auf  dem  Titel,  so  könnte  man 
durch  dessen  übrige  Fassung  wohl  zu  der  Vcrmuthung  verleitet 
werden,  in  dieser  Schrift  etwas  Neues  in  materieller  oder  formeller 
Beziehung  zu  suchen,  worin  man  sich  aber  getäuscht  finden  würde, 
da  dieselbe  nichts  als  allgemein  bekannte  Dinge  enthält.  Ihr  Inhalt 
ist  folgender.  Die  Anwendung  der  quadratischen  Gleichungen  zuin 
Bestimmen  des  Maximums  uud  Minimums  der  Functionen.  Von 
I>.  F.  Ritter.  — Die  Auflösung  der  unbestimmten  quadratischen  Glei- 
chungen mit  zwei  Unbekannten.  Von  L.  F.  Ritter.  — Die  combi- 
natorischen  Grundoperationen.  Von  L.  F.- Ritter.  — Die  Klemente 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  I on  L.  F.  Ritter.  — Die  höhe- 
ren arithmetischen  und  geometrischen  Reihen.  Von  L.  F.  Ritter. 
Der  S.  108.  gegebene  Begriff  der  höheren  arithmetischen  und  geo- 
metrischen Reihen  ist  ziemlich  unbestimmt;  überhaupt  sieht  man  aus 
dem  ganzen  Aufsätze  gar  nicht,  was  der  Verfasser  unter  höheren  - 
geometrischen  Reihen  verstanden  wissen  will,  in  einem  so  völlig 
bestimmten  Sinne  nämlich,  in  welchem  gewöhnlich  der  Begriff  der 
höheren  arithmetischen  Reihen  gefasst  wird.  — Trigonometrische 
Formeln  und  Reihen,  welche  in  der  höheren  Mathematik  eine  grosse 
Anwendung  finden.  Von  Lefeburc  de  Fourcy.  lu  einer  Note  zu 
dieser  Abhandlung  (S.  100.)  sogt  Herr  Ritter:  „Die  Zahl  2,718*2818 
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machte  Neper  (geboren  zu  Marchiston *)  in  Schottland  1550,  ge- 
storben 1618),  der  Krfmdcr  der  Logarithmen,  zur  Basis  seines  Lo- 
garitlimensystems”,  und  nennt  auch  nachher  immer  Nepersche  Loga- 
rithmen die  Logarithmen,  deren  Basis  di«  obige  Zahl  c ist.  Das 
ist  falsch.  Bekanntlich  ist  schon  vor  ziemlich  langer  Zeit  ein 
Streit  über  die  Ncpersclien  Logarithmen  zwischeu  Karsten  und 
Isastuer  geführt  worden.  In  der  zweiten  Sammlung  astronomi- 
scher Abhandlungen.  Böttingen.  1771.  S.  68.  hat  Kästner  die 
Basis  der  N'epcr’schen  Logarithmen,  die  Zahl  nämlich  deren  Neper’- 
scher  Logarithmus  die  Kinheit  ist,  berechnet,  und  für  dieselbe  den 
Werth  9099099,00000005  gefunden.  Die  einzig  richtige  Benennung 
ftir  die  Logarithmen,  deren  Basis  die  Zahl  e ist,  ist  der  auch  ganz 
gewöhnliche  Name  natürliche  oder  hyperbolische  Logarithmen. 
Wozu  also  eine  neue  und  dazu  falsche  Benennung^  4 nu  der  C’on- 
vergenz  und  Divergenz  der  Reihen  ist  in  der  vorliegenden  Abhand- 
lung überhaupt  nicht  die  Rede.  — Die  trigonometrische  Auflösung 
der  binomischen  Bleichungen  von  jedem  Drude.  Von  Letebure  de 
Fourcy.  — Die  trigonometrische  Auflösung  der  allgemeinen  Glei- 
chitngeu  des  dritten  Grades.  Von  Lcfebure  de  Fourcy.  — 1 on  der 
Berechnung  des  Fehlers,  welcher  aus  der  Anwendung  der  Propor- 
tion entspringt,  die  der  Gebrauch  der  Logarithmentafeln  verschreibt. 
Von  M.  \ inccnt.  — Cebrigeng  ist  die  Darstellungsweise  iu  dieser 
Schrift  deutlich,  und  dieselbe  kann  denjenigen  Aufängern,  welche 
über  die  ganz  gewöhnlichen  Klemeute  der  Algebra  hiuausgehen 
wollen,  immerhin  empfohlen  werden,  welches  wahrscheinlich  auch 
der  Zwejtk  ist,  den  der  Verfasser  durch  dieselbe  zu  erreichen  beab- 
sichtigte, du  ein  anderer  nicht  wohl  denkbar  ist.  Für  Lehrer  ent- 
hält sie,  wie  schon  bemerkt  worden  ist,  in  keiner  Beziehung  etwas 
Neues. 

Leichte  und  sichere  Methode  sämmtliche  Wurzeln 
einer  böbern  numerischen  Bleichung  aufzusucheu  und 
zu  berechnen.  Für  Schüler  und  praktische  Rechner. 
\ o ii  G.  A.  Jahn.  Leipzig.  1814.  8.  12  ggr. 

Laut  der  Kinlciiung  hat  der  Verfasser  durch  dieses  eine  ziem- 
liche Anzahl  vollständig  aiisgeführter  Beispiele  enthaltende  Schrift- 
clien  vorzüglich  praktischen  Rechnern  zu  nützen  gesucht,  und  sich 
daher  in  demselben  weniger  auf  Demonstrationen  als  auf  Rech- 
iiuugsregeln  eingelassen,  überhaupt  so  wenig  als  möglich  Vorkennt- 
nisse  vorauszusetzen  gestrebt.  Schülern  der  Algebra,  wenn  der 
\ erfssser  darunter  Schüler  auf  wissenschaftlichen  Lehranstalten  ver- 
steht. möchten  wir  aber  doch  die  Beweise  nicht  zu  erlassen  geneigt 
sein.  Denn  eine  wahre  Kinsicht  in  das  Wesen  einer  Methode,  wel- 
che doch  auf  höheren  Lehranstalten  zunächst  und  vorzugsweise  der 
Zweck  alles  Unterrichts  sein  muss,  wird  nur  durch  völlig  strenge 
Beweise  aller  uufgcstelltcn  Sätze  erreicht. 

Colenso . J.  W.:  The,  Elements  of  Algebra,  designed  for  the 
iisc  of  Schools.  Ith  edition,  revised  and  corrected.  12mo.  Cam- 
bridge. 1844.  cloth.  4 sh.  6 ds. 

Bonnycastle’s  Introduction  Io  Algebra.  12th  edition,  corrected 
and  improved  bv  Maynard.  London.  1844.  12mo.  4 sh.  hoards. 

A Key  to  the  saute.  12mo.  4 sh.  6 ds. 


°)  Merchiston. 
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Bonnyca.stle's  Trealise  on  Algebra.  2d  editiou.  "2  vols.  Svo. 
Loudou.  1811.  t L.  5 sb.  ti  ds. 

Nicholson  und  Rowbotham,  l’ractical  System  of  Algebra,  de- 
sign ed  for  tbc  use  of  Scliunls  and  Private  Students.  5tb  editiuu, 
curefully  exumined.  12iii  o.  London.  1814.  boards. ' 5 sh. 

Toffuli:  elementi  di  alcebra.  Veuediir.  2.“  L. 

O ö » 

\ 

Twenne  Grader  Algebra  i sammandrug  af  (1.  R.  Weidenbielin, 
I.nirent,  Lärare  wid  Militärskolau  i Jünkoping.  Jiinkü|iing,  J.  1^ 
l.undström;  103  sid.  8to.  b.  28  sk. 

TV.  L’rolJ  ( Onderwyzer  aan  bet  Voorbercidings- Institut  te  Me- 
demblik):  Algebraische  toepassingen  op  de  beginselen  der  stclkiiimt 
vau  S.  F.  Lacroix,  van  § 1 tot  § 200.  Eerste  deel.  gr.  Svo.  Te’» 
Gruvenhnge  cn  te  Amsterdam,  bij  Gebr.  vau  Cleef.  f.  1,00. 

Der  zweite,  die  erste  Abtheilung  der  Integralrechnung  enthal- 
tende Tlieil  der  in  No.  II.  S.  28.  des  Literarischen  Berichts  angc- 
zeiglen  treulichen  Le^ons  de  calcul  diffcrenticl  et  de  cal- 
cul  intdgrnl,  redigdes  pri n ci p u I e in e n t d’apres  les  inö- 
t hodes  de  II.  A.  F.  l’auchy,  et  ötendues  aux  travaux  les 
plus  rdeens  des  gdometres  pur  M.  l’Abbd  Moigno.  10  fr. 
ist  nun  erschienen.  , 

V 

Connel,  J.:  The  Elements  of  Differential  and  Integnd  Calculus; 
witli  Numerous  Exumples  and  Familiär  lllustralions.  Desigoed  for 
the  lise  of  Schools  and  Private  Students.  Loudou.  1844.  8\o. 

clotb.  0 sh. 

Ramus,  C.:  Differential- og  Integral -Rcgning.  4.  Copcnhagen. 
5 Rbd.  32  sk. 

Theoremu  T ay  I o ri  a n um.  Dissertatio  inauguralis 
matliem atica,  quam  etc.  auetoritnte  et  conscnsu  ainplis- 
siini  P h i I o so p h oruin  ordiuis  io  Literarnm  Universität»; 
Jeneust  ud  inagisterii  dignitatem  rite  impetruudatn 
publice  defeudet  auctor  Oskar  Scklümilch.  Jeane. 
MDCUCXX  X XIV.  4. 

Diese  Dissertation  eines  jüngeren  Mathematikers,  der  sein  Ta- 
lent schon  durch  mehrere  ausgezeichnete  Arbeiten  bewährt  hat,  und 
von  dem  die  Wissenschaft  noch  manche  schöne  Frucht  zu  erwarten 
berechtigt  ist,  betrifft  zwar  einen  bekannten,  aber  für  die  neuere 
strengere  und  gründlichere  Behandlung  der  Differentialrechnung 
höchst  wichtigen  Gegenstand.  Auch  ist  der  von  dem  Verfasser  für 
den  Taylorscncn  Satz  gegebene  Beweis  von  dem  von  Caucliy  ge- 
gebenen Beweise  nicht  wesentlich  verschieden,  und  kann  dies  auch 
eigentlich  nicht  sein,  weil  es  nach  unserer  Ueberzeugung  schwer- 
lich von  den  durch  Cauchy  in  Anwendung  gebrachten  verschiedene 
Fundamente  geben  dürfte,  auf  denen  sich  das  Taylor’sclie  Theo- 
rem, ohne  über  die  natürlichen  Gränzen  der  Differentialrechnung 
hinaus  liegende  Sätze  in  Anwendung  zu  bringen,  mit  gleicher  Si- 
cherheit aufführen  liessc.  Dessenungeachtet  scheint  uns  diese  Ab- 
handlung in  mehrfacher  Beziehung  verdienstlich  zu  sein,  und  zwar 
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a.  A.  deshalb,  weil  der  Verfasser  den  Beweis  unter  einer  mehr  analy- 
tischen Form  als  dies  von  Cauchy,  dessen  Beweis  eigentlich  eine  ganz 
Synthetische  Form  hat,  geschehen  ist,  dargestellt  hat,  was  ganz  der 
Natur  der  Wissenschaft  gemäss  ist.  In’s  Einzelne  können  wir  hier 
nicht  weiter  eingehcn,  empfehlen  aber  die  Abhandlang  allen  denen, 
welche  sich  für  die  neueren  so  wichtigen  Fortschritte  der  Wissen- 
schaft interessiren.  Dass  übrigens  der  Verfasser  gerade  diesen 
Satz  zuin  Gegenstände  einer  Habilitationsschrift  wählte,  kann  nur 
vollkommen  gebilligt  werden,  weil  er  dadurch  am  besten  zeigen 
konnte,  in  welchem  Geiste  er  einen  der  wichtigsten  Theile  der  Ma- 
thematik bei  seinen  Vorträgen  zu  behandeln  gesonnen  sei;  und  dass 
auf  diese  Weise  die  Universität  Jena  einen  mit  den  Fortschritten,  wel- 
che in  Bezug  auf  wahrhaft  strenge  und  gründliche  Behandlung  die 
Wissenschaft  in  neuerer  Zeit  gemacht  hat,  so  vollkommen  vertrau- 
ten Lehrer  wie  den  Verfasser  gewinnt:  dazu  können  wir  derselben 
nur  in  jeder  Beziehung  Glück  wünschen. 

jSantini,  G.:  Tavoie  dei  logoritmi  dei  numeri  naturali  dall’  1 
sino  ul  101000  e dei  logaritmi  dei  seni,  coseni,  tanirenti  e co- 
tangenti  di  minuto  in  mtnuto  coi  principali  grndi  di  10  in  10  se- 
condi,  prccedute  da  un  trattato  elementare  di  trigonometria  pinna 
e sferica.  Edizione  seconda,  augmentata.  delle  tavoie  logaritmiche 
per  la  summa  e per  ia  differenza  dei  cel.  Guuss.  Padua.  18-14.  6"  L. 

Christison,  J. : Mathematical  Tables,  consisting  of  the  Loga- 
rithms  of  Numbers,  Logarithms  of  Sines,  Tangents  and  Necants, 
Natural  Sines,  and  various  other  Tables,  useful  in  Business,  and 
in  Practical  Geometry,  togcther  witb  Tables  of  Interest,  Probahili-, 
ties  of  Life,  und  Annuities.  — Carefully  revised  and  corrected  by 
John  Christison,  Mathematician.  8vo.  Edinburgh.  1844.  cloth. 
4 sh.  6 ds. 

Io  No.  503.  der  astronomischen  Nachrichten  hat  Herr  Th. 
Clausen  zu  Dorpat  den  folgenden  Nutz  ohne  Beweis  mitgetheill: 

Alle  Combiuationen  von  ganzen  Zahlen,  deren  Summe  n ist, 
seien 

r -i-  / -v-  r"  -+-  — 

u.  s.  w. 

und  die  Anzahl  der  gleichen  a,  a',  a",  ....  seien  A,  A',  X" der 

gleichen  /?,/?',/?' seien  (t.  /*',/*", ; der  gleichen  y.  y,  y", . ... 

seien  v,  v',  v"  . . . .;  so  ist 


1111 

a . d . a" ' 1.2.3 X ' 1.2.3 i'  * 1 . 2 i” 

4- ! ! ! !__ 

?.?  . 1.2.3..../*  ‘ 1.2.3  ....fi'  • 1.2.3  ....ft 

1111 

y-y'.y" * 1.2.3 v * 1 .2.3....  y ’ 1.2.3....*'" 

■+•  u.  s.  w.  =1. 


Digitized  by  Google 


279 


Zum  Beispiel : 
7=7, 


6+1, 

5 + 2, 
5+1  + 1, 
4 + 3, 

4 + 2 + 1, 

3 + 3 + 1 ; 


7 = 3 + 2 + 2, 

3 + 2+1  + 1, 

2 + 2 + 2 + 1, 


und 


_L  +JL 

7 ^6  ^5.2^5  ' 

, i _L  . i 

***  3.3  ‘ 1.2  3.2.2  ' 

1 1.1 


2.2.2  * 1 .2.3 
1 

1.2. 3. 4. 3. ft. 7 


1 . 

1 

. 1 . * 

1 

■ 1 .2  + 

4.3 

+ 4.2  ^ 4 ' 

1.2.3 

1 . 

1 

1 . 1 _ 

1 

‘ 1.2  + 

3.2 

*1.2  " 3 • 1 

.2.3.4 

1 

1 

. 1 

1 

2 ‘ 1.2  ' 

1.2 

.3  ~ 2 ‘1.2. 

3.4.5 

= 1. 


Io  Ne.  485.  derselben  Zeitschrift  hat  Herr  Clausen  folgendes 
Theorem  ebenfalls  ohne  Beweis  mitgetheiit: 

Die  Summe  der  Reihe 


I « ■ (n  — 1)  (»  — 2)  _ (s—  2)(w  — 3)(s  — 4) 

2 2.3  2.3.4 

bis  ein  Glied  verschwindet,  ist 

_» ?_  o L_  o 2 

s+l>  « + J>  u>  n -f.  3’  ’ /*  H-  3’ 
jenachdem  « beziehungsweise  von  der  Form 
6v,  6t>  + 1,  2,  3,  4,  5 


Geometrie. 


Rump,  Fr.  H.,  Oberlehrer  am  Königl.  Gymnasium  in  Coesfeld: 
Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie,  zunächst  für  Gymnasien.  1.  litt. ; 
entb.  das  System  (zum  Gebrauche  für  Schüler),  gr.  8.  mit  5 Fi* 
gurentafeln.  Coesfeld.  1844.  IG  ggr. 
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Breltner,  Prof.  Dr.  H.  A. : Lehrbuch  der  Geometrie  für  Gym- 
nasien,  Realschulen  uud  höhere  Bürgerschulen.  Mit  7 Steintafeln. 
3tc  Aufl.  gr.  8.  Breslau.  1844.  1 Thlr.  4 ggr. 

Holzapfel:  Grundlchren  der  Elementar  - Geometrie.  3te  Aufl. 

Constanz.  1843.  8 ggr. 

Sonnenburg,  0.  A.:  Leitfaden  der  gesummten  Elementar- Geo- 
metrie tür  liöhern  Schulunterricht  bearbeitet.  Mit  5 Figurentafeln, 
gr.  8.  Bremen.  1^  Thlr. 

Vincent,  A.  J.  H. : Abrege  du  cours  de  geometrie  redigc  eon- 

jointement  par  l’nutenr  et  par  M.  Bourdon.  Ouvrage  adopte  par 
l uuiversite.  ln -8.  Paris.  1844.  4 fr.  50  c. 

Mahistre,  A.:  I.cs  Analogies  de  la  geometrie  dlemrntaire,  ou 

la  Geomdtrie  dans  l'cspace,  ratueode  a la  geometrie  plane.  Deuxieme 
edition.  In -8.  de  5 pl . Chartres  et  Paris.  1844.  5 fr. 

Lafremoire,  II.  Ch.  de:  Trnitd  dlementaire  de  gdomdtrie  de- 

scriptive,  reofermeut  la  partie  exigee  pour  l’admissioo  aux  ecoles 
Polytechuiquc,  militaire,  uavule  et  forcstiere  etc.  Tome  1.  lu-8. 

Tome  II.  lu-8.  Avec  15  plaucbes.  Paris.  1844.  5 fr. 

Wichmann,  M.  L.  G.:  Proprietates  maxime  insignes  pentagoni 
sphncrici  cujus  singulae  quinque  diagonales  quadranti  aequules  ejusque 
projectionuin  in  planum  tum  centralis  tum  stereograpbicae.  (Mit 
1 Figurentafel.)  Göttingen.  f Thlr. 

Hin  neuer  Lehrsatz  der  Stereometrie.  Eine  Beilage 
zu  allen  stereometrischen  Lehrbüchern.  Von  Karl  Koppe, 
Oberlehrer  am  Gvm  nasium  zu  Soest.  Essen.  1843.  8.  ti  ggr. 

Diese  kleine  Schrift  liefert  einen  elementaren  Beweis  des  schon 
früher  von  dem  Verfasser  mit  Hülfe  der  Integralrechnung  gefunde- 
nen, und  in  Crclle's  Journal  Bd.  .Will,  lieft  3.  initgetlieilten 
Satzes  über  eine  gewisse  Art  von  Körpern,  die  der  Verfasser  nach 
dem  Vorschläge  des  Herrn  Geheimen  Oberiluauzraths  lleuth  in 
Berlin  jetzt  Obelisken  genannt  hat.  Ein  anderer  elementarer 
Beweis  dieses  Satzes  von  Steiner  findet  sich  in  Crclle’s  Jour- 
nale Bd.  XXIII.  11.  3.,  dürfte  sich  aber  seiner  Seliarfsinnigkeit 
ungeachtet  allerdings  für  den  Elementarunterricht  uicbt  so  eigueu 
wie  der  in  der  vorliegenden  Schrift  gegebene  Beweis.  Wir  empfeh- 
len daher  diese  kleine  Schrift  den  Lehrern  der  Mathematik,  da  wir 
der  Meinuug  sind,  dass  der  Satz  in  den  stereometrischen  Elemen- 
tarunterricht aufgenommen  zu  werden  verdient.  In  einem  Anhänge 
ist  noch  über  die  Ausmessung  der  Fässer  auf  elementarem  Wege 
gebandelt.  Hiebei  denkt  sich  der  Verfasser  ein  Fass  als  eiuen  Tlieil 
eines  durch  Cmdrehung  einer  Ellipse  um  ihre  llauptaxe  entstande- 
nen Sphiiroids,  ubgeschnitten  durch  zwei  Hilf  der  Axc  senkrechte 
und  vom  Mittelpunkte  gleich  weit  entfernte  Ebenen.  Die  von  dem 
Verfasser  gefundene  Kegel  ist  ihrem  Ausdrucke  nach  mit  der  nach 
Lambert  benannten  Fassregel  einerlei.  Nur  aber  müssen  wir  be- 
merken, dass  dieser  letzteren  Kegel  eine  ganz  andere  Entstehung 
der  Fässer  zum  Grunde  liegt,  als  die  vom  Verfasser  angenommene, 
indem  uacli  Lambert  ein  Fass  auf  folgende  Art  erzeugt  wird. 
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AB  sei  ein  aus  dem  Mittelpunkte  6’ mit  dem  Halbmesser  ACzszB C 
beschriebener  Kreisbogen,  und  CM  sei  der  nacb  dem  Mittelpunkte 
M dieses  Kreisbogens  gezogene  Halbmesser  desselben.  Errichtet 
man  nun  in  einem  beliebigen  Puukte  dieses  Halbmessers  eine  senk- 
rechte Linie  DE,  fällt  auf  dieselbe  von  den  Endpunkten  A und  B 
des  Bogens  AB  die  Perpendikel  AD  und  BE,  und  denkt  sich  die 
Figur  ABDE  um  die  Linie  DE  wie  um  eine  feste  Axe  herumge- 
dreht, so  stellt  der  auf  diese  Weise  entstandene  Körper  ein  Fass 
dar.  Für  solche  Fässer  ist  die  Lnmbert’sche  Regel,  die  bekanntlich 
bei  der  Berechnung  des  Inbults  dieser  Gefässe  bei  Weitem  am  häu- 
figsten gebraucht  wird,  schwerer  zu  beweisen.  Dass  der  von  dem 
Verfasser  für  seine  Regel  bei  der  von  ihm  angenommenen  Ent- 
stehungsart  der  Fässer  gegebene  Beweis  so  leicht  und  einfach  aus- 
fallen  konnte,  ist  nicht  zu  verwundern,  weil,  wie  aus  der  elemen- 
taren Lehre  von  den  Kegelschnitten  bekannt  ist.  die  Formel  für  den 
cubischen  Inhalt  eines  elliptischen  Sphäraids  ohne  alle  Schwierig- 
keit gefunden  werden  kann.  Immerhin  wird  aber  auch  die  von  dem 
Verfasser  gegebene  Fassregel  hei’m  mathematischen  Elementarun- 
terrichte zweckmässig  benutzt  werden  können,  uud  zwar  um  so  mehr 
und  mit  desto  grösserem  Nutzen,  weil  dieselbe  mit  der  vielgebrauch- 
ten Lambert’schen  Regel  einerlei  ist,  wenn  auch  letztere  allerdings 
eine  andere  Entstehungsart  der  Fässer  voraussetzt,  was  nie  unbe- 
achtet bleiben  darf.  TJebrigens  aber  wird  man  auch  der  Natur  der 
Sache  nach  über  die  eigentliche  Eotstehtingsart  dieser  Gefässe  nie 
ganz  aufs  Reine  kommen  können,  und  jede  Fussregel  notb wendig 
auf  eiuer  willkiihrlicben  Voraussetzung  beruhen  müssen. 

O’Brien,  M.:  Treatise  on  Plane  Conrdinate  Geometry;  or,  the 
Application  of  the  Method  of  Coordinates  to  the  Solutiou  of  Pro- 
blems in  Plane  Geometry.  Part.  I.  8.  London.  1844.  Plates, 
boards.  9 sh. 

Grundzüge  der  Theorie  der  Kegelschnitte  auf  rein 
elementare  Betrachtungen  gegründet  yon  A.  Jacobi, 
Lieutenant  iu  der  Preussiscbeu  6.  Artillerie-Brigade. 
Bresluu.  1844.  8.  6 ggr 

In  dieser  kleinen  empfehlenswerthen , übrigens  zum  Theil  nur 
Andeutungen  enthaltenden  Schritt,  sind  die  llunpteigen.-chafteu  der 
Kegelschnitte  im  Siune  der  neueren  Geometrie  entwickelt. 

Lehrbuch  der  Mathematik  für  die  höheren  Klassen 
der  Gymnasien  u.  s.  w.  von  Dr.  J.  Götz.  Erster  Theil. 
Die  Elemente  d er  K egelsc h n i 1 1 e.  Leipzig.  1844.  8.  12ggr. 

Die  Lehre  von  deu  Kegelschnitten  ist  in  dieser  Schrift  nach 
der  gewöhnlichen  gemischten  algebraisch  - geometrischen  Methode 
abgehnndclt.  Hin  und  wieder  hätte  der  Herr  \ erfasser  wohl  auf 
die  Duellen  verweisen  können,  aus  denen  er  allem  Anscheine  nach 
geschöpft  hat.  Indess  kommt  darauf  hei  einem  Elementarbuche 
nichts  an,  und  es  soll  daher  hiedurch  keineswegs  ein  Tadel  der 
Nchrift  au  sich  ausgesprochen  seiu. 

Anhang  zu  demKlemcntar-Lehrbucb  der  dynamischen 
Wissenschaften  von  A.  Brix.  Enthaltend  eiue  Zusammen- 
stellung der  wichtigsten  Theorien  aus  der  niederu  Ana- 
lysis, Curvenlehre  uud  Stereometrie. 
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Diese  neue  Auflage  des  Anhangs  zu  des  Herrn  Verfassers  in 
vielen  Beziehungen  ausgezeichneten  Elementar -Lehrbuche  der  Sta- 
tik fester  Körper,  dessen  erste  Auflage  1831  erschienen  ist,  ist  frü-  ' 
her  gedruckt  worden  als  die  neue  Auflage  der  Statik  selbst,  und 
wohl  noch  nicht  in  den  Buchhandel  gekommen.  Der  Herr  Verfas- 
ser hat  aber  diesen  Anhang  dem  Herausgeber  des  Archivs  vorzüg- 
lich aus  folgendem  Grunde  schon  jetzt  mitzutheilen  die  Güte  ge- 
habt. 

' In  §.  49.  und  §.  50.  sind  nämlich  die  nachstehenden  dem  Ver- 
fasser eigentümlichen  Sätze  von  der  Ellipse  bewiesen. 

Die  Öerührungslinien,  welche  durch  die  Endpunkte  zweier  con- 
jugirter  Durchmesser  einer  Ellipse  an  dieselbe  gezogen  werden 
können,  neunt  der  Herr  Verfasser  der  Kürze  wegen  conjugirta 
Tange  nten,  und  beweist  dann  zunächst  den  folgenden  interes- 
santen Satz: 

Die  Durchschnittspunkte  aller  conjugirten  Tangenten  einer  El- 
lipse liegen  in  dem  Umfunge  einer  mit  derselben  concentrischea 
Ellipse,  deren  Achsen  die  Diagonalen  von  den  Quadraten  aus  den 
Achsen  def  ersten  Ellipse  sind;  woraus  sich  ferner  die  folgenden 
Zusätze  ergeben: 

1.  Die  sich  gegenseitig  begrenzenden  Tangenten  der  innern 
Ellipse  sind  für  die  äussere  Ellipse  conjugirte  Sehnen, 

2.  Das  von  diesen  Sehnen  gebildete  Parallelogramm  hat  einen 
für  alle  Lagen  desselben  unveränderlichen  Inhalt,  welcher  gleich 
dem  Rechtecke  aus  den  beiden  Axen  der  innern  Ellipse  ist. 

3.  Verlängert  man  die  conjugirten  Durchmesser  der  innern 
Ellipse  bis  an  den  (Jmfang  der  äussem,  so  bilden  sic  für  letztere 
ebenfalls  conjugirte  Durchmesser,  deren  Längen  man  findet,  wenn 
muu  die  der  iunern  Ellipse  mit  1/2  multiplicirt. 

Wegen  dieser  verschiedenen  Analogien  nennt  Herr  Brix  die 
äussere  Ellipse  die  conjugirte  der  innern,  und  beweist  dann  in 
$.  50.  noch  den  folgenden  Satz: 

Der  Inhalt  der  äusseren  oder  conjugirten  Ellipse  ist  immer  dop- 
pelt so  gross  wie  der  der  innern  Ellipse. 

Weil  nun  in  dem  im  4ten  Hefte  des  4ten  Theils  des  Archivs 
abgedruckten  Aufsatze  des  Herrn  L.  Mossbrugger  zu  Aarau 
nabe  verwandte  Gesetze  Vorkommen,  so  hat  Herr  Brix  schon  unter 
dem  lOten  April  d.  J.  gerade  um  die  Zeit,  wo  das  erwähnte  Heft 
des  Archivs  Busgegeben  worden  war,  den  Herausgeber  des  Archivs 
aufgefordert,  das  obige  Verhältnis  aufzuklärcn,  und  namentlich 
auch  zu  bemerken,  dass  die  neue  Auflage  des  Anhangs  zu  der  Sta- 
tik schon  vor  8 Monaten  gedruckt  worden  ist,  um  sich  bei  dem 
späteren  Erscheinen  der  neuen  Auflage  seines  Buchs  im  Buchhan- 
del in  keiner  Weise  dem  Vorwurfe  auszusetzen,  Herrn  Moss- 
bruggers  Arbeit  mit  Stillschweigen  übergangen  zu  haben.  Dass 
sich  der  Herausgeber  dieser  Pflicht  gegen  Herrn  Brix  durch  das 
Obige  sehr  gern  und  bereitwilligst  entledigt  bat,  braucht  derselbe 
wohl  nicht  .erst  noch  besonders  zu  versichern. 
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Praktische  Geometrie. 


Lehrbuch  einer  neuen  Methode  de«  Feldmessens.  Von 
E.  Schott.  Berlin.  1844.  1 Thlr.  8 ggr. 

Diese  neue  Methode  des  Feldmessens  kommt,  um  sie  nur  ganz 
io  der  Kürze  einigermaassen  zu  charakterisirco,  darauf  hinaus,  dass 
mittelst  eines  eignen  in  der  Schrift  beschriebenen  Instruments  un- 
mittelbar die  Verhältnisse  der  Seiten  rechtwinkliger  Dreiecke  zu 
einander  bestimmt,  und  dann  diese  Data  zur  Berechnung  der  ge- 
suchten Grossen  benutzt  werden.  Ausser  der  Beschreibung  der  Ein- 
richtung und  des  Gebrauchs  des  Instruments  ist  der  ganze  übrige 
Inhalt  der  Schrift  — deren  Preis,  beiläufig  gesagt,  im  Verhältnis» 
zu  ihrem  Umfange  und  Inhalte  unverantwortlich  hoch  ist  — für 
einen  Jeden,  wer  mit  den,  Elementen  der  Mathematik  bekannt  ist, 
— und  diese  Kenntnisse  sollte  man  doch  wohl  billig  von  jedem  Feld- 
messer verlangen  — völlig  unnütz.  Dass  übrigeus  diese  neue  Mes- 
suugsmethode  Beifall  fluden  werde,  müssen  wir  in  jeder  Beziehung 
sehr  bezweifeln.  Auch  hätte  der  Verfasser  theoretische  Untersu- 
chungen über  den  Grad  der  von  derselben  gewährten  Genauigkeit 
anstellen  sollen,  was  ganz  unterlassen  worden  ist. 

Bonnycastle,  J.:  An  Intrnduction  to  Mensuration  and  Practical 
Geometrv,  with  Note«  cootainiog  the  reason  of  every  rule.  — 
19th  edit.  corrected  and  imuroved  by  S.  Maynard.  12mo.  London. 
1844.  4 sh.  6 d. 

A Key  to  the  same.  12mo.  4 sh. 


Mechanik. 


Hart,  A.  S.:  An  Elementary  Treatise  on  Mechanics.  Dublin. 
1844.  6;  sh. 

Stamkart,  J.  F.:  lets  over  het  grondbeginsel  der  virtuele  snel- 
beden,  toegepast  np  de  beweging  der  wipbruggen,  voorgedragen  in 
de  wetenschappelijke  wiuterv ergaderingen  van  het  wiskundig  ge- 
noptscbap:  ,,Een  onvermoeide  arbeid  komt  alles  te  boven,  den 

13den  Mnart  1843.  gr.  8vo.  Te  Amsterdam,  bij  Weijtingh  en  van 
der  Ilaart.  f.  I,  20. 

Manuale  pratico  di  idrodinamica.  Con  un  appendice  contenente 
il  teslo  di  alcune  leggi  relative  alle  acque.  Ad  uso  degli  ingegneri 
ed  agenti  di  campaoa.  Di  F.  Colombani.  Milano.  1842.  In  -8.; 
tabella  a stampa  e tavole  intagliate  in  foglio.  6. 

Ueber  den  Anhang  zu  Brix  Elementarlehrbucbe  der  dy- 
namischen Wissenschaften  s.  m.  Geometrie. 
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Praktische  Mechanik. 


Klementare  Berechnung  des  Widerstandes  prismati- 
scher Körper  gegen  Biegung.  Von  Herrn  Brix.  Aus  den 
Verhandlungen  des  Vereins  zur  Beförderung  des  Ge- 
wcrbfleisses  inPreusseu  besonders  ubgedrnckt.  Berlin. 
1844.  4. 

In  dieser  besonders  allen  den  Lehrern,  denen  eine  elementare, 
die  höhere  Analysis  nicht  in  Anspruch  nehmende  Behandlung  der 
mechanischen  Wissenschaften  bei  ihren  Vortragen  obliegt,  zu  em- 
pfehlenden Schrift  hat  der  Verfasser  den  auf  dem  Titel  gennnnteu 
wichtigen  Gegenstand  der  praktischen  Mechanik  auf  ganz  elemen- 
tarem Wege  hebaudelt,  und  ist  dabei,  wie  dies  immer  zu  geschehen 
pflegt,  wenn  man  hei  der  Behandlung  eines  Gegenstandes  einen 
neuen  W'eg  einschlägt,  auch  auf  manche  neue  Sätze  geführt  wor- 
den, in  welcher  Beziehung  wir  den  Leser  u.  A.  auf  die  in  §.  4. 
und  5.  5.  aulgestellten  allgemeinen  Gesetze  hinweisen,  durch 
welche  die  elementare  und  einfache  Harstellung  des  fraglichen  Ge- 
genstandes in  dem  Umfange,  in  welchem  der  Verfasser  dieselbe  in 
dieser  Schrift  durchgeführt  hat,  vorzüglich  möglich  gemacht  und 
bedingt  wurde.  Daher  ist  die  Wissenschaft  auch  in  materieller  Be- 
ziehung in  dieser  beachtungswerthcn  Schrift  keineswegs  ganz  leer 
ausgegangen. 

Hemme,  Andr.  Valent.:  Der  praktische  Maschinenbauer,  löte 
Liefcr.  8.  Mit  20  Tafeln  Abbildungen.  Quedlinburg.  1844.  2 Thlr. 
12  ggr- 


Optik. 


Hunt,  rcscarches  011  light:  au  exnmination  of  all  the  pheno- 
menn  connected  witli  the  Chemical  and  molecular  changes  produ- 
ced  by  the  influcnce  of  the  solar  rays,  embraciug  all  the  kuown 
photographic  processcs , und  new  discoverics  in  the  art.  Londog. 
1844.  10  sh.  6 d. 


Astronomie. 


Stern,  Moriz  A.:  Himmelskunde , Volksfassliclt  bearbeitet. 

I.  Bdcbn.  8.  Karlsruhe.  1844.  0 ggr. 
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Poppe,  I)r.  J.  H.  M. : Die  Erd-  i(nd  Himmelskunde,  im  Lichte 
der  neuesten  Zeit.  Eine  gedrängte  populäre  Darstellung  der  astro- 
nomischen Wissenschaften  für  Leser  aus  allen  Ständen.  Mit  13  Ab- 
bildungen auf  4 Taf.  1.  Lief.  gr.  8.  Zürich.  1844.  13  ggr. 

Sachs,  S..  König),  pensinn.  Itauinspector  zu  llerlin:  Axen-Pa- 
rullelismus.  Eine  Denkschrift  über  die  wahre  Lage  der  Sounen- 
und  Erdachse  im  Welträume.  Durch  eine  Maschine  erläutert,  gr.  8. 
Kerlin.  1844.  4 ggr. 

Derselbe:  Diagnnon , eine  Maschine  zur  versinnlichten  An- 

schauung der  sphärisch  - astronomischen  Kreise  und  W inkel.  wie 
solche  in  Folge  der  täglichen  Axendrehung  der  Erde  um  Himmel 
gedacht  werden.  Kerlin.  1844.  gr.  8.  8 ggr. 

Astronomie.  Le  Planetaire , pour  servir  a ddmontrer  difFdrens 
phenomenes  qui  ont  lieu  daus  notre  Systeme  sulaire;  par  M.  le  bu- 
ron  de  Montchauvel.  In -4.  Paris.  (844. 

Ronnycastle’s  Introduction  to  Astrnnomy.  New  Edition,  by 
Professor  Young.  London.  1844.  1-mo.  9 sh.  clotli. 

Pinnock’s  Astrnnomy  mndc  Easy;  inlended  for  the  use  of  Young 
l'hildren.  18mo.  London.  1844.  Witli  ouuierous  engravings, 
cloth  1 sh.  6 d. 

Kcrignn,  T.:  Practica!  Treatise  on  the  Eclipses  of  the  Sun  and 
Monn,  and  the  Deflection  of  the  Moon  and  Plunets,  explaining  their 
4'alrulation  hy  Simple  and  Direct  Methods,  witli  Remurks  on  the 
Auomalies  of  the  Present  Theory  of  the  Tides,  the  Superior  At- 
truction  of  the  Sun  over  tliat  of  the  Moon  ut  the  surface  of  the 
Earlh  etc.  8.  cloth.  4 sh. 

EfTemeridi  astrnnomichc  di  Milano  per  l’anno  bisestile  1811, 
calcolatc  dall’  nbate  Giovanni  Capelli  e da  Curzio  Kuzzetti,  (’on 
uppcudicc  di  memorie  ed  osservazioni  astronomiche.  Mailand.  1844. 

Almanacco  nuutico  per  l'anno  1843,  con  uumerose  tavole  astro- 
nomico  nautiche,  un  planisfero  celeste  ed  una  cartu  magnetica,  puh- 
Idicato  dal  dott.  Vincenzo  Gallo  professore  di  matematiche  etc. 
Anno  terzo.  Le  nppendici  contengono:  1)  Aggiuute  all’  astrono- 
■nia  uautica  de)  doltore  C.  L.  di  Littrow  nstronomo  aggiunto  all' 
i.  r.  specula  di  Vienna;  2)  Trattati  e convenzioni  di  commer- 
cio  e di  nuiigazionc  fra  f Austria  e le  diverse  potenzc.  Venezia. 
1842. 

Almanacco  nnulico  per  l'anno  1844,  pubblicato  dal  ingegnere 
dott.  Vincenzo  Gallo.  8.  Triest.  1843. 
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Physik. 


Peschel,  C.  F.:  Lehrbuch  der  Physik,  nach  dem  ge- 
genwärtigen Standpunkte  dieser  Wissenschaft  bearbei- 
tet, zum  Gebrauche  bei  Vorlesungen  auf  höheren  Gym- 
nasien und  mit  besonderer  Berücksichtigung  von  Mi  I i - 
t ai  r b i I d u u gsu  ns  t al  ten.  gr.  8.  Mit  13  Steintatein  in  gr.  4. 
und  25  Tab.  Dresden.  1844.  Cart.  in  Leinw.  6 Thlr. 

Das  Werk  ist  nun  vollständig  erschienen.  M.  vergl.  Literar. 
Ber.  No.  VII.  S.  113.  Auch  die  zweite  Abtheilung  lässt  keine  be- 
sonderen Eigentümlichkeiten  erkennen.  Der  Preis  ist  sehr  hoch. 

Brandes:  Vorlesungen  über  die  Nnturlehre  für  Leser,  denen 
es  an  mathematischen  Vorkenntnissen  fehlt.  2te  verin.  und  verli. 
Ausgabe,  besorgt  von  C.  W.  H.  Brandes  und  W.  J.  H.  Michaelis. 
Mit  Kupfern.  2te  Lief.  gr.  8.  Leipzig.  1844.  1 Thlr. 

Meissas:  La  physique  facilement  apprise.  Notions  llemenlaires 
de  physique.  Pet.  in  18.  (Aussi:  No.  151.  du  Puuthäon  classiquc 
et  litt’draire)  avec  figures.  Bruxelles.  1844.  6 ggr. 

Om  den  fordclnktigaste  construction  af  thermo- elektriska  np- 
parater.  Präs.  Adolf  Ferdinand  Svanherg,  Physices  Professor; 
Kesp.  Adolf  Törnsten.  Stockholm.  1844.  8 sid  4to,  ined  1 pl. 

Annalen  für  Meteorologie,  Erdmagnetismus  und  ver- 
wandte Gegenstände,  redigirt  von  Grunert,  Koller, 
Kreil,  Lamont,  Plieninger,  Quctelet,  Stieffel,  heraus- 
gegeben  von  Dr.  J.  Lamont. 

Jahrgang  1843.  Heft  VIII,  Windrichtung  und  Stärke  und 
Bewölkung  des  Himmels,  1841  und  1842,  beobachtet  an  der  k. 
Sternwarte  bei  München.  — Stündlicher  Gang  der  Temperatur  und 
des  Luft-  uud  Kunstdruckes , beobachtet  im  Jahre  1843  an  der 
k.  Sternwarte  bei  München.  Zweite  Jahreshälfte.  — Resultate  aus 
den  Beobachtungen  der  Temperatur  des  Bodens,  welche  in  den 
Jahreu  1837  — 1842  in  Upsula  aufgezeichnet  wurden,  mitgetheilt 
von  Herrn  l)r.  Angström,  Observator  der  Sternwarte  in  Upsala.  — 
Meteorologische  Beobachtungen  in  Leipzig  und  Wiirzburg.  — Mag- 
netische Beobachtungen  vom  Juni  bis  December  1843,  aufgezeien- 
net  im  magnetischen  Observatorium  der  k.  Sternwarte  bei  München. 
— Meteorologische  Beobachtungen  zu  Freising,  angestellt  vom  Hro. 
Lycealprofessor  Meister.  — Höhe  der  Isar  bei  Freising,  aus  den 
täglichen  Beobachtungen  des  k.  Werkmeisters  Herrn  Lung,  berech- 
net und  mitgetheilt  von  Herrn  Professor  Meister.  — \ ermischte 
Nachrichten  vom  Herausgeber:  Herrn  Sabines  Contrihutioos  to  Tcr- 
restrial  Magnetism  No.  IV.  und  V.  Observations  on  duys  ot  unusual 
magoctical  disturbance  made  at  the  British  coloniul  observatories. 
Meteorologische  Beobachtungen  des  Herrn  P.  Stephan  Postlmoyer, 
Prior  des  Benedictincrklostcrs  in  Ottobeuern.  Gleichzeitige  Tem- 
peraturbeobachlung  der  Moosach  uud  Isar,  1842;  vou  Hrn.  Lycenl- 
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professor  Meister  in  Freysing.  Auszüge  aus  zwei  Briefen  des  Herrn 
Colla,  llirectors  des  iseteorologisctien  Obversatoriums  in  Parma, 
un  den  Herausgeber.  Uebersicht  der  meteorologiscben  Beobacbtun- 
gen  in  Grönland  und  Labrador,  dann  in  Kisbnagur  in  Bengalen. 
Beobachtungen  von  Herrn  Professor  Loomis  in  Hudson. 

Jahrgang  1844.  Heft  IX.  Meteorologische  Beobachtungen 
in  Aschatlenburg  im  Jahre  1842  von  Herrn  Rector  uud  Professor 
Itr.  Kittel.  Monatmittel  der  meteorologischen  Beobachtungen  zu 
Scbössl  im  Jabre  1841  und  1842  nach  deu  Beobachtuogsstunden,  uud 
allgemeine  Zusammenstellung  für  die  Jahre  1839,  1840,  1841,  1842, 
von  Herrn  Anton  Bayer.  — Tägliche  meteorologische  Beobachtun- 
gen in  Hof,  dann  Bewölkung  und  Windrichtung  in  Würzburg  und 
Bewölkung  in  Leipzig  im  Jabre  1842.  — Tägliche  meteorologische 
Beobachtungen  in  Ofen  im  Jabre  1842,  von  Herrn  Prof.  Mayer,  Di- 
rector  der  Sternwarte.  — Meteorologische  Beobachtungen  in  Salzburg 
1843,  von  Herrn  Prof.  Kottinger.  — Meteorologische  Beobachtungen 
in  Bensberg  bei  Köln  am  Kbein  im  Juhre  1843,  von  Herrn  Voigt, 
k.  preuss.  Lieutenant  und  Lehrer  im  Cadetten- Corps.  — Versuch 
einer  ersten  genäherten  Bestimmung  der  Höhe  von  München  über 
dem  mittleren  Spiegel  der  Ostsee,  von  Herrn  Professor  Grunert  in 
Greifswald  *).  — Magnetische  Declinatioo  in  Brüssel,  von  Herrn  Di- 
rector  Uuetelet.  — Monatliche  Mittel  der  meteorologiscben  Beob- 
achtungen an  der  k.  Saline  in  Reichenhall.  — Magnetische  Stö- 
rungen, beobachtet  in  München  im  Jahre  1843.  — Resultate  aus  den 
meteorologiscben  Beobachtungen  in  Breda  1843,  von  Herrn  Prof. 
WenckeliHcb.  — Meteorologische  Beobachtungen  in  Utrecht  1843, 
von  Herrn  Prof,  van  Rees.  — Bemerkung  über  die  Berechnung  des 
mittleren  Barometer-  und  Thermometerstnndes,  nebst  Tafel  für 
1841,  1842,  1843,  vom  Herausgeber.  — Lufttemperatur  in  huudert- 
theiligen  Graden,  und  Luftdrurk  in  Millimetern  auf  dem  Faulhorn 
in  der  Schweiz,  von  Herrn  Prof.  Martins  in  Paris.  — Meteorologi- 
sche Beobachtungen  auf  dem  Hohenpeisseuberg  1843,  von  Herrn 
Pfurrer  Ott.  — Monatliche  Mittel  der  meteorologiscben  Beobachtun- 
gen io  Gunzenhausen,  Burglengenfeld,  Udenheim,  Ansbach,  Neu- 
stadt b.  d.  A.  uud  Mullersdorf.  — Meteorologische  Beobachtungen 
in  Western,  Reserve  College  io  Hudson,  angestellt  von  Herrn  Prof. 
Loomis.  — Bemerkungen  über  die  in  Upsala  während  der  Jahre 
1838 — 1841  beobachteten  Bodeutemperaturen  von  Herrn  I)r.  Aug- 
ström,  Observator  der  Sternwurte  in  Upsala.  — Vermischte  Nach- 
richten vom  Herausgeber.  Magnetischer  Theodolit.  Mittheilungen 
von  Herrn  Hofrath  Mädler  und  Herrn  Professor  Meister. 


Schumacher:  Die  Krystallisation  des  Eises,  gr.  8.  Leipzig. 
2 Tblr. 


*)  Das  Resultat  dieser  meiner  ersten  Bestimmung  der  Höhe  von  München 
über  dem  Nullpunkte  meines  Barometers  ist  1G23,4  par.  Fuss.  Die 
Höhe  des  Nullpunkts  meines  Barometers  über  dem  mittlern  Spiegel 
der  Ostsee  ist  erst  noch  durch  ein  Nivelltynent  auszumitteln,  und  wird 
später  mitgctheilt  werden. 
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Vermischte  Schriften. 


Kulletin  de  la  classo  physico- matliemati<|ue  de  l’academie  impe- 
riale des  Sciences  de  St.  Petcrsbourg.  Turne  III.  en  24  ,\rs. 
gr.  in -4.  St.  Petersburg.  1844.  R.  2. 

The  Senate  House  Problems.  Kor  1844.  V\  ith  Solutions  by 
Matthew  O’Brien,  Robert  Leslie  Ellis,  Moderators.  Cambridge. 
1844.  4.  4 sh.  t>  d. 

Cambridge  Matbematical  Miscellany.  Kdited  by  Prof.  Pierre. 
1844.  Uuarterlv.  Cambridge.  5 Tblr.  8 ggr. 


Preisaufgabe  der  Jahlonowski’schen  Gesellschaft  zu 
Leipzig  für  1845. 

Hs  sind  noch  einige  Bruchstücke  einer  von  I.cibnitz  erfundenen 
geoutet  rischen  Charakteristik  übrig,  in  welcher  die  gegenseitigen 
Lagen  der  Orte,  ohne  die  Grösse  von  Linien  und  Winkeln  zu  Hülfe 
zu  ziehen,  unmittelbar  durch  einfache  Symbole  bezeichnet  und  durch 
deren  Verbindung  bestimmt  werden,  und  die  daher  von  unserer  al- 
gebraischen und  analytischen  Grometrie  gänzlich  verschieden  ist. 
Es  fragt  sich,  ob  nicht  dieser  Calcul  wieder  hergcsteilt  und  w'eiler 
nusgehildct  oder  ein  ihm  ähnlicher  angegeben  werden  kann,  was 
keineswegs  unmöglich  zu  sein  scheint.  Gött.  Anzeigen.  1844.  S. 
1940.  (F.iusendungstermin  lstc  November  1845.  An  den  .Sekretair 
der  Gesellschaft.  Die  Preisschriften  können  auch  deutsch  verfasst 
sein.  Vorzüglich  bat  man  nachzusehen : Cli.  Hugenii  aliorumquc 
seculi  XVII.  virorum  ccleberriinorutn  exercitationes  mathemntiene, 
edd.  J.  Cylcnbroek,  Hagae.  1825.  Fase.  II.  p.  6.  Diese  Preis- 
aufgabe scheint  uns  besondere  Aufmerksamkeit  zu  verdienen,  und 
die  Lösung  derselben  eine  sehr  verdienstliche  Arbeit  zu  sein.  G.) 
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Literarischer  Bericht. 


Schriften  über  Unterrichtsmethode. 


Programme  officiel  des  matieres  d’examen  du  baccalaur&it  es 
Sciences  mathematiques  et  physiques.  In -12.  Paris.  1844. 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Ohm,  Al.:  Die  reine  elementar- Mathematik,  zum  Gebrauche  an 
hohem  technischeu  Lehranstalten,  besonders  aber  an  Gymnasien 
und  zum  Selbstunterrichte  bearbeitet  und  mit  sehr  vielen  llebungs- 
beispielen  versehen.  1.  Bd.  Oie  Arithmetik  bis  zu  den  hohem  Glei- 
chungen. 3te  mit  einer  vollständigen  Beispielsammlung  versehene 
Auflage.  8.  Berlin.  1844.  Vf  Thlr. 

Grundriss  der  reinen  Mathematik,  oder  Leitfaden 
für  den  Unterricht  in  der  gesammten  Elementur-Mathe- 
matik.  Zum  Gebrauch  für  die  oberen  Klassen  der  Gym- 
nasieu  und  höheren  Lehranstalten.  Von  J.  C.  II.  Ludti- 
wieg,  Artillerie  - Capita  in  a.  0. , Oberlehrer  der  Mathe- 
matik und  Physik  am  Gymnasium  zu  Stade.  Erste  A b - 
theilung.  Arithmetik  und  Algebra.  Mit  Einschluss  der 
Combinutionslehre  und  einiger  Theile  der  hohem  Alge- 
bra. Hannover.  1844.  8.  1 Tlilr.  4 ggr. 

Nach  der  Angabe  des  Herrn  Verfassers  in  der  Vorrede  ist  die- 
ser Grundriss,  dessen  erste  Abtheilung  hier  vorliegt,  im  Sinne  sei- 
ner grösseren  Lehrbücher  (Lehrbuch  der  Arithmetik  und  der  An- 
Biod  V.  ' 
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fangsgründe  der  Algebra.  2te  Auflage.  Hannover.  1835.  — Lehr- 
buch der  ebenen  Geometrie  und  Trigonometrie.  2te  Aufl.  Hannover. 
1839.  — I. ehrbuch  der  Stereometrie  und  sphärischen  Trigonometrie. 
Haunover.  1840.),  und  mit  Bezugnahme  auf  dieselben  nusgearbeitet. 
Dieser  ersten  Abtheilung  sind  fiir  den  Unterricht  in  Prima  einige 
Kapitel  aus  der  höheren  Algebra  beigefiigt  worden.  Der  \orirag 
des  Verfassers  ist  deutljch,  wie  schon  aus  seinen  früheren  Lehrbü- 
chern hinreichend  bekannt  ist. 

Leitfaden  für  den  mathematischen  Elementarunter- 
richt in  Handels-  und  höhern  Bürgerschulen.  Von  Dr. 
Julius  Michaelis,  Lehrer  der  Mathematik  an  der  öffent- 
lichen Handelslehranstall  zu  Leipzig.  Leipzig.  1844.  8. 
12  ggr. 

Ein  ganz  kurzer,  völlig  elementar  gehaltener,  deutlich  ge- 
schriebener Leitfaden  für  den  Unterricht  in  den  Anfangsgründen 
der  ebenen  Geometrie.  Stereometrie,  Buchstabenrechnung  und  Al- 
gebra, und  der  ebenen  Trigonometrie,  der  seinen  nächsten,  auf 
dem  Titel  nngegebeuen  Zweck  gut  zu  erfüllen  scheint.  Die  Be- 
weise und  Auflösungen  sind  nirgends  ausgeliihrt,  sondern  überall 
nur  angedeutet.  Die  auf  8.  TO.  und  8.  71.  angegebenen  Nülierungs- 
constructionen  und  manche  andere  für  das  geometrische  Zeichnen 
nützliche  Constructionen  sind  in  der  vorliegenden  Schrift  ganz  an 
ihrem  Orte.  Der  Druck  und  das  Papier,  so  wie  auch  die  eingedruck- 
ten Holzschnitte  lassen  nichts  zu  wünschen  übrig. 

Benecken:  Lehrbuch  der  Mathematik,  lster  Theil:  die  ebene 

Geometrie,  gr.  8.  Mit  1 Figurentafel.  Quedlinburg.  1844.  10  ggr. 


Arithmetik. 


Handbuch  der  hesondern  und  allgemeinen  Arithme- 
tik für  Praktiker,  zunächst  für  das  Selbststudium  ge- 
meinverständlich ab  gefasst  von  Dr.  L.  C.  Schulz  v.  Strass- 
nitzki,  üffentl.  ordentl.  Professor  der  Mathematik  am 
k.  k. 'polytechnischen  Institute  zu  Wien.  Wien.  1844.  8. 
3 Th  Ir. 

Der  Inhalt  dieses  empfehlenswerten , sehr  deutlich  geschriebe- 
nen, mit  vielen  Beispielen  ausgestatteten  Handbuchs  entspricht  ganz 
seinem  auf  dem  Titel  angegebenen  Zwecke. 

Leitfaden  der  allgemeinen  Arithmetik  für  Gymna- 
sien, Real-  und  höhere  Bürgerschulen,  so  wie  fiir  Haus- 
lehrer und  zum  Gebrauche  beim  Selbstunterrichte.  Von 
Dr.  A.  Wigand,  Lehrer  der  Mathematik  und  zweitem  t'ol- 
legen  an  der  Realschule  im  Waisenbause  zu  Halle.  Halle. 
1844.  8,  10  ggr. 

Dieser  deutlich  verfasste  kurze  Leitfaden  erstreckt  sich  über 
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die  gewöhnlichen  Elemente  der  allgemeinen  Arithmetik  und  Alge- 
bra in  ziemlicher  Vollständigkeit.  Auf  die  Auflösung  der  quadrati- 
schen Gleichungen  mittelst  der  goniometrischen  Functionen  ist  auch 
Rücksicht  genommen.  Ein  Nachtrag  enthält  die  Lehre  von  den 
Decimalbrüchen,  wofür  der  Grund  in  der  Vorrede  angegeben  ist. 

Thomson,  J.:  An  Elementury  Treatise  on  Algebra,  Tbeoretical 
and  Practica).  12mo.  London.  1844.  clotb.  5 s. 

Wntson,  \V.:  Easy  and  Uompreheusive  Introductiou  to  Algebra, 
designed  for  the  use  of  Schools,  with  plain  and  familiär  Examples, 
and  numerous  Notes  and  Observations,  intended  as  Aids  to  Private 
Students.  2d  edition,  much  improved  and  enlargcd.  12mo.  bound. 
3 sh. 

Elementar- Lärohok  i Algebra  af  E.  G.  BJürling.  Scdnarc  fie- 
len. Andra  up|>lngun  af  Författarens  - „Elementar- Afhandling  nin 
Lognr.  och  Scner.  Upsala.  1844. 

M.  vergl.  f.iterur.  Bericht.  No.  XIII.  S.  195. 

Schortrede,  R. : Logarithmic  Tables  to  Scven  Placcs  of  Deci- 
mals;  containing  Logorilhms  to  numbers  from  1 to  120,000,  n um- 
her» to  Logarithms  from  0 to  100,000,  Logarithmic  Sines  and  Tan- 
to  every  Second  of  the  Circle,  with  Arguments  in  Space  and 
, and  new  Astrnnomical  and  Geodetieal  'Fahles.  Royal  - 8vo. 
Edinburgh.  1844.  cloth  4 L.  4 s. 

Theorie  der  Lotterie  - Anleben  nebst  einer  Methode 
deu  Werth  eines  Kapitals  bei  verschiedenem  Zinsfusse 
und  den  liieruus  sich  ergebenden  Curs  zu  bestimme  n, 
mit  Rücksicht  auf  die  Grossherzoglich  Badischen  Staats- 
Anleben.  Von  Dr.  L.  Octtinger,  ord.  öffentl.  Professor 
der  Mathematik  an  der  Universität  zuFreiburg  in  Breis- 
gau.  Freiburg.  1844.  8. 

Da  die  Theorie  der  Lotterie- Anlehen  noch  nicht  gegeben  ist, 
so  ist  diese  .Schrift  unstreitig  für  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
und  politische  Arithmetik  schon  in  dieser  Beziehung  von  nicht  ge- 
ringem Interesse.  Dies  gilt  aber  auch  von  ihrem  zweiten  Theile, 
über  welchen  sich  der  Herr  Verfasser  in  dem  Vorwort  auf  folgende 
Art  äussert:  ,,lu  keiner  der  bisher  über  politische  Arithmetik  er- 

schienenen mir  bekannten  Schriften  ist  die  Frage  aufgestellt  und 
beantwortet,  in  welchen  Fällen  des  Gescbäftslebens  Zinses- Zinsen 
gerechnet  werden  müssen.  Man  liess  die  Frage  unberührt  und  des- 
wegen unentschieden,  vielleicht  mit  aus  dem  Grunde,  weil  die  Ge- 
setze Zinseszins  im  gewöhnlichen  Leben  nicht  zulussen,  und  glaubte, 
sie  dem  Vertrag  oder  der  Willkühr  anheim  geben  zu  müssen.  Die 
Untersuchungen  des  §.  9.  zeigen,  wann  mit  Zinses. Zinsen  gerech- 
net werden  muss,  und  wann  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen 
nicht  zugelassen  werden  kann.  Die  Fälle,  worin  dies  geschehen 
kann,  sind  dort  genau  bezeichnet.  Hiebei  ist  wohl  zu  bemerken, 
dass  der  Calcul  über  die  Frage  keine  Antwort  giebt,  ob  bei  einem, 
auf  einen  bestimmten,  spätem  Zeitpunkt  und  auf  einmal  heim  zu 
zahlenden  Kapitale,  das  mehrere  Jahre  vor  der  Verfallze.it  nach  et- 
waiger Uebereinkunft  abgetragen  werden  soll,  Zinses- Zinsen  oder 
einfache  Zinsen  gerechnet  werden  sollen ? Er  kann  hierauf  nicht 
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antworten,  denn  hier  entscheiden  äussere  Gründe,  wie  die  Grösse 
des  Kapitals;  die  richtige  Zahlung  der  Zinsen  auf  den  Verfalltag; 
die  Möglichkeit,  erhobene  Zinsen  sogleich  nutzbringend  anzulegen. 
•Sind  die  Zinsen  von  der  Bedeutung  und  ist  die  Möglichkeit  vor- 
handen, dass  sie  sogleich  wieder  zinstragend  angelegt  werden  kön- 
nen, wie  an  einem  grossen  Geldmärkte;  bei  Anstalten,  worin  grosse 
Geldmassen  verwaltet  werden;  bei  gegenseitig,  zu  bestimmten  Zei- 
ten wiedcrkchrender,  Abrechnung;  so  wird  wohl  kein  Grund  vor- 
handen sein,  die  Rechnung  mit  Zinses- Zinsen  als  unzulässig  zu 
erklären.  Eine  weitere  Erörterung  dieser  Sache  gehört  jedoch  nicht 
hicher,  sondern  nur  die  Resultate,  zu  welchen  der  Calcul  führt.” 

Schnuse,  Dr.  C.  H.:  Sammlung  ausgewäblter  allge- 
meiner Formeln  und  Aufgaben  aus  de  r Differentialrech- 
nung und  deren  Anwendung  auf  Geometrie.  Ein  HUIfs- 
liuch  für  Lehrer  und  Schüler  an  liöbern  Unter  ri  chtsun - 
stalten.  2t e Liefer.  Mit  1 Tafel,  gr.  8.  Braunschweig. 
i Thlr. 

Die  erste  Lieferung  ist  Literar.  Ber.  No.  XVI.  S.  242.  ange- 
zeigt. Die  zweite  ist  noch  nicht  in  unsere  llände  gelangt,  und 
wird,  sobald  dies  geschieht,  ausführlicher  angezeigt  werden. 

/ 

Calculi  differentiarum  finitarum  inversi  excrcitu- 
tiones.  Auctore  E.  G.  Björling,  l’hil.  Mag.,  ad  Reg.  Acud. 
Upsal.  Math.  Iloc.  Pars  I.  (Ex  Actis  Reg.  Societ.  Scient. 
Upsal.).  Upsaliae.  MDCCCXLIV.  4o. 

Der  Verfasser  beschäftigt  sich  in  dieser  Abhandlung  vorzüglich 
mit  der  Auflösung  der  vier  folgenden  Probleme. 

Pro  bl e oui  I.  luveuire  = . 

dxn 

Problema  II.  Invenire  — . 

d.cn 

Problema  III.  Invenire  vulorem  x generalem,  quo  fiat  satis 
conditioni  fax  = exy,  y denotante  functionem  ipsius  x rationalem 
ac  integrum  mti  gradus  positoque  fax  — h (band  = 0). 

Problema  IV.  Invenire  valorem  x generalem,  quo  fiat  satis 
conditioni  fax  = erxy,  y denotante  functionem  ipsius  x rationalem 
uc  integrum  mti  gradus,  r constantem  quumlibet  (realem  aut  imagi- 
nariatn)  excepto  0,  positoque  fax  = /i  (band  =0). 


Geometrie. 


Die  Elemente  der  Geometrie  uud  der  ebenen  und 
sphärischen  Trigonometrie;  von  A.  M.  Lcgcndre.  Aus 
dem  Französischen  übersetzt  und  mit  Anmerkungen  be- 
gleitet von  A.  L.  Crelle.  Vierte  Auflage  der  Uehersetzung 
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Scheint  ein  ganz  unveränderter  Abdruck  der  vorhergehenden 
Auflage  dieser  empfeblenswerthen  Uebersetzuug  des  immer  noch  als 
ausgezeichnet  anerkannten  Werks  von  Legendre  zu  sein. 

Lehrbuch  der  Geometrie  für  Gymnasien.  Von  C. 
Meyer,  Professor  am  Köo igl ich e u Gy m n asiu m zu  Pots- 
dam. Erster  Theil.  Planimetrie.  Dritte  Auflage.  Zwei- 
ter Theil.  Stereometrie.  Zweite  Auflage.  Potsdam. 
1843.  8. 

Dieses  Lehrbuch  enthält  die  gewöhnlichen  Elemente  der  ebe- 
nen und  körperlichen  Geometrie  in  deutlicher  und  strenger  Dar- 
stellung. Was  den  Vortrag  der  Lehre  von  den  Parallellinicn  be- 
trifft, so  wird  dieselbe  hauptsächlich  auf  den  Satz  gegründet,  dass 
zwei  einer  und  derselben  dritten  Linie  parallele  gerade  Linien  ein- 
ander jederzeit  selbst  parallel  sein  müssen.  Diesen  Satz  stellt  der 
Verfasser  als  eiuen  Lehrsatz  auf,  und  gegen  den  Beweis  desselben 
an  sich  kann  allerdings  auch  eigentlich  nichts  Wesentliches  einge- 
wendet werden.  Gewünscht  hätten  wir  aber,  dass  der  Verfasser, 
was  uns  bei  diesem  vielbesprochenen  Gegenstände  von  ganz  beson- 
derer Wichtigkeit  zu  sein  scheint,  recht  deutlich  und  bestimmt  her- 
vorgehoben hätte,  welches  Axiom  der  von  ihm  gegebenen  Darstel- 
lung eigentlich  zum  Grunde  liegt;  denn  dass  man  ohne  ein  solches 
besonderes  Axiom  in  der  Lehre  von  den  Parallellinien  nicht  aus- 
kommen  kann,  scheint  nun  einmal  gewiss  zu  sein.  Zergliedert  man 
aber  die  Darstellung  des  Verfassers,  so  findet  man  allerdings,  dass 
in  derselben  ein  solcher  besonderer  Grundsatz  versteckt,  aber  nicht 
als  ein  solcher  aufgestellt  worden  ist,  welcher  bei  dem  Beweise 
von  §.  21.  Zusatz,  in  Anwendung  gebracht  werden  muss,  wenn 
derselbe  in  völlig  strenger  Form  gegeben  werden  soll.  Dieser  Sutz 
ist  hier  übrigens  kein  eigentliches  Axiom,  Bondern  vielmehr  ein 
Postulat,  und  kann  auf  folgende  Art  ausgesprochen  werden: 

Wenn  zwischen  den  Schenkeln  eines  Winkels  ein 
Punkt  gegeben  ist,  so  lässt  sich  immer  eine  die  beiden 
Schenkel  des  Winkels  schneidende  gerade  Linie  ziehen , 
die  iu  Verbindung  mit  den  beiden  Schenkeln  des  gege- 
benen Winkels  ein  Dreieck  bildet,  innerhalb  dessen  der 
gegebene  Punkt  liegt. 

Insofern  man  die  Möglichkeit  des  in  diesem  Satze,  der  übri- 
gens wenigstens  in  ähnlicher  Form  auch  schon  anderen  Purallelen- 
theorien zum  Grunde  gelegt  worden  ist,  Geforderten  ohne  Beweis 
zugiebt,  und  demselben  den  Namen  eines  eigentlichen  Postulats 
nicht  streitig  macht  — was  wir  aber  allerdings  zu  tliun  geneigt 
sein  möchten  — lässt  sich  gegen  die  von  dem  Verfasser  gegebene 
Darstellung,  wie  es  uns  scheint,  nichts  Wesentliches  einwenden. 
Nur  sind  wir,  wie  schon  erinnert,  der  Meinung,  dass  der  Verfasser 
namentlich  in  einem  Schulhuche  dieses  Postulat  hätte  förmlich  auf- 
steilen und  auf  diese  Weise  deu  Schülern  die  Schwierigkeit,  die 
in  der  Lehre  von  den  Parallellinieu  nuu  einmul  vorhanden  ist,  und 
nach  unserer  innigsten  Feberzeugung  nur  durch  ein  dieser  Lehre 
eigenthümliches  Axiom  oder  Postulat,  da  die  gewöhnlichen  blosse 
Grössenrergleichungen  betreffenden  Axiome  hier,  wo  man  es  mit 
blossen  Lageobezieuuugeu  zu  tliun  bat,  nicht  mehr  ausreicben,  ge- 


hoben  werden  kann,  hatte  klar  und  deutlich  vor  Augen  legen  sol- 
len. Leider  wird  in  dieser  Lehre  immer  noch  in  vielen  Lehrbüchern 
ein  solches  Yersteckcspieien  mit  Sätzen  gehandhabt,  was  derselben 
gewiss  schon  zu  grossem  Schaden  gereicht  und  den  grössten  Tbeil 
der  öfters  ganz  verunglückten  Versuche  zu  ihrer  besseren  Begrün- 
dung hervorgerufen  lint.  Keineswegs  soll  übrigens  hiedurch  ein 
indirecter  Tadel  der  von  dem  Verfasser  gegebenen  Darstellung  an 
sich  ausgesprochen  werden , die  wir  im  Gegentheil  ganz  zweck- 
massig  finden,  wenn  nur  das  in  derselben  versteckte,  oben  näher 
bezeicnnetc  Postulat  bestimmt  hervorgeboben  worden  wäre. 

Zur  Empfehlung  gereichen  dieser  Schrift  auch  'gutes  Papier, 
schöner  Druck,  und  die  in  den  Text  eingedruckten,  sehr  gut  aus- 
gefübrten  Holzschnitte. 

Leitfaden  der  gesummten  Elementar  - Geometrie  für 
hohem  Schulunterricht,  bearbeitet  von  Dr.  A.  Sonnen- 
burg, ordentlichem  Lehrer  d e r Mathe mati k und  Physik 
an  der  Hauptschule  zu  Bremen.  Bremen.  1844.  8. 

(Schon  vorläufig  Literar.  Ber.  No.  XVIII.  S.  280.  angezeigt.) 

Dieser  Leitfaden  erstreckt  sich  über  die  ebene  Geometrie  und 
ebene  Trigonometrie,  Stereometrie  und  sphärische  Trigonometrie. 
In  der  Vorrede  erklärt  Bich  der  Verfasser  näher  über  die  Methode 
seines  Unterrichts,  welches  die  Methode  eines  jeden  guten  Lehrers 
ist,  und  sagt  daun  über  das  vorliegende  Buch:  ,,Ks  galt  hier  er- 

stens, um  das  die  Aufmerksamkeit  störende  Niederschreiben  ein- 
zelner Punkte  (von  Seiten  der  Schüler)  in  den  Lehrstunden  zu  ver- 
hindern, die  wichtigsten  Erklärungen  und  die  Haupt  - Lehrsätze 
bestimmt  und  schart,  die  Beweise  der  letzteren  dagegen  nur  in 
ihren  vorzüglichsten  Punkten  hinzustellen,  alles  weniger  Wichtige 
aber  jenen  unterzuordneu  und  nnzudeuten,  jedoch  so,  dass  der  den- 
kende Schüler  allein,  der  schwache  mit  einiger  Hülfe,  sich 
hindurchfinden  könne;  zweitens  dem  Schüler  einen  leichten  Ueber- 
blick  über  das  weitläuftige  Gebiet  der  Elementar  - Geometrie  zu 
versebafien  und  ihn  bei  vorgekouimenon  Versäumnissen  den  Zusam- 
menhang leicht  wieder  auffinden  zu  lassen;  drittens  zu  häusli- 
chen Arbeiten  statt  der  schriftlichen  Ausarbeitung  des  in  den  Lehr- 
stunden  Durcbgenommenen  (wo  ja  das  Abschreiben,  selbst  bei  stren- 
ger Ueberwnchung,  immer  eine  bedeutende  Bolle  spielt),  solche 
Sätze  und  Aufgaben  zu  den  Haupt -Lehrsätzen  nuszuwählen,  an  de- 
nen der  Schüler  sein  jedesmaliges  Wissen  und  Können  bewähre; 
viertens  überall  da,  wo  Beispiele  die  Sache  verdeutlichen  und 
befestigen,  diese  auch  in  hinreichender  Anzahl  heizufügeu;  end- 
lich galt  es,  nicht  einen  besoodern  Theil  der  Elementar  - Geometrie, 
sondern  das  gesummte  Gebiet  derselben  so  gedrängt  wie  möglich, 
übersichtlich  und  praktisch  zusummenzustelleo.”  Wir  glauben,  dass 
das  Buch  allen  diesen  Auforderungen  gut  entspreche,  und  dass  der 
Verfasser  namentlich  rücksichtlich  der  zu  sehr  oder  zu  wenig  aus- 
führlichen Darstellung  einen  glücklichen  Mittelweg  eingeschlagen 
habe,  empfehlen  dasselbe  dauer  aus  Ueberzeuguog  zu  weiterer 
Beachtung.  Auf  die  sogenunnte  neuere  Geometrie  ist  in  einem 
Auhange  zur  ebenen  Geometrie  (S.  95.  — 8.  100.)  so  weit  Rück- 
sicht genommen,  als  es  die  Natur  eines  solchen  Schulbuches  ge- 
stattet. Den  Euler’schen  Satz  von  den  Polyedern  hätte  der 
Verfasser  wohl  noch  mit  aufnehmeu  können , da  sich  derselbe  nach 
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dem  jetzigen  Stande  der  Wissenschaft  so  leicht  beweisen  lässt. 
Auch  verdient  der  von  ßauss  gegebene  schöne  Beweis  des  Le- 
gendre’scheu  Theorems  von  dem  sphärischen  Kxcess 
(M.s.  Archiv.  Tbl.  I.  S.  436.)  immer  mehr  Eingang  in  die  Elemente 
zu  linden,  als  derselbe  bisher  gefunden  hat.  llebrigens  konnte  der 
Verfasser  des  vorliegenden  Lehrbuchs  diesen  schönen  Beweis  schon 
deshalb  nicht  in  dasselbe  aufnehmen,  weil  er  die  trigonometrischen 
Reihen  von  dem  Vortrage  der  Trigouometrie  ausgeschlossen  bat, 
was  bei  der  Tendenz  und  der  gnnzeu  Anlage  dieser  Schrift  nicht 
gemisBbilligt  werden  kann. 

Lehrbuch  der  Elementar-Geometrie.  Eine  Samm- 
lung methodisch  geordneter  und  aufgelöster  geometri- 
scher Aufgaben  mit  155  dem  Texte  beigedruckten  Holz- 
schnitten, für  Lehrer  und  zum  Selbstunterricht,  insbe- 
sondere für  Volksschulen  und  Schullehrer  - Semiuarien. 
Bearbeitet  und  berausgegeben  von  F.  W.  Pietzscb,  Leh- 
rer an  der  Raths  - Töchterschule  zu  Dresden.  1844.  8. 

• 12  8F* 

Diese  Schrift  verdient  nur  den  Namen  einer  Anleitung  zum  geo- 
metrischen Zeichnen,  aber  nicht  eines  Lehrbuchs  der  Elementar- 
Geometrie. 

Fülle:  Lehrbuch  der  Stereometrie  für  die  obern  Klassen  der 
Gymnasien  und  Realschulen.  Mit  6 Figurentafeln,  gr.  8.  Breslau. 
1844.  i Thlr. 

Derselbe:  Auszug  aus  Vorstehendem.  Mit  6 Figurentafeln, 

gr.  8.  Ebendaselbst,  j-  Thlr. 

Teyssedre,  A.:  Klemens  de  gdometrie  populaire.  Avec  6 plan- 

ebes.  8.  Paris.  3 f.  50  c. 

Planches,  Jules:  Cahiers  de  g£om&rie  ^lementnire,  pour  servir 
de  compldment  au  Traite  de  Legendre.  Uuatrieme  cahier.  In  -8. 
Paris.  1844. 

Adbemar,  J.:  Traild  de  gdomdtrie.  Geometrie  plane.  In -8. 
Paris.  1844.  10  fr. 

Dulague:  Legons  de  uavigation,  contenant  les  eldmcns  de  geo- 
metrie  et  de  trigonomdtrie.  Reproduction  de  !a  dixieme  Edition, 
revne  etc.  par  V.  Ilagay.  In  - 8.  Paris.  1844. 

Brasse,  J.:  The  Knunciations  and  Figures  belonging  to  the 
Propositions  in  the  First,  Sixth,  and  part  of  the  Eleventh  Books 
of  Euclid’s  Elements,  usually  read  in  the  Gniversities.  5th  edition.  • 
46  cards  in  a case.  London.  1844,  5 s.  6 d.  or,  sevved.  3 s.  6 d. 

Wedgwood:  The  Principles  of  Geometrical  Demonstration  de- 
duced  froni  the  Original  Conception  of  Space  and  Form.  London. 
1844.  2 s. 

Kauffmann  und  Schwenk:  Aufgaben  aus  der  darstellenden 

Geometrie.  Mit  60  litb.  Tafeln.  8.  Stuttgart.  1844.  2j  Thlr. 
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Bünau,  II.  von:  Die  Elemente  der  Projectionslehre.  Ein  Leit- 
faden für  den  Unterricht  an  gewerblichen  Lehranstalten  bearbeitet. 
Mit  20  Kupfertafeln.  8.  Leipzig.  1844.  1$  Thlr. 

Leroy,  C.  F.  A.:  Traite  de  Stdrlotomie,  comprenant  Ics  appli- 
cations  de  la  geomötrie  descriptive  a la  theorie  des  ombres,  lu  per- 
spective lineaire,  la  gnomonique,  la  coupe  des  pierres  et  la  char- 
pente.  ln-4.,  plus  un  atlas  in  folio  de  74  pl.  Paris.  1844.  34  fr. 

Tabacci:  Applicazioni  di  geometria  descrittiva  al  disegno  ur- 
cbitettonico  e delle  macchine  e formule  per  calcolare  le  superficie 
delle  volte  composte.  Fase.  I.  2 tavole  litogr.  8.  Padova.  1844. 
2.  61. 

Considdratio  us  gdndrales  sur  les  courbcs  algebri- 
ques.  Par  M.  Steichen,  Professeur  ä l’Ecole  Militaire 
de  Kruxelles. 

Wahrscheinlich  ist  diese  mir  von  dem  Herrn  Verfasser  gütigsl 
zugesandte  Abhandlung  aus  einem  Journal  entlehnt,  welches  ich 
aber  anzugeben  ausser  Stande  bin.  G. 


Praktische  Geometrie. 


Untersuchungen  über  Gegenstände  der  hohem  Geo- 
däsie. Von  C.  F.  Gnuss.  Aus  dem  zweiten  Bande  der  Ab- 
handlungen der  König!.  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
zu  Göttiogen.  1844.  4.  12  ggr. 

Der  berühmte  Verfasser  beabsichtigt  in  einer  Reihe  von  Ab- 
handlungen seine  durch  die  im  Königreiche  Hannover  ausgeführten 
grossen  Messnogen  veraolassten  geodätischen  Untersuchungen  zu 
veröffentlichen,  und  äussert  sieb  rücksichtlich  dieser  vorliegenden 
ersten  Abhandlung  auf  folgende  Weise. 

Von  der  Aufgabe:  die  Theile  einer  gegebenen  Fläche  auf  einer 
andern  gegebenen  Fläche  so  abzubilden,  dass  die  Abbildung  dem 
Abgebildeten  in  den  kleinsten  Tbeilen  ähnlich  wird,  habe  ich  im 
Jahre  1822  eine  allgemeine  Auflösung  gegeben,  welche  Herr  Con- 
ferenzrath  Schumacher  im  3.  Heft  der  Astronomischen  Abhandlungen 
bat  abdrucken  lassen.  Bei  der  Anwendung  dieser  Aufgabe  auf  die 
höhere  Geodäsie,  für  welche  sie  eine  vorzüglich  ergiebige  Uülfs- 
quelle  wird,  macht  sich  das  Bedürfoiss  fühlbar,  Abbildungen,  welche 
unter  der  angegebenen  Bedingung  stehen,  durch  eine  besondere 
Benennung  uuszuzeichnen , und  ich  werde  dieselben  daher  con- 
forme  Abbildungen  oder  Uebertragungen  nennen,  indem  ich  diesem 
sonst  vagen  Beiworte  eine  mathematisch  scharf  bestimmte  Bedeutung 
beilege. 

In  der  angeführten  Schrift  ist  die  allgemeine  Auflösung,  welche 
eine  willkübrliche  Function  einschliesst,  auf  mehrere  bestimmte 
Flächen  angewandt;  das  letzte  dort  behandelte  Beispiel  betrifft  die 
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conforme  Uebertragung  der  Oberfläche  des  Uindrebungsellipsoids 
auf  die  Kugelfläche,  und  es  ist  S.  21.  zugleich  eine  solche  Bestim- 
mung der  arbiträren  Function  angegeben,  die  zu  einer  sehr  brauch- 
baren Anwendung  auf  die  höhere  Geodäsie  benutzt  werden  kann. 
Diese  Benutzung  war  a.  a.  0.  nur  kurz  angedeutet,  und  eine  ausführ- 
lichere Entwickelung  Vorbehalten.  Ich  werde  jedoch  anstatt  dieser 
speciellen  Auflösung  eine  etwas  abgeänderte  und  für  die  geodäti- 
schen Anwendungen  noch  viel  mehr  geeignete  Methode  zur  confor- 
meu  Uebertragung  der  ellipsoidischen  Fläche  auf  die  Kugelfläcbe 
in  der  gegenwärtigen  Abhandlung  entwickeln,  und  damit  zugleich 
alles  zu  einer  solchen  Benutzung  Erforderliche  verbinden. 

Rcinbold,  C. : Anweisung  zum  praktisch  - richtigen  Nivelliren 

oder  Wasserwägen;  bestehend  in  der  Beschreibung  und  Abbildung 
eines  verbesserten  Nivellir- Instruments  mit  Fernrohr  und  Röhren- 
libelle, dessen  Einrichtung  die  möglichst  genaue  Horizontalstellung 
der  Visir-Axe  ohne  äussere  Ilülfsmittel  leicht  und  sicher  gewährt, 
uud  in  der  Darstellung  einer  sichern  und  richtigen  Niivellirmethode 
mit  Selbstcontrole.  (Besonders  abgedruckt  aus  dem  20sten  Baude 
von  ,,CrcIle’s  Journal  für  Baukunst.)  Mit  3 Figurentafeln.  4.  1841. 
Berlin.  1^-  Tlilr. 

Regnuult,  E.  E.:  Traite  di  topograpbie  et  de  geodesie  fo- 

restieres.  Avec  8 pl.  In -8.  Nuuci.  1811.  10  fr. 

Principii  elcmentnri  de  geometria  pratica,  cd  applicazioni  al  di- 
segno,  raccolti  ad  uso  degli  arlieri  allievi  dclla  gratuita  scuola  di 
disegno  in  'Vercelli.  In-4.  gr.  15  tavole.  Vcrcelli.  1843.  5.  — . 

Hummel.  J.  E.:  Anleitung  zum  Projections  - oder  geometrischen 
Zeichnen.  Nebst  einem  Anhänge  der  uüthigsten  Constructionen  krum- 
mer Linien,  hauptsächlich  iu  Bezug  auf  das  Praktische  bearbeitet. 
Mit  16  kupfertafeln.  gr.  8.  Berlin.  1841.  I£  Tlilr. 


Trigonometrie. 


Kübel,  Chr.:  Lehrbuch  der  Trigonometrie.  Pur  die  hohem 

Klassen  der  Gymnasien  und  Schulen,  so  wie  zum  Selbstunterricht, 
gr.  8.  Mit  1 Figurentafel.  \ Tblr. 


Mechanik. 


Kulik,  J.  Pb.:  Anfangsgründc  der  höhern  Mechanik  mit  Rück- 
sicht auf  ihre  technischen  Anwendungen.  1.  2.  Lieferung.  Mit 
B«nd  V.  26 
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8 Figurentafeln.  8.  Leipzig.  1844.  Preis  für  das  vollständige 
Werk  4 Thlr. 

Chapmans  Paraboliska  Koostruktions  • System , tillänipadt  pü 
llandelstartvg , af  G.  C.  Witt,  Secund  - Löjtnaut  i Kong!.  Maj:ts 
Floitas  Konstruktions- Korps.  Denna  Afliaudling  tillhör  den  Hög- 
wederbörligen  fnststälda  Lärokursen  wid  Skeppsbyggeri-  Institute! 
i Carlskrona.  Carlskrona.  1844.  8:o.  med  1 plancli. 


Praktische  Meclianik. 


Schubert:  Elemente  der  Maschinenlehre.  2te  Ablh.:  Von  der 
Bearbeitung  fester  Körper  im  Allgemeinen,  von  den  einfachen  Werk- 
zeugen und  von  den  W’erkzcugsmaschinen.  gr.  8.  Mit  35  Stein- 
tafeln in  Folio.  Dresden.  1844.  10  Thlr. 

Thdorie  de  l’dquilibre  de  In  vis  a filet  triangulaire, 
eu  dgard  au  frottement.  (Extrait  d’un  travuil  plus 
dtendu).  Par  M.  Steichen,  Professeur  ä l’lücole  Mili- 
taire  de  Bruxelles. 

Wahrscheinlich  ist  diese  von  dem  Herrn  Verfasser  mir  gültigst 
zugesandte  Abhandlung  aus  einem  Journal  entlehnt,  welches  ich 
aber  auzugeben  ausser  Stande  bin.  t G. 

Westplialen : Anwendung  der  Turbinen  im  Vereine  mit  ste- 
henden Dampfmaschinen  beim  Ersteigen,  und  der  Wasserdruckwerke 
beim  Herunterkommen  der  ConvoiB  auf  Gebirgseisenbahnen.  Ver- 
gleichung dieses  Systems  mit  der  Anwendung  der  atmosphärischen 
Eisenbahn  zur  Uebersteigung  der  Berge,  gr.  4.  Dresden.  1844, 
lj  Thlr. 

Redtenbacher,  F. , Prof.:  Theorie  und  Bau  der  Turbinen  und 

Ventilatoren.  Mit  6 kleinen  und  11  grossen  Tal.  Lex. -8.  Mann- 
heim.' 1844.  7 Tblr. 

Westphalen:  Ueber  die  Gebirgseisenbahnen  mit  stehenden  Ma- 
schinen und  Anwendung  von  Gegengewichten,  gr.  4.  Ilit  4 lith. 
Beilagen.  Dresden.  1844.  lj  Thlr. 

Majocchi,  G.  A.:  Cenni  storici  intorno  all’  elettro-magnetismo 
considerato  come  forca  motrice.  ln-8. 

Walther:  Vorlegeblätter  zum  Unterrichte  und  zur  Selbstübung 
im  Maschinenzeichnen.  Folio  (12  Blätter).  Augsburg.  1844. 
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Optik. 


Merz:  Die  neuern  Verbesserungen  am  Mikroskope  nebst  den 

sie  begleitenden  Aeuderuntren  in  der  Dioptrik.  gr.  8.  München. 
1843.  4 Tb  Ir. 


Astronomie. 


Bode,  J.  B. : Anleitung  zur  Kenntniss  des  gestirnten  Himmels, 
herausgegcbeu  von  C.  Bremiker.  lOte  vermehrte  und  verbesserte 
Auflage.  Mit  3 Kupfern  und  einer  allg.  Himmelskarte  nebst  trans- 
parentem Horizont,  gr.  8.  Berlin.  1844.  3}  Thlr. 

Hieraus  für  die  Besitzer  früherer  Auflagen  besonders  abgedruckt: 

Nachtrag,  enthaltend  den  (.auf  und  die  Erscheinungen  der  Pla- 
neten in  den  Jahren  1844  bis  1854  und  die  Finsternisse,  gr.  8. 
Ebendaselbst.  4 Thlr. 

Frege,  V.  K.:  Planetensystem  der  Sonne,  Für  Schulen.  12 

Wandtafeln  in  gr.  Fol.  Meissen.  1844.  14  Thlr. 

Ife,  O.  A. : Die  Vorkenntnisse  der  Astronomie,  Geographie  und 

Naturlehre.  Ein  Lehrbuch  zum  Gebrauch  in  Elementarschulen  und 
Erziehungsanstalten,  so  wie  auch  bei  häuslichem  Unterricht.  8. 
Berlin.  1844.  4 Thlr. 

Wirth,  Dr. : populäre  Darstellung  der  physikalischen  und  ma- 

thematischen Verhältnisse  unserer  Sonne  und  ihrer  Planeten.  4. 
Bamberg.  1842.  4 Thlr. 

Guy’s  Elements  of  Astronomy,  6th  Edition,  enlarged  and  cor- 
rected  througbout,  royal  18mo.  1844.  18  plates.  bound  6 s. 

Struve:  Expedition  chronometrique  exdcutäe  par  ordre  de  S.  M. 
I’empereur  Nicolas  I.  entre  Poulkova  et  Altona  pour  la  determination 
de  la  longitude  gdographique  relative  de  l’observatoire  central  de 
Russie.  Rapports  faits  ä lacad.  i mp.  deB  Sciences  de  St.  Peters- 
bourg.  1844.  lf  Tblr. 

Astronomische  Beobachtungen,  auf  der  Königl.  Sternwarte  zu 
Berlin.  Herausg.  von  F.  Encke.  2.  Band.  Fol.  Berfin.  1844.  5 Thlr. 

Mädler,  J.  G. : Beobachtungen  der  Kaiserl.  Universitäts-Stern- 
warte zu  Dorpat.  10.  Bd.  (N.  Folge  2.  Bd.)  4.  Dorpat.  1844. 

Quetelet,  A.:  Annuaire  de  Pobscrvatoire  royal  de  Bruxelles. 

Xle  unnde.  In -18.  Bruxelles.  1844.  4 Tblr. 
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Physik. 


Wicher:  Lehrbuch  der  Physik  für  die  obVrn  Klassen  der  Gym- 
nasien und  liöbcrn  Bürgerschulen.  gr.  8.  Mit  8 Figurentafeln. 
Breslau.  1814.  1-i  Thlr. 

Brandes,  H.  W.:  Vorlesungen  über  die  Naturlchre  für  Leser, 

denen  es  an  mathematischen  \ orkeuntnissen  fehlt.  2te  verin.  und 
vcrb.  Aufl.  von  C.  W.  H.  Brandes  üud  W.  J.  H.  Michaelis.  Mit 
Kupfern.  3te  Lieferung.  Lcx.-S.  Leipzig.  1844.  1 Thlr. 

Menge,  A.:  Physik.  Mit  zahlreichen  in  den  Text  gedruckten 

Holzschnitten.  8.  Graudenz.  1838.  1^  Thlr. 

Soubeirau,  E. : Precis  elementaire  de  physique.  2 me  edition. 

8.  Paris.  1844.  C fr.  50  c. 

Majocchi,  G.  A.:  Elemeuti  di  fisica  per  uso  dcllc  scuole  ele- 

mentar! maggiori  del  regno  Lnmbnrdo- Vcneto.  Seconda  cdizionc 
con  tavole  in  rame.  ln -8.  con  0 tavolc.  Milano.  1843.  2.  01. 

Mdmoire  sur  la  Constitution  physique  du  c.ilorique  et  sur  la 
pretendue  force  rdpulsive.  In- 12.  Reims.  1844. 

Scbwaab,  Dr.  W. : Versuch  eiucr  neuen  Theorie  der  Hagelbil- 
dung.  8.  Cassel.  1844.  -j  Thlr. 


Vermischte  Schriften. 


Chassarant,  J.  Th.:  Opiilions  nouvelles  en  mutiere  de  physique 
et  d’astronomie.  ln -8.  Nimes.  1844. 

Santini,  Francesco:  Memorie  mutematiche.  Ferrara.  1843. 

ln  *4. 

Abhandlung  der  mathematisch  - physikalischen  Klasse  der  Kü- 
nigl.  Baier.  Akademie  der  Wissenschaften.  111.  Bd.  3.  Abth.  gr.  4. 
Mit  vielen  lith.  Beilagen.  1843.  München.  2 Thlr. 

Afhandlinger,  det  Kong.  Danske  Videnskaherncs  Selskabs  na- 
turvidenskabelige  og  roathematiskc.  lOe  Deel.  Med  28  Tavler. 
gr.  4.  Kjobenhavn.  1843.  2,7y  Thlr. 
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Literarischer  Bericht. 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Wörterbuch  der  angewandten  Mathematik.  Ein 
Htindbucb  zur  Benutzung  bei’m  Studium  und  Betriebe 
derjenigen  Wissenschaften,  Künste  und  Gewerbe,  wel- 
che Anwendungen  der  reineu  Mathematik  erfordern. 
Zugleich  nls  Fortsetzung  von  G.  S.  Kliigcl’s  Wörter- 
buch der  reinen  Mathematik.  Im  Vereine  mit  mehreren 
Gelehrten  und  Pruktikern  bearbeitet  von  G.  A.  Jahn. 
I)r.  nliilos.  und  l.ehrer  der  Mathematik  in  Leipzig. 
I.  2.  Lief.  gr.  8.  Leipzig.  1844.  h 18  ggr. 

Eine  ausführlichere  Anzeige  dieses  Werks  scheint  zweckmässig 
bis  dahin  ausgesetzt  zu  werden,  wo  mehrere  Lieferungen  erschie- 
nen sein  werden,  da  dieselben  schnell  auf  einander  folgen  zu  sollen 
scheinen. 


Arithmetik. 


Desmurest,  V.:  Nouveau  traite  d'arithmetiquc.  lu  - 8.  Com- 
piegne.  1844. 

Förster:  Elements  of  Algebra.  2 Edition.  London.  1844. 

2 sh. 

Hill,  Mag.  C.  J.  Prof,  i Math.:  Prolegomena  tili  hrarje  bli- 

fvunde  ullmäu  storhetslära.  (.und.  1844.  4. 

Baud  V.  27 


Digitized  by  Google 


302 


Derselbe:  Utkast  tili’  en  allmän  theorie  för  binomiskn  iiiuici- 

näru  rotier  sasom  "rund  för  de  tngonoinefrisku  fünctinnerues  altr <- * 
hruiska  härledning  samt  lü-iiing  nf  Casus  irreducibilis.  Lund. 
1844.  8. 

Sn  mm  In  oer  von  Beispielen  und  Aufgaben  aus  der  all- 
gemeinen Arithmetik  und  Algebra.  Für  Gymnasien,  hö- 
here  Bürgerschulen  und  Ge  w e r hsc  h 11 1 e n in  systemati- 
scIiit  Folge  bearbeitet  von  U d u n r d 1 1 e i s , Oberlehrer  der 
M n t b e m a t i k , Physik  und  Chemie  an  der  combinirten  hö- 
heren Bürger-  und  I’  r o v i n c i a I - G ew  e r bs  c h u I e zu  Aachen. 
Dritte,  vermehrte  Auflage.  Köln.  1844.  8.  1 Thlr. 

Von  diesem  ausgezeichneten  Schulbuche  wird  in  einem  der 
nächsten  Hefte  eine  nusrührlichere  Beurtheiluiur  geliefert  werden, 
weshalb  jetzt  die  vorläufige  Anzeige  von  dem  Krsrheinen  der  drit- 
ten vermehrten  Aufiugc  desselben  genügen  mag. 

Grundriss  der  höbe  reu  Analysis.  Herausgegeben  von 
Joseph  Saloinou,  ö.  o.  Professor  der  gesummten  reinen 
Mathematik  am  k.  k.  polytechnischen  Institute  iu  Wien 
Wien.  1844.  8.  3 Thlr.  ' 

Diesp»  sehr  deutlich  geschriebene,  und,  besonders  in  Bezug 
auf  das  Publikum,  für  welches  es  besonders  bestimmt  ist,  ziemlich 
vollständige  und  reichhaltige  Lehrbuch  der  sogenannten  Anulysis 
des  Kndlichen,  der  Differenzialrechnung  und  der  Integralrechnung, 
ist  weder  ganz  im  Geiste  der  älteren,  noch  ganz  im  Geiste  der 
neueren  Behandlungsmethode  der  Analysis  verfasst,  sondern  es  Go- 
den sich  vielmehr  in  demselben  beide  Methoden  mit  einander  ver- 
einigt, was  wir  in  Rücksicht  auf  das  Publikum,  für  welches  der 
Verfasser  zunächst  geschrieben  bat,  nur  vollkommen  billigen  kön- 
nen, du  z.  B.  die  Methode  der  unbestimmten  t’oeflicienten  bei  allen 
ihren  Unvollkommenheiten  dein  Praktiker,  dem  es  oft  weuiger  uuf 
die  Methode  an  sich,  als  vielmehr  auf  die  Auffindung  eines  Resul- 
tats ankommt,  iu  vielen  Fällen  vortreffliche  Dienste  leisten  kann. 
Dabei  bat  aber  der  Verfasser  die  Uavullkommcnbeiten  der  älteren 
Methoden  durchaus  nicht  verschwiegen,  sondern  vielmehr  nickt  un- 
terlassen, an  geeigneten  Stellen  besonders  auf  dieselben  hinzuwei- 
sen. und  die  neueren  Methoden  keineBweges,  wie  dies  leider  nur 
zu  oft  noch  geschieht,  ignurirt,  sondern  denselben,  so  weit  es  sei- 
nem nächsten  Zwecke  angemessen  und  entsprechend  war,  mit  Recht 
eine  ganz  besondere  Aufmerksamkeit  geschenkt,  sich  dabei  auch 
selbst  als  einen  mit  den  grossen  Fortschritten,  welche  die  Analysis 
in  neuerer  Zeit  namentlich  in  Brziehui 
Begründung  gemacht  hat,  vollkommen 
Daher  findet  man  denn  in  diesem  Werke  so  Manches,  was  man  id 
vielen  underen  neueren  Werken,  selbst  in  solchen,  die  eine  bloss 
theoretische  Richtung  verfolgen,  vergebens  sucht,  wie  z.  B.  die 
Lehre  von  der  Convergenz  und  Divergenz  der  Reihen;  die,  wenn 
inan  bei  eigenen  Untersuchungen  vor  Fehlschlüssen  gesichert  sein 
will,  so  wichtigen  Bedingungen  der  Ungleirhheit;  die  eben  so  wich- 
tige Lehre  von  den  Miltrlgrüssen ; eine  genauere  Theorie  der  ima- 
ginären  Grössen;  eine  sehr  gut  durchgefülirte  allgemeine  Theorie 
der  Gleichungen,  u.  A.  also  natürlich  auch  den  wichtigen  Satz, 
duss  jede  Gleichung  mit  beliebigen  reellen  oder  imaginären  Coefli- 


i g uuf  strengere  theoretische 
vertrauten  Gelehrten  gezeigt. 
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cienteo  immer  wenigstens  eine  reelle  oder  imaginäre  Wurzel  von 
der  Form  //  -f-  tj\/ — 1 hat,  nuf  welchen  am  Ende  Alles  ankommt, 
und  auf  dem  die  ganze  Theorie  der  (Gleichungen  als  ihrer  eigent- 
lichen Basis  ruhet,  ohne  /johiilfenahme  anderweitiger  iliilfsmittel 
rein  algebraisch  bewiesen:  die.  gehörige  Berücksichtigung  der  Beste 
oder  Ergänzungen  der  Tuvlnr’schen  und  Maclaurin'schen  Reihe, 
und  vieles  Andere,  was  iiier  besonders  namhaft  zu  machen  uns  der 
Kaum  fehlt.  Auch  die  Integralrechnung  ist  in  hinreichender  Aus- 
führlichkeit behandelt,  und  vielen  Abschnitten  ist  eine  grossere  An- 
zahl zweckmässig  gewählter  Uebuugsbeispiele  beigelügt,  l’eber  die 
Anwendung  der  Analysis  auf  die  (Geometrie  denkt  der  Herr  Ver- 
fasser ein  eigenes  Lehrbuch  herauszageben , weshalb  dieselbe  in 
dem  vorliegenden  Werke  keine  Berücksichtigung  gefunden  hat. 

Wir  glauben  in  der  Tliat,  so  viel  eine  für  jetzt  natürlich  we- 
niger ins  Finzelne  gehende  Durchsicht  des  Werks  dieses  Urtheil 
zu  begründen  im  Stande  ist,  Praktikern,  welche  der  Anulysis  ein 
strenges  und  ernstes  Studium  zu  widmen  gedenken,  sich  dabei  aber 
auch  nicht  zu  weit  Uber  den  Kreis  der  nächsten  Brauchbarkeit  und 
Nützlichkeit  hioaus  bewegen  wollen,  gegenwärtig  kein  besseres 
Lehrbuch  als  das  vorliegende  empfehlen  zu  können,  namentlich 
wenn  ihnen  dabei  der  Rath  eines  schon  mit  der  Wissenschaft  mehr 
vertrauten  Mannes  zur  Seite  steht.  Denn  der  Herr  Verfasser  sagt 
selbst,  dass  er  das  Buch  mehr  zu  einem  Lehrbuche,  als  für  den 
Selbstunterricht  bestimmt  habe,  obgleich  der  Vortrag  uns  so  deut- 
lich scheint,  dass  ein  < inigermassen  fähiger,  mit  den  Elementen 
gehörig  vertrauter  Kopf  schwerlich  käulig  auf  Schwierigkeiten 
stossen  wird.  W'as  der  Herr  Verfasser  in  der  Vorrede  über  den 
Unterricht  von  Praktikern  und  Technikern  sagt,  unterschreiben  wir 
aus  vollster  Ueberzeugung,  und  das  vorliegende  W'erk  ist  seiner 
ganzen  Anlage  nach  der  beste  uud  augenfälligste  Beweis,  dass  bei 
dem  Unterrichte  auf  dem  polytechnischen  Institute  in  Wien  keines- 
wegs ein  solches  Abrichtungssystem,  wie  leider  noch  zu  oft  nuf  an- 
deren Anstalteu  ähnlicher  Art,  befolgt,  sondern  die  freie  aber  strenge 
Wissenschaft,  wie  ihre  Natur  es  nicht  anders  zulässt,  auch  streng 
wissenschaftlich,  aber,  wie  es  ebenfalls  reckt  und  zweckgemäss  ist, 
nicht  ohne  sorgfältige  stete  Rücksicht  auf  ihre  Anwendung  im  Le- 
ben und  nicht  in  eine  unbestimmte  Weite  hinein,  behandelt  wird. 

Sammlung  ansgewählter  allgemeiner  Formeln,  Bei- 
spiele und  Aufgaben  aus  der  Differenzialrechnung  und 
deren  Anwendung  auf  (Geometrie.  Ein  Hülfsbuch  für  Leh- 
rer und  Schüler  an  höheren  Unterricbtsanstalten.  Her- 
ausgegeben von  Dr.  C.  H.  Schuuse.  Mit  einer  Figuren- 
tafel. Brau  tisch  weig.  1844.  8.  Preis  des  Ganzen  1 Tblr. 

8 FKr- 

Fortsetzung  von  Literarischer  Bericht.  No.  XVI.  S.  242. 

XVI.  Von  den  Spiralen  oder  den  auf  Polarcoordinaten  bezo- 
genen ebenen  Curven.  XVII.  Singuläre  oder  besouders  merkwür- 
dige Puukte.  XVIII.  Beschreibung  ebener  Curven.  XIX.  Diffe- 
renziirung  der  Functionen  mit  mehreren  4 eränderlichen.  XX.  Eli- 
mination willkübrlicher  Cunstuuten  und  Functionen.  XXI.  Hei- 
henentwie.kelung  der  Functionen  von  mehreren  unabhängigen  Ver- 
änderlichen. (Dieter  Abschnitt  enthält  für  Functionen  mit  mehreren 
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veränderlichen  Grössen  die  Taylor’sche  und  Maelaurio'sche  Reihe, 
so  wie  ferner  die  Lagrange’sche  und  Laplace’sche  Reversionsformel ; 
aber  noch  weniger  als  bei  dem  Taylor’schen  und  Mnclaurin’scbeu 
Satze  für  Functionen  mit  einer  veränderlichen  Grösse  linden  sich 
hier  Beispiele  für  die  Reste  der  iu  Rede  Btehenden  Reihen,  mit 
gehöriger  Beziehung  auf  deren  Convergenz  und  Divergenz,  was 
wir  für  einen  sehr  fühlbaren  und  wesentlichen  Mangel  dieser  Schrift 
halten,  du  dieselbe  nur,  wenu  uuf  diese  Gegenstände  gebührend 
Rücksicht  genummen  worden  wäre,  als  dein  neueren  Zustande  und 
den  neueren  Fortschritten  der  Wissenschaft'  entsprechend,  und  die- 
selben gehörig  würdigend,  betrachtet  werden  könnte,  worauf  schon 
hei  der  Anzeige  ihrer  ersten  Hälfte  hinge  wiesen  worden  ist). 
XXII.  Maxima  und  Minima  der  Functionen  mit  mehreren  unabhän- 
gigen Veränderlichen.  XXIII.  Krumme  Flächen  und  Curven  von 
doppelter  Krümmung.  XXIV.  Vermischte  Beispiele  und  Aufgaben. 

Wallace:  Practical  Mathematiciau’s  Pocket  Guide:  n set  of 

Tables  of  Logarithms  of  Numbers,  and  of  Lognritbmic  Sines  and 
Tangents;  witli  other  useful  Tables  for  Engineers,  Surveyors,  Me- 
chanics,  etc.  32mo.  London.  1844.  ho  und  1 g.  6 d. 


Geometrie. 


Müller,  F.  H.:  Erster  Cursus  der  Geometrie.  Von  den  gera- 

den Linien,  welche  nicht  einen  Kaum  einer  ebenen  Fläche,  in  wel- 
cher sie  liegen,  auf  allen  Seiten  begränzen.  gr.  8.  Frankfurt  a.  M. 
1844.  cart.  Thlr. 

Unger,  Dr.  E.  S. : Der  erste  Unterricht  in  der  Geometrie.  Ein 
Leitfaden  zur  Entwickelung  und  (Jebung  der  Fassungskraft  der  Ju- 
gend. Für  die  Lehrer  der  Volksschulen,  so  wie  für  diejenigen, 
die  sich  selbst  unterrichten  wollen.  Nach  einer  eigentümlichen 
Methode  bearbeitet,  gr.  8.  Erfurt.  1844.  -J  Thlr. 

Percin,  J. : Geometrie  simplilice.  3ietne  edition.  Avec  4 planch. 
12.  Nanci.  1844. 

Lamd-Fleury:  Ln  geomdtrie  racontlc  nux  enfants.  Petit- 18. 

Bruxelles.  4 Thlr.  1844. 

Hill,  C.  J. : Conatus  tbeoriam  linearum  parnilelnrum  stabiliendi 
praecipui,  quos  recensuit  novisque  superstruxit  fundamentis  atque 
auxit.  Lundae.  1844.  4. 

Lehrbuch  der  Stereometrie  für  Schulen.  Von  Dr. 
August  Hubert,  Oberlehrer  der  Mathematik  und  Physik 
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un  der  Königlichen  Realschule  zu  Berlin.  Berlin.  1844. 
8.  8 ggr. 

Ein  deutlich  geschriebenes  ganz  kurzes  Lehrbuch  über  die  Ele- 
mente der  Stereometrie.  Von  den  Polyedern  im  Allgemeinen  hätte 
immer  etwas  beigebracht  werden  können;  namentlich  hätte  wohl 
das  Euler’sche  Theorem  nebst  seinen  wichtigsten  Folgerungen  auf- 
genommen zu  werden  verdient,  da  dasselbe  sich  jetzt  so  einfach 
und  leicht  beweisen  lässt.  Nicht  ganz  billigen  können  wir  es  übri- 
gens, wenigstens  für  den  Schulunterricht,  dass  der  Verfasser  in  der 
Mereometric  schon  trigonometrische  Betrachtungen  zu  Hülfe  nimmt. 
Freilich  aber  kann  dies  mit  äusseren  Einrichtungen  der  Schule,  für 
welche  das  Buch  zunächst  bestimmt  ist,  Zusammenhängen  und  durch 
dieselben  gerechtfertigt  werden. 

Grassmann,  Herrn.:  Die  Wissenschaft  der  extensiven  Grösse, 
oder  die  Ausdehnungslehre;  eine  neue  mathematische  Disciplin. 
lster  Th.  A.  u.  d.  T. : die  lineare  Ausdehnungslehre,  ein  neuer 
Zweig  der  Mathematik,  durch  Anwendung  auf  die  übrigen  Zweige 
der  Mathematik,  wie  auch  auf  die  Statik,  Mechanik,  die  Lehre  vom 
Magnetismus  und  die  Krystallnnomie  erläutert,  gr.  8.  Nebst  1 Taf. 
in  4.  Leipzig.  1844.  2 Thlr. 

(Diese  Schrift  ist  jetzt  noch  nicht  in  unsere  Hände  gelangt, 
scheint  aber  eine  ausführlichere  Anzeige  zu  verdienen,  die  später- 
hin gegeben  werden  wird.) 


Praktische  Geometrie. 


Langsdorf,  G.  W.  v. : Grundriss  der  Geodäsie.  2te  Auflage. 

.Mannheim.  1844.  12  ggr. 

(M.  s.  Literar.  Bericht.  No.  XIII.  S.  197.) 

Löwener,  H.:  Anfangsgründe  des  geometrischen  Zeichnens 

für  die  unteren  Klassen  der  Volks  - und  Gewerbeschulen.  4.  litü. 
Bogen.)  Dorpat.  1844.  10  ggr.  , 


Praktische  Mechanik. 


Demme,  A.  V.:  Der  praktische  Maschinenbauer.  16.  17.  Lie- 

ferung. 8.  Mit  54  Taf.  Abbildungen.  Ouedlinburg.  1844.  5J  Thlr. 

Description  des  machines  et  procedes  consignes  dans  les  brerets 
U’invcntion,  de  perfcctionnement  et  d’importation  dont  lu  durce  cst 
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expirde,  et  dans  ceux  dont  la  ddchdance  u dte  prononcde;  publice  pur 
les  ordres  de  M.  le  ministre  du  commerce.  Tome  52.  4.  Avec 
33  plancbes.  Paris.  1844.  15  fr. 


Astronomie. 


Hart  mann,  Urania.  Das  AVUsenswürdigste  aus  der  Himmels- 
kunde und  mathematischen  Geographie,  ln  allgemein  fasslicher 
Darstellung.  2te  verbesserte  und  vermehrte  Auflage,  gr.  8.  Mit 
21  liili.  Tafeln  nebst  2 Sterncliärtchen  mit  beweglichem  Horizont. 
Leipzig.  1844.  1 Tlilr. 

Gdorge,  ß.  J.:  Traitd  elemenlaire  de  la  spliere.  4mc  ddition. 
Paris. 

Uerliner  astronomisches  Jahrbuch  für  1847.  .Mit  Genehmigung 
der  Königl.  Akademie  der  Wissenschaften  berausgegeben  vom  Kö- 
niglichen Astronomen  etc.  Ritter  J.  F.  Kucke,  gr.  8.  1844.  Berlin. 
2}  Thlr. 

C'nniiaissance  des  tcms  ou  des  iiiouvemeus  celestes.  a l’usage 
des  astronomes  et  des  navigateurs,  pour  Pan  1847.  Puhlide  pur  le 
bureau  des  Longitudes.  8.  Paris.  1844.  5 fr. 

Nienlai,  C H.:  Wegweiser  durch  den  Sternenhimmel  oder  An- 
leitung auf  leichte  Art  die  Sterne  am  Himmel  finden  und  kennen 
zu  lernen.  Für  Gebildete  jedes  Standes.  3te  völlig  umgearbcitete 
und  mit  einer  neuen  Sternkarte  versehene  Auflage.  8.  Leipzig. 
1844.  | Thlr. 

Ziemann:  Grosse  W'and-  und  Deckenkarte  des  nördlichen  ge- 
stirnten Himmels,  nach  Stieler,  Bode  und  Litlrow  gezeichnet,  für 
Schulen  und  Privatgebruuch  herausgegeben.  4 Blatt.  Halle.  1844. 
I Thlr. 

Geschichte  der  Astronomie  vom  Anfänge  des  neun- 
zehnten Jahrhunderts  bis  zu  Kode  des  Jahrs  1842,  von 
G.  A.  Jahn.  Zweiter  Baud.  Leipzig.  1844.  8.  2 Thlr. 

16  *fFr‘  ...  „ 

Dieser  zweite  Band  ist  ganz  iu  derselben  Weise  verfasst,  wie 
der  im  Literurisclu-n  Berichte.  No.  XVI.  S.  249.  angezeigte  erste 
Baud,  so  dass  das  Werk,  wie  dort  schon  erwähnt  worden  ist,  we- 
niger als  eine  eigentliche  Geschichte  der  Astronomie,  als  vielmehr 
als  ein  Repertorium  der  wichtigsten  Erscheinungen  auf  dem  Felde 
der  Astronomie  in  dein  auf  dem  Titel  genannten  Zeiträume  zu  be- 
trachten ist,  aus  welchem  Gesichspunkte  dasselbe  daher  auch  nur 
beurtheilt  werden  darf;  und  in  dieser  Beziehung  ist  seine  Nütz- 
lichkeit für  viele  Leser  nicht  zu  verkennen.  Der  vorliegende  zweite 
Band  betritl't  die  Fixsterne,  und  zwar  die  Fixsterncatuloge,  Aber- 
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ratiun,  Nutation  und  Präcession,  eigene  Bewegung  und  Parallaxe 
der  Fixsterne,  Sterncharten  und  Himmelsgloben , die  Doppelsterne, 
Sternhaufen,  Nebelflecke,  u.  s.  w.;  ferner  astronomische  Ge- 
genstände vermischten  Inhalts,  Dämlich  die  Refraction,  Schiefe 
der  Ekliptik . geographische  Längen-  und  Ureitenbestimmungen, 
Theorie  der  Parallaxeurechnung,  Sternkcdeckungcn , Sonnen-  und 
Mondfinsternisse,  Mondsculmioationen , Chronometrische  Längeube- 
Stimmung  durch  Pulversignale,  Methoden  zur  Bestimmung  der  Zeit 
und  Pulhdhe , Interpolation,  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  Stern- 
schnuppen; dann  astronomische  Geographie,  und  zwar  Grud- 
messungeu,  kritische  Untersuchungen  über  ältere  Gradmessungen, 
Pendelbeobacbtungen,  Gestalt  der  Erde  zufolge  astronomischer  Be- 
stimmungen, andere  die  Theorie  und  Praxis  der  astronomischen 
Geographie  betreffende  Arbeiten.  Den  Schluss  dieses  Bandes  bildet 
eia,  wie  es  scheint,  ziemlich  vollständiges  alphabetisch  geordnetes 
Verzeichniss  der  Sternwarteu  und  der  auf  denselben  tbätigen  Astro- 
nomen, nebst  Angabe  der  auf  diesen  Anstalten  sich  findenden  wich- 
tigsten Instrumente.  Die  Aozubl  der  aufgezahllen  Sternwarten  be- 
trägt ungefähr  neunzig,  unter  denen  sich  aber  freilich  viele  guuz 
unbedeutende  und  längst  verschollene  finden.  Dass  ein  solches 
Verzeichniss  nicht  ganz  ohne  Fehler  und  ohne  Auslassungen  sein 
kann,  wird  jeder  Billigdeukende  gern  zügelten.  Auffallend  ist  es 
uus  gewesen,  dass  bei  Breslau  fälschlich  v.  Biela  als  Director 
der  Sternwarte  angegeben,  und  v.  Bogusiawski's,  der  doch  als 
Vorsteher  der  dortigen  Sternwarte  bekannt  genug  ist.  mit  keinem 
Worte  gedacht  wird.  Vielleicht  beruht  dies  aber  auf  einer  blossen 
Namensverwechselung.  Ferner  ist  es  u.  A.  auffallend,  dass  sich 
über  die  neue  unter  Herrn  Quetelet’s  I.eituog  erbaute  Sternwarte 
zu  Brüssel  mit  Ausnahme  einer  ganz  kurzen  Notiz  über  die  Be- 
stimmung der  Breite  derselben  gar  nichts  findet.  Hätte  der  Herr 
Verfasser  sich,  wenn  ihm  die  nöthigen  Nachrichten  fehlten,  an 
Herrn  (,)uetelet  gewandt,  so  würde  derselbe  ihm  mit  seiner 
bekannten  grossen  Bereitwilligkeit  gewiss  alle  gewünschte  Aus- 
kunft ertheilt  haben.  Auch  scheint  es,  was  wir  hier  nur  bei- 
läufig erwähnen  wollen,  dass  der  Herr  Verfasser  uoter  mehreren 
anderen  eine  Quelle  gar  nicht  gekuunt  hat,  aus  welcher  er  viele 
nützliche  und  höchst  interessante  Nachrichten  über  Sternwarten  und 
Astronomen  hätte  schöpfen  können,  nämlich  die  Cor r espo n dauce 
inuthdinutique  et  physique  publice  par  A.  Quctelct.  In 
dieser  Zeitschrift  finden  sich  u.  A.  folgende  Aufsätze.  T.  1.  p.  67. 
Extruit  d’un  nipport  sur  la  formation  d’un  ohservutoire  duns  le 
royaumc  des  Puys-Bas.  — T.  I1L  p.  85.  Descriptions  des  obser- 
vatoires  principaux  d’Allemagne.  p.  90  Note  sur  l'observatoire  de 
Bruxelles,  p.  236.  lnstrumens  destines  a l’observatoire  de  Bru- 
xelles. — T.  IV.  p.  313.  Descriptions  des  principaux  observatoires 
d’Angleterre.  — T.  V.  p.  58.  Descriptions  des  observutnires  d’An- 
gleterre.  p.  266.  Coustructiou  d’un  nouvel  ohservutoire  de  Geneve. 
— T.  VI.  p.  126.  Notes  extmites  d’un  vayuge  scientiliqne,  fait  en 
Allemagne  pendunt  l’ete  de  1829.  p.  161.  Sur  les  observatoires 
de  rAllemagne,  2c  urticle.  Notes  extraites  d’un  voyage  fait  en 
Allemagne,  3e  article.  Mehreren  dieser  sämmtlich  von  Herrn  Que- 
telet  verfassten  Aufsätze,  aus  denen  der  Herr  Verf.  manche  Nach- 
träge zu  seinem  verdienstlichen  Verzeichnisse  wird  entnehmen  kön- 
nen, sind  Grundrisse  und  Aufrisse  der  Sternwarte  beigegeben. 
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Im  Allgemeinen  müssen  wir  nocli  bemerken,  dass  in  einigen 
Partieen  das  Werk  an  einer  gewissen  Unrollständigkeit  leidet. 
Denn  wie  es  z.  B.  kommt,  dass  unter  dem  Artikel  l’cndelbeobacli- 
tungen  S.  191.  — S.  200.  Bessel’s  wichtiger  Arbeiten  über  diesen 
Gegenstand,  so  viel  wir  wenigstens  finden  können,  gar  keine  Er- 
wähnung gethnn  worden  ist,  lässt  sieh  schwer  erklären,  da  doch 
Bessel’s  Untersuchungen  über  die  Länge  des  einfachen 
Secuodenpendels  im  Jahre  1828  erschienen  sind,  und  also  gauz. 
in  den  Zeitraum  gehören,  welchen  der  Verfasser  in  seinem  Werke 
umfassen  wollte.  Ueberhaupt  scheint  sich  derselbe  zu  sehr  bloss  au 
die  aus  Journalen  gewonnene  Ausbeute  gehalten,  und  grössere 
Werke  weniger  berücksichtigt  zu  haben.  Denn,  um  nur  eins  anzu- 
fiihren.  so  hat  der  Verfasser  z.  B.  in  dem  der  Geodäsie  gewidmeteu 
Abschnitte  nur  des  Unterzeichneten  Elemente  der  ebenen,  sphä- 
rischen und  sphäroidiseben  Trigonometrie.  Leipzig. 
1837.  in  einer  Note  erwähnt,  das  grössere  Werk  desselben  aber: 
Sphäroidische  Trigonometrie.  Berlin.  1833.  4.,  in  wel- 
chem »Ile  hierher  gehörenden  Lehren  mit  der  grössten  Vollständig- 
keit zu  entwickeln  und  in  ein  strenges  wissenschaftliches  System 
zu  bringen  versucht  worden  sind,  ganz  unberücksichtigt  gelussen. 
Kbeo  so  wenig  finden  wir  auf  S.  205.  neben  Puissant’s  Traitä 
de  Glndlsie  auch  Oriani’s  Klementi  di  Trigo no metria 
sferoidica.  Bologna.  1806.  4.,  Tliune’t  TentameD  circa 
Trigouometriain  sphue  roidicam.  Hauniae.  1815.  4.  und  die 
wichtige  Abhandlung  von  Gauss:  Di squ i s i t io nes  generales 

circa  superficies  curvas.  Gottingae.  1828.  4.,  welche  Schrif- 
ten alle  für  die  höhere  Geodäsie  von  grosser  Wichtigkeit  sind,  er- 
wähnt. 

Dessenungeachtet  ist  aber  in  dieser  Geschichte  der  Astronomie 
Vieles  gesammelt,  was  für  diejenigen,  denen  ein  unmittelbarer  Zu- 
gaug  zu  den  Quellen  nicht  gestattet  ist,  von  Wichtigkeit  und  In- 
teresse sein  muss.  G. 


Physik. 


Melos,  F.  G.:  Naturlehre  für  Bürger-  und  Volksschulen,  so 

wie  für  die  untern  Klassen  der  Gymnasien.  6tc  Aufl.  Durchgese- 
hen  von  Dr.  E.  F.  August.  Leipzig.  1843.  } Thlr. 

Pouillet’s  Lehrbuch  der  Physik  und  Meteorologie,  für  deutsche 
Verhältnisse  frei  bearbeitet  von  Dr.  J.  Müller.  13te  Lief.  d.  2.  Bds. 
Schluss  des  Werks.  Braunscliweig,  1844.  gr.  8.  12  ggr. 

Kttingshauseu , Andr.  v. : Anfangsgründe  der  Physik,  gr.  8. 
Mit  5 Kupfertafeln  iu  jFol.  Wien.  1844.  3 Thlr.  8 ggr. 

(Dus  Werk  ist  nun  vollständig  erschienen.  M.  s.  Literarischer 
Bericht.  No.  XV.  S.  237.) 

Olivicr,  G.  F. : Physiquc  usuelle,  exposd  des  priucipaux  phe- 
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nomenes  de  la  nnlure,  reufermant  uue  metdorologie  dlementnire, 
c’est  - * - dire  l’explication  dea  causes,  qui  produisent  le  vent,  les 
nuages,  la  rosde,  la  gelde,  la  pluie,  la  neige,  la  grdle,  le  tonnerre, 
les  dchos,  etc.  et  uu  grnnd  nombre  d’experiences  faciles  sur  l’eau, 
le  feu,  l’air,  l’ölectricilö  et  le  magoetisme;  extrait  des  dcrits  les  plus 
estimes,  sur  cette  mutiere.  Ouvrage  rdellenient  dlementnire  et  a la 
portee  des  plus  jeuues  eleves  des  Colleges  et  des  insfitutions.  Troi- 
sieme  editiou,  revue  et  corrigde.  In- 12.  Paris.  1844.  I.  50. 

Cambridge  course  of  Elementary  Natural  Philosophy;  beiug  tbe 
demonstrations  of  tbe  Propositions  in  Mechnnios  ami  Hydrostatics, 
io  whicli  tliose  Persons  wbo  are  not  Candidates  for  Uonours  are 
examined  for  tbe  Degree  of  B.  A.  3d  cdition.  12mo.  Cambridge. 
1844.  4 sb. 

Whatson,  T.:  Lectures  on  tbe  principles  and  uractice  of  phy- 
sic  at  Kings  College,  London.  2 vols.  London.  1844.  1 L.  14  sb. 

Kleine  liygro  metrische  Tafeln  für  die  Beobachtung 
des  Psychrometers.  Göttingen.  1844.  16.  -J-  Tlilr. 

Diese  kleinen  von  Herrn  Professor  Listing  zu  Güttingen  ber- 
ausgegebenen  bygrometrischen  Tafeln  scheinen  uns,  so  weit  wir, 
ohne  dieselben  schon  längere  Zeit  wirklich  gebraucht  zu  haben, 
urtheilen  können,  den  Beobachtern  des  Psychrometers  Behufs  der  Be- 
rechnung ihrer  Beobachtungen  recht  sehr  zu  empfehlen  zu  sein.  Sie 
sind  sehr  compendiös  und  köonen  jeder  kleinen  Logarithmentafel 
bequem  beigebunden  werden.  Im  Wesentlichen  kommen  sie  mit  den 
grösseren  Stierlin’schen  Tafeln  (HUIfstafeln  und  Beiträge  zur  neue- 
ren Hygrometrie.  Köln.  1834.  Taf.  III.,  IV.,  IX.)  überein.  Sie 
sind  für  metrisches  Mauss  und  Centesimalgrade  eingerichtet,  wie  es 
uns  scheint,  gauz  mit  Recht,  du  es  wenigstens  jedenfalls  sehr  wün- 
schenswert!) ist,  dass  diese  Eintbeilungen  immer  in  allgemeineren 
Gebrauch  kommen. 

Versuche  Ober  Magnetketten  und  über  die  Eigen- 
schaften der  Glieder  derselben,  besonders  Uber  jene, 
welche  ihnen  ungewohnt,  oder  auf  sonstige  Weise  will- 
kübrlich  ertbeilt  werden  können,  von  Dr.  J.  B.  C.  Hes- 
sel, Prof,  der  Mineralogie  und  Technologie  zu  Marburg 
u.  s.  w.  Ein  auch  für  Laien  interessanter  Beitrag  zur 
Lehre  von  der  magnetischen  Anziehung  und  Tragkraft. 
Marburg.  1844.  8.  1 Thlr.  16  ggr. 

Der  Herr  Verfasser  dieser  den  Physikern,  besonders  auch  Leh- 
rern zur  Benutzung  für  die  bei  ihrem  Unterrichte  anzustellenden 
Versuche  zu  empfehlende  Schrift  spricht  sich  selbst  in  der  Vorrede 
über  dieselbe  auf  folgende  Art  aus:  ,, Jeder  Kenner  magnetischer 
Erscheinungen  weiss,  dass  über  die  Gesetze  des  Feslhultens  zwi- 
schen einem  Magnet  und  einem  Eisenstück  die  Wissenschaft  noch 
keineswegs  im  Klaren  ist.  — Die  hier  entwickelten  und  durch  Ver- 
suche nachgewiesenen  Gesetze  für  die  Erregung  magnetischer  Kraft 
in  einem  Eisen  - oder  Stahlstück,  auf  welches  rin  Magnet  wirkt,  so 
wie  jene  für  die  Erregungsvermehrung  beim  Aufeinanderwirken  von 
Magneten,  scheinen  daher  die  Aufmerksamkeit  der  Physiker  zu  ver- 
dienen. Dass  von  diesen  Gesetzen  jene  Gesetze  abbängen,  die  für 
Baad  V.  28 
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die  Bildung  von  Magnetketten  und  für  ihr  Zerreissen , mithin  auch 
für  dns  Festhalten  oder  für  das  Zerreisscn  der  zweigliedrigen,  von 
einem  Magnete  und  seinem  Anker  gebildeten  Kette  gelten  , ist  von 
selbst  einleuchtend.  l>n  sehr  viele  der  Versuche,  welche  hier 
erläutert  werden,  etwus  Fcbcrrnsehendcs  haben  und  dabei  doch 
leicht  angestellt  werden  können,  sich  also  ganz  vorzüglich  dazu 
eignen,  um  in  Vorlesungen  über  Physik  angestellt  za  werden:  so 
lasst  sich  erwarten,  dass  durch  sie  die  Aufmerksamkeit  der  Physi- 
ker auch  auf  dieseu  Tbeil  ihrer  Wissenschaft  rege  gemacht  werde. 
Manches  was  ich  noch  nicht,  oder  nur  unvollkommen  zu  erklären 
vermochte,  wird  dann  bald  deutlicher  erklärt,  vielleicht  auch  wohl 
Einzelnes,  durch  genauere  Versuche  als  die,  welche  ich  anzustellen 
vermochte,  berichtigt  werden”.  — Wir  empfehlen  diese  Schrift  na- 
mentlich aus  dem  unmittelbar  vorher  angegebenen  Grunde  nochmals 
den  Lehrern  der  Physik  zur  Berücksichtigung  beim  physikalischen 
Unterrichte. 

Feber  die  galvanische  Kohlenzinkkette  und  einige 
mit  derselben  angestellte  Beobachtungen  von  l)r.  W.  Th. 
Casselmann.  Marburg.  1814.  8.  lti  ggr. 

Am  Ende  der  Vorrede  sagt  der  Herr  Verfasser:  ,,ln  ihrer  jetzi- 
gen Gestalt  wird  die  Kohlenzinkbattcrie  jedem  andern  ähnlichen 
Apparate  an  die  Seite  gestellt  werden  müssen,  und  namentlich  der 
Plotinzinkhatterie  ihrer  grossem  Einfachheit  wegen  vorzuziehen 
sein,  zumal  da  sie  selbst  in  kleinerer  Form  allen  zu  Wissenschaft- 
liehen  Untersuchungen  erforderlichen  Bedingungen  vollkommen  ent- 
spricht”. 

Neue  Beiträge  zur  Chemie  und  Physik  von  Dr.  G.  W. 
Osann.  Mit  gal  v an  o kaustischen  Abbildungen.  Des  er- 
sten Beitrags  dritte  Lieferung.  VVürzburg.  1844.  8 ggr. 

Diese  Lieferung  enthalt  folgende  Aufsätze: 

11.  Betrachtungen  über  die  Frage,  oh  es  eine  oder  zwei  Klek- 
tricitätcn  giebt  (Schluss). 

12.  Zur  nähern  Kcnntniss  des  Ohmischen  Gesetzes. 

13.  Verschiedene  Mittheilungen  aus  dem  Gebiete  der  Elektricität. 
Compressionssäule.  Kleine  Grove’sche  Säule.  Zum  voltai- 
sclien  Grundversuch.  Grösse  der  Platiuhleche  in  der  Grove’- 
selten  Säule.  Entzündung  von  Schwefelpulver  durch  den 
elektrischen  Fnnken. 

14.  Beitrag  zur  Photochemie. 

15.  Neue  Versuche  über  Krgänzungsfarben. 

Partsch,  Paul:  Die  Meteoriten  oder  vom  Himmel  gefallenen 

Steine  und  Eiscnmnssen  im  k.  k.  Hof  - Mineralien  - Kabinette  zn 
Wien.  Mit  1 Abbildung,  gr.  8.  Wien.  1844.  1 Thlr. 

Seidemann:  Der  Wetterprophet,  ein  Witternngstascbenbuch  für 
das  Jahr  1845.  Enthaltend  die  genaue  Angabe  der  Witterung  aul 
alle  Tage  dieses  Jahres.  Nebst  einem  Anhänge,  enthaltend:  An- 
weisung, wie  man  das  in  neuerer  Zeit  so  beliebt  gewordene  Ba- 
roscop  seihst  fertigen  kann.  Nützliches  und  Unterhaltendes  aus  der 
Naturgeschichte.  Die  monatlichen  Verrichtungen  im  Blumen-  und 
Kücbcngartcu.  8.  Leipzig.  1845.  4 ggr. 
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Colla.  A.:  Notizie  meteorologiche  relative  agli  aani  1841  e 1842. 
Parma.  1842.  In -8. 


Danesie,  G.  L.:  Relazione  topogralico  . tisico  - meteorologica. 
8.  Siena.  1842. 

Annalen  für  Meteorologie  und  Erdmagnetismus  und 
verwandte  Gegenstände,  redigirt  von  Grunert,  Koller, 
Kreil,  Lamont,  Plieninger,  Uuetclet,  Stieffel,  heraus» 
gegeben  von  I» r.  J.  Lamont. 

Jahrgang  1844.  Heft  X.  Magnetische  Terininbeobachtuu- 
gen  in  Prag  und  Mailand  iin  Jahre  1843  — Meteorologische  Beob- 
achtungen in  C'ronherg  bei  Frankfurt  a.  M.  1843.  Vom  Herrn  Leh- 
rer Becker.  — Vergleichung  der  meteorologischen  Beobachtungen 
in  Brüssel  und  München.  1842.  — Meteorologische  Beobachtungen 
in  Kaiserslautern  vom  Januar  bis  Juni  1843.  Von  Herrn  C.  W.  11. 
Faher.  — Uebcrsicht  der  magnetischen  und  meteorologischen  Beob- 
achtungen in  Cracau.  1843.  Von  Herrn  Profess.  Weisae.  — Tem- 
peratur, Regenmenge  und  Windverhältnisse  in  Copenhagcn  1843, 
verglichen  mit  den  früheren  Jahren.  — Magnetische  und  meteoro- 
logische Beobachtungen,  angestellt  an  der  Königlichen  .Sternwarte 
bei  München,  während  der  Monate  Januar,  Februar  und  März  1844. 
— Perturbations  magnetiques,  observdes  dans  In  declinaison  a l’ob- 
servaloire  de  Parme  pendaut  Janvier,  Fdvrier  et  Mars  1844.  — Ge- 
% witter  im  Jahre  1842,  nuch  den  Beobachtungen  von  Landsberg, 
Neustadt  a.  d.  A.,  Ansbach,  Gunzpnhausen,  Burglengenfeld,  Ilohen- 
peissenberg,  hilingen,  Hof,  Würzburg,  Leipzig.  Cronherg.  — - Ge- 
witter im  Jahre  1843  nach  den  Beobachtungen  von  Ansbach,  Burg- 
lengenfeld. Curlsruhe,  Cronberg,  Dilingen,  Gunzenhausen,  Hof,  Ho- 
henpeissenberg,  Mallersdorf,  Neustadt  a.  d.  A.,  Uffcnheim,  Bcnsberg. 
— Resultate  zehnjähriger  auf  der  Sternwarte  in  Kremsmünstcr  an- 
gestellter  Beobachtungen  über  die  Feuchtigkcitsverhältuissc  unserer 
Atmosphäre.  Von  Herrn  M.  Koller.  — Tägliche  Periode  der  magne- 
tischen Decliuatiou  in  Prag  und  Brüssel,  verglichen  mit  den  für 
München  erhaltenen  Bestimmungen.  Vom  Herausgeber.  — Meteo- 
rologische Beobachtungen  in  Stuttgart  im  Jahre  1843.  Von  Herrn 
Prot.  Plieninger.  — Mittlerer  Barometer-  und  Thermoineterstand 
narb  den  iü  Frankfurt  a.  M.  von  dem  physikalischen  V ereine  unter 
Leitung  des  Herrn  l)r.  Greiss  veranstalteten  Beobachtungen  nebst 
Differenz  Frankfurt  - München.  — Tafeln  zur  Berechnung  der  rela- 
tiven Feuchtigkeit  aus  dem  Dunstdrucke.  Von  Herrn  B.  Valz,  Di- 
rector  der  Sternwarte  in  Marseille.  — Magnetische  Störungen, 
beobachtet  in  München  während  der  Monate  Januar,  Februar  und 
März  1844.  — Vermischte  Nacbrichteu  vom  Herausgeber:  Wirkung 
eines  nahen  Blitzschlages  auf  die  magnetischen  Instrumente.  Mit- 
theilungen von  Herrn  Fournet.  Aufzeichnung  der  Autographen  in 
Prag  von  Herrn  Kreil. 

Repertorium  der  Physik.  Enthaltend  ei  ne  v ol  I stän- 
dige Zusammenstellung  der  neuern  Fortschritte  dieser 
Wissenschaft.  Unter  Mitwirkung  der  Herren  Broch,  Le- 
j eu  ne  - D iricli  let,  Minding,  Mahlmunu,  Moser,  Kadicke, 
Riess,  Röber,  Strchlke,  herausgegeben  von  H.  W.  Dove. 
V.  Bund.  Berlin.  1844.  8.  2 Thlr.  6 ggr. 
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Der  allgemeine  Inhalt  dieses  Bandes  ist  folgender.  Mechanik 
von  Minding.  Allgemeine  Gesetze  der  Wellenbewegung  von  Broch. 
Literatur  des  Magnetismus  und  der  Elektricität  von  H.  W.  Dove 
(eine  sehr  vollständige  Zusammenstellung  dieser  reichen  Literatur). 
Geber  das  Auge  von  L.  Moser. 


Vermischte  Schriften. 


Mathematische  Abhandlungen  der  Königlichen  Academie  der 
Wissenschaften  zu  Berlin.  Aub  dem  Jahre  1«42.  Enthält:  die  am 
2.  März  vorigen  Jahres  gelesene  4te  Abhandlung  von  Eocke,  über 
den  Kometen  von  Pons.  Berlin.  1844.  4. 

Annuaire  pour  l’an  1844,  prdsentd  au  Roi,  par  le  bureau  des 
longitudee.  2e  editiou,  augmentde  de  notices  scientifiques  par  M. 
Arago.  Paris.  1844.  1 fr. 

Actes  de  la  socidte  bei  vdtique  des  Sciences  natu  relles, 
reunie  ä Lausanne  les  24,  25  et  26  Juillet.  1843.  28e  Ses- 
sion. Lausanne.  1843. 

Ausser  mehreren  interessanten  physikalischen  Notizen  finden 
sich  in  diesen  Theilen  der  Schriften  der  schweizerischen  naturfor- 
schenden Gesellschaft  auch  mehrere  grössere  Aufsätze  botanischen 
geologischen  und  chemischen  Inhalts,  letztere  von  Prof.  Schönbein 
zu  Basel.  Mit  Bezug  auf  S.  269.  bemerken  wir  auch,  dass  in  No.  1. 
und  No.  4.  der  Mittheilungen,  welche  jetzt  die  naturforschende 
Gesellschaft  zu  Bern  in  zwanglosen  Nummern  herausgiebt,  einige 
nicht  uninteressante  Betrachtungen  Uber  graphische  Darstellungen 
der  Zahlen  und  Uber  die  Primzahlen  von  Herrn  Lehrer  Rudolph 
Wolf  an  der  Reals  hule  zu  Bern  ubgedruckt  sind. 
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XLIV.  Betrachtungen  einiger  Gegenstände  der  Logik, 
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in  dor  Mathematik.  Von  Herrn  Dr.  Wilhelm 
Matzka,  Professor  der  Mathematik  an  der  k. 
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vre'schen  Lehrsatzes  ohne  Hülfe  dea  Imaginären. 

Von  Herrn  A.  Göpel  zu  Berlin  

Bemerkungen  über  die  Lehre  von  den  geome- 
trischen Progressionen.  Von  Herrn  E.  Heia, 
Oberlehrer  »n  der  höheren  Bürger-  und  Pro- 

vinzialgewerbschule  zu  Aachen 

Beweis  und  Berichtigung  dea  ira  4.  Bande  dea 
Archivs.  3.  Heft.  S.  332.  X’r.  XXXV.  Satz  2. 
vorgelegtcn  Lehrsatzea.  Von  dem  Ilerrrn  Pro- 
fessor W.  Matz  Ira  an  der  k.  k.  philosophi- 
schen Lehranstalt  za  Tarnnvr  in  Galizien 
Ucber  die  Verwandlung  der  Quadratwurzeln  in 
unendliche  periodische  Kettenbrüche.  Von  dein 
Herrn  Doctor  O.  Sc hlö milch,  Privatdoccnten 

an  der  Universität  zn  Jena 

Uelicr  die  im  vorhergehenden  Aufsätze  aufge- 
stellten Sätze.  Von  Herrn  Richard  Müller, 

Studircnden  der  Mathematik  zn  Jena 

Auflösung  der  Gleichung  xü  ~y*  in  reellen 
Zahlen.  Von  Herrn  Docior  T.  Wittstein  zu 

Hannover . 

lieber  bestimmte  Integrale  und  Summirung  eini- 
ger Reihen.  Von  Herrn  F.  Arndt,  Lehrer  am 

Gymnasium  zu  Stralsund 

lieber  einige  Integrale,  welche  gnniometrische 
Functionen  involviren.  Von  dem  Herrn  Doctor 
0.  Schl ö milch,  Privatdoccnten  an  der  Uni- 
versität zu  Jena 

Ein  Paar  allgemeine  Eigenschaften  der  Euler’- 
schen  Integrale  zweiter  Art.  Von  Demselben 
Satz  von  den  periodischen  Kcttcnbrüchcn.  Von 

Herrn  Catalan 

Geometrischer  Beweis  des  Satzes,  dnss  jeder 
algebraischen  Gleichung  mit  Einer  Unbekann- 
ten durch  einen  complexen  Werth  dieser  Unbe- 
kannten Genüge  geleistet  werden  kann.  Von 
Herrn  Dr.  T.  Wittstein  zu  Hannover  . . . 
Nachschrift  des  Herausgebers 

/x-|-const.,  oder  =J/(3c,)-j-const.? 

Von  dem  Herrn  Dr.  0.  Schlömilch,  Privat- 

docentcn  an  der  Universität  zu  Jena 

Preisaii fgabc  der  Akademie  der  Wissenschaften 
zu  Paris  für  1846  

d.Xn 

Herleitung  des  Diflerentialquoticnten 

= nx”-1,  ohne  Unterscheidung  der  Art  des 
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I. 

Ueber  den  Vortrag  der  Lehre  von  der  Auflö- 
sung der  Gleichungen  des  dritten  Grades. 

9 

Von 

dem  He  rnusgeber. 


Der  in  den  Elementen  gewöhnliche  Vortrag  der  Lehre  von  der 
Auflösung  der  Gleichungen  des  dritten  Grades  hat  mir  immer  der 
Natur  der  Sache  nicht  recht  entsprechend  geschienen.  Vielleicht 
dürfte  sich  die  folgende  Darstellung  einigermassen  zur  Berücksich- 
tigung beim  Unterrichte  empfehlen. 

Die  aufzulösende  Gleichung,  in  welcher  das  zweite  Glied  fehlt 
sei  ’ 

1)  x‘  = asc-\-b, 

wo  a und  b reelle  Grössen  sind.  Man  setze 

2)  x = {j)  + qV~\)-\-{pi-b.qyZT\) 

=p  + p,  + 

wo  auch  p , q,  p,,  y,  reelle  Grössen  seiu  sollen,  so  ist,  wie  man 
leicht  findet: 

x'  — 3(p -f- yl/ITi)  (Pi  + qx\/~\)  lp-hp,  -{-(y  + yjV/irij 

(?  ■+- •+•  (P,  -t- 

oder 

xl  =zZ(p-\-qY/^\)(pl  ^qlV^\)x-\-(p-\-qV~\Y 

TbeU  VI.  | 
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und  wenn  also 


x = p+^,+{y  + 7,)l/— 1 

eine  Wurzel  unserer  Gleichung  sein  soll,  so  müssen  die  Grössen 
p,  g,  p n 80  bestimmt  werden,  dass  den  beiden  Gleichungen 

3(/'  + 1)(^<  -+- = ai 

!)’ "MP,  +</y~\)%  —b\ 

d.  i.,  wie  man  nach  leichter  Entwickelung  findet,  den  beiden  Glei- 
chungen 

PPi—W  i + (P7>  •+•  TP , V=\  = \a, 
p*-+-p,*  — 3p?’  — 3p,?,»  \ = i- 

— (q'+Vi*—  *p'v— *p'<h)V—  il 


also  den  vier  Gleichungen 


tPPx  ~ Mx  — ■>«'.  P<h  ■+•  7P  i = 0. 
P*  + P,*  — 3p?>  — 3p,yt*  = £, 
g'  -+-  gt‘  — 3pV—  3p,  V.  =° 


genügt  wird. 

Richten  wir  nun  aber  unser  Augenmerk  zunächst  und  vorzüg- 
lich auf  die  Auffindung  einer  reellen  Wurzel  unserer  gegebenen 
Gleichung,  ohne  uns  für’s  Erste  darum  zu  bekümmern,  ob  es  auch 
eine  reelle  Wurzel  in  alleu  Fällen  wirklich  giebt,  so  kommt  zu 
den  vier  obigen  Bedingungsgleichungen  noch  die  Gleichung 

g+g,=0, 


and  wir  müssen  also  die  vier  Grössen  p,  g,  p,,  g,  so  zu  bestimmen 
suchen,  dass  den  fünf  Gleichungen 


!'/  + ?,  =o, 

pp,  —Mi  = t«,  p<7.  -4- gp,  = 0, 

P*  •+■  Pi*  — 3 pg*  — 3p, 7,*  =6, 

?'  + ? — 3pa?  — 3p,>$r,  =0 

genügt  wird,  wobei  nun  aber  die  zwei  folgenden  Fälle  von  einan- 
der unterschieden  werden  müssen. 

1.  Wenn  man  der  ersten  der  fünf  vorhergehenden  Gleichungen 
zufolge  g,=  — g setzt,  zugleich  aber  annimmt,  dass  die  Grössen 
g und  g,  beide  verschwinden,  so  sind  offenbar  die  fünf  Gleichun- 
gen 4)  vollständig  erfüllt,  wenn  man  die  Grössen  p,  p,  so  bestimmt, 
dass  den  zwei  Gleichungen 

PPi=i«,  P*  -t-p,*=£ 

genügt  wird. 
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Setzt  man  p * — w,  p,  *=*,,  so  werden  diese  Gleichungen 

**i  ~ IT®,i 

und  weil  uun  > 

(*»— = _ 4„Ui  — /,*  — ^*TÄi 

ist,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  u,  «,  die  beiden  Gleichungen 

«-+-»,=  4,  « — m,  = ± 1/i»  — 
aus  denen  sich 


« — b±\/ b%  — 

2 ’ * 2 ? 

also 

/>  = — ^ya* 

S 

p,  =Vt*EEzz^ 

r 2 

crgiebt.  Wenn  daher 


ist,  so  ist 


» * , 

5)  t,^p, 


eine  reelle  Wurzel  unserer  Gleichung,  und  folglich 

(p-t-p  iY  —rtj>+pt)  — ft =0. 

Zieht  man  dies  von 


x'  — ax  — ft 

ab,  so  erhält  man 

x'—ax  — b=zx*  — 0» -fr- /»,)•—  afx  — (p-t-p,)}, 
oder,  wie  man  leicht  findet: 

x'—ax—b  = \x  (p-\~p,)\  \*'  + {f>+p,)x-*-(p-i-p,)*—a\, 
und  die  beiden  anderen  Wurzeln  der  Gleichung 

x1  — ax  — 6 — 0 oder  x1  — ax  -f-  f> 
ergeben  sich  daher  durch  Auflösung  der  quadratischen  Gleichung 

.r*  -fr-  (p-4-p^x  -hip-hp,)3  — a~Q, 

1* 
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wodurch  man  nach  dem  bekannten  Verfahren 

erhält.  Hier  fragt  sich  nun,  oh  diese  beiden  Wurzeln  reell  oder 
imuginär  sind,  welche  Frage  auf  folgende  Art  beantwortet  werden 
kann. 

Wenn  jV**  ==  ist,  80 

[p  — Pi)*  = 0, 

also 

P9  -hPi*  = *PPi> 

und  folglich 

{P  + P,)'  —*PP» 

d.  i.  wegen  der  Gleichung  pp,  ={a: 

(p-*-Pt)9=i<* 

oder 

i(? 

also 

a — \(p-\-p,Y  =0, 

und  die  Wurzeln  6)  sind  also  in  diesem  Falle  beide  reell  und  ein- 
ander gleich. 

Wenn  <£’  ist,  so  ist 


(P  — Pi)*>°> 

also 


und  folglich 


P9  +P,*>-2pp>, 


(P-*-P,)9>*PP,, 
d.  i.  wegen  der  Gleichung  pp,  = jo: 

-*-?.)*>  t« 


oder 

also 


und  die  Wurzeln  6)  sind  also  in  diesem  Falle  beide  imaginär. 

Die  gegebene  Gleichung  hat  also  drei  reelle  oder  eine  reelle 
und  zwei  imaginäre  Wurzeln,  jenachdem  — l>*  oder  o*-<4* 
ist;  im  ersten  Falle  sind  zwei  der  drei  reellen  Wurzeln  einander 
gleich. 

II.  Wenn  man  der  ersten  der  fünf  Gleichungen  4)  zufolge 
q,=  — q setzt,  zugleich  aber  annimmt,  dass  die  Grössen  q und  q. 
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nicht  verschwinden,  so  folgt  aas  der  dritten  der  fünf  genannten 
Gleichungen,  nämlich  aus  der  Gleichung 

PV  i+Wi  =°. 

auf  der  Stelle  p,  — p,  und  die  fünfte  Gleichung,  nämlich  die  Glei- 
chung 

•+•  Vi  * — *P*9  — &P.  Vi  = 0 

ist  nun  identisch  gleich  Null.  Die  zweite  und  vierte  Gleichung, 
nämlich  die  Gleichungen 


VPl—Wx  = T«> 

P*  -\-p . * — 3pg’  —3 pIq>'  = i>, 


werden  aber 


P1  -+-y’  =i«,  p*  — = 


und  die  Grössen  p und  q sind  also  jetzt  so  zu  bestimmen,  dass 
diesen  beiden  Gleichungen  genügt  wird. 

Hierbei  sind  wir  nach  I.  offenbar  berechtigt  anzunehmen , dass 

vV«*  > f>\ 

also  auch  n nothwendig  positiv  ist.  Demzufolge  können  wir  die 
erste  der  beiden  zu  erfüllenden  Gleichungen  auf  die  Form 


GV*)’ +(•*'*>•-■ 

bringen,  und  sind  also  offenbar  berechtigt, 

p|/~  =sin  9,  ?|/^-  = cos  9 

d.  i. 


p = sin  y = c os  y^/y 


zu  setzen.  Führen  wir  diese  Ausdrücke  von  p und  q in  die  zweite 
der  beiden  zu  erfüllenden  Gleichungen  ein,  so  wird  dieselbe  nach 
einigen  leichten  Reductionen 


sin  9 * — 3sin  9 cos  9*  == 


Weil  nun  aber  nach  einer  bekannten  goniometrischen  Relation 
sin  3jp  = 3sin  9 cos  9’  — sin  9* 

ist,  so  ist 
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Da  nach  der  Voraussetzung 


sV»' >*'»  also  — < 1 

ist,  so  kann  aus  der  vorhergehenden  Gleichung  3 <p  immer  bestimmt 
werden.  Bezeichnen  wir  nun  den  seinem  absoluten  Werthe  nach 
Jw  nicht  übersteigenden,  der  Gleichung 


genügenden  Werth  von  3gp  durch  — w,  so  sind,  weil 

sin (w  — 7t)  = sin  ( — o»),  sin  (w  -f-  jr)  = sin  ( — w) 

ist,  auch  o)  — 7t  und  w n W7erthe  von  3 <p,  und  für  y erhält  man 
also  die  drei  Werthe  — -}(w  — n),  |(w -f- nr);  folglich  für 
p—pl  die  drei  folgenden  reellen  Werthe: 

— sin  sin  {(w— ;r)J/y,  sin  i(w Hh w)|/y- 

Da  nun  p p,  =.2p  eine  W'urzel  unserer  Gleichung  ist,  so  hat 
dieselbe  im  vorliegenden  Falle  jederzeit  die  drei  folgenden  reellen 
Wurzeln: 


2sin  j(w  — w)j/y 
2sin  i(o)  Jr)|/y 

oder 

—2sinj<u|/y 

—2*in|(w  — w)|/y 

2sin|(w-+-w)^/y. 

Auch  erhellet  leicht,  dass  die  zwei  ersten  dieser  drei  reellen  Wur- 
zeln immer  negativ  sind , die  dritte  Wurzel  dagegen  stets  positiv 
ist.  Dass  die  drei  Wurzeln  im  vorliegenden  Falle  jederzeit  sämmt- 
iieb  unter  einander  ungleich  sind,  fällt  eben  so  leiebt  in  die  Augen. 

Aus  der  vorhergehenden  Entwickelung  ergiebt  sich  also  über- 
haupt Folgendes. 

1.  Wenn  =s£*  oder  4«*  =27£*  ist,  so  bat  die  gegebene 
Gleichung  drei  reelle  Wurzeln,  von  denen  zwei  einander  gleich 
sind. 

2.  Wenn  S*T«*  < 6*  oder  4a 1 < 27A1  ist,  so  bat  die  gegebene 
Gleichung  eine  reelle  und  zwei  imaginäre  Wurzeln. 
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3.  Wenn  ist,  so  hat  die  gegebene  Gleichung  drei 

sännst  lieh  unter  einander  ungleiche  reelle  Wurzeln,  zwei  negative 
und  eine  positive. 

4.  Die  gegebene  Gleichung  hat  also  hiernach  auch  immer  min- 
destens eine  reelle  Wurzel. 

Sind  auch  die  im  Vorhergehenden  gefundenen  Resultate  nicht 
neu,  so  scheint  mir  doch  die  obige  Darstellung  eine  bessere  Ein- 
sicht als  die  gewöhnliche  in  die  eigentliche  Natur  des  Gegenstan- 
des zu  gewähren,  und  deshalb  beim  Elementarunterrichte  vielleicht 
einiger  Berücksichtigung  nicht  ganz  unwerth  zu  sein. 


II. 

Ueber  die  geometrischen  Oerter  der  Mittel- 
punkte einiger  Begrftnzungscurven  des 
Schattens. 

Von 

Herrn  L.  Mossbruggcr, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  Kantonsschule  zu  Aarau. 


Bestimmung  der  Oerter,  auf  welchen  die  Mittelpunkte  der  Be- 
gränzungscurveu  der  Schatten  liegen,  die  eine  Fläche  zweiten  Gra- 
des auf  eine  gegebene  Ebene  wirft,  wenn  sich: 

A)  der  leuchtende  Funkt  auf  einer  ausserhalb  der  Fläche  ge- 
gebenen Linie  zweiten  Grades  bewegt  und  die  Ebene,  auf  welche 
die  Schatten  geworfen  werden,  fest  bleibt. 

B)  Wenn  der  leuchtende  Funkt  fest  bleibt,  der  Mittelpunkt  der 
Fläche  zweiten  Grades  aber  (oder  weun  diese  keinen  Mittelpunkt 
bat,  ihr  Scheitel)  summt  der  Fläche  sich  so  auf  einer  Linie  zweiten 
Grades  bewegt,  dass  eine  ihrer  Huuptcbenen  mit  der  Ebene  jener 
Linie  zweiten  Grades  zusnmmenfällt  und  ihre  Achsen  sich  immer 
parallel  bleiben.  Auch  in  diesem  Fall  sollen  die  fraglichen  Mittel- 
punktsörter bestimmt  werden,  wenn  die  Ebene,  worauf  die  Schatten 
geworfen  werden,  fest  bleibt. 

Wir  schicken  zum  bessern  Verständnis  des  Folgenden  einige 
wenige  Erklärungen  und  Sätze  voraus. 

1 ) Denken  wir  uns  irgend  eine  Fläche  F zweiten  Grades  und 
ausserhalb  derselben,  aber  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Fläche 
F,  zwei  parallele  Ebenen  E und  E (z.  B.  die  erstere  oberhalb  und 
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die  andere  unterhalb  der  Fläche  F).  In  der  erstem  befinde  Bich 
ein  Funkt  /';  wird  ans  diesem  eine  stetige  Folge  von  geraden  Be- 
rührenden an  die  Fläche  F gezogen,  so  liegen  diese  bekanntlich 
auf  der  Oberfläche  eines  Kegels  Ä zweiten  Grades,  welcher  die 
zweite  Ebene  B in  einer  Linie  E zweiten  Grades  schneiden , die 
Fläche  F aber  in  einer  andern  Linie  LI  desselben  Grades  berühren 
wird. 

2)  Der  Funkt  P heisst  der  Pol  der  Ebene,  in  welcher  sich 
die  Linie  JL  befindet,  so  wie  diese  Ebene  die  Polarebene  des 
Punktes  P genannt  wird. 

3)  Bewegt  sich  der  Punkt  P in  einer  Ebene,  so  dreht  sich  die 
Ebene  der  Berübrungscurve  um  einen  Punkt;  bewegt  er  sich  aber 
auf  einer  Geraden,  so  dreht  sich  letztere  Kbene  ebenfalls  um  eine 
Gerade. 

4)  Ist  der  Punkt  P leuchtend,  und  die  Fläche  F dunkel,  so  ist 
ebenfalls  bekannt,  dass  die  Linie  L die  Begränzungscurve  des 
Schattens  ist,  welchen  die  Fläche  F auf  die  Ebene  B wirft;  fer- 
ner ist  die  Berübrungscurve  B des  Kegels  K und  der  Fläche  /'die 
Trennungscurve  des  beleuchteten  und  dunkeln  Theiles  der  letztem. 

Nach  diesen  vorausgeschickten  Erklärungen  gehen  wir  zur  Lö- 
sung der  folgenden  speciellen  Aufgaben  über: 

1.  Es  ist  ein  Ellipsoid  der  Lage  und  Grösse  nach  gegeben; 
ausserhalb,  und  zwar  oberhalb  der  Ebene,  in  welcher  die  beiden 
Hauptachsen  2 A und  2/7  des  Ellipsoids  liegen,  io  der  Entfernung 
h von  dieser  und  parallel  mit  ihr  befinde  sich  eine  Ebene  E , und 
ebenfalls  ausserhalb,  aber  auf  entgegengesetzter  Seite  in  Beziehung 
‘ auf  die  Ebene  der  Hauptachsen  2./  und  2/7,  befinde  sich  in  der 
Entfernung  ( — fi')  von  dieser  eine  zweite  parallele  Ebene  B.  In 
der  ersteren  Ebene  E bewege  sich  ein  leuchtender  Punkt  P so, 
dass  er: 

a)  eine  Ellipse,  b)  eine  Hyperbel,  c)  eine  Parabel,  d)  eine  Ge- 
rade beschreibt.  Die  Mittelpunkte  der  beiden  erstem  und  der  Schei- 
tel der  dritten  dieser  Curven  befinden  sich  im  Durcbscbnittspunkte 
der  verlängerten  dritten  Hauptachse  2 C des  Ellipsoids  mit  der  Ebene 
E\  und  die  beiden  ersten  Achsen  2 a der  beiden  erstem,  so  wie  der 
llanptdurchmesser  der  dritten  jener  Leitcurven  seien  mit  der  Achse 
2 A des  Ellipsoids  parallel.  Man  soll  die  io  der  Ueberschrift  ver- 
langten Stücke  der  Aufgabe  bestimmen. 

Wir  nehmen  den  Mittelpunkt  des  Ellipsoids  zum  Coordinaten- 
nnfang  und  seine  Achsen  zu  Coordinatenachsen;  alsdann  ist  dessen 
Gleichung: 


Bezeichnen  wir  mit  aß,  i/  die  veränderlichen  Coordinaten  eines 
Punktes  P in  der  Ebene  E.  deren  Gleichung  * = h ist,  so  ist, 
wenn  dieser  Punkt  eine  Ellipse  beschreibt,  deren  Achsen  2a,  2ß 
respectivc  mit  den  Achsen  2 A und  2/7  parallel  sind,  und  deren 
Mittelpunkt  im  Durchschnitt  der  verlängerten  Achse  2C  mit  der 
Ebene  E ist, 


7 


sL 

ß 


= !....  (2) 


die  Gleichung  jener  Ellipse. 
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Ferner  ist  die  Gleichung  desjenigen  Kegels,  dessen  Scheitel 
sich  in  irgend  einem  Punkte  (x1,  y\  A)  dieser  Ellipse  befindet,  uud 
der  das  Kllipsoid  (1)  berührt,  fulgende: 

\A*y>a  ■\-B'x>'  — A*B'\(x  — hy  i 

\A'h'  Vx”  — I 

■+■  \B*A*  + CV*  — ti'C'\(x  — x'Y  |=0....  (3) 

— tlClx'i/(x — x")  (y— %) — 2B7Ax'(x — x’ii* — A)  1 

— 2 A*Ay(y  — t/)  (*  — A)  ) 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  *=ss — h\  so  erhalten  wir  die  Glei- 
chung der  Curve,  in  welcher  die  Kegelfläche  (3)  die  Ebene  E 
durchdringt,  oder  der  Curve,  welche  den  Schatten  begränzt,  den 
das  Ellipsoid  (1)  auf  die  Ebene  E wirft,  wenn  sich  der  leuchtende 
Punkt  in  einem  Punkte  P der  Ellipse  (2)  befindet,  dessen  Coordina- 
ten  x1,  A sind. 

Diese  Gleichung  ist: 

\A'A'  -+-  C'x’*  — A'C'\y'—'iC'xy  . xy 
■+■  \ B'h'+C*y,*—B*C'\x*-\-'iAi(C*-i-AA')y’.y 
-*-lB'(Ci-+-AA')x'.x+(A'*—C*)\A'i/'-\-B'x’*\ 

— A'ß'(A  + hy 

Aus  dieser  Gleichung  erhalten  wir  leicht: 
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erhalten.  Dadurch  wird  aber  auch: 

C'Ji/p'-AHC'+hKW + , 

7 — A'h'  + C*x'  — A’C*  ’ 7 — AW  + C’x'*  — PC*  j 

Subtrabiren  wir  die  Gleichung  (6)  von  der  Gleichung  (5)  und  di- 
vidireu  den  Rest  mit  p' — p",  so  erhalten  wir: 


also 


( O — /:»)  (p'-bp")  — 2(C*  •+■  M)*  = 0, 
2 (C*  + hh’)a' 


p’-hp"-- 


(8) 


CP  — h* 

Addiren  wir  die  Gleichungen  (7),  so  erhalten  wir 

ti  (®) 


• 2(C*  -f-  hh')t/ 

c»- T* 


Bezeichnen  wir  jetzt  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Begrän- 
zungscurve  PCUQDA  des  .Schattens  mit  t und  v,  so  ist  bekannt- 
lich 

t = t+P'\  u = Zl±X. 

2 ’ 2 

Aus  diesen  Gleichungen  und  aus  (8)  und  (9)  erhalten  wir: 

<C*  + AAV  (C*  -+-  AAV I 

*—  c^-A*  !••••  (l°) 


Ist  jedoch  der  leuchtende  Punkt  P nicht  fest,  sondern  bewegt  er 
sich  auf  der  Ellipse  (2),  so  wird  auch  die  Curve  (3)  in  jedem  Augen- 
blick eine  andere  Lage  und  Gestalt  annehmen,  mithin  auch  ihr 
Mittelpunkt  stetig  seinen  Platz  ändern , also  eine  Curve  beschrei- 
ben. Die  Gleichung  dieser  Curve  werden  wir  aber  erhalten,  wenn 
wir  aus  den  Gleichungen  (2)  und  (10)  die  Grössen  a?  uud  y eli- 
minireo.  Dadurch  erhalten  wir 


(C*-Ä*)a 


(*=!....  (11) 


als  die  Gleichung  des  Orts  der  Mittelpunkte  der  Begränzungscur- 
ven  des  Schattens,  wenn  der  leuchtende  Punkt  die  Ellipse  beschreibt, 
welche  durch  die  Gleichung  (2)  dargestellt  ist.  Die  Gleichung  (11) 
drückt  aber  ebenfalls  eine  Ellipse  ans,  und  zwar  verhalten  sich 
ihre  beiden  Achsen  wie  a : ß ; mithin  ist  sie  derjenigen  Ellipse 
ähnlich,  auf  welcher  sich  der  leuchtende  Punkt  P bewegt. 

Es  ist  bei  der  Curve  (11)  zu  bemerken,  dass  dieselbe  für  jeden 
positiven  oder  negativen  Werth  von  ti  reell  bleibt,  was  begreiflich 
allen  Vorstellungen  und  Begriffen  von  Schatten  widerspricht,  indem 
offenbar  weder  von  Begränzungscurven  des  Schattens,  noch  von 
ihren  Mittelpunkts-Oertern  die  Rede  sein  kann,  wenn  z.  B,  die  Ebene 
E sich  in  solchen  Lagen  befindet,  die  entweder  zwischen  dem  El- 
lipsoid  und  dem  leuchtenden  Punkt,  oder  gar  oberhalb  von  beiden 
liegen.  In  diesen  Fällen  muss  die  Gleichung  (4)  nicht  betrachtet 
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werden,  als  drücke  sie  die  BegränzungBcurvc  des  Schattens  aus, 
sondern  sie  stellt  alsdann  offenbar  nur  die  Durchschnittscurve  des 
Umhüllungskegels  (3)  mit  der  Ebene  E vor,  welche  für  alle  posi- 
tiven und  negativen  Werthe  von  h'  reell  sein  wird.  Bei  dieser 
Betrachtung  kann  man  mit  jenen  Untersuchungen  die  Frage  verbin- 
den: „Auf  welcher  Fläche  liegen  die  sämmtlichen  Mittelpuuktscur- 
ven,  wenn  sich  die  Ebene  E parallel  mit  sich  selbst  bewegt?” 

Wir  werden  die  Gleichung  dieser  Fläche  sogleich  erhalten, 
wenn  wir  die  Grösse  h'  als  veränderlich  betrachten  und  statt  dieser 
in  der  Gleichung  (11)  eine  neue  Veränderliche  (dbt>)  einführen, 
wodurch  wir  als  Gleichung  der  gesuchten  Fläche  erhalten: 


(C*-h*)t  * (C>-h*)u  * 

aC2  ßC* 


1 • • • • (12) 


Diese  Gleichung  drückt  offeobar  ein  eintheiliges  Hyperboloid  aus, 
dessen  Achsenrichtungen  mit  jenen  des  Ellipsoids  (1)  dieselben  sind, 
dessen  Mittelpunkt  zwar  auf  der  Achse  der  *,  jedoch  nicht  auf  dem 
des  Ellipsoids  liegt. 

Ehen  so  finden  wir,  wenn  sich  der  leuchtende  Punkt  P in  der 
Ebene  E auf  einer  Hyperbel,  Parabel  oder  einer  Geraden  bewegt, 
deren  Gleichungen 


y't=pa/....  (14)  - 
y — m-hn.T  ....  (15) 


sind,  dass  respective 


(C»  -*»)<) 
o(C^-f-AA')  1 


_ j(£! 

t17) 

*==^=W!+”'-0«) 


die  Gleichungen  der  Mittelpunkts-Oertcr  der  Begränzungscurven  der 
Schatten  sind.  Auch  sehen  wir  aus  diesen  Gleichungen,  dass  die 
entere  eine  Hyperbel  ist,  welche  derjenigen  ähnlich  ist,  welche 
durch  die  Gleichung  (13)  dargestellt  ist;  die  zweite  aber  ist  eine 
Parabel,  die  mit  der  in  No.  14.  ausgedrückten  ähnlich  ist;  die 
dritte  endlich  ist  eine  mit  der  Geraden  (15)  parallele  Linie. 

Bewegt  sich  die  Ebene  E wieder  so,  dass  sie  immer  in  paral- 
leler Lage  bleibt,  so  erhalten  wir,  wie  vorhin,  für  die  Gleichungen 
der  Flächen , auf  welchen  sich  die  bezüglichen  Mittelpunktscurven 
befinden,  folgende: 

/S>(C*  — A*yp  — a*(C*  — A*)Ji»»  — =j=  Za*ß*C‘Av 

= atß*C'....  (19) 

(O—  A*)u*  -bpAto—  C*pe  = 0....  (20)  ' 

tnhv  — (C* — h2)u  nt -\-  mO  =0  .. ..  (21) 
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Die  erste  druckt  ein  zweitbeiliges  Hyperboloid  ans,  die  zweite  ein 
Paraboloid  und  die  dritte  eine  Ebene. 

Uai  den  zweiten  Tbeii  der  allgemeinen  Aufgabe  auf  den  spe- 
ciellen  Fall,  wenn  die  Fläche  F ein  Ellipsoid  ist,  anzuwenden, 
nehmen  wir  an: 

II.  In  der  Ebene  E befinde  sieb  ein  leuchtender,  jedoch  fester 
Punkt  P,  dessen  Coordinaten  a,  6,  c sein  sollen;  ferner  sei  ein 
Ellipsoid  gegeben,  das  sich  so  bewegt,  dass  sein  Mittelpunkt  in  der 
Ebene  seiner  beiden  Achsen  2 A und  iß,  welche  sieb  während  des. 
sen  Bewegung  immer  parallel  bleiben  sollen,  a)  eine  Eilinse,  b)  eine 
Hyperbel,  c)  eine  Parabel,  d)  eine  Gerade  beschreibt.  Welches  ist 
der  Ort  der  Mittelpunkte  der  tiegränzungscurven  der  Schatten, 
welche  jenes  Ellipsoid  in  seinen  verschiedenen  Lagen  auf  eine  mit 
der  Ebene  der  Achsen  2A  und  2 B parallele  Ebene  E wirft,  wenn 
diese  von  jener  den  Abstand  k hat? 

Sind  X,  y,  Z die  veränderlichen  Coordinaten  eines  Punktes 
des  Ellipsoids  io  irgend  einer  seiner  in  a)  angegebenen  Lagen; 
m,  t jene  seines  beweglichen  Mittelpunkts  und 


die  Gleichung  der  Ellipse,  auf  der  sich  jener  Mittelpunkt  bewegt, 
so  ist  die  Gleichung  des  Ellipsoids: 


(23) 


und  die  der  umhüllenden  Kegelfläcbe,  deren  Scheitel  sich  im  Punkt 
(a,  6,  c)  befindet: 

j B'c*  C*(l>  — «)’  — B'C*  ((X  — «)* 

+ -I-  C*{a  — 

-t-  \A\b  — uy-\-B'(a  — t)'  — A'B'\(Z  — c)> 

— 2C»(«  — t)(b  — v)(X-a)(Y-6) 

— 2 B'c{a  — MX  — a)(Z  — c) 

— 2 J'c(6-*)(Y-6)(Z  — c) 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  Z=  — P,  so  erhalten  wir  die  Glei- 
chung der  Curve,  in  welcher  die  Kegelfläche  (23)  die  Ebene  E 
schneidet,  d.  h.  die  Gleichung  der  Cnrve,  welche  den  Schatten  he- 
gränzt,  den  das  Ellipsoid  (22)  in  irgend  einer  seiner  Lagen  auf 
die  Ebene  E wirft.  Diese  ist  daher: 
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Diese  Gleichung-  drückt  aber  eine  mit  der  durch  die  Gleichung  (22) 
dargestellten  Ellipse  ähnliche  Ellipse  aus. 

Nehmen  wir  statt  der  Leitcurve  (22)  des  Mittelpunkts  vom  El- 
lipsoid  eine  Hyperbel,  eine  Parabel,  oder  eine  Gerade,  deren  Glei- 
chungen 


u'=pt....  (29) 

« = * + . (30) 


sind,  so  erhalten  wir  auf  gleiche  Weise,  wie  oben,  für  die  Glei- 
chungen der  Ortscnrven  der  fraglichen  Mittelpunkte  respective  fol- 
gende: 

ß2(C*~  c'YT1  — a'(C*~  c*)*V*  \ 

-f-2a*Ä(C’»-f-eA')(C»  — c')U  I 

— 2 ß’a(C*-hcA’)(C>—c*)T  > = 0 . . . . (31) 

•+-  (C*  •+-  cA')*  («’/*’  — £*«*)  i 

— a>jSJe*(e-F-  A')* 

n*  — -+-  ch’)[f  c(c+-h‘)p  „ 

C*  — c»  C*  — c* 

+ + h')P  **')}  =<>  (32) 


U = 


(C*  -i-  ch')  (b  — an)  — c{c  -f-  h')m 
C*-«> 


(33) 


Die  erste  dieser  Gleichungen  drückt  eine  Hyperbel  aus,  die  mit  der 
Leitcurve  (28)  ähnlich  ist;  die  zweite  eine  Parabel,  welche  eben- 
falls mit  der  entsprechenden  Leitparabel  (29)  ähnlich  ist;  die  dritte 
endlich  eine  mit  der  Geraden  (30)  parallele  Gerade. 

III.  Wir  können  auf  gleiche  Art  die  nämlichen  Aufgaben  in 
Beziehung  auf  andere  Flächen  des  zweiten  Grades  lösen.  Cm  je- 
doch Wiederholungen  zu  vermeiden,  werden  wir  nur  noch  bei  einer 
derselben  die  Resultate  angeben. 

Ist  nämlich 


die  Gleichung  eines  einzeiligen  Hyperboloids,  so  finden  wir  in  Be- 
ziehung auf  die  in  Aufgabe  1.  gestellte  Forderung  für  die  Glei- 
chung der  Begränzungscurve  des  Schattens,  welchen  das  Hyperbo- 
loid auf  eine  Ebene  E,  deren  Gleichung  *== — li  ist,  wirft,  wenn 
(af,y',h)  die  Coordinaten  des  leuchtenden  Punktes  sind: 
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.}  C>x"  — A*(C*  4-  A»)|y*  — 2 Pyy' . xy 
4-  I CV*  — /?3(C”  4-  /<>)|.r*  4-  elA\C'  — hh'W . y 
4-  2 ß*(C*  — AA)x’ . x 4-  A*B*(A  4-  Ay 
— (C*  4-  /*'*)  MV’  -+-  B'x1*) 


Die  Coordinaten  t,  u des  Mittelpunkts  dieser  Curve  sind: 


(C*  — hft')af  (C2  - hh‘)y' 

C1  -i-/<5  > " — C* + /»’ 


..  (36) 


Beschreibt  der  leuchtende  Punkt  ( x ',  y',  A)  a)  in  der  Ebene  %=A 
eine  Ellipse,  b)  eine  Hyperbel,  c)  eine  Parabel,  d)  eine  Gerade,  de- 
ren Gleichungen  respective 


sind,  so  finden  wir  beziehungsweise  für  die  Gleichungen  der  Curve, 
welche  der  Ort  der  Schattencurven  Mittelpunkte  ist,  folgende: 


((P  + h*)t  * 
«(C*  — hW) 


(C1  +/■»)*  » 
n(C* — hh')  1 


«* 


V(C^-hh')t 
C’-+-A5  * 


i ftt"  — hh)  I 

_m(C*—hh-) 
' u1  h-A1 


....  (38) 


Wir  erkennen  aus  der  Form  dieser  Gleichungen  die  Aehnlich- 
keit  der  Curven,  welche  sie  auBdrücken,  mit  den  entsprechenden  in 
No.  37. 

Bleibt  aber  der  leuchtende  Punkt,  dessen  Coordinaten  wir  jetzt 
mit  a,  b,  c bezeichnen  wollen,  fest,  und  bewegt  sich  das  Hyperbo- 
loid so,  dass  sein  Mittelpunkt  in  der  Ebene  der  Kehlellipse  n)  eine 
Ellipse,  b)  eine  Hyperbel,  c)  eine  Parabel,  d)  eine  Gerade  beschreibt, 
und  die  drei  Achsen  des  beweglichen  Hyperboloids  immer  mit  ihrer 
erst  gegebenen  Lage  parallel  bleiben,  so  finden  wir  bei  den  glei- 
chen angenommenen  Bezeichnungen,  wie  beim  Eliipsoid  in  Auf- 
gabe II.,  für  irgend  eine  angegebene  Lage  des  Hyperboloids,  des- 
sen Gleichung: 


für  die  Gleichung  des  Schattenkegels  aber: 

j C>(a  — t)'  — A*{C*  4-  c») |(  Y—  by 
-+-  | C*(Ä  — «)•  - B'(C>  4- e«)J(X  — «)* 

— \A'(b  — s»)»4-/f*(a  — ty  — A'B'\\JL  — cy 

— 2C’>(<*  — t)(b  — *»)  (X  — a)(Y — b) 

4-2  B'c(a  — t)(X-a){Z  — c) 

4-  2 A*c(b  — a)(Y—b)(Z  — c) 
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Im  Fall  a):  > 

a'(C*  c*)*  U*  -+-  ß'(C>  + c*)’  T* 

2 u'b{ch'  — C»)  (C  -+-  c*)U 
2/?’o(cÄ'  — C>)  (<7*  ■+•  c’)T 
(cä'—  C >)*  («*/S*  H-**a*)  — a,|},^,(e^-A'), 

Fall  b): 

ß c1)’  T*  — a»(C»  -t-«’)1 £’* 

2«’ — C*)  ( C*  4-  c») 

2ß'a(cA>—  C2)  (C*+c’)T 
(c/i'—C*)’  («’/?’  — £»«’)  — a,/S,c^(c4-^^'), 

Im  Fall  c): 

^ -+- A>  - ä»M'  - n)\ 

2/j(c/i  — C7)U  pc(c-i-h')T 
C*  ■+■  c'  "*■  C*  - f-  c* 

Im  Fall  d): 

wi (cA'_C1)(<m  — A) -»-«»(« -f-A')  . 

b»T 

4 

Auch  diese  vier  Curveu  sind  ähnlich  mit  jenen  in  (43).  Bei 
den  übrigen  Flächen  des  zweiten  Grades  wird  man  bei  ähnlichen 
Untersuchungen  Resultate  erbalten,  welche  mit  den  bereits  gefun- 
denen im  Allgemeinen  übereinstimmen. 
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III. 

Uebcr  elliptische  Fliiclienräume. 

Von 

Herrn  L,  Mossbrngger, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  Kantonsschule  zu  Aarau. 


Es  bewegt  sich  ein  Punkt  P innerhalb  einer  Ellipse  DCBE, 
(Taf.  I.  Fig.  2.),  deren  Achsen  2 a,  2 b sein  sollen,  so,  dass  wenn 
man  durch  denselben  parallel  mit  den  briden  Achsen  HB  und  EC 
Linien  zieht,  wie  KS  und  AL,  die  Flächenräume  ACAL  und 
AKSB,  welche  zwischen  der  parallelen  Halbachse,  dem  jron  jenen 
Linien  auf  der  andern  Achse  allgeschnittenen  Stück  und  dem  zwi- 
schenliegendcn  elliptischen  llogen  hegränzt  sind,  einander  gleich 
werden.  Welches  ist  der  geometrische  Ort  des  Punktes  Pi 

Es  sei  AL  = xr,  LA  = y , AK  = x , KS  = y,  so  ist  be- 
kanntlich der  Inhalt  der 

Fläche  ACAL  = a*  — x1  -+-  ~ Are  sin  (1) 

und  der  Inhalt  der 

Fläche  AKSB  — P — x12  ^ Are  sin  ^ ....  (2) 


Nach  der  Bedingung  der  Aufgabe  muss  also  die  Gleichung 


*aV  " ■*  ' “ 


ab  . . x ab  . . x'  n 

-—Arcsin— — — Arcsin^-  =0....  (3) 


statt  finden. 

Dieser  Gleichung  wird  aber  Genüge  geleistet,  wenn  wir  ent- 
weder die  transcendenten , oder  die  algebraischen  Grössen  einander 
gleich  setzen;  dadurch  erhalten  wir  im  ersten  Fall: 


folglich  auch 


mithin 


X Xf 

Are  sin  — = Are  sin  V, 
a o 


2* 
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Im  zweiten  Fall  aber  bekommen  wir 


hieraus  ist  aber 


=4  ± - i! 


Nehmen  wir  denjenigen  Werth  von  x’*,  welcher  sich  hieraus  für 
das  Zeichen  -|-  ergiebt,  so  erhalten  wir:  x'*  = , also  wie- 

, . hx  1 

derum  x = =?=  — • 

Dieser  Werth  wird  offenbar  die  Gleichung  (3)  befriedigen.  Wir 
sehen  aber  daraus  ferner,  dass  es  nicht  nur  einen,  sondern  eine 
stetige  Folge  von  Punkten  giebt,  welche  der  in  der  Aufgabe  ge- 
gebenen Forderung  entsprechen.  Bezeichnen  wir  daher  die  Coor- 
dinaten  des  veränderlichen  Punktes  /’  mit  t und  u , so  haben  wir 
— x'  = w , also  ist  die  Gleichung  des  gesuchten  Orts: 


Bei  dieser  Gleichung  erkennen  wir  aber  auch  gleich,  dass  durch 
sie  die  beiden  Asymptoten  einer  Hyperbel  dargestellt  werden,  die 
mit  der  gegebenen  Ellipse  denselben  .Mittelpunkt  hat,  und  deren 
Scheitel  in  den  Endpunkten  der  grossen  Achse  1a  der  Ellipse  sind, 
'deren  imaginäre  Achse  aber  die  gleiche  absolute  Grösse  und  Lage 
hat,  wie  die  der  kleinern  Achse  1b  der  gegebenen  Ellipse,  die  also 
allgemein  unter  dem  Namen  einer  zugeordneten  Hyperbel  bekannt 
ist.  Weil  aber  aus  dem  Obigen  auch  folgt,  dass  der  elliptische 
Kaum  CA'hB  gleich  dem  eil.  R.  HS.if),  so  haben  wir  den  allge- 
meinen, so  viel  mir  bekannt  ist,  noch  neuen  Satz: 

I.  Duss  wenn  man  aus  irgend  einem  Punkt  der 
Asymptoten  ei  ne  r Hy  per  hei , welcher  innerhalb  derzuge- 
hörigeu  Ellipse  liegt,  mit  den  Achsen  der  letztem  pa- 
rallele Sehnen  zieht,  ulsdunn  diejenigen  beiden  ellipti- 
schen Räume  einander  gleich  sind,  deren  einer  von  der 
kleinen  Achse,  der  ihr  parallelen  Sehne  und  den  beiden 
elliptischen  Bogen,  welche  zwischen  jenen  liegen,  b e - 
gränzt  ist;  der  andere  aber  ist  von  der  grossen  Achse 
der  ihr  parallelen  Sehne  und  den  beiden  zwischen  die- 
sen liegenden  elliptischen  Bogen  eingeschlossen. 

Mittelst  dieses  Satzes,  den  wir,  wie  besser  unten  gezeigt  wird, 
noch  weiter  ausdehnen  können,  sind  wir  im  Stande,  die  Gleichheit 
einer  Menge  elliptischer  Räume  herzuleiten  und  deren  Flächen  selbst 
zu  bestimmen. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  im  Allgemeinen  die  fernem  Be- 
stimmungen nur  auf  Tlieile  eines  einzigen  elliptischen  Ouadranten, 
nämlich  von  ACFBA  beschränken,  und  zuerst  die  Vergleichungen 
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zwischen  den  elliptischen  Flächenräumen  und  alsdaun  erst  die  nä- 
here Bestimmung  ihres  Inhalts  vornehmen. 

Wir  haben  daher  nach  dem  obigen  Satz: 

ellipt.  Raum  ACAL  = ellipt.  Raum  AKSB  ....  (5) 

Nehmen  wir  von  jedem  dieser  Räume  das  Rechteck  AKPL  hin- 
weg, so  bleibt: 

/ 

eil.  R.  KCNP=  eil.  R.  LPSB  ....  (6) 

Aus  dem  gefundenen  allgemeinen  Satze  folgt  ferner,  wcnu  man  F% 
parallel  AB,  und  FT  parallel  AC  zieht,  duss 

eil.  R.  ACFT=e II.  R.  A^FB ....  (7) 

mithin  ist  auch 

eil.  R.  $CAF=  eil.  R.  TFSB  ....  (8) 

Beschreiben  wir  endlich  das  Rechteck  BRCeDgEt  um  die  gege- 
bene Rllipse  und  verlängern  TF  und  'fcF  bis  sie. die  Seiten  dessel- 
ben in  V und  W treffen,  so  folgt  aus  (7)  und  (5),  dass 

eil.  R.  JLAFT=  eil.  R.  K^FS  . ,k . (9) 

mithin  ist  auch 

eil.  R.  GAF  = eil.  R.  AFS ....  (10) 

und 

eil.  R.  ÜAVF—tW.  R.  FU’HS  ....  (11) 

eil.  R.  CFR  = eil.  R.  BFR  ....  (12) 

Aus  (8)  folgt  aber  auch 

eil.  R.  AFAC—  eil.  R.  AFSB  ....  (13) 

Nehmen  wir  ferner  ausserhalb  der  Ellipse  BCDE  auf  einer  der 
Asymptoten,  z.  B.  auf  AFR,  einen  beliebigen  Punkt  P und  zie- 
hen. PK'  parallel  mit  AB,  PL'  parallel  mit  AC,  so  folgt  aus 
(13),  dass  auch 

Raum  CK'PF=  Raum  BFP'L' ....  (14) 

ist.  Da  wir  den  Punkt  P'  an  einem  ganz  beliebigen  Ort,  jedoch 
auf  einer  der  beiden  Asymptoten  liegend,  angenommen  haben,  so 
ergiebt  sich  uus  No.  (14)  als  Erweiterung  des  Satzes  I.  noch  fol- 
gender: 

II.  Wo  wir  auf  einer  der  Asymptoten  einer  Hyperbel 
einen  Punkt  annehmen  und  von  demselben  auf  die  ver- 
längerten Achsen  der  zugehörigen  Ellipse  Perpendikel 
tällen,  so  ist  dcrRaum,  welcher  zwischen  einem  solchen 
Perpendikel,  dem  ihm  nicht  parallelen  Achsenstiick,  das 
zwischen  dem  Scheitel  der  Ellipse  und  dem  Fusspunkt 
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jenes  Perpendikels  liegt,  dem  Asymptotenstück,  da« 
zwischen  dem  angenommenen  Punkt  und  ihrem  Durch- 
schnitt mit  der  Ellipse  befindlich  ist,  und  endlich  zwi- 
schen dem  el-liptischen  Dogen,  welcher  zwischen  diesem 
Durchschnitt  und  jenem  Scheitel  befindlich  ist,  gleich 
dem  elliptischen  Raum,  der  von  den  analogen  Stücken 
auf  der  andern  Seite  der  Asymptote  begränzt  ist. 

Ziehen  wir  B C,  so  wird  diese  von  AR  in  X halbirt,  nnd  wir 
haben  A X = RXz=.  BX  — CX,  und  wenn  wir  X Y parallel  mit 
AC , OBI  parallel  mit  BC  ziehen,  su  ist  auch  AY=BY,  AI' 
= IT.  OF  — JF  — AF.  Also  ist  & AOF  = A AJF,  und 
hACX  = &ABX,  mithin  ist  auch,  wegen  No.  13., 

eil.  R.  CXFO  — eil.  R.  BSFI ....  (13) 

und 

eil.  R.  CXFX  = eil.  R.  BSFX  ....  (16) 


Diese  Vergleichungen,  welche  alle  aus  dem  durch  die  Gleichung 
(3)  dargestcllten  und  in  I.  durch  Worte  ausgedrückten  allgemeinen 
Satz  abgeleitet  sind,  lassen  sich  noch  auf  vielfache  Art  vermehren. 
Wir  wollen  jedoch  schliesslich,  um  nicht  allzu  weitläufig  zu  wer- 
den, einige  Inhalte  der  bereits  verglichenen  elliptischen  Räume  be- 
stimmen. 

Itezeichnen  wir  die  Coordiuaten  des  Punktes  F mit  t",  näm- 
lich AT=f,  TF—u,  so  finden  wir  leicht: 


,, a , b , „ (/«*-+-  b* 

( — (72’  u i/o>  — V o 


-(72-  " \7‘ 

Da  aber  nach  No.  (1) 

eil.  R.  ACFT—b~\',P  — t"  -f-  ~ Are  sin 


. so  finden  wir  wegen  No.  (7): 

eil.  R.  *J%FB  = eil.  R.  ACFT=z  -+-  2)  ....  (17) 

Aus  No.  (1),  (6)  und  (8)  folgt: 
eil.  R.  KCXP=  eil.  R.  LFSB 

= a'  ~ — **)  ■+■  T Arc  8in  V • • • • (l8) 

Aus  (17)  und  (8)  ist  aber 

eil.  R.  g CNF—  eil.  R.  TFSB  = y(7i  — 2) ... . (19) 

Aus  (1),  (17)  und  (9)  folgt: 
eil.  R.  LXFT—  eil.  R.  A'g/W 

= lf(7r*+'2)-“  Ta/tt'~  — T Arcsin^-....  (20) 


Digitized  by  Google 


23 


Ans  (18),  (19)  und  (10)  folgt: 
eil.  R.  GAF=z  eil.  R.  AFS 

= — 2)  — — a:*  — a\Z2\  — ~ Are  sin  ....  (21) 

und  auch 

eil.  R.  TASB  — eil.  R.  CNGF 

— “*  —a\/2\ -+-  y Are  sin  ^ (22) 

Ferner  finden  wir  noch:  ' 

eil.  R.  AFAC  = eil.  R.  AFSB  = ^ . . . . (23) 

eil.  R.  CFR  = eil.  R.  UFR  = ^'(4  — rr)  ....  (24) 

eil.  R.  CA/’Ö  = eil.  R.  ß SF/=  ^(4  — *)....  (25) 

Aus  (24)  und  (25)  folgt  auch,  dass  die  elliptischen  Räume  CAFO, 
BSt  l,  CA  FR,  BSFR  einander  gleich  siud. 

Ferner  ist  auch 

eil.  R.  CFX  = eil.  R.  BFX  = ^(ix  — 2)  ....  (26) 

Aus  (19)  und  (26)  geht  auch  hervor,  dass  die  elliptischen  Räume 
CA’FX,  BSFX , % CAF,  BSFT  ebenfalls  einander  gleich  sind. 

Setzen  wir  endlich  AU  = so  ist  PU  = , und  wir 

a 

finden  leicht,  dass 

eil.  R.  CFP'K'  = eil.  R.  BFFU  = ^|4^">  - «’*( (27) 

Wir  würden  die  nämlichen  Resultate  wie  in  (13)  und  (23)  er- 
halten haben,  wenn  wir  die  Frage  gestellt  hätten: 

Wo  ist  der  Ort  des  Punktes  P\  dass,  wenn  A PU  parallel  AC 
gezogen  und  AP  bis  zum  Durchschnitt  mit  der  Ellipse  verlängert 
wird,  alsdann  der  Flächenraum  ACAP  gleich  dem  elliptischen 
Sector  AFSB  wirdf 

Denken  wir  uns,  um  die  Figur  nicht  mit  Linien  zu  überladen, 
es  sei  AFR  nicht  die  Asymptote  der  Hyperbel  e'Bg ',  und  setzen 
AUz=.x,  AU  = y,  A T = x , FT=y',  so  ist 

eil.  R.  ACAP—  eil.  R.  AC AU  — A APL 
und 

eil.  Sect.  AFSB  — eil.  R.  BSFT-+-  & AFT, 

oder  da  x : PU  = x : y und  PU  = -K-  = — — .1/ «ä  — a?*  ist,  so 
J x ax 

buhen  wir: 
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eil.  R.  ACSP=b^\/^—^  Are  ein 

eil.  Sect.  AFSB  = ^ Are  cos—. 

* a 

Folglich  haben  wir  die  Bcdinguogsgleicbung: 

b£V a'—x'—  ^Va*-x'*-+-^\  Arcsin^— Arccos  ^|=0....  (28) 

l 

Es  ist  aber 


Are  cos  — = Are  sin  ^ a*  — 
a a 


mithin  wird  die  Gleichung  (28)  zu 


bjc. 


2« 


2 ax' 


^- ! Are  sin  - — Are  sin!^f!r^lJ 

2 a a 


=0. 


Setzen  wir  in  dieser  Gleicbnng  die  transcendeuten  Grössen  einan- 
der gleich,  so  muss  auch 

x = l /«*  — 

sein,  woraus  wir 

x'  = l /a*  — x* 

erhalten. 

Setzen  wir  diesen  Werth  von  x>  in  die  letzte  Gleichung,  so 
fanden  wir,  dass  derselben  uur  in  dem  Fall  genügt  wird,  wenn 

X~\7i  ist;  n,ithin  muss  der  PuDkt  p auf/*  fallen,  und  es  er- 
geben  sich  wieder  die  Gleichungen  in  No.  (13)  und  (23). 
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IV. 

Entwickelung  der  beiden  im  Literarischen  Be- 
richte. No.  XVIII.  S.  278.  und  S.  279.  ange- 
führten Lehrsätze  des  Herrn  Clausen. 


Von 

Herrn  A.  Göpel 

zu  Berlin. 


Man  erkennt  sehr  leicht,  dass  diese  beiden  Theoreme  zu  der 
Gattung  derjenigen  gehören,  welche  man  aus  der  Vergleichung 
zweier  verschiedenen  Entwickelungen  von  einer  und  derselben  Func- 
tion nach  Potenzen  ihrer  Variabein  als  Corollare  erhält.  So  kann 
man  z.  B.  die  Function  (1  -|-  ar)«+"  erstens  nach  dem  binomischen 
Lehrsätze  entwickeln;  dies  giebt 

1 ■+•  (*»  ■+•  n),x  -+-  (m  -|-  »),•*■’•+•... .; 

dann  kann  man  sie  aber  auch  in  das  Product  (1 -4-^)" 
verwandeln  und  jeden  Factor  entwickeln;  dies  giebt 

(1  4-  tnxx  — f-  nt^x"1  ■+• . . . .)  (1  *4-  tt , x — f-  4—  . . • 

oder 

1 •+•  (*G  -4-  nx)x-t-  (*»,  -+-  «*,»,  -+-  «,).r*  •+•.... 

I 

Diese  Entwickelung  ist  der  obigen  gleich,  und  man  wird  also  auf 
die  Gleichheit  der  Coefficienten  der  gleichnamigen  Potenzen  von  x 
scbliessen  können  und  als  Corollar  den  bekannten  Satz  erhalten: 


(nt  ■+■  n)p  = tri/,  tnp—\nl  + -+- ....  -4-  ttp. 

Es  kommt  nun  im  Falle  unserer  beiden  Lehrsätze  nur  darauf  an, 
gerade  diejenige  Reihenentwickelung  zu  finden,  aus  welcher  sie 
gefolgert  werden  können. 

Der  erste  Lehrsatz  ist  folgender: 

„Alle  Combinationen  von  ganzen  Zahlen,  deren  Summe  n ist, 
„seien 
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o + «'  + «"  + -... 


ßA-ß-hß’A-.... 
y-t-  r'-H/'-f-  — 

U.  8.  W. 


,,nnd  die  Anzahl  der  gleichen  a,  a,  a1',  ....  seien  1,  X,  X'\ 

„der  gleichen  ß,  ß,  ß\  . . . . seien  fi,  fl',  fi",  . . . .;  der  gleichen  y,  /, 
....  seien  v,  v',  v",  so  ist 


1 1 


a . a . a"  , 

....  • lU'U"!.... 

, 1 

1 

1 ß-ß-r- 

...  ' p'.fi'.fi' ! ... 

, i 

1 

’ Y-V'V“- 

• • • ’ y l v' ! y"  ! . . . . 

-f-  u.  s.  w. 

= i. 

Zum  lieispiel,  wenn  n — ~i,  so  hat  man  unter  andern  die  Com- 
bination  2 — |—  2 — |—  1 — |—  1 — |—  1.  Hier  wäre  etwa  a = 2,  «'  = 2, 
a"  — 1,  a"  — 1,  aty  = 1.  Unter  diesen  Zahlen  kommt  die 
2 zweimal,  die  1 dreimal  vor;  es  wäre  duher  Ä.  = 2,  i'  = 3;  und 
dieser  Zerlegung  entspräche  daher  in  der  zu  beweisenden  Gleichung 
das  Glied 

/ 

I 1 

2.2  ’ 2!3!' 


Um  nun  die  Richtigkeit  derselben  darzuthun,  betrachte  ich  den 
Ausdruck  (A)  als  C’ocflicientcn  von  xn  oder  und  habe 

daher  für  sein  erstes  Glied  das  Product 

o ‘ a ' u"  X ! X ! X" ! . . . .' 

Kin  solches  Product  kommt  aber  offenbar  vor,  wenn  ich  eine 

Reihe  aus  lauter  Gliedern  wie  • — , d.  h.  die  Reihe 
: « 


bilde,  weiche  der  Kürze  wegen  mit  y bezeichnet  sein  mag,  und 
wenu  ich  diese  Reihe  eben  so  oft  setze  als  die  Anzahl  der  Zahlen 
a,  a\  a",  . . . . anzeigt,  und  dann  sämmtliche  Reihen  mit  einander 
multiplicirc.  Ist  nämlich  p die  Anzahl  der  in  der  Uombination 
-t-  -f-  ... . enthaltenen  Glieder  und  wird  die  Potenz  yi', 

d.  fa.  das  Product 
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' . j3  «r*  x* 

(•r  + T + T +T  ■♦"•••  •> 

, X7  X*  x% 

X {x  + -J-  4-  y + j4-..h) 

X u.  s.  w. 

, xa  X 7 X * 

X(x  + y + T ~*~T  + ) 

entwickelt,  so  hat  man  jedes  Glied  der  ersten  Reihe  mit  jedem 
Gliede  der  zweiten,  dritten  u.  s.  w.  bis  zur  letzten  zu  multipliciren. 

Id  der  ersten  Reihe  kommt  aber  das  Glied  — , in  der  zweiten  das 

a 

. - * jCf* 

Glied  —r,  in  der  dritten  das  Glied  —tt  u.  s.  w.  vor:  es  wird  also  im 

cc  n * 

. Xa  x(< * X4*" 

Product  das  Glied  — . —r  . —rr  ....  Vorkommen.  Inzwischen,  da 

et  a a 

• Xtt>  . ' 

das  Glied  — nicht  allein  in  der  ersten , sondern  in  allen  übrigen 

xa‘ 

Reihen  vorkommt,  und  da  dasselbe  auch  von  den  Gliedern  —r, 

x“"  ... 

-jpr,  ....  gilt,  so  wird  im  Product  auch  z.  B.  das  Glied 

xu>  X**  x**” 
a*  * a * a" 


Vorkommen,  in  welchem  der  erste  Factor  von  der  ersten  Reihe,  der 

X<1  x&‘ 

zweite  von  der  zweiten , u.  s.  w.  herrührt.  Das  Glied  — . —r 

1 (t  u 

xtt,r 

. —ir  ....  wird  also  im  Product  so  oft  Vorkommen,  als  inan  aus  den 

« 

Elementen  re,  a\  a"  ....  verschiedene  Permutationen  bilden  kann. 
Die  Anzahl  dieser  Elemente  ist  aber  p;  waren  sie  alle  von  einan- 
der verschieden,  so  wäre  die  Anzahl  ihrer  Permutationen  gleich  p\ 
Nun  zerfallen  sie  aber  der  Voraussetzung  zufolge  in  Gruppen,  wel- 
che zu  X,  zu  X\  u.  s.  w.  unter  sich  gleich  sind.  Daher  beschränkt 
sich  die  Anzahl  ihrer  unter  sich  verschiedenen  Permutationen  be- 
kanntlich auf 

jlL 


iü'!  r ! . 


iT«  4T«'  SCO." 


In  der  Entwickelung  von  yV  erhält  das  Glied 
daher  diese  Zahl  zum  CoefCcienteu,  oder  yP  enthält  das  Glied 


xn 


_El 


iU'ü" 


. . yp 

folglich  enthält  die  Entwickelung  von  das  Glied 


üi'ir ! ...: 
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Dasselbe  gilt  natürlich  von  den  Gliedern 


xn  1 

ß.ßT.fT' 

in  denen  die  Anzahl  der  Zahlen  ß,  ß',  ß',....  ebenfalls  gleich  p 
ist;  und  somit  wird  es  klar,  dass  der  Coeflicient  von  xH  in  der 
w 

Entwickelung  von  jjy  aus  denjenigen  Gliedern  des  Ausdrucks  (-■/) 
bestehen  wird,  welche  solchen  Combinationen 


0, 4*  cf  -f-  a1*  “1“ 

ß + ß'  + ß"-*-..-. 

u.  s.  w. 

zur  Summe  « entsprechen,  in  denen  die  Anzahl  der  Elemente  a, 

a',  a1'  (oder  ß,  ß\  ß * u.  s.  w.)  gleich  p ist. 

Geben  wir  nun  dem  p sämmtliche  Werthe  von  1 bis  zum  En- 
endlichen,  so  wird  in  der  Entwickeluug  der  Summe 


y .y1 

T +2l 


nach  Potenzen  von  x der  Coeflicient  von  xn  aus  sämmtlichen  Glie- 
dern des  Ausdrucks  (Jl)  bestehen,  weil  die  Combinationen 

ß + ß'  + ß"  + .... 

U.  8.  W., 


denen  sie  entsprechen,  entweder  aus  einem,  oder  aus  zwei,  oder 
aus  mehreren  Elementen  bestehen  müssen.  Die  Summe  (B)  ist  also 
der  fragliche  Ausdruck,  auf  dessen  Auffindung  es  aukum,  und  den 
mau  jetzt  nur  noch  auf  eine  andere  Art  nach  Potenzen  von  x zu 
entwickeln  hat,  um  sofort  den  Werth  des  Ausdrucks  (./)  durch 
Vergleichung  mit  dem  Coefficienteo  von  xn  zu  erhalten. 

yn 

Eigentlich  könnte  man  die  Summe  (B)  bei  dem  Gliede  ^7  ab- 


hrdeben,  weil  die  höheren  Glieder 


ys+l 


u.  s.  w.  ohnehin  höhere 


(*  + 1)! 

Potenzen  von  x als  die  «tc  enthalten  und  daher  auf  den  Coefu- 
cienten  von  xn  keinen  Eiufluss  üben.  Indessen  können  diese  hö- 
heren Glieder  aus  demselben  Grunde  auch  beibehalten  werden,  was 
um  so  zweckmässiger  ist,  da  die  Summe  (B)  nur  dann  leicht  auf 
anderweitige  Art  nach  Potenzen  von  x entwickelt  werden  kann, 
wenn  sie  bis  ins  Unendliche  fortgesetzt  wird.  Man  bat  nämlich 
bekanntlich 


Nun  ist  aber 
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y = x-\-%r  + y — /»(I  — j-), 

folglich 

1 

cv  — 1 = l _x  — 1 = jr  4:*  + jp*  + . . . . 

Der  Coeflficient  von  ocn , welcher  dein  Aasdrucke  (A)  gleich  sein 
muss,  ist  in  dieser  Entwickelung  aber  gleich  1.  Der  Lehrsatz  ist 
also  erwiesen.  Ein  dazu  gehöriges  Beispiel  ist  schon  an  der  oben 
angeführten  Stelle  gegeben  worden,  und  ich  will  nur  noch  erwäh* 
uen,  dass  sich  das  Wilsonsche  Theorem  aus  unserm  Lehrsätze  wie- 
derum als  Corollar  ergiebt. 

Ist  nämlich  n eine  Primzahl,  so  kann  der  Ausdruck  (A)  nur 
zwei  Glieder  enthalten,  welche  den  Factor  n im  Nenner  haben:  cs 
sind  diejenigen  beiden,  welche  den  Combinationen 

» und  1 — 1 — |—  I —|—  1 — f—  . . . . (»mal) 

entsprechen.  Denn  entweder  ist  eine  der  Zahlen  a,  a' . . . . gleich 
»,  und  dies  kann  nur  bei  einer  einzigen  Combinntion  der  Full  sein, 
weil  a -+-  u'  -f-  u"  -f-  . . . . genau  gleich  n «ein  muss;  oder  eine  der 
Zahlen  X.  X\  X",  . . . . ist  gleich  »,  und  dies  kann  wieder  nur  bei 
einer  einzigen  Combination  stuttlinden,  weil  X -+-  X'  -f-  X''  . 

mindestens  gleich  der  Anzahl  der  Elemente  a,  «"....  sein  muss, 
diese  aber  höchstens  gleich  » sein  kann,  in  welchem  Falle  « = aC 
= ar  = ....  = 1 ist.  Deu  beiden  oben  angegebenen  Combinatio- 
nen entsprechen  im  Ausdruck  (A)  die  Glieder 

JL  . _L 

* n ft  l 

und  sie  sind  daher  gleich  der  Einheit  weniger  den  übrigen  Glie- 
dern, folglich  gleich  einem  Bruche,  der  keinen  Factor  n im  Nenner 

hat.  Aus  der  Summe  — H ^ muss  daher  der  Factor  n im  Nen- 

ner verschwinden,  folglich  auch  aus  dem  Product  derselben  mit  der 

(n i)i  _i_  ] 

ganzen  Zahl  (« — 1)!,  d.  h.  aus  ^ . Dieser  Ausdruck  hat 

aber  keine  anderen  Factoren  als  » im  Nenner,  er  muss  also  eine 
ganze  Zahl  sein;  und  hierin  besteht  eben  das  Wilsonsche  Theorem. 
Der  zweite  der  angeführten  Lehrsätze  ist  folgender: 

„Die  Summe  der  Reihe 

, » . (»— !)(»  — 2)  (»  — 2)(n  — 3)(»  — 4) 

J 2.3  2.3.4  -1“ 

„bis  ein  Glied  verschwindet,  ist: 

» 2 o -1—  o -A_; 

»4-3’  »-4-3'  ’ n-f-3’  ’ »4-3’ 

„jenachdem  n beziehungsweise  von  der  Form  ist: 

6ü,  — |—  1,  2,  3,  4,  5. 
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Mit  der  Analyse  des  Beweises  will  ich  mich  der  Kürze  wegen 
nicht  aufbalten. 

Es  ist 

(C)  /»(t—  x-t-x*)  — ln{\  — = =/<s|-±-^i. 

Wird  nun  die  linke  Seite  dadurch  entwickelt,  dass  in  die  Formel 
/„(l-y)  = -y-£-£-.... 


y der  Reihe  nach  gleich  x — x*  und  x gesetzt  wird,  so  ergicbt 
sich 


x — ^r(l  — x)  4- 


x*  — — aQ* 


, X*  — g»(l  — x)> 

i • 

„ X”—  t — (1  — x)»—  1 
+ »-1  5 


bei  diesem  Gliede  kann  man  abbrecben,  denn  die  folgenden  würden 
doch  keine  nten  Potenzen  von  x mehr  erhalten.  Nun  ist  nach  dem 
binomischen  Lehrsätze 


1 — (1  — x)”—’  = (n  — l).r  — (/»  — 1), x*  4- 

1 — (1  — x)"-1  = (»  — 2)x  — (»  — 2),x2  4-  . . . . 

u.  s.  w. 

1 _ ( 1 — .*)»  — 2l*  — 2,x* 

1 — (1  — x)  =1.-2:. 

• « • s • X" — 2 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  einander  mit 
^2  ür  • 

....—,  — , und  oddirt  dann  alles,  so  hat  man 


• x”~ >(1  — x)”— i , x*~ ä— x”—' ä(l—  x)"— ä , , x— .r(l— x)_ 

n-l  w— 2 ”4-  j — 

X" — .... 

4-  x”~i  — 4-  . • . . 


u.  s.  w.  bis 

4*  x*  — .... 


4-  x2  • 

Der  Coefficient  von  x*  ist  in  dieser  Entwickelung  also 

y ("  ~ 2),  («-»),  (»-4), 

n — 2 n — 3 »»  — 4 
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, n — 3 , (n  — 4)(«  — 5)  (»  — 3)  (w  — 6)(t»  — 7)  . , 

* 2~  H ä75 071 <"> 

bis  ein  Glied  Null  wird. 

Wird  uuu  auch  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (C),  nämlich 

1 I 3^* 

«<■**■  M»  -i-x‘) — ln(  1 — •*■’)  entwickelt,  so  entsprin- 
gen aus  14(1  -t-  x’)  lauter  Glieder  von  der  Form 

rtu 

(—  ly*"4-!  — -i 

und  aus  — /*(1 — jf’)  lauter  Glieder  von  der  Form 


Die  Potenz  x"  kann  daher  nur  dünn  Vorkommen,  wenn  » entwe- 
der durch  3,  oder  durch  2,  oder  durch  beide  zugleich  theilbar  ist, 
also  wenn  « eine  der  Formen  6t»,  6t»-|-2,  3,  4 hat.  Der  Ausdruck 
(D)  verschwindet  also,  wenn  n eine  der  beiden  Formen  6t»  4-1,  5 
hat. 

Suchen  wir  nun  den  Cocfficienten  von  x"  für  die  ersteren 
Fälle.  Wenn  n nur  durch  2 theilbar  ist  und  also  eine  der  Formen 

6t»  4- 2,  4 bat,  so  kommt  xn  nur  unter  den  Gliedern  — vor  und 
X 2 

sein  Coeflicient  ist  — oder  — , da  jetzt  n = 2v  ist. 

Wenn  r»  nur  durch  3 theilbar  ist  und  also  die  Form  6t»  4- 3 
bat,  so  kommt  xn  nur  unter  den  Gliedern  ( — vor  un<* 

sein  Coeflicient  ist  ( — 9l^er  da  jetzt  *»  — und  f* 

ungerade,  mithin  /z-J-l  gerade  ist. 

Wenn  schliesslich  n sowohl  durch  2,  als  durch  3 theilbar  ist, 
und  also  die  Form  6t»  hat,  so  kommt  xn  sowohl  unter  den  Glie- 
xV*  xfv 

denn  ( — l)/“-*-1 , als  auch  unter  den  Gliedern  — vor.  Dort  hat 

v ft  ’ v 

I 3 

es  den  Coefficienten  ( — ~ °dcr  — da  jetzt  « = 3^t  und 

ju  gerade,  mithin  /it4-l  ungerade  ist;  hier  bat  es  den  Coefücienten 
1 2 

— oder  — , da  » auch  = 2v  ist.  Die  Summe  dieser  beiden  Coeffi- 
cienten  ist  aber- gleich — . 

Fassen  wir  alles  Vorstehende  zusammen,  so  ergiebt  sich,  dass 
der  Ausdruck  (JD)  oder 

, n-l  . (»  — *)  (**  — 5)  (n  — 3) (t»  — 6) (»  — 7)  . 

2 2.3  2.3.4  ■*“ 

bis  ein  Glied  Null  wird,  gleich 
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ist,  jenachdem  n eine  der  Formen  6 c . 6c  + 1,  2,  3,  4,  5 hat 
Wird  hier  « + 3 anstatt  » gesetzt,  so  ist  die  Summe  der  Reihe 

. « (n  — l)(n  — 2)  (n  — 2)(n  — 3)(n  — 4) 

2 2.S  2.3.4  -4-...- 

gleich 

L_  o — *_  _L_  o 

*.+-3’  ’ « + 3’  n + 3’  *t-t-3’ 

jenachdem  »-4-3  die  Formen  6c,  6»+l,  2,  3,  4,  5,  d.  h.  jenach- 
dem n die  Formen  6c-f-3,  4,  5,  0,  1,  2 hat;  oder  jene  Summe  ist 
gleich 

- 2 o — 1 . o 2 

»«-j-3’n-f-3’  * n-j-3’  ’n-f-S* 

jenachdem  n die  Formen  6c-|-0,  1,  2,  3,  4,  3 bttf,  welches  der  zu 
beweisende  Lehrsatz  ist. 

Man  kann  aber  auch  diese  lästige  Unterscheidung  der  Formen 
von  n vermeiden  und  einen  generellen  Summennusdruck  für  ( 1 f) 
Enden,  wenn  man  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (C)  mit  Hülfe  des 
Imaginären  auf  eine  andere  Art  entwickelt.  Sind  nämlich  a und  ß 
die  beiden  primitiven  l'ubik wurzeln  der  Einheit,  so  ist  u = cos  \n 
-4-»  sin  , ß = cos  — i sin  -fjr,  a-\-  ß = — 1,  aß  = 1 , und 
maD  hat 

U(\±^)  = ln(X - ' + 

Vt  — xV  v 1 — x J \—x 

— ln(  1 -f-  ax)  -4-  ln{\  -+-  ßx)  — //i(l  — x). 

In  den  Eutwickclungen  dieser  drei  Glieder  kommt  die  Potenz  x" 
heziehlich  mit  den  Coeflicienten 


vor.  folglich  ist  der  Ausdruck  ( D ) gleich 


Es  ist  aber 


(—  l)"-+-i(a"  -H  ß”)  -4-  1 
n 

ln 


an  = (cos  |-7r  -f-  i sin  = cos  -=- « -I-  * sin 


ßn  = (cos  — * sin  \n)n  = cos  — * sin 

- - 2» 
a*-\-ß«  — 2cos  -yJr; 


daher  hat  man  (D)  gleich 
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( — 1)*+1  2cos  — 71-f-  1 

n 

Wird  hier  wieder  »-+-  3 statt  n gesetzt,  so  ist  die  Summe 

i ” . (»  — !)(>»  — 2)  («  — 2)(n  — 3)(»- *) 

2 2.3  275T4  +.... 

l-J-( — l)"2cos^u 
___  3 

n- f-  3 > 

woraus  wieder  die  obigen  sechs  verschiedenen  Werthe  hervorgehen 
wenn  man  die  Formen  der  Zahl  » io  Bezug  auf  den  Modulus  6 
unterscheiden  will. 

Zur  üebung  für  Lernende  füge  ich  noch  einige  ähnliche  Sätze 
hinzu: 


* 2n  + l 

i)  1— », -h*— i), — (*— 2), -f-, ...==(_ i)»!!ü 3 

sin 

(*"+■  l)i  — 2.  «,  -+-3  . (»  — 1),  — 4 . (n  — 2),  -4-.... 


— (—  1)"2.  . cos  n 4-  ( — l)"-t-i  } L_ 

3 3 r sin  in 

31  m •m'+-  1 -+-n  — 1 _ m . m l ....  rn  -4-  n — 3 

’ 1 .2....X  • 


1.2....«  — 2 
+ K2^T«-4 — ■ 


4)  Auch  der  im  4ten  Bande  No.  XVII.  zum  Beweise  vorgeleirte 
Satz  gehört  hierher:  ° B 

m„  = m„  . m„  — 2 . mn—\ . m„+i  2 . m„—i . *»B+2  — .... 

+ (—  1)"2 . m,  . frt^n  j 


und  man  wird  sich  leicht  überzeugen,  dass  m weder  reell  noch 
imaginär,  geschweige  denn  eine  positive  ganze  Zahl  zu  sein  braucht 
wie  dort  angegeben  ist.  ’ 


/ 


Tkell  VI. 


3 
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V. 

Ueber  die  Rechnungsspielerei  im  V.  Theile 
S.  223.  dieses  Archivs. 

Von 

Herrn  A.  Göpel 

zu  Berlin. 


- 1. 

Die  zu  lösende  Aufgabe  ist  folgende: 

„Man  soll  die  Zahlen  von  1 bis  9 dergestalt  in  das  Schema 

a,  b,  c 

d,  e,f 
g,  h,  * 

,, schreiben,  dass  die  Summen  der  drei  Borizontalreihen,  der  drei 
„Yerlicalreihen  und  der  ersten  Diagonalreihe  («,  e,  #')  gleiche 
„Werthe  ergeben.” 

Bezeichnet  man  die  drei  Horizontalreiben  der  Kürze  wegen  be- 
zieblich  mit  h,,  ft„  fi,\  eben  so  die  Verticalreiben  mit  »,,  er,; 
die  erste  Diagonale  mit  d„  so  hat  man  die  Gleichungen 

1)  ft,  = ft,  = ft,  = v,  = t’i  = t',  = d,. 

Nuu  ist  aber  die  Summe  aller  9 Zahlen  gleich  45;  folglich 

f‘\  ■+-  f>t  -+-  f‘,  = 45, 
v,  -f-  v,  =45; 

woraus  sich  in  Verbindung  mit  1)  die  Gleichungen 

ft,  = 15,  v,  = 15,  d,  = 15 
2)  h,  = 15,  »,  = 15, 
h,  =15,  v,  =15, 

ergeben,  von  denen  eine,  z.  B.  v,  = 15,  weggelassen  werden  kann, 
weil  sie  sich  durch  die  übrigen  von  selbst  ertnllt.  Es  bleiben  dem- 
nach sechs  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  neun  Unbekannten, 
und  das  gewöhnliche  Verfahren  würde  nun  weiter  darin  bestehen, 
dass  man  dreien  von  ihnen  versuchsweise  beliebige  Werthe 
aus  der  Zahlenreihe  1 ....  9 beilegte,  bis  man  zu  sämmtbchen  Com- 


Digitized  by  Google 


35 


bioationen  prangt  • wäre,  welche  für  die  übrigen  6 Unbekannten 
geeignete  Werthe  lieferten;  nämlich  solche  Werthe,  die  nebst  den 
3 willkührlick  angenommenen  die  Zahlenreihe  1 ....  9 erschöpften. 
In  dieser  Beziehung  wäre  unsere  Aufgabe  also  nicht  des  Erwähnens 
werth.  Vielleicht  ist  aber  die  folgende  Behandlung  im  Stande,  ihr 
dadurch  einiges  Interesse  zu  verleihen,  dass  sie  die  Versuche  regelt 
and  mindert. 

Die  Wirksamkeit  der  Auflösung,  welche  ich  zu  geben  im  Be- 
griff bin,  erstreckt  sieb  viel  weiter  als  auf  die  vorliegende  Aufgabe, 
l’m  gleich  ihre  ganze  Bedeutung  erkennen  zu  lassen,  stelle  ich  da- 
her die  folgende  Aufgabe,  welche  jeue  als  besondern  Fall  in  sich 
schliesst. 

2.  ' 

„Man  soll  neun  beliebig  gegebene  Zahlen  dergestalt  in  das 
„Schema 

o,  6,  c ' • 

d,  e,  f 

g , A,  • 

„eiiiBchreiben , dass  die  Summen  A,-f-t>,,  A, A,  - 4-P,, 
„</,  il,  gleiche  Werthe  haben.’1 
Die  Bedeutung  der  Buchstaben  A,  bis  r/t  ist  dieselbe  wie  oben. 

Bezeichnet  man  die  Summe  aller  neun  Zahlen  mit  t,  so  hat 

man 

A,  -+-  A,  -f-  A,  = i 

f,  -f-  v„  -4-f,  —$ 

folglich 

(A,  -+■  e,)  + (A,  v3)  ■+-  (A,  -f-  r,)  =2* 

und,  wegen  A,  f,  = A,  -f-  vt  = A,  -4-  v, : 

A,  = $*. 

Die  Bedingungen  der  Aufgabe  sind  also  ausgedrückt  durch  die 
Gleichungen: 

3)  A,  — I-  »,  = Jf,  6)  </,  -+-  /i,  =]t 

4)  A.+t-,«^ 

5)  A.-j-e,  = \* 

Suhstituirt  man  hier  für  A,  bis  Ul  ihre  Werthe  in  <»  bis  i,  so  er- 
hält man 

7)  2a4-A-f-c-+-rf-f-(g=:$r,  10)  2a-t-2<?4-2J  = js 

8)  2«-+-A-|-/H-r/+A  = |r 

9)  2«  -f-  c ^ + A = 

3* 
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Addirt  man  nun  7)  und  8)  und  zieht  davon  9)  und  10)  ab,  so  en> 
giebt  sich 

11)  Ä-+-tf=2i; 

addirt  man  7)  und  9)  und  zieht  davon  8)  und  10)  ab,  so  hat  man 

12)  c~hg=2e; 

addirt  man  8)  und  9)  und  zieht  davon  7)  und  10)  ab,  so  wird 

13)  f+h  = 2a-, 
oder  mit  andern  Worten: 

„die  Gruppen  b,  c/\  g,  e,  c;  f n,  h bilden  drei  arithmetische 
„Proportionen”. 

Umgekehrt:  wenn  dies  der  Fall  ist,  so  sind  die  Bedingungen  der 
Aufgabe  erfüllt,  d.  h.  wenn  die  Gleichungen  11),  12),  13)  stattfin- 
den, so  ergeben  sich  daraus  die  Gleichungen  7)  bis  10).  Denn 
addirt  man^ll),  12),  13)  und  fügt  auf  beiden  Seiten 
hinzu,  so  bat  man 

i = 3(«  + e+i) 

oder  die  Gleichung  10).  Addirt  man  11)  und  12)  und  fügt  auf  bei- 
den Seiten  2 a hinzu,  so  bat  man 

2a b c d-\-  g — 2(a  + c + *') 

= i* 

oder  die  Gleichung  7)  u.  s.  f. 

Desshalb  ist  die  Aufgabe  folgendermaasscn  vollständig  gelöst: 
„Man  bilde  aus  den  gegebenen  Zahlen  auf  alle  möglichen 
„Arten  drei  Gruppen,  deren  jede  eine  arithmetische  Proportion 
„sei;  und  setze  jede  dieser  Ternionen  von  Gruppen  auf  alle  mög- 
lichen Arteu  der  Ternion  6,  *,  d-,  g,  e,  c-,f,  a,  h gleich.” 

^ * 

3. 

Wendet  man  dies  z.  B.  auf  die  Zahlenreihe  1 bis  9 an,  so  über- 
sieht man  auf  einen  Blick,  dass  sich  aus  ihr  auf  die  vorgeschrie- 
bene Art  nur  folgende  Gruppen  bilden  lassen: 

a)  1,  2,  3;  4,  5,  6;  7,  8,  9 

ß)  1„  2,  3;  4,  6,  8;  5,  7,  9 

y)  1,  3,  5;  2,  4,  6;  7,  8,  9 

S)  1,  4,  7;  2,  5,  8;  3,  6,  9. 

Man  würde  also  unter  andern  (aus  8.)  folgende  Auflösungen  er- 
halten: 

6,  i,  d;  g,  e,  c\f,  «,  h 
2,  4,  6,  1,  3,  5;  7,  8,  9; 
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aber  auch 

6,  i,  tl-,  g,  e,  c\f,  a,  h 
2,  4,  6;  1,  3,  5;  9,  8,  7; 

woraus  die  beiden  Quadrate  entstehen: 

8,  2,  5 

6,  3,  7 und 
1,  9,  4 

' 4. 

Wenn  man  in  der  Aufgabe  (2)  noch  die  Bedingung  hiuzufugt, 
dass  A,  =«>,,  A1  = »,,  A,—v,  sein  soll,  so  dass  also  sämmtlicbe 
Buchstaben  //,  bis  r/,  gleiche  Wertbe  erhalten,  so  treten  zu  den 
Gleichungen  11),  12),  13)  nur  noch  die  Gleichungen  A,  = *»,, 
A1=t'I;  denn  aus  diesen  folgen  sehr  leicht  die  obigen:  A,  =t>,, 
A,  =«,,  /<,=(',.  Es  muss  also  sein: 

a-\rb-+-c=zb-\-e  + A,  a -h  6 -+■  c = c -hf-h  » 

oder 

c — e = A — «.  a — f i — A, 

Mithin  erleidet  die  Auflösung  unter  (2)  die  Beschränkung,  dass 
„die  Gruppen  b,  i,  d ; g,  e,  e;  f,  a,  h nicht  nur  arithmetische 
„Proportionen  mit  einer  und  derselben  Differenz,  sondern 
„ancn  zugleich  fallende  oder  steigende  sein  müssen”. 


8,  2,  5 
6,  3,  9 
1,  7,  4. 


5. 

Wendet  man  dies  auf  die  Zahlenreihe  1 bis  9 an,  so  erhält 
man  die  Auflösung  jener  sogenannten  Recbnungsspielerei.  Es  er- 
hellt nämlich,  dass  von  den  unter  (3)  aufgefübrten  Gruppen  die  ß) 
und  y)  ausser  Betrachtung  fallen;  und  von  deu  beiden  andern  giebt 
a)  z,  B.  folgende  Auflösung: 

b,  *,  d\  g,  e,  c\  f,  a,  h 

1,  2,  3;  7,  8,  9;  4,  5,  6; 

aber  auch 

l>,  ».  d>  g,  e,  e\  f a,  A 

3,  2,  1;  9,  8,  7;  6,  5,  4;  , 

woraus  die  beiden  Quadrate  entstehen: 

5,  1,  9 5,  3,  7 

3,  8,  4 und  1,  8,  6 

7,  6,  2 9,  4,  2; 
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in  denen  sämmtliche  Reihen  mit  Ausnahme  der  (hier  so  genannten) 
zweiten  Diagonalreihe  gleiche  Summen,  nämlich  \»  oder  15,  geben. 
Dass  von  den  so  zu  erzielenden  Auflösungen  manche,  wie  z.  B.  die 
eben  angeführten,  als  identisch  zu  betrachten  sind,  ist  ein  Anderes 
und  überdies»  augenfällig  genug. 


VI. 


lieber  einen  Satz  von  der  Convergenz  der 
Reiben. 


Aus  einer  Abhandlung  des  Herrn  Professor  C.  J.  Mobilsten 
zu  Upsala  in  den  Nov.  Act.  Heg.  Soc.  scicntiarum  Upsaliensis. 
Vol.  XII.  Upsaliae.  MDCCCXLIV.  p.  255.  initgetheilt 

von 

dem  Herausgeber. 


ln  einer  „Note  snr  !a  convcrgcnce  des  sdries”  über- 
schriebenen  sehr  lesenswerthen  Abhandlung,  welche  in  dem  so  eben 
erschienenen  neuesten  Bande  der  Schriften  der  Königlichen  Socie- 
tät  der  Wissenschaften  zn  Upsala  u.  a.  0.  abgedruckt  ist,  hat  Herr 
Professor  C.  J.  Mal  nisten  zu  Upsala  den  folgenden  bemerken», 
werthen  Satz  von  der  Convergenz  der  Reihen  bewiesen: 

Soit  f(x)  unc  fonction  de  a: , qui,  en  conservant  le 
nie  me  signe  pour  toutes  valeurs  tres-considärnbles  de,.r, 
va  toujours  en  dimiuuant  et  s’ävanouit  pour  or  = 9c;  si 


1 es  sdries 


lim. 


/(•r-f-  1) 

fix) 


1 


Cos  a ./(l)-j-Cos  2a  ,/(2)-4-Cos3«  .y(3)-J-....-l-Cosi»a  ./(<*)-4-etc. 
Sin  a ./(l)-4-Sin  2a  ./(2)-+-Sin  3a  ./(3)-f-....-f-Sin  «a  ,y(»)-t-etc. 

sont  toujours  convergentes  pour  toutes  les  valeurs  de«, 
qui  ne  sont  pas  infiniment  pres  de  0,  2jt,  in,  etc. 

Nachdem  Herr  Professor  Malmsten  diesen  Satz  mit  Hülfe  der 
Integralrechnung  gerechtfertigt  hat,  sagt  er  am  Schlüsse  seiner  Ab- 
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handlang:  A present  nous  allons  donner  pour  ce  thdureme  impor- 

tant une  demoustration  aussi  simple  qu’dldmentnire , qui  pour  cela 
mdme  nous  semble  mdriter  une  place  dam  les  Traitds  dldmentaires 
des  sdrics.  Diesen  elementaren  Beweis  werde  ich  im  Folgenden 
den  Lesern  des  Archivs  mit  des  Herrn  Verfassers  eigenen  Worten 
mittheilen.  ■ 

Designotis  par  Si  et  Si  les  sommes  respectives  des  k premiers 
termes  des  sdries 

Cos  a./(l)  4-  Cos  2a./(2)  4-  Cos  3a .f{&)  4- ....4-  Cos  «a./(n)4-  etc. 
Sin  a,/(l)4-Sin  2a.y(2) 4- Sin  3a.y(3) 4-.... 4- Sin  na.f(») 4- etc. 
i s’ensuit  que 

S/t+i  — St,  = 2 Cos  (k  4-  i)a  .f(k  4- i)  j 

% (1) 

Sn+k—  S'i  = 2 Sin(A4-«)a./'(it4-«)  I 

*= t ’ I 

Les  sdries,  dont  il  s’agit,  sont  donc  convergentes  si  pour  les  va- 
leurs  infiniment  grundes  de  k 

S„+i  — St  et  S'n+i  — St  ' 

s’approchent  infiniment  de  zdro,  quelque  grand  soit  le  nombre  en- 
tier  n,  c’est  ä dire,  si 


lim  {£»+*  — =0, 

lim  (£'„+*  — £"*1=0. 

A cause  des  formules  connues 

Cos  a = — 1 

26in  4 . * 

u:_ Cos(a-j-Ä)  — Cos(a  — Ä) 

s,n  w— äsiO • 

on  ponra  mettre  les  formales  (1)  soas  cette  forme 

SK+k  — St  — — - — . 2 f(k-\-i)  j Sin  (£4-»4-J )«  — Sin  (£4-* — «■)«}, 
2Sin  - *=• 

S’n+k — S’t  = — *— - — . 2f(k-\-i)  j Cos(A+*4-j  ja — Cos(A4-*— |)a|, 
2Sin 

d’ou,  en  se  rappelant  que 

Sin  (£4- 14- j)a= Sin  (£4-»4-l)u . Cos  y — Cos(*4-i4-l)a . Sin  y, 
Co8(/'4-*4-i)«=Cos(A4'*-F-l)a . Cos  y4*Sin(A4-»-|-l)a  -Sin  -y* 
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on  tronvera  par  une  Separation  nouvelle 


SH+i,  — Si  = {Cotang  ~ . -*)  | Sin  (X-f- »+])<* — Sin(X-H)a) 

— |Co«  (X+H- 1)«  — Cos  (X-M)«|, 

£-*=— *Cotang|-.  ^(X+,)|Cos(>t-4-<+l)«— Cos(X>4-»)ai 

" iäI 

— f2/(X-f-*)  jSin(X-t-«-J-l)a  — Sin(XH-i)aj, 

i==l 

c’est  a dire 


&*+t  —Si=  iCotaog  . A — iA'  ) 
&n+*  — — 4 Cotang  f-  • A'  — iA  j 

en  supposant  pour  abreger  les  expressions 


A = ~/(*  + *)  i Sin  (X  + ,•  -f-  1 )«  — Sin  (X  ■+-  i)a\, 

A’  — -+-  «)  (Cos  (X  -4-  l)a  — Cos  (X-  -J-  »)oj. 

Mais  les  quantitls  A et  A'  peuvent  aussi  Stre  miscs  sous  cette  forme 


A — ~_i  lj^~7YYjSin(X-+t-l-l  )a  -/(X-f-i-t-l)—  Sin(Xq.«)a  ./(X.+ .«')  j , 
A'  — — Cos(X-+-«)a ./(X-t-V)  j , 


d’oii,  etant  X = o o et  dans  ce  cas 

/(*  i) 


= 1, 


/(X  + i + 1) 


on  aura  immediatement 


i'—n 


A = -SJSÜ,  (X+*+l)a  •/(X--M  + 1)  — Sin  (X-f-»)a  ■/(&-+•*)! 


A'  — - f Cos (X -f-  » -f- 1) u i+ 1)  — Cos (X -f- »)« ./(X-+-»)| , 


’est  a dire 

A = Sin  (X+»-M)a  ./(X+is-i-l)  — Sin  (X-M)«  ./(X-f-1), 
A'  = Cos  (X  + »-*-!)«  ./(X-f-rs-h  1)  — Cos(X-M)«  .f{k  -J-  1). 


Digitized  by  Google 


41 


Cela  dtant,  si  f(x')  a'dvanouit  pour  les  valeurs  infiniment  gramles 
de  zr,  il  s’ensuit  dvidemment,  que 

A = 0 et  ^'==0, 

et  partant,  cd  vertu  des  formules  (2), 

. &n+i  — St  = 0, 

S’n+i  — & k = 0 . 

pour  toutes  les  valeurs  de  a,  qui  ne  s’approchent  infiniment  de  0, 
2-t,  4 7i  etc. 

C.  ft.  F.  D. 


VII. 

Note  sur  l’Intägrale  finie  le*y. 

Par 


Monsieur  C.  J.  Malmsten, 

Profcsseur  des  Matbcmatiques  a l’Universite  d’Upsala. 

(Aus  den  Novis  Actis  Regiae  Societatis  scientiarunt  Upsaliensis.  Vol.  XII. 
üpsaliae.  1844.  mitgetheiit  vom  Herausgeber.) 


Btant  y une  fonction  entiere  d ex.  on  sait  bien,  que  l’intd- 
grale  finie 

peut  toujours  se  trouver  sourf  la  forme  finie  par  la  formule  connue 

(•*  - l)2e*y=  «*y+Ahe*.%  + Bh'e* . g + Ch'e* . 0 

-f- etc (1) 

oü  les  cogfficiens  sont  determinds  par  les  equations  *) 


•)  Voyei  Lacroiz  Tratte  des  Differ.  et  des  Series.  Paris.  1800. 
pag.  109. 
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<?(** Y~  = o 


"<** -‘•+>+ rä**+  rb^+  nxi=“ 

etc. 


Le  tont  eonsiste  ä troavcr  une  expression  generale  ponr  calculer 
1’ud  quelconqne  de  ces  coefliciens  independamment  des  autres.  En 
effet  une  teile  expression  est  deja  trouvde  par  Eytelwein  •);  mais, 
que  je  suche,  personne  n’a  observd  In  relution  intime  de  ces  coefG- 
cions  aux  ddrivdes  successives  de  la  fonction 


C’est  cette  relation  que  je  vais  faire  connaitre  dans  la  note  pre- 
sente, et  <jui,  je  crois,  doit  dtre  d’autant  plus  importante,  quelle 
noas  fournit  un  mojen  uise  de  ddmontrer  rigoureusement  la  for- 
mule  symbolique 


~e*y  = 


±tk  ’ 
/*  -1 


y dtant  une  fonction  entiere  de  x. 


Soit  y une  fonctiou  entiere  de  x de  »rietne  ddgre,  et  suhsti- 
tuons  dans  (1) 

(«*  — 1 )A„  (eÄ  — l)At,  (eA  — \)A„  (eA — 1M«>  etc. 
au  lieu  de 

A,  ß,  C,  D,  etc.; 

la  formule  (1)  pourro  etre  prdsentde  sous  cette  forme 


ou 


-0*y  = & AJi'e*^ (2) 

1=0 


eA  _ 1 • * • • (®) 


*)  Grundlehren  der  höhern  Analysis  xon  J.  A.  Ey  telwein.  II.  Bd.  §.  578. 
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Mais  par  la  formule  connue 


exy-e^Sexte 

— ~arzr\  > 

od  aura 

e*y  — («A  — 1 j-Vy  -1-  ekIex/\y, 

d’ou,  eo  gubstituant  pour  fay 


i=l  1.2. ...k' 


od  conclura 


e*y  — (eh  — 1 )2exy  -+-  eh  8 — -2e*yW 

i— ] 1 .2..,.  fc 


et,  en  posant  yW  au  lieu  de  y. 


<?*yM  = («*  — \)2exyLi)  -+-  eh  8 _*i__  ^y<#+*). 

Substituoug  a präsent  cette  valeur  de  ^*yM  daus  (2);  eu  ge  rappe- 
lant  que 


y(‘+l)  zss  0 pour  i H-  & >■  tn 


ou  aura 


-k  l- 


Ai+i 


2extj  = 8 Ai(e* — ll^rtiW  + g*  8 . 8 Ai. 

»=0  cd)  /t=l  1 . 2 • . • • 1c 


2e*yi^, 


ou,  si  l’on  posc  daus  )a  deruiere  somme  i au  lieu  de  i-\~k, 


k=Jti 


= 8 A,  (e * — l)/5 ‘JSeXyl»  -+-  cA  8 4<2«*y(4.  8 dt:k  . 

«==0  rät  l) 

Ou  eu  couciura  tres  facilemeut,  pour  la  ddterminatiou  de»  coefli- 
cicns  A: 


\=AM-l) 

0 = ,*,(«*  — 1)-H 


»hAa 

7(2) 


0 = ^-1)  + ^+^ 


et  gendralemeut 


0 = Am(e*  - 1)  e**F  4*7*  . 

*=i  r(*-+- 1) 


A„  = ei  8 


*•*- * 


: fcLo  1) 
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ou  enfin 


J- m 

Am  — ek  8 


r(»i-+-j  — k) ' " ‘ W 


Ed  mettant  m — 1 ä la  place  de  m,  on  aura 


Am — i = e*  S 


Ak 


<t=o  — 
d’oii,  en  difterentiant  par  rapport  ä h, 

dAk—  i, 


dAm—l 


ehAa 


e*  8 


t (m  — k)Ak  + 


dh 


(5) 


dh  T\m)  ' i=i  r(m  -f- 1 — X:) 

Multipiious  ä present  la  formule  (4)  par  m,  et  en  retraucbons  (5); 
dous  aurons  1‘equation 


mAm  — 


..  k=m\kAk-~^\ 

dAm—\  _ e/t  jg  dh 


dh  i=i  l\m  -t-  1 — k) 

qui,  pour  dtrc  satisfaite,  exige  dvidemmeot  que 

dAi- 1 


*Ai  — ■ 


dh 


i etant  un  noinbrc  entier.  En  posant  ici  successive  * — 1,  * — 2, 
i — 3,  etc.  au  lieu  de  #,  il  en  rcsultcra 


A,= 

c’est  ä dire,  en  vertu  de  (3), 


d’An 


r(i-f-i)  • dh-  ’ 


1 


1 


4 M J.  \ 6^  1 j //»V 

Ai  ~ r«  + 1)  • d‘  dh  ^ 

Voila  l’dquation  trfes  simple,  qui  fait  dependre  la  ddtermination  des 
coefficiens  A de  I'expression  generale  des  ddrivdes  de  la  fonction 


** — 1* 


Quant  ä la  valeur  de 


d‘\*h\ 

W ’ 
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eile  pourra  se  tronver  immddiatement  par  une  formule  qne  noua 
avons  autrefoia  demontrde  *),  aavoir 


r i=r-M  (r.1) 

Zr  = (- 1).  . S (-  1)*-1  a Z#* 

t=l 


etant 


1 -4-  ye— 1 
1 


Zr=- 


(l  + ye- 


<y~i 


dar 

(»■»*)  , £-1  ,,  , *-l  k-t.  k—\  h—i  k-3. 

<x=kr——  • (*—!)'+  — . -2-(Xr-2)>- j- . -5- . -j-(A — 3)r-p-etc. 


Ed  faisant  ici 


nous  aurons 


a — h V — 1 , y — — \,  r — i, 


di  -r—,  fc=<4- 1 

gA~'  — f—  1)<  Ä a 


fc=i 


(*VU  *-l  ,,  ...  . -fc-l  k- 2.,  ...  *-l  fc-2  k—3.  ... 

«= * — ■ — • (*-l  M-  — • -*-(-* — «)■ T • — • - 3)'  ■+■ etc- 


•)  Tbeoremata  Nova  de  Integr.  Defin.  etc.  Upsaliae.  1842.  Cfr.  Archir 
der  Mathematik  und  Physik  Ton  Grunert.  flL  Th.  p.  44. 
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VIII. 

Ueber  das  reguläre  Siebzehneck. 

Nach  einem  Aufsatze  des  Herrn  B.  Amiot,  Professeur  au 
College  Saint- Louis,  in  den  Nouvelles  Annales  de  Mathema- 
tiques.  Journal  des  candidats  aux  dcoles  nolytcchnique  et 
normale,  redigd  par  Terquein  et  Gerono.  T.  IH.  Paris. 
1S44.  p.  271.  frei  bearbeitet 

von 

dem  Herausgeber. 


Wenn  auch  die  folgende,  auf  die  Auflösung  von  fünf  quadrati- 
schen Gleichungen  gebrachte  Herechnung  des  regulären  Siebzehn- 
ecks  im  Kreise  nicht  eben  viel  Neues  enthält,  so  scheint  dieselbe 
doch  deshalb  zu  verdieueu,  allgemein  bekannt  und  bei’m  Unter- 
richte benutzt  zu  werden , weil  sie  bloss  die  elementarsten  Sätze 
der  ebenen  Geometrie  in' Anspruch  nimmt. 

W enn  in  Taf.  I.  Fig.  3.  der  um  den  Mittelpunkt  O mit  einem  der 
Einheit  gleichen  Halbmesser  beschriebene  Kreis  von  dem  Punkte  A 
aus  in  siebzehn  gleiche  Tbcile  eingetlieilt  ist,  und  die  Bogen 

AB , AC,  AD,  AE 

respective 

_L  1.  A A 

17’  17’  17’  17 

der  ganzen  Peripherie  betragen;  so  ist  nach  dem  pythagoräiseben 
Lehrsätze,  wie  auf  der  Stelle  erhellen  wird: 


1 = {AC ' -+■  (1  — V AB*  — {AC')', 

\={AD'-*-(\  — V AC'  — {AD')',  . 

1 = {AE'  + (1  - V AD'— {AE')', 

1 = {AB'  + (1  — VAE'  — {AB')' ; 

woraus  man,  wenn  man  die  Quadrate  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichheitszeichen  gehörig  entwickelt,  leicht  erhält: 
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AB * = 2 VaJ&*—\AC*, 
AC * = 2V  ÄC*  — \AD *, 
= 2V  AD*  —\AE*, 
Al 1*  = 2VAE*  — \AB *. 


Man  gelangt  zu  diesen  Gleichungen  nach  unmittelbar,  wenn  man 
sich  von  den  Funkten  /?,  <?,  Z>,  auf  den  Durchmesser  Per- 

pendikel  gefällt  denkt,  weil  man  dann  nach  einem  bekannten  geo- 
metrischen Satze  die  folgenden  Proportionen  hat: 

2 : AB  = AB : V AB'  — \AC*, 

2:AC  = AC:  V AC'  — \AD *, 


, sl.ADz=zAD:VAD*—\AE*, 

2 : AE=  AE : VAE*  — \AB*. 

Macht  man  die  obigen  Gleichungen  rational,  so  erhält  man: 
AB*  — 4AB*  = — AC1, 

AC*  — \AC * = — AD*, 

AD*  — 4 AD*  = — AE*, 

AE*  — \AE*  = — AB*-, 
und  hieraus  ergiebt  sich  weiter: 

AB*  — 2dt  1/4  — AC*, 

AC*—2=h  I/4  — AD*, 

AD*  = 2 ± 1/4  — AE*, 


AE*  = 2 ± 1/4  — AB* ; 


wo  sich  nun  fragt,  wie  die  Zeichen  zu  nehmen  sind,  was  leicht 
auf  folgende  Art  entschieden  werden  kann. 

Weil  nämlich 


°<^<T> 
o<  — <-  JL 

^ 17  ^ 4 ’ 

0<  — < 2. 

' 17  4* 

1 ^ 8 ^ l\ 
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und  das  Quadrat  der  Sehne  des  vierten  Theils  der  Peripherie  2, 
das  Quadrat  des  Durchmessers  oder  der  Sehne  der  halben  Periphe- 
rie 4 ist;  so  ist  offenbar 

0<  AC*  <2, 

, 0<jfZ>><2, 

2<^£?»<4; 

und  man  muss  also  in  den  drei  ersten  der  vier  obigen  Gleichungen 
das  untere,  in  der  vierten  Gleichung  das  obere  Zeichen  nehmen, 
d.  h.  man  muss 

AB*  =2  — 1/4  — AC*, 

AC * — 2 — V\  — AD*, 

AD*  = 2 — V\  — AE*, 

AE*  = 2 + V\  — AB* 

oder 

4 — AB*  =2  + V\  — AC*, 

4 — AC*  = 2 H-  1/4  — AD*, 

4 — AD*  = 2 + 1/4  — AE* , 

4 — AE*  =2—  V'A  — AB* 

setzen. 

Bezeichnen  wir  nun  die  vier  Sehnen 

A,B,  AlC,  A,D,  A,E 

durch  w,  v,  tc,  x-,  so  ist  offenbar  nach  dem  pythagoreischen  Lehr- 
sätze 

« =V4  — AB*, 
v =1/4  — AC*, 
to  — V 4 AD*, 

X — V\-AE*-, 

und  wir  haben  daher  nach  dem  Obigen  die  vier  folgenden  Glei- 
chungen : 

u*j=.  2+v, 

v * =2-*-«», 

»’=2  + *, 

jp*  = 2 — «». 
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Zieht  man  die  dritte  Gleichung  von  der  ersten,  und  die  vierte 
Gleichung  von  der  zweiten  ab,  so  erhält  man: 

#’  — w*  = v — x, 
v* — xt  = v~t-ur; 

also,  wenn  man  multiplicirt  und  dann  nufhebt,  was  sich  aufheben 
lässt: 

2)  (u  — to)  (v -t- x)  =:  1 

oder 


3)  uv — vtc-\-ux  — tcx  = 1. 

Zieht  man  die  zweite  Gleichung  von  der  ersten,  die  dritte  Glei- 
chung von  der  zweiten,  die  vierte  Gleichung  von  der  dritten,  und 
die  erste  Gleichung  von  der  vierten  ab,  so  erhält  man: 

»’  — va  — v — w, 

»*  — «n*  = to  — x, 
w*  — x*  = x -f-  «, 
x * — «*  = — («-+-»); 

also,  wenn  man  multiplicirt  und  aufhebt,  was  sich  aufheben  lässt: 


4)  («  — v)  (v -i- w)  (w -i- x)  (x  — «)  = — .1 

oder 

5)  (uw  — vx  -f-  ux  — vw ) (»«0  — vx  -f-  uv  — tcx)  = 1. 
Man  setze  nun 


6) 


X = — u -f-  V tc  -J-  X, 
T = vx  — uw, 

Z = — uvwx. 


Quadrirt  man  die  erste  dieser  drei  Gleichungen,  so  erhält  man: 


X1  = «’  v%  — w*  x * 

— 2 (uv  — vw  -t-  ux  — wx) 
+ 2(vx  — uw), 


also,  weil  nach  1) 


o1  + r’  + »’  + j;’  =:  X + 8 

ist,  und  wegen  der  Gleichung  3)  und  der  zweiten  der  Gleichun- 
gen 6): 

7)  X\—  X — 2Y=6. 

Die  Gleicbuug  5)  kann  man  auf  folgende  Art  darstellen: 

( y — ux  -f-  vw)  ( ¥ — uv  -f-  wx)  — 1 , 

Th#H  VI,  4 
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also,  wenn  man  multiplicirt: 

l1  — (uv  — VW  ux wx)  Y ) 

-{~u2vx  — v'uw  -4-  w'vx  — x'uw  t ' 

d.  i.  nach  3) 

F*  — F-f-  u*vx  — v'u u>  -I-  to'vx  — x'uw  = I. 


Nach  1)  ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 

u 1 vx  — v~uw-\-  w%vx  — X2UW 
— -4-  v*x  — w'u  x2v 

-+•  A(vx  — uw)  , 

= — (uv  — VW  -4-  UX  — 

-+-  2( — u -4-  v -4-  w -4-  x)  -+-  A(vx  — uw) 

= — 1-4-2  x+iy, 

und  folglich  nach  dem  Obigen 

8)  F*  -4-3F-4-2X  = 2. 

Quadrirt  inan  die  zweite  der  Gleichungen  6),  so  erhält  man: 

Y*  — u1wi-+-  v*x*  — 2uvwx, 

d.  i. 

F*  = u'w'1  -4-  v*x*  •+•  2Z. 

Nach  1)  ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 

ui*u>*  -4-  v*x*  = 8-+-2( — u -J-  v ■+■  to  -4-  .r) 

-4-  vx  — uw, 

d.  i. 

-4- = 8 -4-  2X  -4-  Y, 
und  folglich  nach  dem  Obigen 

F*  = 8 -4-  2X  -+-  y-t-  2 z. 

Weil  nun  aber  nach  8) 

y*=2  — 2X  — 3y 

ist,  so  erhält  man  die  Gleichung 

9)  2(X+y)+Z  = -3. 

Zwischen  den  Grössen  X,  Y,  Z hat  man  daher  jetzt  die  drei 
folgenden  Gleichungen: 
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/ X*  — X — 2 y = 6, 

10)  ] r*-f.3y-*-2x=2, 

( 2(X -+-  Y)+Zz=- 3;' 

oder 

. X(X  — l)  = 2(y-H3), 

11)  r(y-+-3)=-2(x-i), 
f Z = — 3 — 2(  X -f-  Y). 

MultipHcirt  uinn  die  beiden  ersten  Gleichungen  in  einander,  so  er* 
hält  man  die  Gleichung 

12)  (X7-H)(X-l)(y+3)  = 0, 

welche  für 

XF=-4,  X = I,  Y=—  3 

erfüllt  ist.  Für  X = 1 folgt  nus  der  ersten  und  dritten  der  Glei- 
chungen II)  sogleich  Y=z  — 3 und  Z = 1.  Für  7=  — 3 folgt 
aus  der  zweiten  und  dritten  derselben  Gleichungen  X = 1 und 
Z =:  1.  ln  beideu  Fällen  wäre  folglich  Z positiv-  was  ungereimt 
ist,  da  nach  dem  Obigen  Z = — uvmk v nothwendig  eine  negative 
Grösse  sein  muss.  Also  kann  uur 

' 13)  XT=  — 4 

sein.  Eliminirt  man  aus  dieser  Gleichung  und  aus  der  ersten  der 
Gleichungen  10)  die  Grösse  Y,  so  erhält  man  die  Gleichung 

14)  X*  — X*  — 6X  •+•  8 = 0, 

und  wenu  man  aus  der  Gleichung  13)  und  der  zweiten  der  Glei- 
chungen 10)  die  Grösse  X eliminirt,  so  erhält  man  die  Gleichung 

15)  F*-+-3y*  — 2F— 8 = 0. 

Eine  Wurzel  der  Gleichung  14)  ist  2.  und  eine  Wurzel  der  Glei- 
chung 15)  ist  — 2.  Oividirt  man  also  die  Functionen  dieser  beiden 
Gleichungen  respective  durch  X — 2 und  l'-+-2,  so  erhält  man 
die  beideu  folgenden  Gleichungen: 

16)  (X  — 2)  (X>  + X — 4)  = 0 

und 

n)  (y+2)(y*-+- y — 4)  = o. 

t 

Die  Gleichung  16)  ist  für  X = 2,  und  die  Gleichung  17)  ist  für 
y=  — 2 erfüllt,  welchem  letzteren  Wertlie  wegen  der  Gleichung 

13)  wieder  der  Werth  X = 2 entspricht.  Nun  ist  aber  offenbar 

u < 2,  t-  > )/2,  «>  > 1/2, 

also 

-s  + « + r>  2(1/2  — 1), 

4* 
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und  folglich  um  so  mehr 

— « -f-  e>  ■+•  tr  jr  > 2, 

d.  i.  X > 2.  Also  kann  nach  dem  Obigen  weder  X = 2,  noch 
Y=  — 2 sein,  und  nach  16)  und  17)  haben  wir  daher  die  beiden 
folgenden  Gleichungen: 

18)  X»  + X — 4 = 0 

und 

19)  y’-|-y— 4 = 0. 

Auch  erhellet  aus  dem  Vorhergehenden  zugleich , dass  X positiv, 
folglich  wegen  der  Gleichung  13)  die  Grösse  Y negativ  ist,  und 
aus  den  Gleichungen  18)  und  19)  ergiebt  sich  daher  jetzt,  dass  X 
und  y respcctive  die  positive  und  negative  Wurzel  einer  und  der- 
selben quadratischen  Gleichung,  welche  wir  überhaupt  durch 

20)  £»-+-£/—  4 = 0 

bezeichnen  wollen,  sind.  Mittelst  der  dritten  der  Gleichungen  1!) 
tindet  man  leicht  Z = — 1. 

Setzen  wir  nun 

/«,  = fo  — u, 

21)  ’•=  ' + '•  . 

Ite,  = — utr, 

[ a?x  = tvr; 

so  haben  wir  nach  dem  Obigen  die  folgenden  Gleichungen: 

«.  = x, 

«7,  = y, 

tC  | JC , = Z. 

Nehmen  wir  hierzu  noch  die  Gleichung  2)  und  beachten,  dass 
Z = — 1 ist,  so  erhalten  wir  die  beiden  folgenden  Systeme  von 
Gleichungen: 

23)  «/,  t’,  = X,  w,  i’,  = — 1 

und 

24)  tp,  4-  = y,  10,0:,  = — 1. 

Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  ergiebt  sieb: 

*,*  — X*r,  — 1=0, 

S7,*  — Xet,  — 1 = 0 ; 
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umt  aus  den  beiden  letzten  Gleicbuugen  folgt: 

w, 1 — i'w,  — 1=0, 

xS~  Yx,  — 1 =0. 

. Weil  nun  r,  = r -+-  x offenbar  -positiv,  wegeu  der  Gleichung 
« = — 1 also  u , negativ  ist,  so  sind  v,  und  v,  respective  die 
Degative  und  positive  Wurzel  der  Gleichung 

25)  US  — XU,  — 1=0. 


Weil  x,  — vx  offenbar  positiv,  wegen  der  Gleichung  w,x,  = — 1 
also  w,  negativ  ist,  so  sind  u>,  und  x,  respective  die  negative  und 
positive  Wurzel  der  Gleichung 

26)  US-  YL\  - 1=0. 

Nach  21)  haben  wir  die  beiden  folgenden  Systeme  von  Gleichungen: 

27)  w — # = «,,  uw  = — «i, 

und 

28)  t>  -f-  x = P, , vx  = er , . 

Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  ergiebt  sieb 

-1-»»,»  -4- *p,  =0, 
tv*  — «,w  tc,  =0; 


und  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt: 

fc 

v*  — v,v  +j,  = 0, 
x*  — v,x-{-  x,  = 0. 

Weil  ir,  negativ  ist,  so  haben  die  Wurzeln  der  Gleichung 

29)  US  — rt,  U.+tv,  =0 

entgegengesetzte  Vorzeichen,  und  es  erhellet  aus  dem  Obigen  leicht, 
dass  die  negative  und  positive  Wurzel  dieser  Gleichung  respective 
die  Grössen  — u und  w liefern.  Weil  ferner  .r,  positiv  ist,  so  ha- 
ben die  Wurzeln  der  Gleichung 

30)  US-vxU 4-t-jr,=0 

gleiche  Vorzeichen,  und  sind,  weil  auch  t>,  positiv  ist,  beide  posi- 
tiv. Weil  nun  offenbnr  v >•  x ist,  so  erhellet  aus  dem  Obigen, 
dass  die  grössere  und  kleinere  der  beiden  positiven  Wurzeln  der 
vorhergehenden  Gleichung  respective  die  beiden  Grössen  v und  x 
liefern. 

Nach  dem  Vorhergehenden  reducirt  sich  also  die  Berechnung 
des  regulären  Siebzebnecks  im  Kreise  auf  die  Auflösung  der  fünf 
folgenden  quadratischen  Gleichungen: 
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17/ u — 4—0, 

17,*  — Xf/,— 1=0, 

77/  — YC\  — 1=0,  ' . 

Ut*  — uxU , + *>,  =0, 

US  — f 1 17,  + x,=  0. 

Die  positive  und  negative  Wunsei  der  ersten  Gleichung  liefern  re- 
snective  X und  Y.  Die  negative  und  positive  Wurzel  der  zweiten 
Gleichung  liefern  «,  und  r,.  Die  negative  und  positive  Wurzel 
der  dritten  Gleichung  liefern  te,  und  x,.  Die  negative  und  posi- 
tive Wurzel  der  vierten  Gleichuog  liefern  — u und  re.  Die  grössere 
und  kleinere  der  beideu  positiven  Wurzeln  der  fünften  Gleichung 
liefern  v und  x. 

Die  Grösse  x ist  die  Seite  des  regulären  Vierunddreissigeck«. 
Die  Seite  des  regulären  Siebzehnecks  ist 

AB  = Vk  — u1  = 1/(2  — m)  (2-+-«). 

Durch  die  wirkliche  Auflösung  der  obigen  quadratischen  Gleichun- 
gen erhält  man  nach  Herrn  Amint: 

y =j(i/n-i),  y=— *(i/i7  + i)s 

«.=  ÜI/17-1  -1/(34 -2V/17)!, 

= ■ 11/17  - 1 + 1/(34  - 21/17)1 ; 

I 

«r,  = - -11/17  + 1 + 1/(34  + 21/17)1, 

= ~ itl/17  + I - 1/(34  + 2l/17)| ; 

,1  1/17-1-1/(34-21/17)  . 

*'==T  i —V/[6S+14l/17-4i/(170-2«l/17)+l«l/(34— 21/17)]  i ’ 

,1  1/17-1-1/(34-21/(17)  *{ 

V T I +l/[6S-i-14l/ 17— 41/(170 — 26l/l7)+16l/(34— 2J/17)]  i ’ 

1/17-1+1/(34-21/17)  | 

*’  ¥ f +l/[ö8+14l/17-t-4l/(170-20l/17)— löl/(34+2l/I7)| ) ’ 

,j  1/17-1+1/(34-2^17)  | 

‘r=I  I -1/(68+141/17+4 l/(170-26l/17)-16l/(34+2l/l7)l  I ’ 

Cm  aus  den  Gleichungen  31)  eine  Construction  des  regulären 
Siebzehnecks  ubzuleiten,  wollen  wir  dieselben,  indem  wir,  deu 
Halbmesser  immer  der  Einheit  gleich  annehmend, 

1 . (—  t£, ) = /*/  1 . x,  — u 2 , 

d.  i. 

- 1 : m = m : — tc„ 

1 : « = » : X , 
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setzen,  zuerst  nuf  die  folgende  Form  bringen: 

tf(tf+l)  = 4, 
£7,(^l-A)  = l, 
U,(D,-Y)  = l, 

U,(U< 

* 

In  Taf.  I.  Fig.  4.  ne  Innen  wir  nun  zuerst 
03  = 2,  318=1; 

so  ist  nach  einem  bekannten  geometrischen  Satze 


Ol 7.  OU'  = 4, 

also 

OU  .(OU  - f-  l)  = 4, 

1 OU' . (OU  — 1)  = 4; 

oder 

B-0/7)j(-H0f/)-M|=4, 

(_  OU')  |(-  0*70+11=4. 
Daher  ist  nach  dem  Obigen 


x = + 0 u,  y=  — oU'. 

Nun  nehme  man 


0£  = i0*7und  0$  = J0jy'; 
bo  ist  nach  demselben  Satze  wie  vorher 

A , U, . A , tf',  = 1 und  6^,  . A,  U\  = 1, 

also 

AtU,  .(A,Ul  + X)=  1, 
AlU\.{AlU'l  - X)=l 

und 

A,U,  . (A{  L\  + y>  = 1, 
A,U’t.(AtU't-  Y)  = l 

oder 

(-  A,Ut)  . {(—  A,Ut)  - X}  = 1, 
(+^f,  U\).  \(A-At  U\)  -X|  = l 

und 

(-  - yj  = i, 

j(+^,  *>',)-  yj  = i. 
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Also  ist  nach 

dem  Obigen 

«X=  — AXU„  rl=  + AlU\ 

und 

10 1 — A 1 U % , x , ■+■  Ax  V a. 

Nun  construire  man , wie  aus  der  Figur  ohne  weitere  Erläuterung 
mit  hinreichender  Deutlichkeit  ersichtlich  ist,  die  Grössen 

, 

m = + AlWx  n — +-Axm 

und  nehme 

AX®  = A,W,  ©■£>  = {Ax  Ut ; 

so  ist 

A,  U, . A,  V , = «»*, 

also 

A,  l\  .(A,17,  -t-«,)=r«.*, 
Ax  Vt . (A , U\  — «/,)  = •»’ 

oder 

(-  A,  V,)  . |(-  AXU,)  — «,1=«’, 
(+  Ax  U\) . |(+  Ax  £/',) 

und  folglich  Bach  dem  Obigen 

« = AXV ,,  w — A x V\ . 

Endlich  nehme  man 


AX^  = A,%  A ,ft  = A x V x 

und  mache  die  Constrnclion  weiter  wie  die  Figur  zeigt,  so  ist  of- 
fenbar 

AxL\.AxU\  — n », 

•Iso 

AxUi  . (t>, — A XC  t)  = »V 
AxU\.(t>,  — A , U\)  = 

oder 

|(-h^,f>'4)  —e>,|  ■=  — »*, 

(-f-  L\)  j(-t-  A , ü'4)  — ü,  j = — ; 

und  folglich  nach  dem  Obigen 

v — A x C\,  x = yf,  t",. 

Auf  diese  Weise  sind  also  die  Grössen  **,  v,  u< , x durch  Con- 
struction  gefunden,  indem  dieselben  nach  der  Reibe 

AxUlx  A,Vt,  A,V„  Axl\ 
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sind,  and  dass  sich  nun  auch  das  reguläre  Siebzehneck  leicht  con- 
struiren  lässt,  erhellet  auf  der  Stelle,  indem  man  bloss  AXB 
= A,  D,  zu  machen  braucht,  wo  dann  der  Bogen  AB  der  sieb- 
zehnte Theil  der  Peripherie  sein  wird. 

Nach  Pauker’s  Fundamenten  der  Geometrie.  Fünfter 
bis  Siebenter  Cursus.  Mitsui.  1842.  S.  43.  ist,  wenn  der  Durch- 
messer der  Einheit  gleich  gesetzt  wird, 

u =0,98297309968390 
v — 0,93247222940435 
w = 0,73900891722065 
x = 0,09226835946330 

und  die  Seite  des  regulären  Siebzehnecks,  ebenfalls  in  Bezug  auf 
den  Durchmesser  als  Einheit,  ist 

0,18374951781657. 

In  dem  genannten  vortrefflichen  Buche  fiodet  man  überhaupt  eine 
grosse  Anzahl  genauer  numerischer  Angaben,  welches  keiner  der 
geringsten  Vorzüge  desselben  ist. 


IX. 


Allgemeines  Kriterium  für  die  Fälle,  in  welchen 
die  Logarithmen  rationale  Brüche  sind,  nebst 
einer  Methode,  die  letztem  aufzufinden. 


Von 

Herrn  F.  Arndt, 

Lehrer  am  Gymnasium  zu  Stralsund. 


Wenn  in  der  Gleichung  V*  = A gegeben  sind  b und  A,  so  ist 
meine  Aufgabe,  die  Bedingungen  des  gegenseitigen  Zusammenhangs 
zwischen  b und  A aufzusuchen,  damit  x ein  rationaler  Bruch  werde. 
A ist  eine  positive  ganze  Zahl,  und  b die  Basis  des  logarithmi- 
schen  Systems,  welches  also  eine  positive  ganze,  die  Einheit  über- 
steigende Zahl  ist.  Es  heisst  bekanntlich  x der  Logarithmus 
von  A in  Bezug  wuf  die  Basis  b. 
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Begreiflicherweise  knnn  diese  meine  Aufgabe  nur  durch  die 
Principien  der  hühern  Zahlentheorie  gelöst  werden,  und  wir 
erhüben  somit  eine  neue  Anwendung  dieses  schönen  Zweiges  der 
Mathematik.  Die  Methode  der  Betrachtung  wird  zugleich  ein  Mit- 
tel an  die  Hand  gehen,  die  Logarithmen,  falls  sie  rutionule  Brüche 
sind,  auf  eine  ziemlich  einfache  Art,  ohne  Hülfe  der  höbe»  Ana- 
lysis, ganz  genau  aufzufinden. 

fit 

Der  Bedingung  der  Aufgabe  gemäss  setze  ich  x = —,  und 

nehme,  wozu  ich  berechtigt  bin,  an,  dass  dieser  Bruch  auf  seine 
kleinste  Benennung  gcbrucbt  sei,  oder  die  ganzen  Zahlen  m und 
n relative  Primzahlen  seien. 

I.  Nun  sei  zuvörderst  A.  Da  l^  — A*,  so  wird  m klei- 

*tll  . 

ner  als  n , oder  — ein  achter  Bruch  sein.  Weil  letztere  Gleichung 

erfordert,  dass  bm  durch  A theilbar  ist,  so  können  A und  b nicht 
relative  Primzahlen  sein,  sondern  müsseu  ein  grösstes  gemeinschaft- 
liches (von  der  Einheit  verschiedenes)  Maass  0 haben,  so  dass 
b = 0b , , und  A=z0A , gesetzt  werden  kann,  und  b , zu  A,  re- 
lative Primzahl  ist.  Hierdurch  geht  obige  Gleichung  über  in 
— 2 Qn-mAxK.  Es  muss  also  wieder  b,m  durch  A,  theilbar  sein; 
da  aber  A,  zu  b,  relative  Primzuhl,  so  kann  A t nur  die  Einheit 
sein,  und  dann  ist  A — 0 , also  b'=.Abl. 

Die  Gleichung  bm  = An,  in  welcher  b>A,  kann  also  nur 
dann  in  ganzen  Zahlen  aufgelöst  werden,  wenn  b durch  A ohne 
Rest  theilbar  ist. 

Die  Gleichung  bIm  = 0n~mAln  geht  durch  die  Substitutionen 
von  A,z=  1 und  A = 0 über  in  btm  An~m.  Ist  also  b,  noch 
grösser  als  A,  so  darf  auf  diese  Gleichung  derselbe  Schluss,  wie 
auf  die  ursprüngliche  angewandt  werden,  nämlich  es  muss  von 
Neuem  bt  durch  A theilbar  sein,  und  wenn  dieses  ist,  so  kommt 
es  auf  die  Gleichung  b%m  = A*—2*  an,  indem  b,—Abt  gesetzt 
worden. 

Ist  bt  auch  noch  grösser  als  A , so  muss  es  durch  A theilbar 
sein,  und  wenn  demnach  ba=Abt  gesetzt  wird,  so  ist  za  lösen 
die  Gleichung  Atm  = A"—] 

Diese  Schlüsse  dürfen  so  lange  fortgesetzt  werden,  als  die  neue 
Wurzel  noch  grösser  als  A ist. 

Trifft  es  sich  also,  dass  eine  beliebige  Wurzel  bi—i^A,  und 
nicht  durch  A theilbar  ist,  so  kann  die  ursprüngliche  Gleichung 
bm  = An  in  ganzen  Zahlen  nicht  auflösbar  sein. 

Kommt  man  aber  durch  die  fortgesetzte  Division,  wie  sie  oben 
angedeutet  ist,  endlich  auf  den  Quotienten  1,  in  welchem  Palle  b 
eine  genaue  Potenz  von  A — Ak  ist,  so  wird  bm  = Alm,  also 

A*  = Akm , w = X-sn,  folglich  A = und  eine  ganze  Zahl; 

da  aber  m zu  n prim,  so  kann  m nur  1 sein,  Xr  = r»,  also  b-=.AH, 

r_ 

oder  bH—A.  Findet  man  also,  dass  die  Basis  b eine  vollständige 

m 

Potenz  von  A , z.  B.  — AL  ist,  so  wird  die  Gleichung  b ” — t 
stets  und  nur  aufgelöst  durch  « = k und  aw  = 1,  Z.  B.  125=5', 

also  1257  = 5. 
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Kommt  man  endlich  auf  einen  Quotienten,  der  kleiner  als  A 
ist,  z.  B.  b = .bk,  wo  ln<C.A,  so  hot  man  noch  dem  Obigeu 
der  Gleichung  zu  genügen: 

m * 

jfn — mk  — Ij 

k / 

Da  uun  A ln,  so  lassen  sich  alle  vorigen  Schlüsse  auf  diese 
Gleichung  von  Neuem  un wenden,  wenn  man  nur  A mit  b ver- 
tauscht. 

Nämlich  ist  A gar  nicht  durch  bk  ohne  Rest  theilbar,  so  kann 
die  Gleichung  in  ganzen  Zahlen  nicht  aufgelöst  werden.  Ist  aber  A 
durch  bk  theilbar,  so  sei  It)  die  höchste  Potenz  von  i* , welche  in 
A aufgeht;  ist  der  Quotient  1,  so  genügen  unserer  ursprünglichen 
Gleichung  gnnze  Zahlen,  ist  der  Quotient  grösser  als  bk,  so  ist 
die  Gleichung  unlösbar,  ist  er  endlich  kleiner  als  bk,  oder  A 

= b\Ak,  wo  Al  < bk,  so  hat  man  der  Gleichung  zu  genügen: 

jin—X(n—*tk)  *n—mk 

f'k  A ’ • 

und  da  jetzt  bk  Al,  so  werden  auf  diese  Gleichung  wieder  die 
vorigen  Schlüsse  angewandt. 

Demnach  haben  wir  folgende  Reihe  von  Gleichungen: 

b = Albk 

00 

ln  denselben  ist  bk*CAk,  Ak<^bk,  b^^Ak  u.  s.  w.  Soll  also 
unsere  obige  Gleichung  in  guuzen  Zahlen  auflösbar  sein,  so  muss 
der  zweite  Factor  auf  der  Rechten  endlich  die  Kinheit  werden,  wel- 
ches mit  bt o geschehen  ist. 

Jedoch  folgt  aus  unserer  Analyse  noch  nicht,  dass  die  Glei- 
chungen (a)  wirklich  ausreichend  sind,  am  behaupten  zu  dürfen, 

in 

dass  die  Gleichnng  hn  — A in  ganzen  Zahlen  auflösbar  sei.  Dass 
dies  sich  aber  wirklich  so  verhalte,  ersieht  man  aus  den  allgemei- 
nen Ausdrücken  für  m und  n,  die  ich  aus  obigen  Relationen  auf 
auf  folgende  Weise  herleite. 

1.  Substituirt  man  den  Werth  von  A in  der  zweiten  Relation 
in  die  erste,  und  setzt  der  Kürze  halber 

/X  + l = X,, 

so  entsteht 
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2.  Substituirt  man  den  Werth  von  bk  aus  der  dritten  Relulion 
in  diese  Gleichung,  so  wird,  für 

3.  Substituirt  man  in  diese  Gleichung  den  Werth  von  A^  aus 
der  vierten  Relatiou,  so  wird,  für 

~v,  , 

4.  Substituirt  man  in  diese  Gleichung  den  Werth  von  bfx  aus 
der  fünften  Relation,  so  wird,  für 


►i“  H-f*.  =“'■> 

Geht  man  uicht  von  der  ersten  Relation  aus,  sondern  von  der  zwei- 
ten, so  erhält  man  ganz  ebenso 

wenn  nach  und  nach  gesetzt  wird; 

k = k',  k'fi  ■+■  1 ±=  fk,  [kV  -f-  k = v,  v'oi  -f-  [i1  — w'. 


Setzen  wir  nun  die  für  b und  A gefundenen  Werthe  in  die  Glei- 
chung b™  = An,  so  erhalten  wir  A™0'  = A^  , also  mw,  — t$w't 


~ folglich  m = u>\  M = tu,. 

Umgekehrt  werden  für  m und  n diese  Wertbe  angenommen, 
so  ist  b"  = J?1,  A-  = oder  b~  = Jn  = J** 

folglich  bm  = An. 

Zugleich  ergiebt  sich,  dass  nur  die  einzigen  Werthe  von  m 


= u1  und  n — w,  der  Gleichung  6"  — A genügen;  denn  da  m 
und  n relative  Primzahlen  sein  sollen,  so  können  für  m und  n 
nicht  Vielfache  von  w'  und  to,  angenommen  werden. 

Ist  A^>b,  so  braucht  man  nur  A mit  b zu  vertauschen,  und 
alle  vorhergehenden  Schlüsse  behalten  ihre  Kraft. 

Nehmen  wir  nun  Alles  Vorhergehende  zusammen,  so  ergiebt 
•ich  folgendes  Resultat: 

Um  zu  prüfen,  ob  die  Gleichung 


bn  —A, 

io  welcher  b>  A in  ganzen  Zahlen  auflösbar  ist,  oder  nicht,  di- 
vidire  mau  nnt  der  höchsten  Potenz  von  A in  b,  mit  der  höchsten 
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Potenz  des  Quotienten  IA  in  A,  mit  der  höchsten  Potenz  des  neuen 
Quotienten  Ai  in  bk  u.  s.  w. 

Geht  die  Division  einimil  nicht  nuf,  so  ist  obige  Gleichung  in 
ganzen  Zahlen  nicht  auflösbar;  kommt  man  aber  endlich  auf  den 
Quotienten  1,  so  ist  sie  auflösbar,  und  nachdem  £,  A,  /u,  v,  ui  durch 
die  Relationen  ( a ) bestimmt  sind,  werden  die  Zahlen  m , n durch 
folgende  zwei  Reihen  -recurrirend  bestimmt: 

IX  + 1 = A,  ,A  = A' 

A,  =i',  C j/*V-f-A  = v 

v,ü>  = » [rai+/i'=ffl 

Bei  dem  ersten  Anblick  erkennt  man  übrigens  sogleich,  dass  diese 
Relationen  denen  ganz  ähnlich  sind,  durch  welche  die  Partialwer- 
the  eines  endlichen  Kettenbrücke  bestimmt  werdeu. 

Nimmt  man  nämlich  zu  den  vorhergehenden  Gleichungen  noch 
die  £=1,  1 = 1,  so  folgt,  dass 

JL  — f*'  — 

die  Partialwerthe  des  Kettenbrucbs 

in  1 

1 1 A-t- 1 

ah- i 

n + \ 

CU 

sind. 

Es  ist  ferner  bekannt,  dass  der  mittelst  dieser  Kette  berechnete 
Bruch  schon  immer  in  den  kleinsten  Zahlen  ausgedrückt  ist. 

Verwandelt  man  also  einen  beliebigen  ächten  Bruch  in 
einen  Kettenbruch,  so  dass  fe,  A,  ju,  v,  ui  die  durch  die  Division 

entstandenen  Quotienten  sind,  und  bestimmt  den  Werth  A von  bn 
(wo  b eine  willkührliche  positive  ganze,  die  Einheit  übersteigende 
Zuhl),  so  lassen  sich  stets  die  in  (a)  dargestellten  Gleichungen 
bilden. 

Ich  beschliesse  diese  Abhandlung  mit  ein  Paar  Beispielen. 

1)  Es  ist  zu  untersuchen,  ob  der  Logarithmus  von  243  für  die 
Basis  6561  ein  rationaler  Bruch  ist,  oder  nicht,  und  im  ersteren 
Falle  fordert  man  seinen  Werth. 

Hier  ist  £ = 6561,  A = 243.  Nach  den  Gleichungen  (a)  bat 

man 

k=  1,  bk  =27, 

A=l,  Ai  — 9, 

(*=1,  bjl  — 3, 
v =2,  Av=z  1; 
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folglich 

X,  =1.1  -Hl  =2,  V = l, 
t*i  ==  2 . 1 -4-  1 — 3,  fi  = 2, 

. n = 3 . 2-f-2  = 8,  m = 5; 

daher  6561»  = 2-13,  und  ‘=Iog  243  (Basis  6561). 

2)  Ist  der  Logarithmus  vou  5 für  die  Basis  10  ein  ratioualer 
Bruch  oder  nicht? 

liier  ist  b = 10,  A = 5,  also 

*=1,  bk  = 2 
1 = 1,  5=2  .Ay. 

Da  aber  A ^ keine  ganze  Zahl  ist,  so  kann  log  5 ( Basis  10)  kein 
rationaler  Bruch  sein. 


X. 

lieber  Systeme  von  Linsengläsern. 

Von 

«lern  Herausgeber. 


§ 1. 

ln  der  im  zweiten  Tlicile  dieser  Zeitschrift  abgedruckten  Ab- 
handlung Nu.  X».  habe  ich  eine  strenge  und,  so  viel  es  die  Natur 
des  Gegenstandes  zulässt,  allgemeine,  namentlich  auch  die  Dicke 
der  Gläser  gehörig  berücksichtigende  Entwickelung  der  Formeln 
zu  geben  versucht,  durch  welche,  nach  den  älteren  verdienstlichen 
Arbeiten  von  Cotes,  Euler  und  I.agrange  über  diesen  interes- 
santen Gegenstand , in  neuerer  Zeit  von  mehreren  ausgezeichneten 
Mathematikern,  namentlich  von  l’iola,  Möbius,  Bessel,  Clau- 
sen und  Gau ss,  die  Hniipteigenscbaftcn  der  Systeme  von  Linsen- 
gläsern vorzüglich  mit  Hülfe  der  Rettenbrüche  dargestellt  worden 
sind.  Nach  weiteren  Untersuchungen  über  diesen  wichtigen  Theil 
der  Optik  hin  ich  aber  jetzt  der  Meinung,  dass  sich  die  erwähnten 
merkwürdigen  Ausdrücke  auf  eine  einfachere  und  elegantere  Form 
bringen  lassen,  welche  insbesondere  dadurch  sich  vor  der  älteren 
Form  auszeichnct,  dass  die  Anzahl  der  Glieder  der  betreffenden 
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Kettenbrüche  eine  weit  geringere  ist  als  bei  jener,  wodurch  denn, 
wie  es  mir  wenigstens  scheint,  zugleich  auch  bewirkt  wird,  dass 
sich  die  allgemeinen  Gesetze,  denen  jedes  beliebige  Linsensystem 
unterworfen  ist,  noch  deutlicher  und  bestimmter  als  hei  der  frühe- 
ren Darstellungsweise  berausstellen.  Diese  neuen  von  mir  aufge- 
fundenen Formeln  werde  ich  daher  zum  Gegenstände  des  vorlie- 
genden, an  meine  frühere  oben  erwähnte  Abhandlung  insofern  sich 
anschliessenden  Aufsatzes  machen , als  ich  in  demselben  von  den 
nämlichen  Fundamentulformeln  wie  dort,  welche  natürlich  jeder 
derartigen  Untersuchung  zur  Grundlage  dienen  müssen,  ausgehen 
werde,  ohne  diese  Formeln  jetzt  von  Neuem  zu  entwickeln. 


§•  *• 

Die  am  Ende  des  vorhergehende!)  Paragraphen  erwähnten  Grund- 
formeln sind,  mit  Beibehaltung  aller  in  der  früheren  Abhandlung 
eingeführten  Bezeichnungen . die  Thl.  II.  $.  159.  und  Tbl.  II. 
S.  162.  gefundenen  Formeln  58.  und  68,,  nämlich  die  Gleichungen 


i-  ± i.  J.  ±—)=±—f— 

p p,  ' Ha  rJ  n \p 


und 


’IZ-J.)  (L 

R ) \Vx 


9' 

Um  aber  die  durch  die  in  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen 
vorkommenden  doppelten  Zeichen  berbeigeführte  Unbequemlichkeit, 
welche  namentlich  bei  dem  vorliegenden  Gegenstände  nicht  unbe- 
trächtlich ist,  zu  vermeiden,  ist  in  §.  11.  der  mehr  erwähnten  Ab- 
handlung eine  Abänderung  der  Bezeichnung  vorgenommen  worden, 
über  welche  man  das  zum  Verständnisse  des  Folgenden  Nötbige 
dort  selbst  Dachseben  muss.  Dieser  Abänderung  der  Bezeichnung 
zufolge  muss  man  in  den  beiden  obigen  Gleichungen  für 

D,  A,  Ä„  p,  p, 


jenachdem  man  in  der  ersten  der  beiden  in  Rede  stehenden  Glei- 
chungeu  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  rcspective 


-f— A,  — A,  -L  A, , -| —Pt  — y- P i 

oder 


-t- A,  i A,  _f_A,,  -f — Pt  -L  P\ 

setzen,  wodurch,  wie  man  leicht  findet,  die  beiden  obigen  Gleichun- 
gen die  folgende  ganz  allgemein  gültige  Gestalt  erhalten: 
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und 


2) 


_9_ 

Vi 


H- <«-!)-£ 
!-+-(«  — Ijjj1 


Dies  sind  die  Formeln,  von  denen  wir  im  Folgenden  nnsern 
Auslauf  nelimen  werden. 


§ 3. 


Bezeichnen  wir  die  Werthe,  welche  p,  px  erhalten,  wenn  re- 
spective  px , p unendlich  werden,  respective  durch  f,  fx;  so  ist 
wegen  der  Gleichung  I) 


3) 


j j-h*— i)(i  -*-£) 


n—lfl  . n — 

ä,  v+  ä /’ 

ä V,  ^ ä.  * 


Zieht  man  jede  dieser  beiden  Gleichungen  von  der  Gleichung  I) 
ab,  so  erhält  man  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 


D fl  1 


1 

P 

n — 1 

-h~7 

1 , n — 1 

i 

ff — 1 

Ä, 

1 

P 

' V + * 

_4_  _L L 

^p.  /. 

‘ p.  ~ 

A, 

n — 1 

i 

f*~  1 

Ä, 

* p 

^ ä 

_ 

’ p. " 

K 

oder 


IL  L L 

n ‘ p ' p, 

— 11  Ä,  Ä »>,  1 Ä,  • n’T 

D_  1_  _I_ 

Nun  ist  aber  nach  3),  wie  man  leicht  findet: 
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_A 

n 


f 


1 

V. 


(— »(i-7-ir)’ 


und  folglich 


n — 1 

A 


n — 1 

Ä, 


/> 

H 


z> 

n 


A, 


J 

A 


Ä,  • / 

J_ 

A, 


2. 

ä */ 

i 

A 


_L  JL 
V 


i J_ 
ä /, 


/’ 


_i 


Führt  man  diese  Ausdrücke  in  einen  jeden  der  beiden  obigen  Aus- 
drücke von 


D_ 

n 


V 


Vx 


V I 


ein,  so  erhält  man  die  Gleichung 

4>  (7 -r>i 

= - *>  (i  - i)  Cy  • k +h  ■ t - 7 ■ n)’ 

aus  welcher  sich  ferner  ohne  Schwierigkeit  die  folgenden  Formeln 
ergeben: 

fi  <— >(*-&(*-£» 


5) 


(7  ~r)k + <*  - ■>  (k  ~ k:)k 
x c-qti-AXW)* 


oder 


6) 


;i  = 


\Px  — 


(»  -')(■*-  *;)  (7  - 7)/; 


Tlwil  VI. 
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, (7-A>+<— 

f P,  — /■  I l \ /■ » 


woraus  man  ferner  ohne  Schwierigkeit 

7 ~7T  + (" ~ 1}  ~ Ä,) 


8) 


P -/  = ~ ^ /I 

■7  J~  + ("—!)  (-ft 

\p>  -/,  =- — — — T-j 


also 


9)  0»  -/)(/»,-/.)=(»  ■+ 

erhält. 

Weil  nun  nach  3) 


J 1^ 

ff, 


1}(ä  ä.) 


« — 1 » — 1 , ,/  1 , 1 \ 
_1_  _ A ' A,  ' „ — *)U  +A,J 


« — 1 fl 
A,  " « 


«—  I «—1  fl  , 1X  ^ 1 , 1 ^ 

i ~7T  ’X'  + ä;J 


/. 


« — i fl 


ä 


ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

\ 

1 1 



(»—1)  (-jf  “^) 

n IL\  (i  _ 2iszl  1L) 

* « « ' ' 1 A,  * n ' 
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also 


1 -+- 


und  folglich 


1 1 

f /, 

1 

1 

*-* 

1 

*1- 

i-i  * * M \ it  71  l 

~7T-  ä, 

10)  jl-t- 

] l 

f f i l ff 

1 

1 r 

| s 
\ * 

* ? 

f-o-ua  + j;)1' 

so  dass  also  nach  9)  auch 


11}  ( P~f){p 
1 


oder 


j/,  — 1 n — 1 Z>  , ,,  /■  I < 1 > 

. -r-’-ht-  v-^-^Cä  + JTj 


12)  (P-/)(P,-/,) 

=r-^>-irv-(-»a+i;)r 


ist. 


Nach  2)  ist 


also 


S_ 

Vi 


i 4. 


i-H«-i)-fc 
i + (»  — i ) 


.Pi —fl 


Mittelst  der  im  vorhergehenden  Paragraphen  gefundenen  Formeln 
ergiebt  sich  aber  ohne  Schwierigkeit 

5* 
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1 1)  » 


R + R, 


n-\' 


1-4-(»-1)äT  = 


Rx 


Ä'  R-t-R, 

und  folglich,  wenn  der  Kürze  wegen 
13)  K— 


Ä-+-Ä,-- -D 


gesetzt  wird: 


KR+(n- \)^ 
14)  3-  TTZIf- 

7 1 17  0 . f-  I YG_! 


Nach  11)  ist  nun 

(P—  f)(Px  — /.)=  ! 


(n  — 1)(Ä-+-  A,  — 


d.  i.  nach  13) 


und  folglich 


.5)  (,_/)<,.  -/.)=(^r. 


A-A’A,« 

**■  ■'* 

Führt  man  diesen  Ausdruck  von  />,  — in  die  Gleichung  14)  ein, 
und  hebt  auf,  was  sich  aufheben  lässt,  so  erhält  man 

q (» — I)  (P — f) 

J~,  ~~  RRRi 

Verbindet  man  nun  aber  hiermit  die  Gleichung  15),  so  erhält  man 
für  — die  beiden  folgenden  Ausdrücke: 


lf  v q (»—  1)  (p — f) KRR, 

’ qt~  KRR,  ~~(n-\)(Px  -/,)* 


Die  Grösse 


KRR,  _ RR, 

»-1  („_!)(*  + *, 
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hängt  nur  vnn  der  Grosse  »,  den  beideD  Halbmessern  des  Glases 
und  der  Dicke  desselben  ab,  und  soll  im  Folgenden,  weil  sie  für 
jedes  Glas  offenbar  charakteristisch  ist,  der  Modulus*)  desselben 
genannt  und  durch  M bezeichnet  werden,  so  dass  also  nach  dem 
Vorhergehenden 

17)  M= ^ —— 

(»-l)(Ä-f-Ä,-- D ) 

71 

und 

18)  = 

\ 

so  wie 


19) 


<L  V—f M 

<h  M p , — 


also  auch,  wie  hieraus  leicht  folgt: 


ist. 


20) 


P~f 
Pi  ~fx 


Den  Modulus  kann  man  auch  auf  folgende  Art  ausdrücken: 


oder 


21)  M = 


<«  o(Ä  +Äi) 


n—  1 
R 


n — 1 
R • 


n—  1 / > 

Ä,  * n 


Eliminirt  man  die  Grösse  — mittelst  der  aus  dem  vorhergehenden 
Paragraphen  bekannten  Formel 


Z> 

n 


f 


\_ 


so  erhält  man 


23)  M = 


R_ Ä, 

/ /. 

J_  K_ 1_  Ä, 

ä,  ' / R A 


*)  Dieser  von  uiir  hier  eingeführte  Begriff  des  Modulus  einer  Linse  scheint 
mir  für  die  ganze  optische  Theorie  nicht  unwichtig  zu  sein. 
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oder 


M) 


A/  = 


RRX  Rf , — R,f 

n-  1 • ÄV.-Ä.V 


Audi  ergiebt  sieb  aus  9)  und  18)  für  das  Quadrat  des  Modulus  un- 
mittelbar der  folgende  Ausdruck: 


25)  M*  — 1 + 


fx 


(n 


\/A 


Will  mau  bei  der  Berechnung  des  Modulus  bloss  /),  f,  f,  als  be- 
kannte Grössen  anseben,  so  muss  man  aus  diesen  Grössen  die  Halb- 
messer Jl  und  Ä,  berechnen,  was  auf  folgende  Art,  freilich  nur 
mit  Hülfe  einer  quadratischen  Gleichung,  geschehen  kann. 

Mach  dem  Obigen  ist 


\ \ (i Li  mJ_  1 L 1) 


also 


7-A=(1-  7 


Bestimmt  man  aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  die  Grösse 

n n — 1 
~n  ‘ R~‘ 

aus  der  zweiten  die  Grösse 


1 , J_ 

R ^ Ä,’ 

und  führt  die  erhaltenen  Ausdrücke  in  die  zweite  der  Gleichungen 
3)  ein,  so  erhält  mau  nach  ciuigen  leichten  Hcdnctioneo  die  Glei- 
chung: 

(D_  »-1V  (n  fl  _1\  H n-1 

\n  ' R J V «//■«'  R 

_l 1 _fl  J_ 

_/  /,  n ■ ff , 

77 


und  durch  Auflösung  dieser  quadratischen  Gleichung  ergiebt  sich 
ohne  Schwierigkeit: 


fl 

n 


fl 

n 


+ 


fl* 


Bestimmt  man  nun  mittelst  dieses  Ausdrucks  von 


Digitized  by  Google 


71 


D n — 1 
~n  ' ~ k 

und  der  ersten  der  beiden  Gleichungen,  von  denen  wir  oben  aus- 
gegangen sind,  auch  die  Grösse 

D »—1 
* '•  Ä,  5 

so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Halbmesser  II  und  Jt , über- 
haupt die  beiden  folgenden  Ausdrücke,  in  denen  die  obern  und  un- 
tern Zeichen  sich  auf  einander  beziehen: 


26) 


D n — 1 , , 

n ' R — 1—V' 

// 

i 

n 

• / 

D * — 1 _ j , 
n ‘ Rt  1 *• 

-ö 

i , 

n 

•/.' 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 


,=^,.±1/77^1 

setzen,  die  beiden  Ausdrücke: 

27  \ JL  2szl  = i tL  !L  — 

’ n ■ R /'  » • Ä,  /,’ 


oder 


oder 


oö  v JL  — n JL  _ ” /i—  p. 

; R ~ n-\  fü'  Ä,  « — 1 ' fxD  ’ 


*1  = (1 

n’fx—P 


Auch  erhellet  aus  der  vorhergehenden  Entwickelung,  dass  bei  je- 
dem Linsenglase 


oder 


Z>*  > 


sein  muss. 

In  dem  Folgenden  werden  wir  nun  immer  deu  Modulus  eines 
jeden  in  einem  Systeme  von  Linsengläsern  vorkommenden  Glases 
als  bekannt  annebmen,  wozu  wir  berechtigt  sind,  da  derselbe  mit- 
telst der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Formeln  jederzeit  ohne 
Schwierigkeit  berechnet  werden  kann. 
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Indent  wir  jetzt  zu  der  Betrachtung  eines  durch  ein  System 
von  Linsengläsern  von  der  gewöhnlichen  bekannten  Beschaffenheit 
gehenden  Strahls  übergehen , führen  wir  zuvörderst  die  folgenden 
Bezeichnungen  ein.  ’ 

Die  Anzahl  der  das  System  bildenden  Gläser  sei  »,  und  die  im 
Vorhergehenden  durch  p,  q\  p,,  rj,\  f,f,  bezeichnetcn  Grössen 
sollen  t'iir  die  einzelnen  Gläser  des  Systems  vom  lsten  bis  zum  iteu 
jetzt  durch 


p(t>,  1W-,  />,<».  7, 

pm,  qV).  Pi (*),  f,W  ;/(*),/,(»; 

,,(»),  <f*h,  pfi\  VtW-,  /(*),  /,(«); 

u.  s.  w. 

pio,  yW;  «7,(0; /to ,/,(<) 

bezeichnet  werden.  Die  Moduli  der  einzelnen  Gläser  nach  der  Reihe 
vom  lsten  bis  zum  *ten  mögen 

MW,  MW,  MW,  MW JMKO 

sein , und  die  sämmtlich  als  positiv  betrachteten  Entfernungen  der 
einzelnen  Gläser  von  einander,'  welche  von  der  hinteren  Fläche 
eines  jeden  Glases  bis  zu  der  vordem  Fläche  des  nächst  folgenden 
Glases  gerechnet  werden,  wollen  wir  uach  der  Reihe  durch 

J5U),  JE12),  £u),  JEU), j0b'-i) 

bezeichnen,  wo  wir  dann  die  folgenden  ganz  allgemein  gültigen 
Gleichungen  haben*): 

*>,0)  + /,(i)  ±=_£D), 
p,W+pWz=—  Etv, 

r,,w  +pw  = — m>, 

u.  s.  w. 

,, , («-1 ) -f- p{i) — — LX'-n. 

Nach  IS)  ist  nuu  überhaupt 

(pW  -fit))  ip,ß)  _/,(*))  = (JMW)*, 
und  uach  30)  buhen  wir  die  Gleichung 

p ,(* — 0 pit)  = — E)t—  t), 

aus  der  sich  leicht  die  Gleichung 

pW  —yxt)  — — E)t-n  —f,  u-n  —fU)  — (p,(t-n  —/,(*-!)), 


*)  Man  vergl.  Thl.  11.  S.  178. 
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oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

Ad-«  = £U-D  4-  /,<*-!)  +/(*) 


setzen,  die  Gleicbuug 

pW  —fW  = — AG“«  — {pt  (*-«  —/,<*-») 
ergiebt.  Daher  haben  wir  nach  dem  Obigen  die  Gleichung 


31)  p,(  ) — /,(  ) — — + 

aus  welcher  sich  ferner  leicht  die  Gleichung 

32)  ?1M-/1(M)=_#M-Är) 


ergiebt. 

Setzen  wir  jetzt  analog  mit  dem  Vorhergehenden 


IAO)  = EW  -+-/,(«  -+- /<«, 

AM  = Ei 2)  /-.C»)  _f_  /CS), 

AM  = EW  4- /,(«-*- /«), 

U.  8.  W. 

A’0-D=/EV-i)  4- /,  G-D4-/W  ; 


wo  die  Grössen 

Ad),  A»),  A(»),  AM,  ....  Ad—» 


natürlich  eben  so  wie  die  Moduli  der  einzelnen  Gläser  als  gegebene 
Grösseo  zu  betrachten  sind;  so  haben  wir  nach  31)  unu  18)  die 
' folgenden  Gleichungen: 

(Ui  0)* 

——  AC-l)  + (p  ,(*-1)  —/,(*-«)’ 


,, ,0-2)  -/,(-*)  = 


ao-«  +.  (Pla-i)  — /,(‘-2))’ 

(AfO— «))* 

A(«-3)  (/»,(•-*)  — /,(.-»)> 


II.  8.  W. 


p,d)  -/,(»  = 


(itfM)1 


-/,(»)  = 


(M»)* 

pd)  — /(«’ 


und  nach  18)  und  32)  haben  wir  auf  ähnliche  Weise  die  folgenden 
Gleichungen : 
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,,»)  _ /xd  = p~m  .-jQ j, 

(A/(2))* 


P.“»  -/,<*>  =-A’9) 
u.  s.  w. 


~ V 

,0) —/,(»)’ 

CA/(3>)* 

~~  V 

,(S)  — /,(!)’ 

GWM))* 

~ p, 

,14)  _/,(«> 

_ 7'. 

(itf(O)» 

_ A'('-„  - ^==/iVf 

Aus  diesen  beiden  Systemen  von  Gleichungen  ergeben  sieb  aber 
unmittelbar  die  beiden  folgenden  Kettenbrücbe: 

M)  


ÄX*-2)- 


(Abf(<— 3>)» 
A(*— st- 


und 


(Af(i))’ 


35)  = — 

m»  — 


NW  — 


(Af(2))» 


(MW)2 
NW  — ' 


CA/O))* 


pd)  _/(i) 


Auch  ist 


34* ) f (fl « (o 

M ' f'  v ' — ....  tM(— m* 


M«-D- 


(jl/C*— 1))* 
2V<*-2)- 


p.W -/,(.)• 


(M*-*))* 
" AC*— «)  — 


(A/C2))* 

M„_Ä 

/X» -pH) 
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und 

sn,  ...  W»))1 

35  ) / vt  (MW 


(M*-0)» 


AC— 1)  - 


(MO)1 


Jeder  dieser  beiden  Kettenbrüche  besteht  aus  *,  d.  b.  gerade  aus 
eben  so  vielen  Gliedern,  als  das  System  Linsen  enthält.  Zur  Ent- 
wickelung derselben  ist  nur  die  Berechnung  der  Moduli 

MH),  A/M,  MW,  MW,  ....  A/CO 
der  einzelnen  Linsen,  und  der  oben  durch 

AO),  AM,  AM,  AM,  ....  Ad-U 


hezeichneten,  von  den  Entfernungen  der  einzelnen  Linsen  von  ein- 
ander  ubhängenden  Grössen  erforderlich,  welche,  wie  wir  aus  dem 
Vorhergehenden  wissen,  keiner  Schwierigkeit  unterliegt. 

Bezeichnen  wir  bei  unserem  aus  $ Linsen  bestehenden  Systeme 
die  Wertbe,  welche  die  Grössen  /r,M,  pW  erhalten,  wenn  respective 
pW,  pS 0 unendlich  werden,  res|iective  durch  F1, (0 , JptO;  so  ist 
nach  34)  und  35)  offenbar 


36)  Fx  W -/,«>  = _ 


(MO)1 
A'O-D  — 


(M«-D)» 


(««-•))• 

Ml—*) — 


und 


‘ _ (MM)1 
AW 


37)  F (0_/0)  = 


(MO)1 


M« -0221 


AP)— 


(M*))1 
A(»)  — 


' Mi-D)1 
Ad'-»  * 


wo  jeder  Kettenbruch  nur  aus  « — 1 Gliedern  besteht. 
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f ö- 


Für  ein  Glas  ist  offenbar 

/U)  = Ft»,  /,(')  = /’,(!) 


und  daher  nach  18) 

\ 

38)  (/>(»>  — Ft»)  (p,<»  - F,t»)  = (,¥»))> . 


Für  ein  aus  zwei  Gläsern  bestehendes  System  ist  nach  dem  vorher- 
gehenden Paragraphen 


f*.w -/.(*>  = 


(MV)' 
JVti)  + 


(ilffi))* 

pl»  -/(» 


, p<» -/<»=- 


(MW)' 


ATO  + 


(j «m* 


p,  w-/.w 


und 


F,  »-/,»  = 


(i»/v'2))* 

A'c»  > 


/r-cs)  — /<i)  — 


(AfO))* 
AU)  • 


Aus  der  ersten,  dritten  und  vierten  Gleichung  folgt: 


,,,<*>  -/,<*>  = 


NW(F,m— /,CP) 


A'ti)+ 


(A/(»)s 

pl»  _/(l) 


JP,(2)_/,S) 
(iMU))»  1 

1 AU)  • /J(l)  — /(» 


F, C2))-/,(2)  _ (F, ® — /, C2));(pd)  —/O) 

F(2)  — /(» pÖ>_Fö)  ’ 

pO  _/CO 


und  eben  so  ergiebt  sich  aus  der  zweiten,  dritten  und  vierten 
Gleichung: 


pt»  — /<»  = ■ 


A(1)(F®  — /(») 


A«>  + 


(M  C2)J1 
P>®  _/,« 


F C2)  — /(i) 

■ (MV)'  1 

A'(»  • p,®—/,») 


F«>  — /«>  (F(2)  _/(l))  (p , (2)  *) 

F,(2)  — /,(2)  p[C2)_F,®  ■ 

' p,<2)  -/,«> 


Also  hat  man  jetzt  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

i (F. « -/,*»>)  (p®  -/t»)  = (p«>  - Ft»))  (p , t*>  -/,  (2)), 

* (/'.<*  - F>)  (pl»  -/(!))  = (Ft»  -/t»)  (p,w  -/,(*)); 

aus  denen  sich  durch  Division 
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F.ff)  — A«)  _ f* 0 — F® 
p,  (»  — F,(«  — FC«  — /<« 

oder 

40)  {pO)  — /K*>)  (/»,<*)  — F,  («)  = (/(')  — if(«)  (/,  («  — F,  <«  ) 
ergiebt.  Weil  nun  aber  nach  dem  Obigen  offenbar 

{/0)  _ FW)  (f,W  - /\W)  = | j * 

ist,  so  ist  anch 

41)  (pW  — F(V)  (p , («  — F,  («)  = |^-T- 

Ans  38)  und  41)  siebt  man,  dass  für  ein  Glas  das  Product 
0>0)  — /KO)  (/»,(!)  — Ft  (0) , 

für  ein  System  von  zwei  Gläsern  das  ganz  ähnliche  Product 
(/U)  _ /K«)  (p,(V  — F,  («) 

einem  constauten  Quadrate  gleich  ist,  und  es  fragt  sich  nun,  ob 
dieser  allerdings  sehr  merkwürdige  Satz  allgemein  für  jedes  belie- 
bige Linsensystem  als  gültig  betrachtet  werdpn  kann. 

Um  hierüber  zu  einer  bestimmten  Entscheidung  zu  gelangen, 
wollen  wir  den  Satz  für  ein  System  von  * — 1 Gläsern  als  gültig 
annebmen,  und  untersuchen,  ob  derselbe  dann  auch  immer  für  ein 
System  von  i Gläsern  gültig  sein  muss.  Denken  wir  uns  nun  einen 
Strahl  durch  alle  i Gläser  hindurch  gehend,  so  ist  nach  der  Vor- 
aussetzung, wenn  ft('— ] « eine  gewisse  constante  Grösse  bezeichnet: 

42)  (pW  — JSV-O)  {], , C'-i)  — F, «-»)  = (RC'-D)* , 

und  für  das  letzte  *te  Glas  ist  nach  18) 

43)  (/>«  _/(0)  (^,(0  _/,«)  = ( Jf  (0)«, 

oder,  weil  nach  30) 


p(0  — — /Xi— 0 — p ,(►— i) 
ist: 

44)  (/K-0 + -4-/(0)  (^,(0  — /•,«)  = _ (A/M)*. 

Lässt  man  jetzt  p\ ’ (0  unendlich  werden,  so  geht  />(0  in  /KO  und 
plO  in  /(0,  also,  weil  nach  30) 

p , C'-i)  = — /X<-0  — p( 0 

ist,  0 in  — — /(0  über,  und  aus  der  Gleichung  42)  er- 
hält man  daher,  weil  die  Grösse  RC*-«  constant  ist,  die  Gleichung: 

45  ) (/KO  — /K<-«)  (£V— l)  -+-  F, <*-»)  -+-  /M)  = — (ß(i-J))*. 
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Lässt  man  aber  pO)  nnendlicb  werden,  bo  gehen  offenbar  /»,(•—' 0 
und  />, (0  iti  F,('— i)  und  jF,CO  über,  und  aus  der  Gleichung  44) 
erhält  man  daher,  weil  die  Grösse  3/1 0 constaut  ist,  die  Gleichung: 

46)  ( F, ('-D  -4-/(0)  {F, (0  — /, CO)  = — (3/(0)». 

Aus  den  Gleichungen  42)  und  45)  erhält  man: 


F\  0=  /V-0  — • 


£0-1)  + £,0-1)  -f  /(•■)’ 

und  aus  den  Gleichungen  44)  und  46)  ergiebt  sieb: 

,,  (3/(0)* 

Pl ' — f' * £(*-u  -+-  p,(<-n  /( o * 

F'(r>=f * w — £o-i)  + /7(<-i)  +/W 


Alsu  ist,  wie  man  durch  Sublraction  leicht  findet: 


(, ) A’(<  0 -+-;),(*  i)  -f-/(0 @(e-l) ) » 

— t _ p,0-\))  (£0-1)  + F,0-1) -t-fO))^  > ' 


p (,") P,(*— 1)  I*", <>  t) 

f * . — (/;(.-i) + p,o-\)  fo))(EO-i)  /',('-!) +./(.)) 


(/WO)*; 


woraus  sich  durch  Multiplication  auf  der  Stelle 
47) 

oder,  weil  nach  33) 


ist, 


EO-i)  /( 0 — A't'-O  —/,(•-» 


48) 


(/»(«  - JPTO)  (j»,(0  _ F,( 0)  = 


( ÄO— 03/(0 

( A(.-0+F,(«-t) —/,(#-!) 


ergiebt. 

Hieraus  sieht  man,  dass  der  Satz,  von  welchem  oben  die  Rede 
gewesen  ist,  für  ein  aus  i Linsen  bestehendes  System  gilt,  wenn 
er  für  ein  aus  t — 1 Linsen  bestehendes  System  gilt,  und  daher 
allgemein  gültig  ist,  weil  er  oben  für  eine  Linse  und  ein  aus  zwei 
Linsen  bestehendes  System  schon  als  richtig  erkannt  worden  ist. 

Zugleich  hat  sich  bei  der  vorhergehenden  Betrachtung,  wenn 
allgemein 

49)  {pW  — FW)  (p,0)  - F, (0)  = (ff(0)» 
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gesetzt  wird,  die  bemerkenswerthe  Relation 


duj  Kl»  — £(,-i)  + /'1u-i)_h/W  A'C* — 1J  -+.  /^O— 1) 

ergeben,  mit  deren  Hülfe  wir  nun  einen  independenten  Ausdruck 
der  Grösse  Ä:'J  aufzulindcn  versuchen  wollen. 

Bei  dieser  Untersuchung  wollen  wir 


51) 


ä»_AW_MC2n 

*W  N'O-i). 


(M— i))*  ' 
’ AO-*)— 


' (AKW)1 

AU) 

und  zugleich 

KOI  J«»_±  SO  _ IVO) 

) 9105  “ 0’  910)  1 

setzen,  d.  h.  Zähirr  und  Nenner  des  dem  Kettenbruche  auf  der 
rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  der  Gleichung  51)  gleichen 
gemeinen  Bruchs  durch  3M  und  91*0  bezeichnen,  und 


310)  — 1,  91«»  =0;  3(1)  = AM,  910  = 1 


setzen. 

Weil  wegen  der  Gleichung  51)  offenbar 

S«  .v.,  , »*“»  _ MO  . SO-')  - (MO)*  . 9l(.-i) 

91(0  — A 1 M > • 3 o-i)  — gü=i) 

ist,  so  haben  wir  die  beiden  folgenden  Relationen: 

l 3(0  = A’(0 . 3(^1)  _ (MW)-  . 910-1), 

’ /9t(0  = 30-l); 


welche  wegen  der  Gleichungen  52)  offenbar  auch  noch  für  i=i=  1 und 
* = 2 gelten. 

Weil  nun  nach  38)  und  41)  offenbar 


fl(i)  = A/(»,  ßW  = -~P 


ist,  so  ist  nach  52) 


8<»  = 


MD 

■§ÖT’ 


S?W  = 


um  tm 

S")  ' 


Weil  nach  36) 
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M.-n-t-jcv«-»— /,(*-!)  = A7^» 


(ytft— 11)> 


./VT«'—*)  — 


(.V(<-2))> 


• (Mp))1 

JV (l)  ’ 

<1.  i.  nach  51) 

A(-D  ■+■  F,(-»  - /, C-i)  = 
ist,  so  ist  nach  50) 


fl  M = 


Ä0-l)9K«'-l)A/(«l 

S(«-D 


\ 


und  folglich,  weil  nach  der  zweiten  der  Relationen  53) 


ist: 


Also  ist 


»<•'-»*=  3(^S) 


_ Ä(W)S(W)M0 

K p=n~  • 


fl(D= 


Afd) 

W>' 


«,,,  Ä0)S®.vffl AfiUA/c») 

K — SO)  — giu  5 

_ ÄWpwo) Mwmv.w») 

K — pi  — gcä)  5 


äcwscoa/«)  _ mnmmtmjttw 

’ — gc«  — pj  ’ 

ÄCOg(*)A/(S) 

R* 1 = — p)  — pj  ' 


u.  s.  w. 


und  folglich  allgemein 

...  JUWMWMWMW ....  ATM 

54)  flC0= p-j5 


oder  wegen  der  zweiten  der  Gleichungen  53): 


55) 


«M  = 


Af(i)J/(*)Af(»AfH) ....  A/M 
91(0 
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Nach  49)  ist  also 

56)  (pCD  _ jTO)  (;, , (0  _ F,  (0)  = 
oder 

57)  (^i)-FC'l)(#»1«-F,W)=i 


mdmdmcdm« . . . . mo  j • 
gc^D  i 

mdmdmdm« ....  mo  j » 
ff« 


Die  Grössen  und  9JC0  können  noch  den  nus  der  Theorie  der 

Kettenbrücbe  bekannten  Regeln  immer  leicht  berechnet  werden. 


§•  7. 

Nach  19)  hat  man  die  folgenden  Gleichungen: 

qW  _p(D— /(O  MD 

e/,H)  — MD  — j», (0-/^5’ 

qW  pCD— /( D MSI 

iJÜ  MD  — p ,(*)_/,(*)’ 

jCD  pW—fW  M3) 

q,W  MD  Ul’ 


u.  s.  w. 

qW  pW  — /(0  MO 

f,M  MO  p,W  - /,W’ 

aus  denen  sich,  weil  offenbar 

y.CD  — q( D,  y,lD  = y(3),  ?1(D  = qW,  ....  f ,(*-D  = {*0 


ist,  durch  Multiplication  auf  der  Stelle  die  beiden  Gleichungen 


«-<«  _ (7>0)  -/CD) (pCD  —/CD)  (pt*)  -/CD) ....  (pW  -/») 
f,W  — MDMCOMDMD ....  MO 

und 

(KD  MDMDMDMD....MO 

’’  ' v. CO  _ (p.Ol  — / ,CD)  (p, CD  -/,(*>)  Ip.CD  -/, CDJ  ....  (p, W -/, W)  - 

ergeben,  woraus  daun  ferner  auch 

/jOiy (pCD  — /cd) (pcd -fW) (rw ~/w) .... (Pw -/xo) 

' Vf, (0/  — (P.CD  -/,CD)(p,(D -f,W)(p,W  —/,»»).... (P.CO-/.C) 

folgt. 

Tbell  VI.  6 
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Wenn  man  nun  einige  der  Grössea 

(/»,<«  -/,('))  (p.w -/.«). 

0>,(o  -/,«>)  o»,(»  -/,(*))  (p.®  -/,<«), 

lp , 0)  — /■,  (0)  (p , 0)  - /,  (J) ) (p , W -/,®)(p,®  —/,<«), 

U.  8.  W. 

vom  Anfänge  nn  mit  Hülfe  der  Gleichungen  18)  und  36)  entwickelt 
und  durch  //(•)  — /CO  ausdrückt,  wobei  man  am  Leichtesten  rechnet, 
wenn  man  jedes  dieser  Producte  für  sich,  unabhängig  von  den  vor- 
hergehenden , und  mit  der  Slultiplication  der  einzelnen  Factoren  in 
einnuder  von  Hinten  aufangend,  entwickelt;  so  bemerkt  man  sehr 
bald  das  allgemeine  Gesetz,  dass  sieb  das  Product 

(p , (I)  _/,  (0  ) (p , ® -/,  «>  (Pl  ® - fx  («)....  (p,  W -/, «) 

durch  einen  Ausdruck  von  der  Form 

, (Af(oa/(4)M»)flfti) ....  imoy 

‘ • 6(') (;/U)  — /CO)  ’ 

wo  CCO  uud  //('I  zwei  bloss  von 

A/CD,  W®, .«<•-»;  AW,  A’(2), AC--D 

abhängende  Grössen  bezeichnen,  darstellen  lässt. 

Ihn  die  allgemeine  Richtigkeit  dieses  durch  Induction  gefunde- 
nen Gesetzes  zu  prüfen,  wollen  wir  untersuchen,  ob  dasselbe  unter 
der  Voraussetzung,  dass  es  bis  « — 1 gültig  sei,  auch  immer  bis  i 
gelten  müsse.  Der  Annahme  zufolge  ist  also 

Cp.co  -/,(>) ) (Plm  _/,(« ) (p,m  -/,«). . ~/.c-s)) 

, ...  . (W0)Af®W® .... WC*-»)1 

= (—  ■ £tr-j)  + WC*-»  (p(0  — /0)j 

und 

(p.O)  -/,«))  (p.M  -/,(»)  (p,®  H -/,<-») 

(WWMWWQ) ....  WC*-»)» 

— 1 )'  • C(,_i)  (pO)  —/CI))’ 

folglich,  wie  sich  hieraus  durch  Division  ergiebt: 


P i(  )— /'  — — (.«(  ))  • + //(/-n (pd)  —/di)' 

Nun  ist  ober  noch  31) 

(MO)» 

P'u'  -/*(0  = ~ Ac^n^V, 
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und  folglich  mittelst  des  Vorhergehenden  nach  gehöriger  Substitu- 
tion, wenn  wir  der  Kürze  wegen 


61) 


| CM » CM-OjVM-D—  CM-»(M'-»)*, 
! ATM  = //tf-UA't«-»  — 


setzen : 


p,M  _/,(*)  = — (A#M)» 


CO-D  -»-//(— 0(p0)  — /CD) 
GM-*-//M(p(i>— /«))  • 


Also  ist  nach  dem  Obigen,  wie  man  durch  Mnltiplication  dieser 
Gleichung  mit  der  zweiten  der  beiden  Gleichungen,  von  denen  wir 
ausgegangen  sind,  sogleich  findet: 


62)  (/»,(*)  -/,(»)  (/>,®  -/,<*>)  (>,,(»)  _/, (»)) ....  (jp.M ~/,M) 

/ ,s_,  (JfWJfWWW  JfM) ....  MM)> 

. — l~  J)1-  • c(0  //M(p(i)  — /(!))  ’ 

und  die  Allgemeinheit  des  bemerkten  Gesetzes  ist  folglich  hierdurch 
offenbar  bewiesen.  Zugleich  haben  wir  die  in  den  Gleichungen  61) 
ausgesprochenen  Gesetze  der  Abhängigkeit  der  Grössen 

CO),  CO),  CO),  OM),  ....  OM 

und 


«o,  zro),  o>,  zfM, . . . . zfM 

von  einander  entdeckt. 

Aus  den  Gleichungen  56)  und  62)  ergiebt  sich  nun  aber  so- 
gleich 


631  -Z™_  t 1W_,  OM -t- 0(0  (pO) -/(O) 

1 • MmjumMWMW ....  m>r 


Nach  dem  Vorhergehenden  ist,  wie  man  leicht  findet: 

CU)s=0, 

CO)  =(Af  ('))*, 

GW  = ©O)  AT0)  — CO)(AfO))*, 

CM)  = CWA’O)  — CW(Jf(W)», 

CO)  = CW  A«  — CO)(AfW)* , 
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//o)  = i,  * 

//(*)  = A'mt 

//(«)  = A(2)A(»)  — A0)(3/d))*, 
HW  — m*W  (*)  — Ad)  (3/0))*, 
//(«  = A(0A(6  — nw(Mwy, 

U.  8.  W. 

Setzt  mau  mtu  überhaupt 


61) 


§,(>-*-1)  (3/0))* 

CÖ+»  “ jyn  (»<») 


A'Ö) 


(3/d))* 
A'O) — 


• • _ (3/(0)» 

A(0 

uud  ausserdem  zugleich 

65)  3,0)  =0,  ».Wsrli 

so  ist  nach  einem  allgemein  bekanuten  Satze  von  den  Kettenbrü- 
chen: 


3«(,)=°. 

3,(2)  = (3/0))*, 

3,(1)  =3,(2)  AM  — 3,0)  (3/(2))* , 
3,(6  = 3,(1)  A(1) -3,(D(3/d))*, 
3 . Ö)  = 3 , (6  A(6  - 3 , (1)  (3/(6)  * , 


91,0)  = 1, 

91,(2)  = A0), 

91,(«  = 91,0)  A(*)  _ 5l,o)(3/ (»))*, 
91,(6  = 9l,(«  Ad)  — 9l,(2)(3/d))*, 
91 , »)  = 91 , (6  A(6  — 91 , (» (3/(6)* , 

••  . U.  H.  W. 


Vergleicht  man  dies  mit  dem  Vorhergehenden,  so  ergieht  sich  auf 
der  Stelle 


C?M  = 3,(0,  AM  = 91,(0; 
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also  nach  63) 
66) 


S,W  -f-  9t, OlfrC»  -/(■)) 

• milMVMWMW  ....  MW  ’ 

y(l) 


mittelst  welcher  Formel  sich  das  Verbältoiss  berechnen  und 

gx  IU 

auch  beurtheileo  lässt,  ob  yd)  und  y,d)  gleiche  oder  ungleiche  Vor- 
zeichen haben. 


§.  8. 

Nach  42)  und  45),  und  nach  43)  und  46)  haben  wir  die  beiden 
folgenden  Gleichungen: 

(pCD  — /V-Ö)  (p , d-D  — F,  (*-») 

— — (F01  — JV-D)  (Fd'-D  -f-  F.d-1)  4-/01) 

und 

= _ (F,W  _/,(•))  (Ft-))  4-  F.d-D  +/W), 
oder  die  beiden  Proportionen: 

^d)  _ FV-l) : — (Fd-D  + F,  d-D  4- /CO) 

— Fd)  _ Fd-»  ; p , d— ))  _ F,  d— I) 

und 

/i.dl  — /-,  (0 : — (Fd-))  -f-  F,  d-D  -+-  /(•)) 

= F,M-/1M:p(O-/(0; 

aus  denen  sich  nach  eioem  bekannten  Satze  von  den  Proportionen 
die  beiden  folgenden  Proportionen  ergeben: 

pW  — Fd-» : — (Fd— i)  4-  F,  d-0  4-/01) 

=pW  — FM  : — (Fd-i)  + p,d~»  4-  /Ol) 

und 

p,  01  — /,  (0  : — (Fd-»  + F,  d-D  4-/(0) 

= p,W — F,M:  — ( Fd-»  4- pW  4-  F, d-»). 

Weil  nun  aber  nach  30) 

Fd-1)  4-  ;>,(*-»  = — pW,  F»-D  4-  pM  = — p , d— » 
ist,  so  werden  die  beiden  vorhergehenden  Proportionen: 

;,(i)_F.-» : — (FV-D4-F,  0-»  4-/0))=p())  — FW -.pW  —fW, 
p , M — /,  dl  : — (F0-»  4-  F,  d-»  4- /<»)=/» , «-F,  M ip , d-D-F,  d-)) , 

und  führen  durch  Division  zu  der  Proportion 
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Multiplicirt  man  nun  auf  beiden  Seiten  der  Gleichheitszeichen,  und 
hebt  auf,  was  sich  aufbeben  lässt,  so  erhält  man: 

pCi)  _ ptn 

p,(0  _ F,  10 

(p(l)  —/TU)  (p(D  -fW)  (pW  -ß*))  ....  (ptfl  —ßi)) 

~ (Pi (H -/.(»)  (p.w -/.<*>)  (P.W) -/,(»))  ....(P.W-/.W)- 


Also  ist  nach  60) 


p(l)_JK0 

p,(0  _/”,(.)• 
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XL 


Bemerkungen  zu  zwei  Abhandlungen  in  diesem 
Archiv  in  Betreff  der  Steinerseben  Sätze  über 
die  conischen  Sechsecke  und  Secbsseite. 


VOD 


Herrn  A.  Göpel 

zu  Berlin. 


Im  dritten  Bunde  des  Archivs  beweist  Herr  Dr.  Sclilömilcb 
einige  Sätze  über  die  conischen  Sechsecke  und  Secbsseite,  welche 
Herr  Adams  im  dritten  Hefte  des  fünften  Bandes  wieder  aufnimmt; 
allein  es  scheint  mir,  als  hättet)  beide  den  Inhalt  dieser  Sätze  ver- 
kannt. Je  mehr  die  mathematischen  Wissenschaften  in  den  neuesten 
Zeiten  materiell  an  Umfang  gewinnen,  um  desto  dringender  wird 
auch  die  Pflicht  des  .Mathematikers,  den  gewonnenen  Stoff  in  eine 
übersichtliche  Ordnung  zu  bringen  und  das  Zusammengehörige  oo- 
einanderzareihen.  Aus  dieser  Rücksicht  wird  es  den  Lesern  des 
Archivs  vielleicht  nicht  unwillkommen  sein,  noch  einen  andern  Ge- 
sichtspunkt für  die  fraglichen  Sätze  kennen  zu  lernen.  Cs  siud  die 
folgenden. 

Ister  Lehrsatz.  „In  einem  conischen  Sechseck  ABCDEF 
wird  jede  der  drei  Hauptdiagonnlen  A1 ’),  BE,  CF  von  den  beiden 
nicht  anliegenden  Seiten  des  Sechsecks  in  zwei  neuen  Punkten  ge- 
schnitten , so  dass  man  zusammen  sechs  neue  Punkte  A', 

M",  A"  P"  erhält.  Von  diesen  sechs  Punkten  liegen  die  ersten 
drei,  nämlich  M',  A',  P,  auf  einer  Geraden,  und  die  drei  aodern 
M",  A",  P"  auf  einer  andern  Geraden.” 

Beweis.  Die  Punkte 

(CF  (AB 

sind  die  Durchsehnittspunkte  1 ...  mit  den  1 ,,,, 
der  Hauptdiagonalen  l'  Seiten  1 

[BE  [CD 

Sie  sind  folglich  die  Durchschnittspunkte  der  gegenüberliegen- 
den Seiten  des  conischen  Sechsecks 

ADCFEB. 

Folglich  (Pascalscber  Satz)  liegen  sie  in  einer  Geraden. 
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Ebenso  sind  die  Punkte 

M"  1 . I CF  ' t DE 

....  1 die  Durcbschnitte  der  1 , „ mit  den  1 
A Hauptdiagonalen  )AD  Seiten  \BC 

P"  ' > BE  f AF 

Sie  sind  folglich  die  üurcbsclinilte  der  gegenüberliegenden  Seiten 
des  coniscben  Sechsecks 

AFCBED, 


folglich  liegen  sie  ebenfalls  auf  einer  Geraden. 

Aus  dieser  Darstellung  ersieht  man,  dass  der  aufgestellte  Satz 
nicht  einmal  eine  Folgerung  aus  dem  Pascalschen  Satz,  sondern  le- 
diglich der  Pnscnlsche  Satz  seihst  ist. 

Ein  ähnliches  gilt  von  dem 

lllten  Lehrsätze,  welcher  der  polare  Gegensatz  des  vorigen 
ist  und  den  ich  hier  nicht  zu  wiederholen  brauche.  Er  ist  ledig- 
lich der  Urianchonsche  Lehrsatz  vom  coniscbeu  Sechsseit. 

Fm  nun  zu  dein 

Ilten  Lehrsätze  nebst  seinem  polaren  Gegensatz  zu  kommen, 
wollen  wir  nach  Herrn  Plückers  Vorgauge  nllgcmeia  das  conische 
Sechseck 

ABCDEF 

durch  das  Schema 

AVE  * 

DDF 


auflussen,  so  dass  also  z.  B.  das  conische  Sechseck 


AD  CF ED 

durch  das  Schema 

AVE 
D FD 

dargestcllt  wird.  — Wenn  wir  jetzt  noch  die  Gegenseiten  des  ur- 
sprünglich gegebenen  coniscbeu  Sechsecks  verbinden,  so 

erhalten  wir  drei  Durchschnittspunkte  M,  N,  P,  welche  nach  Pascal 
wieder  auf  einer  Geraden  liegen.  Nun  lautet  der  zweite  Lehrsatz 
dahin,  dass  die  drei  Geraden  MAP,  JU'A'P'  und  JU"A " P‘  sich  in 
einem  Punkte  srhueiden.  Mit  Benutzung  des  obigen  Schemas  wer- 
den wir  ihn  daher  folgendermassen  aussprechen  können. 

Die  Pascalschen  Linien  der  drei  conischen  Sechsecke  1 

ACE  ACE  ACE 

DDF  DFD  FDD 


schneiden  sich  in  einem  Punkt. 
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Id  dimer  Fassung-  erkennt  man  sogleich,  dass  dieser  Satz  einen 
geringen  Theil  von  dem  Steinerschen  Satze  Uber  das  coniscbe 
Sechseck  ausmacht,  welchen  dieser  (jelehrte  in  dem  Anhänge  zu 
seiner  ,, Gutwickelung  der  Abhängigkeit”  gegeben,  aber  schon  viel 
früher  im  (wenn  ich  nicht  irre)  18tcn  Rande  der  Annalen  von  Ger- 
gonne*)  bekannt  gemacht  hat.  Herr  Plücker  hat  ihn  vor  langer  Zeit 
im  5ten  Bande  des  Crelle’schen  Journals  bewiesen  und  derjenige 
Theil  seines  Beweises,  welcher  auf  den  obigen  Ilten  Lehrsatz  Be- 
zug hut,  stimmt  ganz  mit  dem  von  Herrn  Adams  dafür  gegebenen 
Überein. 

Der  IVte  und  Vte  Lehrsatz  sind  wieder  nichts  weiter,  als  der 
Pascalsche  und  Briauchgnsche  Lehrsatz.  Der  erstere  läuft  z.  B. 
darauf  hinaus,  dass  der  Durcbschnittspunkt  der  beiden  Gegenseiten 
AB  und  DE  zur  Bestimmung  der  Pascalsclien  Linie  des  Sechsecks 

A C E 

B D F 

und  auch  zur  Bestimmung  der  Pascalschen  Linie 

. . A C D • 

BEF 


dient,  was  ohne  weiteres  aus  dem  Schema  ersichtlich  ist.  Man 
kann  binzufiigen,  dass  er  noch  anf  den  Pascalschen  LinieD  von 


A F E 
B D C 


und 


A F D 
B E C 


liegt.  Zu  dem  Vten  Satze  bemerkt  Herr  Adams,  dass  er  sich  auch 
direct  aus  dem  Brianchonschen  Satze  ableiten  lasse.  Er  ist,  wie 
ich  un  seinem  reciproken  Satze  (IV.)  gezeigt  habe,  lediglich  der 
Brianchonsche  Satz  selbst. 

Um  den  Lesern  des  Archivs  die  Mühe  des  Nachschlagens  zu 
ersparen , will  ich  noch  den  Steiuersclien  Satz  Uber  das  Sechseck 
wiederholen,  aus  welchem  inan  sich  dann  durch  polare  Uebertragung 
den  über  das  Sechsseit  bilden  kann. 

„Das  vollständige  Sechseck  hat  15  Seiten.  Diese  15  Seiten 
schneiden  sich  ausserdem  noch  in  45  Punkten.  Ist  nun  das  Sechs- 
eck einem  Kegelschnitte  eingeschrieben,  so  liegen  diese  45  Punkte 
zu  dreien  auf  geraden  Linien  und  zwar  dergestalt,  dass  jeder  die- 
ser Punkte  vier  solchen  Geraden  zugleich  angehört.  Die  Anzahl 
dieser  Geraden  ist  duher  60;  und  sie  sind  die  Pascalschen  Linien 
zu  den  60  einfachen  Sechsecken,  welche  man  erhält,  wenn  man  die 
Ecken  des  vollständigen  Sechsecks  iD  allen  ihren  möglichen  ver- 
schiedenen 60  Reihefolgen  nimmt.  Diese  60  Pasculschcn  Linien 
schneiden  sich  zu  dreien  in  einem  Punkte,  so  dass  man  20  solcher 
Punkte  erhält.  Diese  20  Punkte  liegen  zu  vieren  auf  geraden  Li- 
nien, und  zwar  dergestalt,  dass  jeder  dieser  Punkte  drei  solchen 
Geraden  zugleich  ungehört  und  die  Anzahl  dieser  Geraden  daher 
15  ist.” 


•)  T.  XVIII.  p.  m. 


Digitized  by  Google 


90 


Welche  Relation  diese  15  Geraden  tu  einander  haben,  hat  Herr 
Steiner  bis  jetit  unerörtert  gelassen,  und  diese  Frage  ist  es  nar 
noch,  welche  ihrer  Erledigung  entgegensieht. 


XII. 


Einige  Bemerkungen  über  die  Rectification 
und  Quadratur  des  Kreises. 


Nach  einem  Aufsätze  des  Herrn  E.  Cutalan  in  den  Nouvelles 
Aunales  de  Math6matiqucs.  Journal  des  candidats  aux  dco- 
les  polytechniquc  et  normale,  redigd  par  Terqucm  et  Gcrono. 
T.  1.  Paris.  1842.  p.  190.  frei  bearbeitet 

von 

dem  Herausgeber. 


Wenn  wir  die  Flächen  eines  in  und  eines  um  einen  Kreis  be- 
schriebenen regulären  Vielecks  von  2kn  Seiten  respective  durch 


Fk  und  FTu 

'S 

bezeichnen,  so  haben  wir  nach  einem  ullgemeiu  bekannten  Satze 
die  beiden  folgenden  Gleichungen: 


1) 


(Fk)%  — Fi-iFi—i,  Fa=. 


Fk—l  •+•  Fk  ’ 


aus  denen  durch  Division 


2)  (-g£  = ttn-t-hFt) 

folgt. 

Aus  der  zweiten  der  Gleichungen  1)  erhält  mau: 
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r,  = ^ 


r,= 


Fo  + F,’ 
2F,r, 

Ft  + J?,’ 

2F,r, 


Fi  = 


F,-bF,' 

U.  B.  W. 

ZFt—iFi—i 


/ Ui-hFi’ 


und  folglich,  wenn  mau  multiplicirt  und  aufliebt,  was  sich  aufbe- 
ben lässt: 

r>  ojp  FJFxF%  ,..,Fk — i 

1 * •(F.+F1)(Fl-hF,)(F,-i-F,)..^ä-i+m' 

Multiplicirt  mau  die  Gleichungen  2)  und  3)  in  einander,  so  erhält 
man: 

4) 

Setzt  man  hier  fc  — 1 für  Ic,  so  ergiebt  sich: 

Dividirt  man  nun  4)  durch  5),  so  kommt: 

J Fi—t  -f-  Fl—i  >' 

was  man  auch  leicht  in  Worten  anssprechen  kann. 

Man  kann  diese  Gleichung  aber  auch  auf  folgende  Art  aus- 
driicken : 

„ GsO-K.+jfcS. 

und  hieraus  ergiebt  sich,  wenn  man 


8)  Fk  = 


2* 

£ 


setzt,  ferner  die  Gleichung: 


*)  Sollte  sich  nicht  eine  ähnliche  beincrkensvrerthe  Relation  bloss  zwi- 
schen den  Fläcbenriumen  der  mn  den  Kreis  beschriebenen  reguläreu 
Vielecke  finden  lassen? 
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Setzt  man  dagegen 


10)  Ft  = 2*©*, 

so  erhält  man 

(0iV—  . 

Geben  wir  vom  eingeschriebenen  regulären  Vierecke  aus,  und  setzen 
folglich  i»  = 4,  so  ist,  wenn  der  Halbmesser  des  Kreises  als  Ein- 
heit angeuommeu  wird,  offenbar 


F0  = 2,  ^„  = 4; 


also  auch  der  ersten  der  Gleichungen  1): 


(F,y  = F9F0  = 8,  F,=  2)/2. 
Folglich  ist  nnch  8) 

8o=t>  8i==(72’  g^  = )/2; 


und  man  erhält  also  mit  Hülfe  der  Gleichung  9)  überhaupt  die  fol- 
genden Ausdrücke: 

h=^ 

§^  = 1/(2+  V/(2  -f-  1/(2  + 1/2))), 

|i  = 1/(2  -f-  f/(2  + l/(2  -+-  V/(2  4- 1/2)))), 

u.  s.  w. 


Bezeichnet  man  nun  aber  die  Grössen  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichheitszeichen  der  Kürze  wegen  nach  der  Reihe  durch 

7(2),  7, (2),  7,(2),  /,(2) 

so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

8,  =4/.  (2), 

8»=4/.(2)/s(2). 

8.=i/.(2)/,(2)/,(2), 

8.=4/.(2)/,(2)/,(2)/4(2), 

8.  = i/.(2)/,(2)/l(2)/<(2)/,(2), 

U.  8.  W. 


* Digitized  by  Google 


93 


und  folglich  nach  8),  wenn  wir  der  Kürze  wegen 
12  > 

setzeii: 

F,=  2^,(2), 

*’>=29’>(%>i(2)> 

Fi=29,1(2)9p1(2)9>,(2), 

F4  = 29>1(?)9p,(2)9,(2)s,4(2), 

F,  = 29l(2)<pJ(2)Sp,(2)y4(2)9!l(2), 

u.  s.  w. 


Bezeichnen  wir  die  Grnuze,  welcher  Fi  sich  nähert,  wenn  X- 
in’s  Unendliche  wächst,  durch  F^,  so  ist  bekanntlich,  wenn  jt  wie 
gewöhnlich  die  halbe  Peripherie  des  Kreises  bezeichnet: 

14)  ti  = Fx. 

Bezeichnen  wir  also  die  Gränze,  welcher  das  Product 
9’i(2)9>>(2)9>.(2)9’4(2)  ....  yt(2) 
sich  nähert,  wenn  k in’s  Unendliche  wächst,  durch 

’ sM2)?^2)^2)^2)  • • • • »■.(*); 


so  ist  nach  13) 

15)  l*  = 9p1(2)ys(2)y,(2)y4(2)  ....  VJ2). 

Leicht  überzeugt  man  sich  nun  von  der  Richtigkeit  der  Relation 

W(2)=V)2+/*— i(2)|* 

aus  der  sich  ferner  nach  12)  sogleich  die  Relation 

S«(2)  = 


!i 


ergiebt.  Nun  ist  aber  nach  12) 

2 1 * 

»>,(2)  = (7Ö  =v7J  = sec  T’ 

Also  ist 
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9.(2)  = sec 


u.  s.  w. 


Wie  man  auf  diese  Art  immer  weiter  gehen  kann,  unterliegt  kei- 
nem Zweifel,  und  es  ist  folglich  allgemein 

9>i(2)  = sec  ~i. 

Bezeichnen  wir  die  Gränzc,  welcher  das  Product 

s's  n s n 

sec  sec  sec  — sec  — . sec  ^ 

sich  nähert,  wenn  k in’s  Unendliche  wächst,  durch 

n 7i  n n Ti 

sec  8ec  §7  sec  £7  scc  £7 sec  53s, 

so  ist  nach  15) 

16)  4*r  = sec  7p  sec  ^ sec  ~ ....  sec^. 

Dies  ist  eine  längst  bekannte,  von  En ler  gefundene,  hier  aber  ganz 
elementar  bewiesene  Formel. 
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XIII. 


Allgemeiner  Beweis  der  bekannten  Ausdrücke 
für  sin  (adt/3)  und  cos  (a=fcß). 


Von 

Herrn  F.  Arndt, 

Lehrer  atn  Gymnasium  zu  Stralsund. 


1. 

Um  xu  einer  allgemeinen  Definition  des  Sinus  und  Cosinus  zu 
gelangen,  ist  es  nöthig,  folgende  Betrachtung  über  das  Zählen  der 
Kreisbogen  anzustellen. 

In  der  Peripherie  eines  mit  der  Einheit  als  Radius  beschriebe- 
nen Kreises  werde  ein  fester  Punkt  A angenommen.  Ist  dann  M 
ein  beliebiger  anderer  Punkt  in  der  Kreislinie,  so  verstehe  ich  un- 
ter dem  zwischen  A und  M liegenden,  oder  dem  dem  Punkte  M 
zugehörigen  (entsprechenden)  Bogen  den  Weg,  welchen  mun  auf 
der  Peripherie  zurück  legen  muss,  um  von  A nacb  M zu  gelangen. 
Diese  Bewegung  kann  nicht  nur  von  A aus  nach  zwei  verschiede- 
nen Richtungen  geschehen,  deren  eine  positive,  die  andere  negative 
Bogen  bestimmt,  sondern  einmal  in  M ungelangt,  wird  man  noch 
beliebig  oft  in  diesem  Punkt  Bekommen,  wenn  man  die  Peripherie 
mehrmal  durchläuft.  Es  gehören  daher  dem  Punkte  M unendlich 
viele  Bogen  zu. 

Nun  denke  man  sich  durch  des  Kreises  Mittelpunkt  ein  recht- 
winkliges Coordinatensystcm  in  des  Kreises  Kbenc  gelegt,  so  dass 
der  positive  Theil  der  Abscissenaxe  vom  Mittelpunkte  nach  dem  festen 
Punkte  A,  von  dem  alle  Bogen  an  gezählt  werden,  gerichtet  ist. 
Dies  vorausgesetzt,  nenne  ich  mit  Grunert*)  den  Sinus  und  Co- 
sinus des  dem  Punkte  M zugehörigen  Bogens  resp.  die  Ordinate 
und  Abscisse  des  Punktes  M in  Bezug  auf  das  angenommene 
System. 


2. 

Da  nach  dem  Obigen,  wenn  a ein  ganz  beliebiger  (positiver 
oder  negativer)  dem  Punkte  M zugehöriger  Bogen  ist,  eben  die- 
sem Punkte  überhaupt  der  Bogen  adtzikn  entspricht,  wo  k eine 


*)  Elemente  der  ebenen,  sphärischen  und  tpbäroidiscben  Trigonometrie 
Z»m  Gebrauche  bei  Vorlesungen. 
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positive  ganze  Znhl  bezeichnet,  so  folgt  aus  der  Definition  des  Si- 
nus und  Cosinus,  dass 


1) 


j sin  («  db  2X-tt)  =:  sin  u 
) cos(a  db2X;r)  = cos  u 


ist. 

Hierdurch  sind  die  Sinusse  und  Cosinusse  zweier  Bogen  ver- 
glichen, die  sich  um  rb2X-jr  unterscheiden,  l'm  nun  eine  Verglei- 
chung für  zwei  sich  um  zb(2X-f-l):r  unterscheidende  Bogen  nn- 
zustellen,  sei  M'  der  dem  Punkte  M diametral  gegenüberliegende 
Punkt  der  Peripherie.  Die  diesem  Punkte  zugehörigen  Bogen  zu 
finden,  stelle  man  sich  vor,  dass  man  auf  der  Kreislinie  fortschrei- 
tend in  1U  angelangt  sei,  und  der  Bogen  a sei  das  Hesultat  dieser 
Beweeung.  Von  diesem  Moment  an  gerechnet,  wird  man  zum  er- 
sten Mal  in  M'  ankommen,  wenn  der  Bogen  db?r  durchlaufen  ist, 
weswegen  dem  Punkte  M'  schon  der  Bogen  a ± ;r  entspricht. 
Da  man  nun  von  M'  die  ganze  Peripherie  noch  mehremul  durch- 
laufen muss,  um  immer  wieder  von  Neuem  in  diesem  Punkte  an- 
zukommen, so  gehört  dem  Punkte  M'  überhaupt  der  Bogen  a rb  jr 
dt  2X-;r  zu.  Jenachdem  man  uun  die  obern  oder  untern  Zeichen 
auf  einander  bezieht,  oder  nicht,  findet  man  die  Bogen  adb(2X'-+-l)jr, 
oder  <*db(2X — l)w;  da  nber  2X- — 1 so  gut  als  2X--+-1  jede  unge- 
rade Zahl  reprüsentirt , so  ist  der  letzte  Bogen  im  ersten  schon 
enthalten,  und  somit  entspricht  dem  Punkte  JU'  der  Bogen 
« db  (2X  -j-  1 )tt. 

Da  nun  Minus  und  Cosinus  der  den  Punkten  M und  M'  ent- 
sprechenden Bogen  absolut  gleich,  den  Vorzeichen  nach  aber  ent- 
gegengesetzt sind,  so  erhält  man  die  Relationen 


2) 


y sin  jodb(2X--f-  1)jt|  = — sin  a 
) cosjadb  (2X  -f-  i)n | = — cos  a 


Die  Ausdrücke  1)  nnd  2)  lassen  sich  aher  so  mit  einander  verei- 
nigen: 

gj  l sin  (a  ±X7r)  = (—  1)*  sin  a 
(cos{«zbX‘7r)  = ( — 1)*  cos  a 


indem  jetzt  X eine  beliebige  (gerade  oder  ungerade)  positive  ganze 
Zahl  bezeichnet. 

Dadurch  sind  die  Functionen  zweier  Bogen  verglichen,  die  sich 
um  ein  gerades  Vielfache  von  |jr  unterscheiden. 

Endlich  betrachten  wir  zwei  Bogen,  die  sich  um  ein  ungerades 
Vielfache  von  r nnterscheiden. 

Zu  dem  Knde  sei  wieder  a ein  ganz  beliebiger,  dem  Punkte  M 
zugehöriger  Bogen,  der  in  einem  der  vier  Quadranten  (s.  die  nach- 
folgende Figur)  endigen  kann: 
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O ist  des  Kreises  Mittelpunkt,  von  M schreitet  man  in  allen  Fäl- 
len nach  derselben  (positiven)  Richtung  zu  M'  fort  durch  den  rech- 
ten Winkel  MOM'  hindurch.  Dann  ist  u ■+■  ^n  ein  dem  Punkte 
M entsprechender  Bogen.  Sind  MX,  M'X'  auf  AO  senkrecht,  so 
erhellt  die  A eh n lieh k eit  der  Triangel  MOX , M' OX',  weswegen 
MX=  OX'.  und  OX  = M'X'.  Da  nun  in  allen  Fällen  siu(a-f-|jr) 
und  cos  a dasselbe,  dagegen  cos(a-|-|jr)  und  sin  a entgegenge- 
setzte Vorzeichen  haben,  so  ist 


^ isin(a-Hiw)  = cos  « 

I cos  (a -|- jjr)  = — sin  o. 

Zieht  man  in  diesen  Relationen  von  a-\-\n  den  Bogen  n ab,  und 
berücksichtigt  die  Formeln  3),  so  entsteht 


- ^ isin(a — |jr)  = — cos  a 
/cos(« — {jr)  = sin  a. 

Addirt  mau  in  4)  zu  « jjv  die  Grösse  kn,  und  beachtet  die 
Formeln  3),  so  wird 


t sin  |»-t-(2*-+-  l)inr|  =(—  1)*  cos  a 
I cosja-4-  (2/--F-  l))7r|  = — (—  1)*  sin  a. 

Subtrahirt  man  dagegen  in  5)  von  a — den  Bogen  kn,  nnd 
beachtet  ebenfalls  3),  so  entsteht 

isin  ja  — (2£+ l)jjr|  ==  — (—  1)*  cos  a 
I cos  { a — (2Xr  — t—  1 )\n | = ( — 1)*  sin  a 

So  sind  nun  in  den  Formeln  3),  6),  7)  die  Sinusse  und  Cosi- 
nusse zweier  sich  um  ein  beliebiges  Vielfache  von  ± \n  unter- 
scheidender Bogen  verglichen. 


3. 

Jetzt  haben  wir  noch  zu  untersuchen,  wie  sich  die  Sinns  und 
Cosinus  eines  negativen  Bogens  zu  denen  des  positiven  verhalten, 
i Es  sei  deshalb  a — a‘-+-ikn,  wo  a,  a'  positiv  und  a'-<2 «•; 
dann  ist  — u = — d — ikn,  und  folglich  sin  a = sin  a'  und 
sin  (—  a)  = sin  (—  ar) , cos  a=rcos  a!  und  cos( — «)  = cos  ( — a') 
nach  1). 

Rechnet  man  die  Bogen  «'  und  — a'  beide  vom  Punkten!  aus 
so  erhellt  durch  einfache  geometrische  Betrachtung,  dass  dieselben 
zugleich  im  ersten  und  vierten,  oder  im  zweiten  und  dritten  Qua- 
dranten endigen,  weshalb  sin  ( — a')  = — sin  a',  und  cos  ( d) 

— cos  d.  Daher  ist  auch 

g j l sin  (—  a)  = — sin  a 
(cos( — a)  = cos  a. 

Die  Formeln  3),  6),  7),  S)  reichen  nun  vollständig  aus,  um  die  all- 
gemeine Gültigkeit  der  Formeln 

TbtU  VI.  7 
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•9) 


sin  (a-4-/?)  = siü  a cos  ß-i-cos  a sin  ß 
cos(n  -4-  ß)  = cos  a cos  ß — sin  u sin  ß 


darzuthun. 

' 4- 

In  den  Elementen  der  Trigonometrie  wird  ohne  Weitläufigkeit 
erwiesen,  dass 

jqj  l sin  (adtzß)  =z  sin  a cos  /Jztcos  a sin  ß 
I cos (a  dh  ß)  = cos  a cos  /$^=sin  a sin  ß 

ist,  wenn  die  Bogensumme  a -4-  ß im  ersten  Quadranten  liegt,  so 
dass  die  Bogen  a,  ß beide  positiv  sind,  und  keiner  von  ihnen  hin- 
sichtlich des  absoluten  Werths  die  Grösse  \n  übersteigt. 

Für  das  untere  Vorzeichen  nun  haben  wir  nach  8) 

sin  (a  — ß)  = sin  a cos  ( — ß)  -4-  cos  a sin  (—  ß), 

und  wenn  wir  daher  a — ß nls  Summe  der  Bogen  a und  — ß an- 

sehcn,  so  bleibt  für  diesen  Fall  die  erste  der  Relationen  9)  richtig. 

Ferner  ist  nach  8)  sin  ( — a — ß)  = — sin  (a  4-  ß)  — 

— sin  « cos  ß — cos  a sin  ß,  welches  wiederum  nach  8)  = 

sin  ( — «)  cos  ( — ß)  -f-  cos  ( — a)  sin  ( — ß). 

Endlich  ist  sin  ( — a -|-  ß)  = — sin  (a  — ß)  — — sin  o cos  ß 
-+-  cos  a sin  ß nach  10),  welches  nach  8)  wieder  =siu( — u)  cos  ß 
-4-  cos  ( — a)  sin  ß ist. 

Deshalb  ist  die  erste  der  Relationen  9)  richtig  in  allen  den 
Fällen,  wo  u,  ß beliebige  positive  oder  negative  Bogen  sind,  deren 
keiner  bloss  mit  Rücksicht  auf  den  absoluten  Werth  die  Grösse  in 
übersteigt.  Ganz  ähnlich  wird  die  Richtigkeit  der  zweiten  Glei- 
chung in  9)  erwiesen. 


5. 

Sind  nun  a,  ß zwei  ganz  beliebige  Bogen,  dagegea  a',  ß1  zwei 
Bogen,  deren  keiner  hinsichtlich  des  absoluten  Werths  in  über- 
steigt, so  können  die.  positiven  ganzen  Zahlen  k,  q jederzeit  so 
bestimmt  werden,  dass 

11)  = 

\ß  — ß’±^Tf.Q 

ist. 

Denn  ist  a zuerst  positiv,  so  nehme  man  in  so  oft  davon  weg, 
als  es  angeht,  z.  B.  r/rrnal,  der  Rest  ci  wird  sein.  Ist  nun 

dieser  Rest  auch  kleiner  als  in,  so  hat  man  nur  k = m zu  neh- 
men. Wenn  aber  a'  die  Grösse  in  übersteigen  sollte,  so  setzt  man 
a = — — o')  -f-  |rr(wt  1 ),  welches  ebenso  viel  als  a'-t-in.m, 

und  nimmt  k = m -4- 1,  da  nun  in — tt!  stets  kleiner  als  in  ist. 

Ist  ferner  u negativ,  so  kann  nach  dem  eben  Bewiesenen 
— « = a'  -4-  i»  . A gesetzt  werden,  d»4s  a'  •<  und  dann  ist 
o = — a'  — in  . k. 
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Dieselben  Schlüsse  gelten  für  ß,  und  UDsere  Behauptung  ist  so- 
mit erwiesen. 

• 6. 

Der  Fortgang  der  Betrachtung  erfordert  die  Unterscheidung 

dreier  Hauptfalle,  nämlich: 

I.  Sind  k,  p beide  gerade  = 2 k',  2p',  so  ist  entweder 

= «’-f-  ß'±7t(k'  -f-  p') 

oder 

a-+-  ß — a'  ß'  z±z7i(k'  — p'). 

a)  Ist  nun  k/'^>Q,  so  ist  k1 — p'  positiv,  und  nach  3) 

sin  (a  -H  ß)  = ( — l)*^  . sin  (oi  -f-  ß1). 

Entwickelt  man  den  Sinus  auf  der  rechten  Seite  nach  9),  welches 
nach  4)  erlaubt  ist,  und  beachtet,  dass  nach  3) 

sin  a = sin  (a  k'it)  = ( — l)1'  sin  a 
cos  ai  = cos(o  rp  /•■'»)  = ( — l)*'  cos  a, 

und  ähnliche  Ausdrücke  für  sin  ß"  und  cos  ß'  entspringen,  so  er- 
hält man 

sin  (a ß)  = ( — 1 )*■*£*.( — lJ^-H^sin  a cos  /?-|-cos  « sin  ß). 

Da  nun  das  Product  (—  1)*'±P\  (—  1)*’+*'  entweder  = (—  l)s«'+<p 
oder  =( — 1 )**' , also  stets  die  positive  Einheit  ist,  so  bleibt  die 
erste  der  Relationen  9)  richtig. 

b)  Ist  dagegen  p',  so  wird  man  nnr  a und  ß mit  einander 
verwechseln,  wobei  aber  sin  « cos  ß •+■  cos  « sin  ß seinen  Werth 
nicht  ändert. 

II.  Sind  k,  p beide  ungerade  = 2#  -+-  1 , 2p'  -+-  1,  so  ist 
entweder 

u + ß = a'+ß'= hnfk’-j-g'+l) 

oder 

a-+-/S  = a'-+-/J'±  n{k?  — p) ; 

und,  wenn  k'  — p'  positiv,  nach  3) 
entweder 

sin  («  —|—  /S)  = ( — l)*'+P'-»-t . sin  («'  -f-  ß') , 

oder 

sin  (a  -f-  ß)  = ( — 1)*' — C*  . sin  (a'  -+-  ß). 

Entwickelt  man  die  Function  auf  der  rechten  Seite  nach  9),  und  be- 
achtet, dass  nach  6)  und  7) 

sin  a = sin  |a  -f- 1)}  =qp  ( — 1)**  cosa 

cos  «'  = cos  j a {n{2k'  •+•  1)  ( = ± ( — 1)*'  sin  a, 

7* 
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and  ähnliche  Ausdrücke  für  sin  ß’  und  cos  (f  entspringen,  so  folgt, 
dnss,  jenachdcm  man  die  Vorzeichen  in  11)  auf  einander  bezieht 
oder  nicht, 
entweder 

sin  (a  ß)  = ( — 1)*‘-H>'+1 . ( — l)*'-+f‘-+-i(sin  a cos  ß •+-  cos  a sin  ß) 

oder 

sin  (a -1- /?)  = ( — 1 )*'—?'.( — l^+e^sin  a cos/?-l-cosa  sin  jS), 

weswegen  die  erste  der  Relationen  9)  richtig  bleibt. 

Ist  K — q'  negativ,  so  vertauscht  man  ß mit  a,  und  es  ändert 
sich  nichts. 

111.  Ist  k gerade  = 2 kJ,  und  q ungerade  = 2p'  -+-  1 , so  ist 
entweder 

u -+•  ß = a'  ß1  dr  j2(A'  -4-  p')  -+- 1| 

oder 

a-t-ß  = a'  -f-  /?  ± {w|2(A-'  — q'  — 1)  -4-  1 1 

oder 

u-\-ß  = a'~ \-ßl  ±4jr|2(e'  — /•')-+-  lj. 

Die  erste  Gleichung  entspringt,  wenn  mnn  in  11)  die  ohern  und 
untern  Vorzeichen  auf  einander  bezieht,  die  zweite  und  dritte,  wenn 
dies  nicht  geschieht,  und  es  findet  die  erste  von  den  beiden  letz- 
tem, oder  die  andere  ihre  Anwendung,  jcnachdem  k’  q'  oder 
k'  <Cp'  ist.  Daher  ist  nach  6)  und  7) 
entweder 

sin  (a  -+-/?)  = db  ( — 1)*'+?'  cos  (a'  -+-/?') 

oder 

sin  (a  (?)  =;  dfc  ( — 1 )**— 1 cos  («'  -f-  ß1) 

oder 

sin  (a  -+-/?)=  ( — 1)?'-*'  cos  («'  -+-  ß'). 

Entwickelt  man  die  Function  anf  der  rechten  Seite  nach  9),  und  be- 
achtet, dass  nach  3) 

sin  a'  = sin  (a  JPit)  = ( — 1)**  sin  a, 
cos  a'  = cos(a=f=  k'n)  = ( — 1)*"  cos  a, 

und  nach  6)  und  7) 

sin  ß1  = sin  j/Jqp  {rr(2p' -1-1)1  ==F(—1)?'  cos  ß, 
cos  /S'  = cosj/S:^w(2p'-l-  1)J  =±(—  l)e  sin  ß, 

so  ergiebt  sich 
entweder 

sin  («  -1-  ß)  = ± ( — 1 )*'+?' . ± ( — l)t'+?‘(gin  a cos  ß cos  a sin  ß) 
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oder 

. siu(a-+-jS)  = ±( — 1}^— (>'— l . rp  (—  l^'+^^siu  a cos/S-f-cosa  siu/S) 
oder 

siu  (a-f-/?)  = =p  ( — 1)?'— *'  ,=p( — l)*'+?'(gin  a cos  ß -f-  cos  a sin  ß), 

woraus  ersichtlich,  dass  die  erste  der  Relationen  9)  richtig  bleibt. 

Ist  endlich  k ungerade  uud  g gerade,  so  würde  nur  ß mit  u 
zu  vertauschen  sein,  und  alles  ungeändert  bleiben. 

Ganz  ähnlich  kann  der  Satz  für  cos(a-f-jS)  bewiesen  werden, 
einfacher  jedoch  auf  folgende  Weise: 

7. 

I 

Nach  4)  ist  cos  (a  •+-  ß)  = sin  (a  ■+-  ß •+•  £»),  welches  nach 
dem  bisher  bewiesenen  allgemeinen  Satze  = sin  u cos  (/?  ■+■  *«) 
-4-  cos  a sin  (ß  -+-  {n),  das  wiederum  nach  4)  = sin  a . — sin  ß 
-f-  cos  a . cos  ß ist. 

Wie  daher  auch  die  Bogen  a,  ß beschaffen  sein  mögen,  es  ist 
jederzeit 

sin  (a-4- /?)  = sin  a cos  ß cos  u sin  ß 
cos(«  -+■  ß)  — cos  u cos  ß — siu  a sin  ß. 

Endlich  verdient  heraUBgehoben  zu  werden,  was  sich  aus  5)  und  8) 
crgiebt,  nämlich: 

isin(|7r  — o)  = — sin  (a  — |w)  = cos  a 
' (cosfjzr — a)=  cos(a  — \n)  = sin  a. 

Du  die  Bogen  jnr  — a und  a sich  complementiren  (d.  h.  zu  \it  er- 
gänzen), so  folgt,  dass  Sinus  und  Cosinus  eines  Bogens  resp.  der 
Cosinus  und  Sinus  des  Complementarbogens  sind. 
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XIV. 

Eine  Bemerkung  über  den  Beweis  des 
Moivreschen  Lehrsatzes  ohne  Hülfe 
des  Imaginären. 

Von 

Herrn  A.  Göpel 

zu  Berlin. 


Die  Bemühungen,  das  Imaginäre  bei  analytischen  Dcductionen 
xu  umgehen,  dürften  Manchem  als  völlig  antiquirt  und  in  jene  Zeit 
gehörig  erscheinen,  wo  man  das  Imaginäre  noch  eben  so  sehr,  als 
heutigen  Tages  die  divergenten  Reihen,  perhorrescirte.  Indessen 
können  sie  zuweilen  durch  ausserwisscnschaftliche  Umstände  gebo- 
ten sein,  und  aus  dieser  Rücksicht  nimmt  die  folgende  Bemerkung 
einige  Nachsicht  in  Anspruch. 

Uagrange  argumeutirt  zu  dem  angedeuteten  Zwecke  in  den 
Le^ons  sur  le  calcul  des  fonctions  p.  143  auf  diese  Art; 

Die  beiden  Reihen 


und 


2,  2cos  a,  2cos  2a,  2cos  3a,  .... 
entsprechen  einem  und  demselben  recurrenten  Gesetz; 


und 


Xr4-1  = (*  + Ar  — A’r— 1 


Ar+ 1 = 2cOS  aAr  — Ar—  i, 


wo  Xr  und  Ar  im  Allgemeinen  beziehlich  xr  ■+•  — und  2cos  ru 
bedeuten.  Setzt  man  also  x •+-  -p  = 2cos  a,  so  werden  jene  bei- 
den Reiben  identisch  und  man  hat  Xr—Ar,  oder  xr  -+-  — = 2cos  ru. 

Mit  andern  Worten , wenn  x * — 2 a:  cos  a -f-  1 = 0,  so  ist  auch 
scir  — 2xr  cos  ra  1 = 0,  und  folglich  ist  x2r  — 2xr  cos  ra-1-1 
durch  x * — 2x  cos  a+  1 theilbar. 
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Hier  ist  über  das  Imaginäre  nur  scheinbar  vermieden,  denn 
kann  nicht  gleich  2cos  a gesetzt  werden,  weil  2cos  « je- 
denfalls innerhalb  der  Gränzen  — 2 und  2,  dagegen  x+  j 
immer  ausserhalb  derselben  liegt.  Oder  besser  gesagt,  mit  dein 
Setzen  von  x ■+■  ~ =2cos  a ist  eben  ein  Imaginäres  gesetzt  wor- 
den, was  doch  vermieden  werden  sollte. 

Lagrange  würde  aber  seinen  Zweck  mittelst  einer  ganz  gerin- 
gen Abänderung  erreicht  haben.  Wenn  man  nämlich  mittelst  jenes 
recurrenten  Gesetzes  nllmälig  X2,  X,  ....  Xr  und  zwar 

A’r  = p(x  + + ?(x  + ^)'-i  + . . , . 

erhält,  bo  muss  man  für  das  allgemeine  Glied  der  andern  Reihe 
Ar  ebenfalls 

Ar  = p(2cos  «)''  -+-  g(2cos  a)r~ 1 -4-  - - . . 

erhalten,  weil  cs  durch  eben  dasselbe  recurrcnte  Gesetz  entsteht. 
Folglich  ist 

Xr—Ar—  p\(x-*-^Y  — (2COS  «)') 

-4-?|(.x-4--^-)’— » — (2cos  a)r—,|  Hh---- 
Wird  nun  rechts  und  links  mit  xr  mnltiplicirt.  So  hat  man 

xir  — 2xr  cos  ra  -f-  1 = p |(ar’  -4-  l)r  — (2x  cos  «)rj 

-f-  qx |(x’  -+-  l)*—1  — {ix  cos  «)r_ 1 1 — I-...., 

wo  auf  der  rechten  Seite  jedes  Glied  durch  (.r*  -4- 1)  — (2a:  cos  a) 
tbeilbar  ist,  was  mithin  auch  für  die  linke  Seite  gilt. 

Man  erhält  auch  durch  eine  theilweise  Division: 


jfir  — 2xr  cos  ra  -t-  1 
x*  — 2x  cos  a-j-1 


-f-  1 


2.-rcos  « . 


xfr-— 2 — 2xc— t cos(r  — l)c-4-l 
xä  — • 2x  cos  a -+-  1 


, jflr— 4 — 2x^-2  cos  (r  — 2) « -f- 1 
xa  — 2x  cos  o + l 


Wenn  also  irgend  zwei  auf  einander  folgende  Glieder  der  Reihe 

Y„,  Y„  Y2,  Y,  ..... 

wo  Yr  allgemein  den  Ausdruck  x*'  — 2xr  cos  ra  -4-  1 bezeichnet, 
durch  x1  — ix  cos  a -f- I tbeilbar  sind,  so  ist  cs  auch  das  näch- 
ste, mithin  alle  übrigen.  Nun  ist  es  aber  das  erste  Yot  welches 


Digitized  by  Google 


, 104 

Null  ist;  und  dnB  zweite  V, , welches  x*  — *ix  cos  a -f-  1 selbst 
ist;  folglich  ist  auch  x3r  — 2xr  cos  ra  1 durch  x ’ — 'Ix  cos  « 1 

theilbar. 


XV. 

Bemerkungen  über  die  Lehre  von  den 
geometrischen  Progressionen  *). 

Von 

Herrn  E.  Heis, 

Oberlehrer  an  der  höheren  Bürger-  und  Provinzial  - Gewerbichule 
zu  Aachen. 


Bekanntlich  lassen  sich,  wenn  von  den  fünf  Grössen:  Anfangs- 
glied  a,  Endglied  t,  Anzahl  der  Glieder  «,  Exponent  e und  Summe 
oller  Glieder  * einer  geometrischen  Progression  drei  gege- 
ben sind,  die  beiden  hörigen  leicht  finden.  Die  Lehrbücher  der  Al- 
gebra geben  zu  den  20  möglichen  Aufgaben  die  Resultate  theils 
direct  an,  theils  stellen  sie  die  Gleichungen  auf,  deren  Wurzelu 
zur  Bestimmung  der  gesuchten  Grössen  dienen;  so  wird  zur  Be- 

Stimmung  von  e aus  a,  n,  * die  Gleichung  en — — «H — =0, 

zur  Bestimmung  von  t aus  a,  n,  s,  so  wie  zur  Bestimmung  von 
a aus  t,  u,  s die  Gleichung  t(*  — /)"— * — a(»  — tr)H— 1 = 0 , uud 
endlich  zur  Bestimmung  von  e aus  n , /,  s die  Gleichung 

e"  — -■  ® aufgestellt.  Diese  drei  Gleichungen 

vom  «ten  Grade  enthalten  ober  jede  einen  VVurzelwerth,  welcher 
der  Gleichung,  nicht  aber  den  Forderungen  der  Aufgabe  zukommt. 
Zur  Vereinfachung  des  Ausdruckes  sind  nämlich  die  ursprünglichen 
Gleichungen  vom  (» — l)ten  Grade  durch  Multiplication  mit  einem 
binomischen  Factor  in  Gleichungen  vom  «ten  Grade  verwandelt 
worden,  erhielten  aber  eben  durch  diese  Multiplication  einen  Wur- 
zelwerth. welcher  als  Antwort  auf  die  gegebene  Aufgabe  ganz  und 
gar  nicht  passt.  Dm  e aus  a,  n.  * zu  bestimmen  dient  nun  die 


')  S-  meine  Sammlung  von  Beispielen  und  Aufgaben  aus  der  allgemeinen 
Arithmetik  mul  Algebra,  dritte  vermehrte  Auflage.  Köln.  1844. 
Seite  371. 
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Gleichung  des  (n — l)ten  Grades  e"— ■ -+-  e*—' 1 -+-  <f*— * ...,  + l — 

glt  _ ] | * 

= 0,  welche  nuch  unter  der  Form  : = 0 sich  darstelleu 

e — 1 a 

lässt.  Multiplicirt  man  diese  letztere  Gleichung  mit  e — 1,  so  er- 
hält man  die  Gleichung  e* — ° = 0 vom  »ten  Grade, 

welche  in  den  Lehrbüchern  gewöhnlich  angeführt  wird,  die  aber  den 
Wurzelwerth  e=l  in  sich  enthält,  welcher  in  Bezug  auf  dieForderung 
der  Aufgabe  unrichtig  ist.  Die  Gleichung  t(s  — /)"— 1 — a(t — 

= 0 zur  Bestimmung  von  a oder /enthält  den  Wurzelwerth  t=a,  diese 
Gleichung  ist  demnach  zu  verwerfen  und  statt  ihrer  die  Gleichung 

vom  (» — l)ten  Grade  yn~l  -+-  y"~ 2 -f-  y”~l 1 — = 0 oder 

m — 1 

r = 0 aufzustellen,  wo  y—\f— , deren  Wurzeln  alle 

y — l a * r a ’ 

den  Forderungen  genügen.  Die  Gleichung  e"  — — en~ 1 -fr-  g f 

— Ü endlich  giebt  den  Wurzelwertb  e = 1 , welcher  ebenfalls  nur 
der  Gleichung  genügt;  statt  dieser  Gleichung  vom  »teu  Grade 

ist  daher  die  Gleichung  e*~: 1 (1 j)  -fr-  ^“2  -fr-  e*~3 . . . . -fr-  e -fr-  1 

= 0 oder  gf ^ ~e"—' ‘ = 0 aufzustellen.  In  einem  ganz  beson- 

deren Falle  kann  zwar  e=;l  und  a = t sein,  aber  alsdann  liefert 
auch  die  Gleichung  vom  («—  l)ten  Grade  diese  Werthe  und  die  Glei- 
chung vom  »teu  Grade  würde  diese  Wcrtbe  doppelt  geben. 


XVI. 

Uebungsaufgaben  für  Schüler. 


Es  ist 

und 


2Aa,atu,=  (», -fr- -fr- «,)’ 

— («r,  -fr-  «,  — «,)’ 

— («i  ■+■«.  — «>)* 

— («r,  -fr-«r,  — a,y. 
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Lassen  sich  ähnliche  Gesetze  für  Products  mit  mehr  als  drei  Facto* 
ren  angeben? 


Wenn  die  Seiten  zweier  Dreiecke  einander  parallel  sind,  und 
das  eine  dieser  beiden  Dreiecke  in,  das  andere  um  ein  drittes 
Dreieck  beschrieben  ist,  so  ist  der  Flächenraum  dieses  letzteren 
Dreiecks  die  mittlere  Proportionale  zwischen  den  Flächenräumen 
der  beiden  ersten  Dreiecke. 


' Zusatz  zu  den  zu  beweisenden  Sätzen.  Tbl.  V.  S.  335. 
Von  Herrn  A.  Göpel  zu  Berlin. 

I)  Von  der  Reihe 

, . («s» -!»)(«» -3») 

* 22  ' ^ 23 ,4S  *T  • • . • 


ist  für  jedes  im 

die  Summe  der  ersten  a Glieder  == 


(31 — m*)(5* — m,).~(2» — l)1 — m* 


also  die  Summe  sämmtlicber  Glieder  = 


21 . 4* ....  (2n  — 2)* . 2» 
„ m 

2 COS  — 71 


n(l  — »»*)' 


*2)  Von  der  Reibe 

, m*  — 2*  , , (m*  — 2*Hwi*  — 4*)  . 

I 97  * T ' ta  ki  • T •••• 


ist  für  jedes  m 

die  Summe  der  ersten  n Glieder 

1 1 (2*  — m')  (4*— — m') 

, — mJ  — 1 m»  — 1 - 3*  .5*  ...,(2n  — l)’(2n-t-l)  ’ 

, 1 m 

1 — sin  —7« 

also  die  Summe  sämmtlicber  Glieder  = - — - — . 

»«*  — 1 

3)  Wenn  m eine  gerade  Zahl  ist,  so  ist  die  Summe  der  Reihe 


* ' 1 _ 03  ’ 


<—  D*  - 1* 


(m*  — 2*)(mJ  — 4*) ' 


(—  1)».P.3» 


. . 5 — .... 


T (wt*  - 2’)  (m*  — 4J)  (/»’  - G1) ' 
bis  zu  den  unendlich  werdenden  Gliedern  fortgesetzt: 
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CT1  — !'  — 2 


1 . J....CT  — S 


*»— J 2.4. 


.m  — 'l.m' 


wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  jenachdem  -j- 

gerade  oder  ungerade  is. 

Welches  ist  ihre  Summe  für  ein  beliebiges  mi 
4)  Wenn  m eine  ungerade  Zahl,  grösser  als  1,  ist,  so  ist  die 
Summe  der  Reihe 


A rt  ** l | • /» 

m*— 3*  (ot’-S1)^1-»1)  ■ (ct* — 3*)(CTa — 5*)(wi* — 71)  • 0 — 


bis  zu  deu  unendlich  werdenden  Gliedern  fortgesetzt: 

2 1 2.4 ....  ct  — 3 

m1  — 1 2*"— 1 ’ 1 .(....  m — 4. m — 2’ 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  jenoebdem 

gerade  oder  ungerade  ist. 

Welches  ist  ihre  Summe  für  ein  beliebiges  ml 


XVII. 

Miscelien. 


Academie  des  Sciences  de  Saint -P^tersbourg. 

(Seance«  des  mois  de  janvier,  fevrier  et  mars  1844.) 

l'n  rapport  a etö  fait  a i’Acaddmie  sur  une  döcouverte  faite  eu 
metdorologie  par  M.  Nervnndcr,  profesaeur  k Helsingfors;  les  au- 
teurs  de  ce  rapport  sont  MM.  W.  Struve,  E.  Lenz  et  Hess.  En 
voi(i  le  texte  nieste; 

,,M.  Nervander,  professeur  a Helsingfors  et  roembre  corrcspon- 
dant  de  l’Academie,  vient  de  lui  commuuiquer,  sous  forme  de  lettre, 
le  rdsultat  d’un  travail  sur  la  meteorologie,  qui  coutient  l’exposi- 
tion  d’un  phenomeoe  tellement  important,  et  si  parfaitement  iguure 
■ jusqu’a  ce  jour,  que  nous  avons  cru  de  notre  devoir  de  recomman- 
der  k l’attention  de  l’Acaddmie. 
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Les  trnvaux  mdtdorologiques  qui  oat  rapport  anx  phduomenes 
de  In  chaleur  dans  notre  atraosphere  ont  ^tc  toujours  diriges  vers 
le  but  de  trouver  la  loi  qui  regit  certaines  variations  ddpendantes 
d’uue  cause  manifeste,  comme  pur  exemple  les  rariatiuns  de  tem- 
perature  qui  rdsultent  de  la  positiou  de  lu  Terre  par  rapport  au 
Soleit,  ou  de  la  rotatioti  de  lu  Terre  mdme  autour  de  sou  oxe. 
Mais  ces  lois  devaieut  etre  deduites  de  pbdnomdnes  variables  et 
coostammeot  raodifies  par  l’influcnce  de  causes  perturbatrices  qui  le» 
faisaieut  paraitre  irrdguliers.  Le  mojen  dont  on  s'est  servi  pour 
ddcouvrir  quelque  rdgularitd  dans  la  masse  des  variations  produites 

far  les  differentes  causes  perturbatrices  a ete,  comme  on  le  sait, 
’application  du  principe  des  grands  uombrcs.  Pour  appliquer  ce 
principe,  on  distribue  les  observutions  en  groupes  qui  cmbrassent 
une  pdriode  ddtermiude,  comme  par  exemple  un  jour,  une  annee. 

On  prend  alors  la  moyenne  des  observutions  correspondantes 
au  meine  mois  ou  a la  meine  heure,  selon  lu  durde  de  la  pdriode. 
En  se  servant  d’un'  grand  numbre  de  groupes,  les  variations  irrd- 
gulieres  se  ddtruisent  rdciproquement,  et  il  ne  reste  plus  d’apparent 

2ue  les  variations  essentielles  provenant  des  causes  qni  agissent 
ans  le  mdme  sens.  Oans  cette  sorte  de  recbercbes,  qui  ont  pour 
but  la  marcbe  de  la  cbaleur  pendant  une  pdriode  d’un  jour  ou  d’une 
annde,  on  est  toujours  sür  de  parvenir  a nn  rdsultnt  ddtcrmiud;  car 
il  ne  peut  y avoir  aucun  doutc  sur  l’existence  de  In  pdriode.  La 
loi  ou  la  marche  chercbde  de  lu  tcmpdrature  une  fois  ddtermiude, 
on  est  convenu  de  considdrer  comme  des  irrdgularitds  toute  devia- 
tion  de  cette  marcbe  indiqude  pur  les  observutions  isolees.  Per- 
sonne ne  pouvait  cependant  douter  que  ces  irrdgularitds  eiles  meines 
ne  fussent  la  consdquencc  ndcessaire  de  causes  detcrminees,  comme 
il  en  est  pour  le  phdnomene  dont  la  rdgularitd  a ete  reconnue.  Les 
autres  plidnomenes  ne  nous  paraissent  irrdguliers  que  par  l’ignorance 
ou  oous  sommes,  tunt  de  causes  aux  quelles  il  faut  les  attribuer 
que,  par  cousdquent  aussi,  des  pdriodes  qui  suivent  ces  irrdgulari- 
tds.  On  voit  par-la  iju’il  u’y  a d’nutre  mojen  de  parvenir  a cette 
connaissance  que  celui  de  sonmcttre  les  dilfdrents  phduomenes  de 
pdriodicitd  que  presente  notre  systdme  solaire  ä un  examen  com- 

fiard  avec  les  variations  que  prdsentent  les  pbenomdnes  de  la  cba- 
eur,  ddtermindes  par  de  bonnes  expdriences.  Mais  on  voit  aussi 
que  cette  voie  pour  parvenir  au  but  est  tres  Iaborieuse,  et  il  est 
il’autunt  plus  diuicile  de  se  rdsoudre  ä la  suivre,  qu’il  est  impossi- 
ble  de  prdvoir  si,  parmi  toutes  ces  recbercbes,  il  en  existe  rdelle- 
ment  une  qui  doive  etre  couronnde  de  succes. 

ftuoi  qu’il  en  soit,  c’est  le  seul  mode  de  procdder  que  nous 
offre  la  Science.  D’autant  plus  grande  est  notre  satisfaction  en  vo- 
yant  se  vouer  ä ce  travail  un  pbysicien  aussi  consciencieux  et  d’une 
perspicacitd  aussi  reconnue  que  Test  M.  Nervander,  et  nous  nous 
idlicitons  sincdrement  de  voir  ces  recherches  couronndes  d’un  suc- 
ces aussi  evident  que  celui  qui  rdsulte  du  prdsent  travail. 

M.  Nervander  avait  ddcouvert  anterieurement,  par  une  recherche 
sur  le  temps  de  la  debdcle  de  quelques  rivieres,  que  ces  epoques 
manifestaient  une  pdriodicitd  de  sept  aus  qui  se  reproduisait  avec 
une  assez  grnnde  rdgularitd.  Supposant  que  cette  pdriode  devrait 
sc  retrouver  dans  la  marcbe  des  tempdratures , il  tbcho  de  la  ren- 
dre  dvideute  eu  groupant  les  observations  par  pdriodes  de  sept 
ans.  Cela  le  couduisit  a cxaminer  la  pdriode  d’une  rdvolution 
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da  Soleil  autour  de  snn  axc.  Le  lemps  de  rette  rdvnlution.  pour 
un  observateur  placd  au  centre  de  la  Tcrre,  ou  le  temps  de  la 
rotntioD  gdocentrique , a dtd  (ixe  en  deruier  lieu  par  .VI.  Laugier 
a 27,  23  jours.  M.  Nervander  ordonne  les  observations  tbermomd- 
triques  de  Paris  en  groupes  d’npres  celte  periode,  et  obtient  pour 
rdsultat,  qu’il  existe  rdellement  une  periode  seniblable  pour  (es  tem- 
pdratures.  La  durde  u’en  etait  pourtnnt  pas  absolument  la  mdme; 
eo  la  rooditiaat  jusqu’h  ce  que  la  pdriodicitd  se  manifestst  de  la 
maniere  la  plus  proaouede  par  les  tempdrutures,  il  obtint  une  du- 
ree de  27,26  jours.  Cette  duree  approebe  beaucoup  de  celle  trou- 
vde  par  M.  Laugier,  et  si  l’on  considere  que  la  determination  de 
cette  duree  nu  moyen  d’observations  astronomiques  laisse  toujours 
une  iacertitude  a cause  de  la  mobilite  des  tacbes  du  Soleil,  ou  ne 
peut  besitcr  ä admettre  pour  la  duree  de  la  rotatiou  du  Soleil  le 
uornbre  fourni  par  le  meilleur  accord  des  observations  mdteorolo- 
giques. 

Nous  voyons  donc,  pour  la  premiere  fois,  ce  fait  remarquable 
qu’un  pheoomene  appartenant  a notre  Systeme  solaire  a et«?  ddter- 
mind,  par  la  metdorologie,  la  plus  vague  des  Sciences  pbysiques, 
avec  une  prdeision  plus  gründe  que  celle  qu’il  ait  dte  possible  d’at- 
teindre  par  des  observations  astronomiques. 

La  superilcie  du  Soleil  ofTre  donc  des  endroits  qui  emettent 
plus  ou  moins  de  cbaleur,  de  maniere  que,  selon  le  cotd,  que  nous 
prdsente  le  Soleil,  la  Terre  en  re^oit  plus  ou  moins  de  cbaleur,  et 
qnc  pendant  la  durde  de  notre  dtd  In  marche  de  la  tempdrature  est 
soumise,  a la  surface  de  la  Terre,  au  moins  deux  fois  a un  abais- 
sement.  La  limite  de  cette  Variation  est  de  0°,6  C.  Mais  ce  qui 
prouve  que  le  rdsultat  obteou  n’est  pas  dd  ä une  cause  fortuite, 
mais  ä une  cause  hien  ddterminde,  c’est: 

„1.  Que  les  observations  de  Paris  et  les  observations  faites 
penduut  50  ans  a Inspruck  donuent  la  mdrae  marebe  pdriodique. 

2.  Que  la  premidre  moitid  des  observadous  d’lospruck,  calcu- 
Ide  de  la  meine  maniere  que  la  seconde  moitid,  offre  le  mdme  rd- 
sultat. 

3.  Que  si  l’on  combine  ensemble  les  premiers  semestres  de 
chaque  anude,  et  de  mdme  les  seconds  semestres  de  chaque  annde, 
ils  couduisent  cucore  ä la  mdme  marebe  pdriodique. 

L’importance  du  rdsultat  obtenu  pour  la  Science  mdtdorologique 
est  dvidente,  et  il  ne  nous  reste  qu’a  dmettre  le  voeu  de  voir  cette 
ddcouverte  publide  par  M.  Nervander  dans  tous  ses  ddtails.  Nous 
desirons  le  voir  dtendre  ses  recberches  a d’autres  pdriodes;  toute- 
fois  il  serait  indispensable  qu’on  lui  fournit  les  moyens  ndeessaires 
pour  dviter,  dans  uu  travail  de  cette  importance,  cette  partie  fasti- 
dieuse  et  purement  mecanique,  mais  ndanmoins  absolument  in- 
dispensable, comme  l’arraugement  et  la  copie  des  nombres,  leur 
sommation  etc.” 
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Satz  vom  Trapez!  um. 

(Von  Herrn  Lebelin,  elcve  du  College  de  Dijon.) 

In  Taf.  I.  Fig.  5.  sei  AB  CD  ein  Trapezinm  mit  den  beiden 
parallelen  Seiten  AB  und  CD,  nnd  E sei  der  Durcbsclinittspunkt 
seiner  beiden  Diagonalen.  Zieht  man  von  E aus  mit  AC  und  BD 
die  Parallelen  EF  und  EF , , so  sind  die  Dreiecke  ABC,  CEF 
und  ACD,  DEF  einander  ähnlich,  und  man  hat  also  die  folgen- 
den Proportionen: 

AB  .AC  — CF .EF, 

■ AC : CD—  EF-.CD — CF-, 

aus  denen  sich  nach  einem  bekannten  Satze 


also 

folglich 


AB  -.CD=  CF:  CD  — CF, 
AB  : AB  -+-  CD  = CF:  CD, 


CF  = 


AB . CB 
AB  -+-  CD 


ergiebt. 


Ganz  eben  so  ist 


DF, 


— AB  CD 
— A/S  CU' 


Also  ist  CF  = DF,,  und  zugleich  siebt  mau  hieraus,  dass,  so  lange 
die  Grösse  der  beiden  parallelen  Seiten  des  Trapeziums  sich  niclit 
ändert,  wie  sich  auch  die  beiden  anderen  Seiten  desselben  ändern 
mögen,  die  einander  gleichen  Linien  CF  und  DF,  constant  sind. 

Fuhrt  man  den  gefundenen  Werth  ton  CF  in  die  Proportion 

AB : AC=  CF:  EF 


ein,  und  bestimmt,  ü?/',  so  erhält  man: 

AC.CD 


EF  = 


und  ganz  eben  so  ist 


Also  ist 


EF,  — 


AB- f.  CD ’ 

BD.CD 
AB  -h  CU 


EF  + EF,  = CD  . 


AC  + BD 
AB  + CD' 


Aus  allem  Vorhergehenden  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Der  geometrische  Ort  der  Durchsch  nittspunkte  der 
Diagonalen  aller  über  derselben  Grundlinie  beschrie- 
benen Trapeze,  deren  der  Grundlinie  parallele  Seite 
constant  ist,  und  deren  beide  anderen  Seiten  eine  con- 
stante  Summe  haben,  ist  eine  Ellipse. 
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Die  Brennpunkte  und  die  Hauptnxe  dieser  Ellipse  sind  nach 
dem  Obigen  leicht  zu  bestimmen. 


Satz  vom  regulären  Octaeder. 

(Vou  Abelard  Servedieu  Levy*).  Bewiesen  Ton  Herrn  H.  Breton.) 

Wenn  der  körperliche  Winkel  S (Taf.  I.  Pig.  6.)  eines 
regulären  Octaeders  von  einer  beliebigen  Ebene  A’D C’D 
geschnitten  wird,  so  ist  immer 

_J — | — L =_L.  +_L. 

SA  ^ SC  SJS‘  ^ SB 

Beweis.  Die  zu  beweisende  Relation  wird  bewiesen  sein, 
wenu  man  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

SA  -p-  SC  SB  -+-  SfX 

SA. sc  — sb-.s D ’ 

oder  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

SA.  SC  SB’.SZT 

SA  -H  SC  SD  ■+.  SD 

beweisen  kann.  Nun  überzeugt  man  sich  aber  leicht,  dass  die 
Grössen  auf  den  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens  die  Seiten 
der  in  die  rechtwinkligen  Dreiecke  ASC"  uod  DSD'  so  beschrie- 
benen Quudrate,  dass  ein  Wiukel  dieser  Quadrate  mit  den  rechte» 
Winkeln  A'SC'  und  DSD'  zusammenfällt,  nusdrücken.  Daher 
kommt  der  Beweis  darauf  zurück,  die  Gleichheit  dieser  beiden 
(Quadrate  zu  beweisen,  was  leicht  auf  folgende  Art  geschehen  kann. 
Die  Linie  SO,  welche  als  die  Durchschnittslinie  der  Kbenen  ASC 
und  USD  notliwendig  durch  den  Durchschnittspunkt  O'  der  Dia- 
gonalen des  Vierecks  A'B'CD'  gehen  muss,  hulbirt  die  rechten 
Winkel  ASC  und  BSD.  Also  bnlbirt  die  Linie  SC  die  rechten 
Winkel  der  Dreiecke  A'SC  und  B'SD'.  Da  nun  aber  die  Diago- 
nale eines  auf  die  oben  näher  bezeichnete  Weise  in  ein  rechtwink- 
liges Dreieck  beschriebenen  Quadrats  den  rechten  Winkel  dieses 
Dreiecks  offenbar  lialbiren  muss,  so  ist  SC  sowohl  die  Diagonale 
des  in  das  rechtwinklige  Dreieck  A'SC,  als  auch  die  Diagonale 
des  in  das  rechtwinklige  Dreieck  B'SD’  auf  die  angegebene  Art 
beschriebenen  Quadrats,  und  diese  beiden  Quadrate  haben  folglich 
gleiche  Diagonalen,  sind  also  einander  gleich,  w.  z.  b.  w. 


*)  A.  S.  Levy,  geboren  den  14ten  November  1795  zu  Paris,  war,  nachdem 
er  sich  lange  in  England  und  Belgien  aufgehalten,  zuletzt  Professor 
< der  Mathematik  am  College  Charlemagne  zu  Paris,  und  starb  am  2lsten 
Juni  1841,  wegen  seiner  Kenntnisse,  seines  ausgezeichneten  Lehrtalents 
und  seines  trefflichen  Charakters  allgemein  geachtet. 
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Berichtigung. 


In  meinem  Aufsätze  No.  VIII.  in  diesem  Hefte  bitte  ich  S.  51. 
unten  und  S.  52.  obeu  die.  eine  Unrichtigkeit  enthaltenden,  Worte 
von  „Nun  ist  aber  offenbar«<2,  *>>■  1/2,  tr  |/2,  u.  s.  w. 
bis  und  folglich  um  so  mehr  — «4-*'4-*>4-.ar>2,  d.  i. 
.V>-2”  zu  streichen,  und  dafür  Folgendes  zu  setzen. 

Nun  ist  aber  offenbar  AvEz=zx  als  die  Sehne  von  der  Pe- 
ripherie kleiner  als  die  Seite  des  regulären  32ecks,  und  Ä,D  = w, 
als  die  Sehne  von  der  Peripherie,  kleiner  als  die  Seite  des  re- 
gulären 3ecks.  Die  Seite  des  32ecks  ist  bekanntlich 

1/(2  — 1/(2  4-  f/(2  4- 1/2)))  ==  0,1960343 
und  die  Seite  des  3ecks  ist 

1/3  = 1,7320508. 

Daher  ist 


t»  < 1 ,7320508  und  jr<  0,1960343 

also  w 4-  x ■<,  1,9280851 , d.  i.  *z>4-jr<;21  und  folglich,  weil  of- 
fenbar — « 4-  v negativ  ist,  um  so  mehr  — «4-»+«'4-x<2) 
d.  i.  X<2. 

Man  kann  dies  über  auch  auf  folgende  Art  zeigen.  Wenn  AB 
(Taf.  I.  Fig.  7.)  die  Seite  des  lOecks  und  AD  die  Seite  des  30ecks 
ist,  so  ist  in  dem  Dreiecke  ADF , wie  man  leicht  findet,  *C.ADF=z 
< A FD  = 84"»,  also  AD  = AF  und  folglich  offenbar  die  Seite 
des  30ecks  kleiner  als  die  Hälfte  der  Seite  des  lOecks.  Also  ist 
um  so  mehr  x,  als  die  Sehne  von  T'z  der  Peripherie,  kleiner  als 
die  Hälfte  der  Seite  des  Zebnecks,  d.  i. 


Ferner  ist  tr , als  die  Sehne  von 
die  Sehne  von  der  Peripherie, 
die  Seite  des  Fünfecks  ist,  so  ist 


TZ  der  Peripherie, 
Da  nun  bekanntlich 


kleiner  als 

|/^ 


l/,4-5-=±2,=)/i#2=e% ti 

die  Sebne  von  T’B  der  Peripherie,  also 

l/5-|-  1 

Weil  aber  offenbar  w<T2,  t><;2  ist,  so  ist 

vvwx  <2.2.  — d.  i.  srt>»<vr<2. 


und  folglich  der  absolute  Werth  von  Z kleiner  als  2.  Für  X = 2 
ist  aber  Y r=  — 2,  also  Z = — 3,  nach  der  dritten  der  Gleichun- 
gen 11),  was  gegen  dus  Vorhergehende  streitet. 


i 
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Berechnung  des  Körperinhaltes  der 
Prismen. 

Von  dem 

Herrn  Professor  W.  Matzka 

an  der  Ic.  Ic.  philosophischen  Lehranstalt  zu  Tarnow  in  Galizien. 


Die  Herleitung  des  Ausdrucks  Für  den  Kiirperinhalt  der  Pris- 
men, wie  sie  in  den  mir  bekannten  LehrbücheFn  gegeben  wird, 
vermag  durchaus  nicht  mich  zufrieden  zu  stellen  , weit  die  ihr  zu 
Grunde  liegende  Untersuchung,  unter  was  für  Bedingungen  Pris- 
men gleich  sind,  überall  mehr  oder  weniger  mühselig  durch  aller- 
band particuläre  Falle  und  Verwandlungen  sich  hindurchzieht,  und 
die  Beweise  der  Proportionalität  der  Prismen  entweder  nur  obenhin 
oder  gegenteilig  schleimend  gegeben  .werden.  Ich  will  hier  zei- 
gen, wie  sich  diesem  Mangel  der  Stereometrie  gründlich  abhelfen 
lässt,  und  zwar  nach  zwei  Verfahren,  von  denen  dos  erstere  neu 
und  entschieden  kürzer  ist,  und  das  zweite  mehr  an  das  übliche 
sich  anscbliesst. 


Erstes  Verfahren. 


A.  Vergleichung  der  Prismen. 

§ 1.  Haupllehrsatx.  I.  Prismen  von  gleichen  Seiten  und 
congruenten  Querschnitten*)  sind  gleich. 

Beweis.  Man  erweitere  die  (prismatischen)  Seitenflächen 
der  Prismen  ACEace  und  A' C' E' a' r.' c'  (Taf.II.  Fig.  1.),  führe  ganz 
ausserhalb  der  Prismen  Querschnitte,  und  bringe  diese,  da  sie 


*)  Die  Diirehschiiittslignr  einer  Ebene,  welche  eine,  nl*n  auch  «ämmt- 
lirlie  Seiten  einer  prismatischen  Fläche  «der  eine«  Prisma  schneidet, 
nenne  ich  harz  einen  Querschnitt  oder  S c h r ä gse  h n i 1 1 , je  noch 
dein  die  Ebene  auf  den  Seiten  «entrecht  oder  schief  (schräg)  steht. 

Theil  VI.  8 
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<ler  Annahme  gemäss  congruent  sind , dergestalt  mit  einander  über- 
ein.  dass  die  Prismen  selbst  auf  verschiedene  Seiten  dieses  ge- 
meinschaftlichen Querschnittes  u^ySs  zu  stehen  kummen.  Dann 
fallen , weil  in  einem  Punkte  atil  einer  Ebene  nur  eine  einzige 
Cierade  senkrecht  sein  kann,  die  auf  dem  gemeinsamen  Querschnitte 
senkrechten  Seiten,  also  auch  die  durch  sie  gehenden  Seitenebenen 
und  sofort  seihst  die  prismatischen  Seitenflächen  der  Prismen 
überein ; und  es  entstehen  zwei , im  Allgemeinen , nicht  parallel 
abgeschnittene  Prismen  ACEA' C'E'  und  acea'c'e' , deren  Con- 
gruenz  sich  leicht  nachweisen  lässt. 

Denn  1)  weil  die  Seiten.  An  und  A'a',  der  Prismen  gleich- 
lang vorausgesetzt  worden  sind,  müssen,  wenn  man  zu  jeder  von 
zweien  in  einerlei  Geraden  Hegenden  solchen  »Seiten , wie  An  und 
A'a',  das  zwischen  ihnen  helindliche  Stück  aA'  addirt,  die  als 
Summen  entstehenden  Seiten , AA'  und  an',  welche  in  einerlei 
tierailen  liegen,  einander  gleich  sein;  also  AA'—aa'  und  ebenso 
BB'  — bb',  ('(■'  = er', Ferner  sind  2)  die  parallelen  Grundkan- 
ten der  ursprünglichen  Prismen  gleich,  wie  AH—ah,  Bc  — bc 

A'B'  — a'b'.  B'C'—.b'c', Daher  sind  3)  in  den  nicht  parallel 

abgeschnittenen  Prismen  ACEA'C'E’  und  acea'c'e1  die  «Seiten- 
und  Grundkanten  , paarweise  verglichen . gleich  gerichtet  und  gleich- 
lang; mithin  müssen  auch  die  Winkel  jedweder  zwei  Paar  gleich- 
gerichteter Kanten  gleich  sein,  wie  AB  B'  — ubb' , B'  BC—b’bc, 
ABC—abc,. ...  Endlich  4)  sind  an  ihnen  auch  die  Winkel  der 
gleichgestreckten  Ebenen  gleich , wie  die  Grundkantenwinkel  an 
AB  und  ab.  und  nie  die  Seitenkantenwinkel  an  AA'  und  an'. 
Denkt  man  sich  daher  die  beiden  nicht  parallel  abgeschnittenen 
Prismen  ACEA'C E'  und  acea'c'e'  dergestalt  zu  einander  gebracht, 
dass  zwei  gleiche  Kanten,  AA'  und  au.',  und  ihre  gleichen  Kanten- 
winkel überein  fallen:  so  kommen  auch  die,  diese  Kanten  bildenden 
Seitenebenen  und  die  an  den  Grenzjmnkten  derselben  befindlichen 
Ecken,  w ie  jene  an  A und  a,  an  yf'und  a',  und  überhaupt  jeden  zwei 
parallel  gestellten  Ecken , mit  einander  überein ; ein  solches  Prisma 
acea'c'e'  wird  gleichsam  zwischen  der  sie  beide  einhüllendeu  pris- 
matischen Fläche  Ab’Cil'Ea',  um  die  Länge  einer  »Seite  An  oder 
A'a1  der  ursprünglichen  Prismen , von  a nach  A geschoben  und 
füllt  sonach  das  andere  Prisma  ACEacc  ganz  aus.  Weil  nun  in 
dieser  Lage  der  nicht  parallel  abgeschnittenen  Prismen  ACEA' C E' 
und  acea'c'e'  jedweder  Unterschied  zwischen  ihnen  aufgehoben  er- 
scheint. so  sind  sie  congruent.  ■ — ■ Zieht  man  demnach  von  deusel- 
selben  das  ihnen  gemeinschaftliche  eben  solche  Prisma  aceA'CE', 
oder  sie  selbst  von  dein  ganzen  Prisma  ACEn'c'e'  ab;  so  müssen 
die  Reste,  welche  eben  jene  mit  einander  zu  vergleichenden  ur- 
sprünglichen Prismen  ACEace  und  A'CE'a'c'e'  sind,  gleich 
gross  sein. 

$.  2.  Lehrsatz.  11.  Prismen  von  gleichen  Seiten  und 
Querschnitten  sind  gleich. 

Beweis.  Können  die  gleichen  Querschnitte 
1)  entweder  als  Aggregate  oder  als  Unterschiede  enn- 
gruenter  Vielecke  dargestellf  oder  dadurch  erzeugt  werden, 
dass  einige  stückweise  congruente  Vielecke  vereint  und  andere  da- 
von abgetrennt  wrerden:  so  lege  mau  durch  die  Geraden,  welche 
die  gleichen  Querschnitte  als  Zusammensetzungen  oder  Ueberreste 
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cougnienter  Vielecke  vorstelleu , £l)cnen  zu  den  Seiten  der  Prismen 
parallel,  bis  sie  in  die,  wo  iiöthig  erweiterten,  («rundebenen  ein- 
schneiden.  Dann  erscheinen  auch  die  Prismen  selbst  auf  die  uein- 
liclie  Weise  als  Suiumeu  oder  Reste  von  ('leichlaugen  Prismen 
mit  congrucnten  Querschnitten,  also  vermöge  $.  1.  von  gleichgrossen 
Prismen , und  sind  daher  gleich. 

2)  Sind  die  Querschnitte  Dreiecke  oder  Parallelogramme, 
folglich  die  Prismen  dreiseitig  oder  Parallelepipede,  und  haben 
die  Querschnitte  a)  eine  Seite  gleich , also  wegen  ihrer  eigenen 
Gleichheit  auch  die,  der  Seite  als  Grundlinie  ungehörige,  Höhe 
gleich;  so  können  sie  bekanntlich  leicht  als  Summen  oder  Diffe- 
renzen congruenter  Dreiecke  oder  Trapeze  vorgestellt  werden  *), 
daher  sind  die  Prismen,  vermöge  1),  einander  gleich.  Haben  aber 
b)  die  als  Querschnitte  verkommenden  zwei  gleichen  Dreiecke  oder 
Parallelogramme  keine  Seite  gleich ; so  kann  man  zur  Hilfe  ein 
drittes  Dreieck  oder  Parallelogramm  construiren,  welches  beiden 
gleicht  und  mit  jedem  eine  Seite  gleich  hat.  **)  Bildet  man  dann 
über  diesem  als  Querschnitt  ein  eben  so  langes  Prisma  wie  die 
zwei  verglichenen;  so  sind  diese  einzeln,  vermöge«),  ihm  gleich, 
also  auch  einander  selbst  gleich. 

3)  Sind  die  Querschnitte  der  Prismen  Vielecke,  die  sich 
in  einder  verwandeln  lassen;  so  können  sie  nicht  bloss, 
wenn  durch  solche  Verwandlung  zunächst  nur  eine  Seite  wegge- 
bracht wird,  sondern  auch,  weil  dies  sich  wiederholt,  ganz  allge- 
mein als  Summen  oder  Unterschiede  theils  von  congrueuten  Viel- 
ecken, theils  von  gleichen  Dreiecken  oder  Parallelogrammen  darge- 
stellt werden.  Mithin  sind  auch  die  Prismen  selbst  gleich , du  sie 
als  eben  solche  Summen  oder  Unterschiede  von  Prismen  die  ver- 
möge 1)  und  i)  gleich  sind , sich  vorstellen  lassen. 

4)  Seien  endlich  die  gleichgrossen  Querschnitte  Q,  Q'  zweier 
gleichlanger  Prismen  P,  1*  was  immer  für  Vielecke  von 
gleich-  oder  ungleichviel  Seiten.  Man  denke  sich  diese 
gicicheu  Querschnitte  nach  und  nach  in  Dreiecke  oder  Parallelo- 


*)  Für  Parallelogramme  ersieht  man  dies  aus  den  gewöhnlichen  Lehr- 
büchern nach  Euklid.  Klent.  I.  35,  oder  einfacher  nach  Leslie  uns  Vrga’s 
Vorles.  über  Math.  7.  And.  verbessert  v.  Matzkn.  2.  Hd.  g.  389;  Für  Drei- 
ecke ans  Ger wien ’s  sinnreicher  Zerthcilung  gleicher  Dreiecke  in  ron- 

fuente  Stücke,  in  Crelle’s  Journal  Bd.  X.  S.  228,  oder  hu  Archiv. 
Theil.  S.  237. 

**)  Diese  planimctrische  Hilfsaufgabe  lässt  sich  wie  folgt  ein- 
fach lösen. 

Denkt  man  sich  (Taf.  II.Fig.  2)  zu  dem  einen  Parallelogramm  ABCD 
das  gleiche  so  gebracht,  dass  eine  Spitze  A derselben  ühcreinfalle,  eine 
Seite  Ab  längs  der  anderen  AB  liege  und  das  Parallelogramm  selbst 
zum  Theil  anf  das  erstere  in  die  Lage  Abcd  komme,  so  müsste  Ab  und 
AB  ungleich  sein.  Sei  Ab  die  kleinere;  dann  muss  dus  über  ihr  zwischen 
den  nemlichen  Parallelen  AB  und  CD  wie  ABCD  liegende  Parallelo- 
gramm Ahnt  ABCD,  also  auch  \ Abcd  sein , folglich  die  uus  A aus- 
gehende Seite  Ad  die  CD  in  6 schneiden.  Der  um  A mit  dem  Halb- 
messer Ad  beschriebene  Kreisbogen  schneidet  demnach  die  CD  in  zwei 
Punkten,  von  denen  einer  3.  Führt  man  nun  die  A3,  welche  —Ad,  und 
liy  ]|  A3,  so  ist  A B)3  das  geforderte  Parallelogramm ; denn  es  i»i=ABCD, 
daher  auch  Abcd.  und  hat  mit  jenem  die  Seite  Ali  und  mit  diesem 
die  Seite  Ad  — A3  gleich. 

1 • 
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gramnie  q,  q'  verwandelt , die  demnach  ebenfalls  gleich  werden 
müssen , und  stelle  sich  über  diesen  dreiseitigen  oder  parallel»- 
gramniischen  Querschnitten  q,  q'  eben  so  lange  Prismen  p,  p'  vor. 
Dann  ist  vermöge  3),  wegen  q—Q  und  q'  — <j‘,  auch  p — P und 
p'  — P.  Allein  wegen  q — q1  ist  nach  2)  auch  noch  p—p' , daher 
muss  auch  P—P  «ein. 

Der  behauptete  Lehrsatz  gilt  demnach  völlig  allgemein. 

B.  Proportionalität  der  Prismen. 

§.  3.  Lehrsatz.  I.  Prismen  von  gleichen  Seiten  sind  ihren 
Querschnitten  direct  proportional. 

Beweis.  Man  denke  sich  zwei  den  Querschnitten  Q,  q der 
gleichlangen  Prismen  P,  p congruente  oder  gleiche  Vielecke  Q',  q' 
mit  einer  Seite  oder  einem  Theil  derselben  an  und  neben , jedoch 
ganz  ausser  einander  gelegt,  so  dass  sie,  wenn  man  diese  gemein- 
schaftliche Seite  auslasst,  zusammen  ein  Vieleck  aus- 

macken.  Nimmt  man  nun  dieses  Vieleck  zum  Querschnitt  eines 
eben  so  langen  Prisma , so  muss  der  durch  die  wiederhergestellt 
gedachte  gemeinsame  Seite  gehende  Diagonalschnitt  das  Prisma 
in  zwei  Prismen  P,  »'  von  den  Querschnitten  Q' , q'  zerthcileu, 
welche  den  Prismen  P,  p gleich  sein  müssen,  weil  sie  mit  diesen 
die  Querschnitte  und  Seiten  gleich  oder  congruent  haben.  Das  den' 
Querschnitt  Q‘  q'  = Q -|-  q enthaltende  Prisma  P -f  p'  ist  also 
— P+P>  d-  h-,  zur  Summe  der  Querschnitte  Q,  q gehört  bei  glei- 
chen Seiten  die  Summe  der  ; zugehörigen  Prismen  P,  p\  mithin 
sind  die  gleichlangen  Prismen  ihren  Querschnitten  direct  proportio- 
nirt,  nemlich  P:p=  Q:q.  *) 

§.4.  Lehrsatz  II.  Prismen  von  gleichen  Querschnitten 
sind  ihren  Seiten  direct  proportional. 

Beweis.  Seien  P,  p irgend  zwei  Prismen  von  gleichen 
Querschnitten,  und  S,  s ihre  Seiten.  Man  denke  sich  eine  pris-i 
matische  Fläche  von  einem  eben  so  grossen  Querschnitte,  auf 
ihrer  unbestimmt  langen  Seite  die  Seiten  S und  s nach  einander 
abgetragen,  folglich  in  ihre  Summe  S | s vereint,  und  endlich 
durch  die  erhaltenen  drei  Aultragepunkte  parallele  Ebenen  geführt. 
Dadurch  erhält  man  an  der  Seite  S-J-t  ein  Prisma,  das  aus  zwei 
Prismen  besteht  , welche  den  Prismen  P und  p einzeln  gleich 
sind,  weil  sie  mit  ihnen  Querschnitt  und  Seite  gleich  haben,  und 
das  daher  =P-t-p  ist.  Zur  Summe  jeder  zwei  Seiten  gehört  dem- 


*)  Diese  kurze  und  gründliche  Beweisführung  über  die  directe  Pro- 
portionalität zweier  zusammengehöriger  Gattungen  von  Grossen  scheint 
den  mathematischen  Schriftstellern  und  Lehrern  nur  wenig  bekannt  zu 
sein,  da  ich  sic  bloss  in  La  Place  Mdcaniquc  celeate.  vol.  1.  pag.  15 
angedcutet  und  in  Dr.  Jos.  h nur ’s,  Prof,  der  Mathematik  an  der  Grätzcr 
Universität,  Anfangsgründen  der  reinen  Mathematik,  2 Theile.  Arith- 
metik und  Geometrie.  Grntz , bei  Damian  und  Sorge.  1829,  im  §.  528  . 
des  1.  Theils  erwiesen,  und  in  den  §§.  2t>0,  261,  399  , 670  , 671  des  2. 
Theils  nngewendet  linde.  Dieses  kleine  österreichische , ja  sogar  nur 
stcyerische , Werkchen  übertrilft,  besonders  in  der  Gründlichkeit  und 
Systematik  der  Behandlung  seines  Gegenstandes,  sehr  viele  derartige 
Schriften , und  verdient  daher  mehr  gekannt  und  naebgeahmt  zu  werden. 
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nach  bei  eieichen  Querschnitten  die  Summe  der  zugehörigen  Pris- 
men ; mithin  sind  Prismen  von  gleichen  Querschnitten  ihren  Seiten 
direct  proportional,  nemlich  P:p—S:s. 

§ 5.  Hauptlekrsatz.  Prismen  überhaupt  sind  ihren  Quer- 
schnitten und  Seiten  zusammengesetztdirect  propor- 
tional; oder:  Prismen  überhaupt  stehen  im  zusammen- 
gesetzten geraden  Verhältnisse  ihrer  Querschnitte 
und  Seiten. 

Denn  sie  sind,  nach  6.  3.,  hei  gleichen  Seiten,  ihren  Quer- 
schnitten, und  nach  6.  4.,  hei  gleichen  Querschnitten,  ihren  Seiten 
direct  proportional,  daher  *)  überhaupt  ihren  Querschnitten  und 
Seiten  zusammengesetzt  direct  proportional. 

Huben  demnach  die  Prisnieu  P,  p die  Querschnitte  Q,  q und 
die  Seiten  S,  i,  so  ist 

§.  fl  Folgesatz.  Prismen  überhaupt  verhalten  sich  zu 
einander  wie  die  Products  der  Zahlwerthe**)  ihrer 
Querschnitte  und  Seiten. 

Denn  behält  man  wie  üblich  die  gewählte  Bezeichnung  der 
Querschnitte  und  Seiten  auch  für  ihre  Zahlwerthe  bei,  so  gilt  die 
' angesetzte  Proportion,  da  man  in  jedem  Verhältnisse  von  (gleich- 
artigen) Grössen  anstatt  dieser  ihre  (auf  einerlei  Messeinheit 
bezogenen ) Zahlwerthe  einsetzen  darf,  auch  jetzt  noch.  Da  aber 
lasseu  sich  die  beiden  Zahlenverhältnisse  durch  Multiplication  zu- 
sammensetzen, und  mau  erhält  die  behauptete  Proportion 

P : p = Q S : qs. 

C.  Messung  des  Raumes  eines  Prisma. 

§.  7.  Körpereinheit  Zur  Messeinheit  der  Körper  setzt  man  ge- 
wöhnlich ein  Prisma  fest,  dessen  Seite  die  Einheit  der  Längen 
und  dessen  Querschnitt  die  Einheit  der  Flächen  ist  Fast  durch- 
gehend« nimmt  man  dazu  den  Würfel,  dessen  Seite  die  Längen- 
einheit ist,  oder  die  sogenannte  cubirte  Längeneinheit. 

§ 8.  Messung  oder  Ausdruck  des  Inhalts  der  Prismen.  Der 
Rauminhalt  eines  Prisma  gleicht  dem  Producte  der 
Zahlwerthe  des  Querschnittes  und  der  Seite  des- 
selben. 

Denn  lässt  man  in  der  letzten  Proportion  di«  Zeichen  der 
Räume  der  Prismen,  wie  es  erlaubt  ist,  auch  die  Zahlwerthe,  die 
Kaum-  oder  Körperinhalte,  der  Prismen  vorstellen,  und 
nimmt  man  jenes  Prisma  zur  Körpereinheit,  also  seinen  Zahl- 


*)  nach  Knar  Arithmetik  §.  532. 

**)  gewöhnlich,  jedoch  grammatisch  unrichtig,  Zahlenwcrthc , und 
wohl  eigentlich  Werthzahlen? 
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werth  P—  1,  dessen  Querschnitt  den  Zahlwerth  Q— 1 und  die 
Seite  den  Zahlwerth  S=1  hat:  so  geht  diese  Proportion  in 

1 : p = 1 . 1 : qt 

flher,  und  daraus  folgt  p = qs.  * 

I).  Einführung  der  Grundebene  und  Hübe  der  Prismen. 

§.  St.  Leitender  Lehrsatz.  In  jedem  Prisma  verhält  sich 
der  Quersc  hnitt  zur  Grundebeoe  wie  die  Hohe  zur 
Seite;  oder:  ln  jedem  Prisma  ist  das  Product  aus  den 
Zahlwerthen  des  Querschnittes  und  der  Seite  gleich 
demProducte  aus  den  Zahlwerthen  der  Grundebene 

und  Höh  e. 

Denn  führt  man  , da  in  einer  prismatischen  Fläche  alle  par- 
allelen Schnitte  congnient  ausfallen  müssen,  in  einem  Prisma 
ACca  (Taf.  11.  Fig.  3.)  den  Querschnitt  ußyS,  so  dass  er  eine 
Grundebene  desselben,  ABCD,  in  der  Geraden  KL  schneidet; 
so  ist  er  jederzeit  die  (winkelrechte ) Projeetion  jeder  Grundebene 
auf  einer  auf  den  Seiten  des  Prisma  senkrechten  (Projections  -)  Ebene. 
Projicirt  man  nun  auf  die  Durchschnittslinie  der  Gnindebene  und 
ihrer  Projeetion  — des  Querschnittes  — sämmtliche  ihrer  Spitzen ; 
so  haben  die  Spitzen  a,  ß,  y,  S des  Querschnittes  mit  denjenigen 
Spitzen  A,  Ji,  C,  D der  Grundebene,  deren  Projectionen  sie  sind,  einer- 
lei Projectionen  a„b,C,  6,  und  die  Projicienden  c/n,  jtb,  yr,  6b  der  ersteren 
Spitzen  sind  selbst  die  Projectionen  der  Projicienden  Aa,  Bb,  Ce, 
J)b  der  letzteren  Spitzen  auf  der  Ebene  des  Querschnittes.  • — • Durch 
diese  Projicirenden  werden  beide  Vielecke  in  einerlei  Weise  als 
Aggregate  oder  Unterschiede  theils  von  rechtwinkligen  Dreiecken, 
theils  von  rechtwinkligen  Trapezen  dargestellt.  Jedes  solche  Be- 
standstück des  Querschnittes,  wie  Kau , aotöb.  ist  zugleich  die  Pro- 
jection  des  analogen  Bestandstückes  KaA,  aADb  der  Grundebene, 
"mit  dem  es  in  der  Durchschnittslinie  KL  eine  Seite  gemein  hat. 
Daher  verhält  sich  jedes  rechtwinklige  Dreieck  KaA  der  Grund- 
ebene  zu  seiner  Projeetion  Kau,  wie  seine  projicirte  Kathete  aA 
zu  ihrer  Projeetion  au ; und  jedes  rechtwinklige  Trapez  aADb  der 
Grundebene  verhält  sich  zu  seiner  Projeetion  <t«S&  wie  die  Summe 
aA  f bD  seiner  parallelen  Seiten  zur  Summe  fl«  | t>6  ihrer  Pro- 
jectionen. — Allein  diese  projicirten  Seiten  der  Stücke  der  Grund- 
ebene bilden  mit  ihren  Projectionen . mit  denen  sie  insgesammt 
aufder  Durchschnittslinie  KL  dorGrundehene  und  des  Querschnittes 
senkrecht  sind,  den  spitzen  Winkel  dieser  zwei  Ebenen;  mithin 
auch  den  spitzen  Winkel  jeder  zwei  auf  diesen  Ebenen  senkrechten 
Geraden,  wie  der  Höhe  AH  mit  einer  Seite  Aa  des  Prisma, 
deren  Projeetion  sie  ist.  Ferner  sind  unter  einerlei  Winkel  pro- 
jicirte  Geraden  ihren  Projectionen  proportional.  Mithin:  so  wie 
sich  die  Seite  Aa  des  Prisma  zu  dessen  Höhe  AH,  ihrer  Pro- 
jection,  verhält,  eben  so  verhält  sich  jede  projicirte  Seite  jeg- 
lichen Stückes  der  Gnindebene  — oder  beziehlich  jede  Abthei- 
lungslinie der  Grundebene — • zu  ihrer  Projeetion ; daher  auch,  dem 
Obigen  gemäss,  jedes  Stück  (rechtwinkliges  Dreieck  oder  Trapez) 
der  Gnindebene  zu  seiner  Projeetion  auf  dem  Querschnitt;  mithin 
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verhält  «ich  auch  eben  so  die  ganze  Grundehene  ABCD  zu  ihrer 
Projection,  dem  Querschnitt  «8 yS\  nemtocYiAa:  AH— ABClkapyS, 
oder  auch  tx-iyS:  ABCD— AH:  Aa. 

Bezeichnet  man  nun  den  Zahlwerth  (Flächeninhalt)  des  Quer- 
schnittes mit  q,  jenen  der  Grundehene  mit  b,  dann  den  Zahluerth 
(die  Länge)  der  Höhe  mit  u und  jenen  der  Seitenkante  mit  r:  so 
gibt  diese  Proportion,  durch  Einführung  der  Zahlwerthe  ihrer 
Glieder,  die  folgende  q : b = a : i,  daher  die  Gleichung) 

qs  = ab. 

§.  10.  Gewöhnlicher  Ausdruck  des  Rauminhaltes  der  Prismen. 
Der  Rauminhalt  eines  Prisma  gleicht  dem  Prod  trete 
der  Zahlwerthe  der  Grundehene  und  der  Höhe. 
Denn  vermöge  §.  8.  ist  des  Prisma  Rauminhalt  p — r/s , und 
nach  §.  W.  das  Product  qs  — ab,  daher  auch  p — ab. 


Zweites  Verfahren. 


A.  Vergleichung  der  Prismen. 

§.  I.  Hauptlehrsatz.  1.  Wie  oben  im  ersten  Verfahren.  §.  I. 

$.  ‘2.  Lehrsatz.  II.  Parallelepipede  von  gleichen  Grund 
ebenen  und  Höhen  sind  gleich. 

Beweis.  1)  Haben  die  Parallelepipede  ACEG 
und  aceq  (Taf.  II.  Fig.4"  u.  4/*)  auch  noch  die  Grundkanten 
AB  und  ab,  und  daran  die  K a n t e n w i n k e 1 gleich;  so  sehe 
man  sie  als  Prismen  an,  deren  Seiten  diese  gleichen  Kanten  und 
deren  Grundehenen  die  von  ihnen  geschnittenen  ßegrenzungsebenen 
AH.  BG  und  ah,  bi/  sind , und  führe  auf  denselben  Seiten  senk- 
recht die  Querschnitte  A’ LMM  und  kltiin , endlich  noch  aus  den 
gleichliegenden  Stützen  N und  n die  nothwendig  in  die  Ebenen 
der  Querschnitte  tallenden  Höhen  ISP  und  np , weil  jene  Ebenen 
und  diese  Geraden  durch  einerlei  Punkt  gehend  auf  den  (ursprüng- 
lichen) Grundehenen  AC,  ac  zugleich  senkrecht  stehen.  — Diese 
Querschnitte  nun  sind,  als  Schnitte  in  narallelepipediscben  Flächen, 
Parallelogramme  und  aus  folgenden  Gründen  einander  congruent. 
Die  Winkel  an  K,  k sind . weil  ihre  Ebenen,  also  auch  ihre  Schen- 
kel, auf  den  Kanten  AB,  ab  senkrecht  stehen,  die  Winkel  an 
diesen  Kanten,  also  der  Annahme  gemäss  gleich ; daher  haben  die 
Parallelogramme  sämmtliche  Winkel  stückweise  gleich.  Die  nach 
der  Voraussetzung  gleichen  Höhen  NP . np  sind  auf  den  Grund- 
ehenen AC,  ac  senkrecht,  folglich  auch  auf  den  durch  ihre  Fttss- 
punkte  gehenden  Geraden  KL  und  kl  dieser  Ebenen,  und  sonach 
an  P und  p rechte  und  desswegen  gleiche  Winkel.  In  den  Drei- 
ecken NPK  und  npk  sind  demnach  NP—itf),  K—k,  P p. 
nemlicli  eine  Seite  und  zwei  Winkel  gleich;  daher  siud  sie  selbst 
congruent  und  die  Seite  KN  —kn.  F.ndlich  sind  die  auf  den  Sei- 
ten oder  Grundlinien  AB,  ab  der  Parallelogramme  AC,  ac  senk- 
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rechten  Geraden  KL,  kl  die  Höhen  dieser  Parallelogramme.  Die- 
selben Parallelogramme  AC,  ac  sind  aber  die  nach  der  Annahme 
gleichen  Grundebenen  der  Parallelepipede,  und  haben  der  Voraus- 
setzung gemäss  die  Grundlinien  Ali,  ab  gleich;  also  müssen  sic 
auch  die  Höhen  KL,  kl  gleich  haben.  Mithin  sind  in  den  par- 
allelograiiimischen  Querschnitten  A I/,  km  zu  ei  zusammenstosseude 
Seiten  KL,  KM  und  kl,  km  einander  gleich;  daher,  weil  nach 
dem  Früheren  auch  alle  ihre  Winkel  stückweise  gleich  sind,  müs- 
sen diese  Parallelogramme  und  reepective  Querschnitte  KM  und 
km  selbst  congruent  sein.  — Die  paralielepipedischen  Prismen 
AHBG,  ahbij  haben  demnach  vermöge  der  Voraussetzung  die 
Seiten  AB,  ab  gleich , und  nach  dem  Erwiesenen  die  Querschnitte 
KM,  km  congruent;  mithin  sind  sie.  zu  Folge  §.  1.,  einander  gleich. 

2)  Haben  die  Parallelepipede  A ( "EG  und  acr  q (Taf.  11.  Fig.  4“  u.  4J') 
die  Grundebenen  AC,  a c und  die  Höhen  gleich , ohne  dass  der 
vorher  in  1)  betrachtete  Fall  eiutritt:  so  construire  man  erstens 
zu  den  zwei  gleichen  Parallelogrammen  A C,  ac  ein  drittes  ihnen  glei- 
ches ac,  (Taf.  II.  Fig.  4tf) , das  mit  jedem  aus  ihnen  eine  Seite  gleich 
hat,  nemlich  ab  — AB  und  bc  — bc,*)  und  führe  dazu,  als  zu  einer 
« Grundebene,  in  dem  der  Höhe  NP  gleichen  senkrechten  Abstande 

pn  eine  unbestimmt  weit  ausgedehnte  Ebene  nh  parallel;  zwei- 
tens übertrage  man  den  auf  der  Grundkante  AB  senkrechten 
Querschnitt  KM  an  die  gleiche  Grundkante  ah  als  Querschnitt  km, 
oder  auch  nur  den  Winkel  -}•)  LKN  der  Kante  AB  an  die  Kante 
ab  in  den  Winkel  Ikn , und  lege  durch  ab  und  kn  die  Seitenehene 
af,  dann  zu  ihr  parallel  durch  cd  die  Seitenebene  da;  endlich 
drittens  übertrage  inan  eben  so  von  der  Kante  bc  an  die  gleiche 
bc  entweder  den  Querschnitt  qr  nach  qr  oder  den  Kantenwinkel-}-) 
q nach  q,  und  führe  durch  bc  unter  dem  Winkel  q — ^ gegen  ac 
geneigt  die  »Seitenebene  bij  und  dazu  parallel  durch  ad  die  Ebene 
ah.  Dann  begrenzen  die  durch  diese  drei  Vorg/inge  erhaltenen 
drei  Paar  parallelen  Ebenen  ein  neues  Pnrallelepiped  aceg.  Mit 
diesem  hat  nun  jedes  der  zu  vergleichenden  Parallelepipede  A CEG 
und  acftj,  ausser  der  (/rundebene  und  Höhe  auch  noch  eine  Grund- 
kante und  daran  den  Winkel  +)  gleich,  daher  sind  sie  ihm  ein- 
zeln, nach  dem  ersten  Falle,  folglich  auch  einander  selbst  gleich. 


*)  nach  der  Note  **)  zu  2)  in  obigem  §.  2. 

f)  Kritische  Leier  fühlen  gewiss  mit  mir  an  dieser  Stelle  die  bereits 
von  H.  Wolf  im  Archiv.  Theil  3.  Heft  4,  Seite  4J6.  angeregte  Xoth- 
vrendigkeit,  die  Abweichung  oder  Veischicdcuheit , welche  bei  zwei  Gera- 
den an  ihrem  nnrrhschnittspunkte  „Winkel“  heisst,  bei  zwei  Ebenen  an 
ihrer  Durchschnittslinic  anders,  aber  wie-#  zu  nennen,  so  wie 
z.  li.  das.  was  bei  Geraden  Richtung,  bei  krummen  Linien  Sinn 
heisst,  bei  Ebenen  Streckung  oder  ihr  Streichen  genannt  wird. 
I an  den  h.  a.  O.  citirteu  Benennungen  taugt  schlechterdings  keine.  Viel- 
leicht könnte  und  wollte  einer  unserer  Koryphäen  unter  den  Sprach- 
forschern, etwa  Herr  Graff  aus  seinem  preisswürdigen  ..althoch- 
deutschen Sprachschätze“  — mit  einem  passenden  ein-  oder  höchstens 
zweisilbigen  Wurzelnamen  den  Geometern  helfen.  — Ich  benütze  zugleich 
die  Gelegenheit,  um  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  eben  so  in 
der  analytischen  Goniometrie,  wenn  man,  strenge  Wissenschaftlichkeit 
erstrebend , aus  den  Winkeln  den  überflüssigen  Kreisbogen  herauswirft , 
für  den  last  immer  stillschweigend  als  Einheit  zu  Grund  gelegten  Winkel 
eine  passliche  Benennung  Noth  thut.  Gewöhnlich  bestimmt  man  ihn  da- 
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Anmerlruuf/.  Wie  man,  ohne  Beruht»?  auf  6.  1.  oder  vielmehr 
dienen  i»  den  Bewein  entflechtend , die  (Gleichheit  von  Parallele- 
|ti{>edeu  nachweinen  könne,  habe  ich  bereits  im  4.  Rande  den 
Archiv«.  Heft  3.  S.  302.  gezeigt. 

§.3.  Besonderer  Fall.  Ein  Para  llelepi  ped  wird  durch 
jede  Diagonalehene  in  zwei  gleiche  dreiseitige  Pris* 
men  zertheilt. 

Denn  denkt  man  sich  in  dem  Parallelepipede  ADEHBCFG 
(Taf.  11.  Fig.  4“.)^die  Diagonalebene  FDEF,  so  schneidet  diese 
den  Querschnitt  KLMN , der  bekanntlich  ein  Parallelogramm  ist, 
in  der  Diagonale  LN,  und  diese  theilt  den  Querschnitt  in  zwei 
congruente  Dreiecke  LKN  und  LMN.  Die  beiden  dreiseitigen 
Prismen,  in  die  das  Parallelepiped  zerlegt  wird,  haben  demnach 
die  Querschnitte  congruent  und  die  Beitenkanten  gleich ; mithin 
sind  sie  nach  §.  1.  einander  gleich. 

B.  Proportionalität  der  Pftrnllelepipede. 

/.  Bei  ffleichen  Höhen. 

§.  4.  Patallelepipede  von  gleichen  Höhen  sind  ihren 
Grund  ehe  nett  direct  proportional. 

Denn  verwandelt  matt  die  als  Gntndebenen  irgend  zweier 
Parallelepipede  p,  P vorkommenden  Parallelogramme  lt,  B zuerst 
so,  dass  sie  eine  Seite  oder  die  Höhe  gleich  naben,  nachher  aber 
noch  so , dass  sie  einerlei  Winkel  besitzen ; so  kann  nuln  die  ent- 
stehenden ihnen  gleichen  Parallelogramme  W.  B'  an  jener  gleichen 
Seite  oder  zwischen  zweien  um  die  gleiche  Höhe  abständigen 
Parallellinien  dergestalt  au  einander  rücken,  -dass  sie  nur  ein 
Parallelogramm  b'  B1  = h + B ausmachen.  Auch  kann  man  nach 
einem  minder  bekannten  Satze  des  Pappus  ( lib.  4.  prop.  1.)*)  die 
Parallelogramme  b,  B unter  Einem  in  zwei  andere  b',  B‘  von 
einerlei  Winkeln  verwandeln  und  in  ein  Prarallelogramm  vereinen, 
dessen  eine  Seite  oder  ein  Winkel  wählbar  ist.  Legt  man  dann 
durch  die  Seiten  des  zusammengesetzten  Parallelogramms  b'  -f  B' , 
als  einer  neuen  Grundebene,  und  durch  seine  Treunung.sliuie, 
Seitenebenen  paarweise  parallel,  und  in  einem  der  Höhe  der 
Parallelepipede  p,  P gleichen  Abstande  von  ihm  die  zweite  Grund- 


diirch,  das*  der  Kreisbogen  desselben  seinem  Halhmcaacr  gleicht;  er 
kann  aber  bei  solchem  1 organge  — wovon  ein  lindere«  Mal  — als  die 
Grenze  des  Quotienten  eines  unendlich  abnehmenden  Winkels  durch  sei- 
nen Sinus  oder  durch  «eine  Tangente  erklärt  werden.  Diesen  Winkel  mm, 
mörhte  ich,  in  Anbetracht,  dass  er  völlig  bestimmt  und  zugleich  spitz 
sein  muss,  so  wie  man  das  Neunzigstel  des  rechten  Winkels  ..Grad“ 
nennt,  mit  dem  kurzen  veralteten  Namen  „der  Gehren4*  (französ. 
le  chantcau)  bezeichnen.  Man  lese  über  dieses  Wort  die  Wörterbücher 
von  .Adelung,  Heinsius,  llene,  u.  n. , und  ich  hoffe,  man  werde  es 
passend  finden.  Neue  angemessene  wissenschaftliche  Benennungen  schaf- 
fen ist  zwar,  weil  sie  nicht  jedermann  gefallen,  misslich;  allein  sie 
ganz  entbehren  oder  unpassende  gebrauchen  müssen , ist  peinlich. 

*)  tan  Swindcn  Geometrie.  Buch  2.  §.  Dl.  Teilkampf  Vorschule. 
Geometrie.  Cap.  5.  §.  262.  7. 

Tlicil  VI. 
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ebene  parallel , so  entstellt  ein  Parallelepiped , das  aus  zweien 
zusammengesetzt  ist . welche  einzeln  den  Parallelepipede»  « , P 
gleichen,  weil  sie  mit  ihnen  Grundebene  und  Höhe  gleich  haben 
(6.  Der  Summe  h f II  jeder  zwei  Grumlebenen  b,  II  entspricht 
demnach  bei  einerlei  Höhe  die  Summe  p + P der  ihnen  angehörigen 
Paralielepipede  p,  P:  mithin  sind  gleiche  Parallelepipede  ihren 
tirundehenen  geradezu  proportional,  nemfich  p:  P—b:  B. 

II.  Bei  gleichen  Grundebenen. 

§.5.  Parallelepipede  a uf  gl  e iclien  G ru  nd  ebenen  »i  nd 
ihren  Höhen  direct  proportional. 

Denn  ron  was  immer  für  zwei  Parallelepipeden  p,  P filier 
gleichen  Grundebenen  trage  man  die  Höhen  a,  A unmittelbar  nach 
einander  in  eine  Gerade  n f A zusammen;  errichte  auf  dieser  in 
den  nnfgetragenen  drei  Punkten  Ebenen  senkrecht,  also  unter  sich 
parallel : construire  in  einer  solchen  Ebene  ein  den  gleichen  Grund- 
ebenen  gleiches  Parallelogramm;  und  lege  endlich  durch  dessen 
Seiten  paarweise  parallele  Ebenen.  Hei  solchem  Vorgänge  entsteht 
über  der  Höhe  a A ein  Parallelepiped,  das  aus.  zweien  zusam- 
mengesetzt ist,  die  mit  den  beiden  gegebenen  p,  P Grundehene 
‘ und  Höhe  gleich  haben , also  ihnen  stückweise  gleich  sind  (§.  2.)» 
Hei  gleichen  Gruudehenen  gehört  demnach  zur  Summe  n -f-  .1 
jeder  zwei  Höhen  «,  A die  Summe  p { P der  zugehörigen  Par- 
allelepipede p,  P\  mithin  sind  Parallelepipede  über  gleichen 
Grundelietien  ihren  Höhen  direct  proportionirt . oeintich  p : P—  « : A. 

III.  Ueberhaiipt 

§.  tk  Parallelepipede  sind  überhaupt  im  zusammen- 
gesetzten Verhältnisse  aus  den  geraden  Verhält- 
nissen ihrer  Grundebenen  und  Höhen; 

• 

oder:  Parallelepipede  verhalten  sich  wie  dieProducte 
der  Z a h I w e r t h e ihrer  Grundelienen  und  Höhen. 

Denn  sie  sind  nach  §.  4.,  bei  gleicher  Höhe,  ihren  Grund- 
ebenen, und  nach  §.  5.,  bei  gleichen  Grundehcnen,  ihren  Höhen 
direct  proportional;  mithin  überhaupt  ihren  Grundebenen  und 
Höhen  zusammengesetzt  direct  proportionirt. 

Haben  demnach  die  Parallelepipede  p,  P die  Grundebenen  b,  B 
und  die  Höhen  «,  A,  so  ist 

p . P-b  : B | 
a : A] 

Benützt  man  die  Bezeichnung  der  Grundebeneu  und  Höhen 
«auch  für  ihre  Zahlwerthe.  so  darf  man  in  der  noch  bestehenden 
Proportion  die  beiden  Zahlenverhiiltuisse  mittels  Multiplicatiou 
zusumnieusetzeu , und  man  erhält 

p : P=  ab  : AB. 

C.  Messung  des  Raumes  eines  Prisma. 

5-  7.  _ Körjfereinheit.  Zur  Einheit  der  Körper  wählt  man  gewöhn- 
lich ein  Parallelepiped , dessen  Höhe  die  Linieneinheit  und  dessen 
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Grundebene  die  Flächeneinheit  ist.  Fast  immer  ertbeilt  man  ihr 
die  Gestalt  des  Würfels,  dessen  Seite  die  Längeneinheit  ist. 

§.  8.  Messung  des  Parallelepipetls.  Der  Rauminhalt  eines 
Parallelepipeds  gleicht  dem  I* rodu c te' der  Zahl werthe 
der  Höhe  und  Gr  und  ehe  ne  desselben. 

Denn  bedeuten  in  der  letzten  Proportion  die  Zeichen  der  Par- 
allelepipede , nie  es  verstautet  bleibt,  auch  die  Zahlwerthe,  die 
Raum-  oder  Körperinhalte  der  Parnllelepipede , lind  nimmt  mau 
dasjenige  Parallelepiped  zur  Kiir|»ereinheit , also  seinen  Zahlwerth 
ß|j|l , dessen  Höhe  die  Länge  A — 1 , und  dessen  Grundebene 
den  Flächeninhalt  B -- 1 huf  ; so  verwandelt  Sich  die  Proportion  in 

;/  1 = ab  : 1 . 1 , 

folglich  ist  p - - ab. 

§.  Messung  jedes  Prisma.  Der  Rauminhal  t eines  Prisma 
ist  das  Product  der  Za  hl  werthe  seiner  Höhe  und 
Grün  de  bene. 

Denn  ist  das  Prisma 

1)  dreiseitig  und  seine  Grundebene  b.  so  kann  es  vermöge 
6.  3.  als  Hälfte  eines  eben  so  hohen'  Parallelepipeds  über  der 
doppelten  Grundebene,  '2b,  dargestellt  werden,  dessen  Inhalt  also 
—'ib.a,  daher  der  »einige  = ab  ist. 

2)  Jedes  andere  Prisma  aber  lässt  sich  in  eben  so  viele 
dreiseitige  Prismen  als  seine  Grundebene  b in  Dreiecke  zerlegen. 
Mithin  ist  sein  Inhalt  p die  Summe  der  Producte  der  gemeinsamen 
Höhe  « aller  dreiseitigen  Prismen  in  gesammte  Grunddreieeke, 
also  auch  das  Product  des  gleich  bleibenden  Factors,  der  Höhe  a 
des  Prisma,  in  die  Summe  der  Grunddreieke , d.  >.  in  die  Grund- 
ebene b des  Prisma;  folglich  p — ab. 
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Beweis  und  Berichtigung  des  im  4. 
Bande  des  Archivs,  3.  Heft,  8.  332, 
IXr,  XXXV,  Satz  2,  vorgelegten  Lehr- 
satzes. 


Von  dem 

Herrn  Professor  W.  Matzka 

an  der  k,  k.  philozophwchcn  Lehranstalt  zu  Tarnow  in  Galizien. 


Der  Inhalt  dieses  zum  Erweise  vorgegebenen  Satzes  ist  kurz 
folgender : 

Eine  dekadische  Zahl  D—ION+A  Ist  durch  eine  eben 
solche  fl  = 10  n J:  a theilbar,  wenn  An  + aN  dadurch  theil- 
bar  ist. 

He  weis.  Durch  die  Zahl  d ist  offenbar  ihr  Vielfaches  Nd  theil- 
bar, daher  auch  der  ihm  gleiche  Ausdruck  iV(10n  + c)-f  An  — Ah 
= «(10iVr  A)  ±aN—  An  = nl)  — (f InT  aN).  Ist  nun  An^aN 

durch  d theilbar,  so  muss  dies  auch  nl)  sein.  Wenn  demnach 
« und  d,  also,  weil  ist,  auch  « und  a,  keinen  ge- 

meinschaftlichen Theiler  besitzen,  muss  sicher  l)  durch  d 
theilbar  sein. 

Allein!  falls  n und  a,  daher  auch  n und  d,  einen  gemein- 
samen Theiler  haben,  folgt  daraus,  dass  nli  durch  d theilbar  sein 
muss , keineswegs  nothwendig , sondern  nur  etwa  zufällig , die 
Theilbarkeit  von  D durch  fl. 

So  ist  z.  B.  der  letzte  a.  a.  O.  gebrauchte  Theiler  68  von 
dieser  bedenklichen  Beschaffenheit,  weil  6 und  8 zugleich  durch 
'2  theilbar  sind.  In  der  That  ist  zwar  die  daselbst  gewühlte  Zahl 
816  durch  68  theilbar,  allein  374  ist  es  nicht,  obgleich  37.8  — 4.6 
=296—24=272  durch  68  theilbar  ist. 

Mithin  ist  in  den  aufgestellten  Lehrsatz  die  berichtigende 
Einschränkung  aufzuuehmen : 

„wofern  a und  n keinen  Theiler  gemeinschaft- 
lich haben.“ 

Berechnung  solcher  untheilbaren  Zahlen.  Derlei 
Zahlen  I)  = 10 A | A , die  durch  eine  vorgelcgtc  Zahl  rf=10n  + «, 
in  welch  r n und  a einen  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler 
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l">  1 haben,  nicht  theilhar  sind,  obwohl  An^aN  es  ist,  können 
auf  folgende  Weise  berechnet  werden. 

Es  soll  An ^aN  durch  d theilhar,  also 
aN=-j^  An , mod  d sein. 

(•eben  nun,  wenn  man  die  congruenten  Zahlen  und  den  Modul 
durch  ihren  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  t theilt,  die  Zah- 
len «r.  »,  d durch  l getheilt , die  Quotienten  a,  v,  5;  so  verwandelt 
sich  die  CoDgruenz  in 

aN^.  i_vA , mod  S- 


Lös’t  man  diese  foogruenz  in  Bezug  auf  N , indem  man  A über- 
haupt eine  der  zehn  Ziffern  0 , 1 , . . . 9 gelten  lässt , nach  einem 
der  bekannten  Verfahren  auf;  so  sei  N'  ein,  die  Zahl  6 nicht 
übersteigender,  Werth  von  N.  Dann  ist 


2V=2V'  fxd  und  />  = 10iy'+^  + l(M.j, 

wenn  z durchlaufend  sämmtliche  absoluten  Anzahlen  vorstellt 

Weil  in  ö=rf:t“(10«i;fl):<=10ii  + a die  Zahlen  a und  v 
keinen  Theiler  mehr  gemeinschaftlich  besitzen,  muss  die  Zahl 
10iV' -f  A — />' , dem  geführten  Beweise  gemäss,  durch  6 theilhar 
sein.  Da  nunmehr  l)—D'  T 10<$- r und  d—tS  ist,  so  wird 


+ 


2.5. : 
t 


Demnach  ist  I)  allemal  zugleich  mit  D‘  durch  d theilhar  oder 
untheilhar,  so  oft  entweder 

1.  t=2  oder  5 ist,  oder 

2.  für  z bloss  Vielfache  von  t eingesetzt  werden , oder  endlich 

D' 

3.  z so  gewählt  wird , dass  -j-  + 10s  durch  t theilhar  oder 
untheilhar  ausfallt. 

Beispiel.  Bei  dem  Theiler  rf  = 68  = 6.10l-8  hat  man 
»=6,  a=8,  also  <=2  und  5 = 34,  v=3,  a=4;  mithin  soll 
4 N=  3.1 , mod  34  sein.  Da  4 und  34  durch  2 theilhar  sind,  muss 
es  auch  A sein.  Setzt  man  daher  A:2=A'  oder  A=2A',  und 
theilt  man  sowohl  die  Zahlen  als  den  Modul  durch  2,  so  wird 
2Pi=3A',mod  17.  Dazu  findet  sich  leicht  2x  — 8 = — 16  = 1, 
mod  17,  folglich,  wenn  man  mit  —8  multiplicirt , A"=iV'  = 10.1', 
mod  17 , wobei  AT,=  34.  Sofort  ergeben  sich  folgende  zusammen- 
gehörige Werthe:  ' 


Hillszahl 

A' 

= 0, 

1, 

2, 

3, 

4 

Ziffer  der  Einer 

A' 

= o, 

•2, 

4, 

6, 

8 

kleinste  Zehnermenge 

IS' 

= o, 

10, 

3, 

13, 

6 

17. 

27, 

•20, 

30, 

23 

kleinste  Zahl 

D' 

= o, 

102, 

34, 

136, 

68 

170, 

272, 

204, 

306, 

238. 
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Schliefst  man  hievon  die  durch  68  theilbaren  Zahlen  68,  136, 
204  , 272  aus , und  vermehrt  man  die  Zehner  der  übrigen  so  oft 
man  will  widerholt  um  34;  so  erhält  mau  folgende,  trotz  der  erfüll- 
ten Bedingung,  durch  68  nicht  tiieilbare  Zahlen: 


U-  34, 

102, 

170, 

238, 

306, 

374, 

442. 

S10, 

578, 

640, 

714, 

782. 

860, 

918, 

986,  u.  s.  f. 

Leichtere  Bestimmung« weise.  Sucht  man,  entweder 
mittels  einer  Tafel  der  Vielfachen  der  ganzen  Zahlen  oder  durch  w ie- 
derholte Addition  , sänunÜiche  nach  einander  folgenden  N ielfachen 
von  d : l = g , und  lässt  man  der  Reihe  nach  jedes  <te  solche  Viel- 
fache, dessen  Multiplicator  also  selbst  ein  Vielfaches  von  t ist, 
hinweg,  oder  berechnet  man  erstlich  alle  Vielfachen  von  g vor 
seinem  /fachen,  und  vermehrt  sie  dann  wiederholt  um  dieses  /fache: 
so  sind  alle  sich  ergebenden  Vielfachen  von  g,  weil  ihr  Multipli- 
cator durch  t nicht  theilbar  ist , derlei  durch  d untheilbare  Zahlen  D. 

Denn  je  nachdem  in  D=mg—-j-t&—-jd  der  Multiplicator  m 

durch  / theilbar  ist  oder  nicht,  wird  das  Vielfache  1)  durch  d 
theilbar  oder  nicht.  — Weil  ferner  6 — 10i>  + a und  D — mg 
also,  wenn  jf  via  = A 10/4  ausfaÜt,  D = 10  ( mv  ±B 

— /V ) -4  A ist;  so  findet  man  An-talS—Avt^atN—t^Av^aN) 
= /[r(±wia^  10/4)  -f  <*  ( mv  JfÄ)  1 = f Ä ( lOc  Jf  a)  / — ^ Bgl 

— -f  lid , folglich  die  Bedingung,  An  ^ aN  sei  durch  d theilbar, 
jederzeit  erfüllt 
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XX. 

Heber  die  Normalen  der  Kegelschnitte. 

Nach  drei  Aufsätzen  des  Herrn  Gerono,  Professeur 
de  Mathcmatiques,  in  den  Nouvelles  Annales  de  Ma- 
thematiques.  Journal  des  candidats  aux  ecoles  poly- 
technique  et  normale,  rddige  par  Terquem  et  Gerono. 
T.  II.  Paris.  1843.  p.  16.  72.  170.  frei  bearbeitet 

ion 

de  m H erausgcbcr. 


Mit  clon  Normalen . die  durch  einen  gegebenen  Punkt  an  einen 
Kegelschnitt  gezogen  «erden  können,  hat  sich  bekannt  lieh  schon 
Apoll ou ins  in  dein  filntitcu  Buche  seines  berühmten  Werks 
filier  die  Kegelschnitte  beschäftigt , worüber  man  den  Artikel  Nor- 
male in  dem  mathematischen  Wörterhnche.  Till.  III.  IS.  fi88.  nach- 
seheo  kann.  Vorzüglich  wichtig  ist  aber  ferner  eine  Bemerkung 
von  Legen dre  über  die  Kriterien,  mittelst  welcher  sich  die  An- 
zahl der  Normalen  bestimmen  lasst,  die  in  den  verschiedenen 
möglichen  Fällen  durch  einen  gegebenen  Punkt  an  eine  Ellipse 
gezogen  werden  können,  welche  man  in  dem  Tratte  des  fonc- 
tions  e 1 1 i p t i u ues.  T.  II.  Paris.  1825.  p.  340.  findet.  An  diese 
Bemerkung  scnliesst  sich  unmittelbar  der  Aufsatz  des  Herrn 
Lerono  an,  dessen  wesentlichen  Inhalt  wir  im  Folgenden  mit- 
theilen werden. 


I. 

Die  Gleichung  einer  Ellipse,  welche  wir  zuerst  betrachten 
«vollen , sey 


■> 

wo  n und  b ihre  gewöhnliche  Bedeutung  haben.  Sind  .r, , y,  die 
Fnordinateu  eines  beliebigen  Punktes  in  dieser  Ellipse,  so  ist 
bekanntlich 


Digitized  by  Google 


128 


2)  y~y i=i»^(:r“afi) 

die  Uleichung  der  durch  diesen  Punkt  an  die  Ellipse  gezogenen 
Normale.  Bezeichnen  wir  daher  jetzt  durch  u,  (3  die  ('oordiuaten 
eines  beliebigen  Punktes  in  der  Ebene  der  Ellipse,  und  durch  x,y 
die  Coordinaten  des  Dürchschnittspunkts  einer  durch  den  Punkt 
(a|3)  an  die  Ellipse  gezogenen  Normale  mit  der  Ellipse**);  so  ha- 
ben wir  zur  Bestimmung  Ton  x,  y die  beiden  folgenden  Uleichungen: 


oder 


3) | c-y+cf)“*- 


4) 


6*ßr  — a*ay  -f-  ( o*— 1>*)  xy  = 0 : 


oder  , wenn  wie  gewöhnlich 

na  — 6*  = e’ 

gesetzt  wird: 

(£W=>. 

6*/3.c  — a'a»/  + e*-ry  = 0. 

Setzen  wir 

6)  — — 

' e*  ' e* 


so  wird  die  zweite  der  Uleichungen  5): 


*)  Wenn  man  a Ai— i und  a*. — 6’  = e*  setzt,  so  kann  man  die 
fc*x, 

Gleichung  der  Normale  der  Ellipse  aitcli  unter  der  folgenden  liemerkens- 
wertben  Gestalt  durstelleni 


wo  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  hat.  jcnaclidem  oc, 
eine  positive  oder  eine  negative  Grösse  ist  (Comte:  Truite  elöm.  de 
geom.  anal.  p.  358.). 

**)  Wo  (xy)  immer  der  Punkt  der  Ellipse  ist,  in  welchem  auf  der- 
selben die  durch  den  Punkt  (aß)  gezogene  Normale  senkrecht  stellt. 
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7)  bhx  — afy  + xy—i). 

Die  erste  iler  Gleichungen  5)  kann  auf  folgende  Form  gebracht 
werden : 

8)  . 

o(a-\-x:)  ay 

und  wenn  man  daher 

9)  j—  <iy  _b(a—x) 
b ( a -f  x)  ay 


setzt,  so  hat  man  die  beiden  folgenden  Gleichungen : 


10)  ay—bzx—abz,  bx  + aiy  — ab ; 
aus  denen  sich  ohne  Schwierigkeit: 


11) 


l-2a 

r+?,y= 


•26^ 

!+*• 


ergiebt.  Fflhrt  man  diese  Wertbe  von  x und  y in  die  Gleichung 
7 ) ein , so  ergiebt  sich  nach  einigen  leichten  Reductionen  die 
Gleichung 


,2)  0, 


oder,  wenn  der  Kürze  wegen 


13)  A 


_2  (/’+l) 

h ’■ 


gesetzt  wird , die  Gleichung : 

14)  i'  + Az'  + Bz- 1 = 0. 

Weil  das  letzte  Glied  dieser  Gleichung  des  vierten  Grades 
negativ  ist,  so  hat  dieselbe  nach  einem  bekannten  Satze  von  den 
Gleichungen  *)  jederzeit  zwei  reelle  Wurzeln  mit  entgegengesetzten 
Vorzeichen ; und  da  nun  wegen  der  Gleichungen  11)  jedem  reellen 
Werthe  von  z reelle  Werthe  von  x und  y entsprechen , so  sieht 
man  zuvörderst , dass  sich  durch  jeden  Punkt  immer 
mindestens  zwei  Normalen  au  eine  Ellipse  ziehen 
lassen. 

Bezeichnen  wir  die  vier  Wurzeln  der  Gleichung  14)  überhaupt 
durch  m.  n , p , q : so  haben  wir  zwischen  denselben  bekanntlich 
die  vier  folgenden  Gleichungen : 


*)  Supplemente  zum  mathematischen  Wörterbucbc.  Thl.  II.  Artikel 
Gleichung.  S.  396. 

Theil  Al.  9 
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rt+»+f>  + f=  — A, 

( mn  + pq  )+(wp  + «?)+(  m?  + np  ) = ö, 
map  f in n q f mpq  + npq  — — B , 

mnpq  — — 1 ; f 

und  können  nun  mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  leicht  die  Gleichung 
des  dritten  Grades  linden , deren  Wurzeln  die  drei  Grössen 

mn  d pq , mp  -\-nq , mq-\-np 

sind.  Weil  nämlich  die  Summe  dieser  drei  Grössen  nach  15)  ver- 
schwindet . so  hat  die  in  Rede  stehende  cubische  Gleichung  die 
Form 

16)  na  + A,u+  ßi  =0. 

Ferner  ist  nach  der  Lehre  von  den  Gleichungen 

.1,=  (mn  +pq)  (mp  + nq) 

( mn+pq ) ( mq\np ) 

(mp  + nq)  (mq  + np). 

Durch  Multiplication  der  ersten  und  dritten  der  Gleichungen 
15)  erhält  man  aber  ohne  Schwierigkeit  nach  einigen  leichten  Ile- 
ductionen : ~ 

AB  — imnpq  -f  (»in  + pq)  (mp  I nq) 
f (mn+pq)  (mq  + np) 

1 (mp  + nq)  (mq  + np). 

Also  ist  wegen  der  vierten  der  Gleichungen  15) 

AB  = A,  —4, 

und  folglich 

A,  = AB  + 4. 

Endlich  ist  nach  der  Theorie  der  Gleichungen 

B,  = — (mn  +pq ) (mp  -f  nq)  (mq  + np). 

Entwickelt  man  das  Product  auf  der  rechten  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens,  so  erhält  man,  mit  Rücksicht  auf  die  bekannte  Relation 

mnpq—  — 1, 

ohne  Schwierigkeit 

By~  /«’  +»’+//’  l?51 

— (m2n2p'2  + ni2n2q2  -f- m^p^q2  + n2p2g2). 

Quadrirt  man  aber  die  erste  und  dritte  der  Gleichungen  15),  und 
zieht  daun  die  letztere  von  der  erstcren  ab,  so  erhält  man,  mit 
Rücksicht  auf  die  Relation 
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(»«»  + pq)  + (mp  +nr/H  (mq  + np) = 0 , 
ohne  Schwierigkeit 

A*  — B*  = m'  + n'+p'+q* 

— ( mtn*p*  -J-  m'n'q*  + mtptq%  + n*p*q*  ) ■ 

Also  ist 

B, 

und  die  cubische  Gleichung  16),  deren  Wurzeln  die  Grössen 

\ 

mn+pqs  mp  -f  nq , mq  f itp 

sind,  wird  daher 

17)  u>+(AB+A)ii  + At-B*=0. 

Bezeichnen  wir  die  drei  Wurzeln  dieser  Gleichung  durch 
so  können  wir 

I«,  = mn-\-pq, 

«»=  mp+nq, 
u,  = mq  -f  np 

setzen,  und  erhalten  hieraus  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

| u,  Ka  — (m  — q)  (n  —p), 

19)  ] ut-  u,  — (m-  n)  (p  -q) , 

( «,  — p)(q  — n). 

Wenn  nun 

4 (AB  + 4)*+  27  (A*  - JSS)* = 0 

ist,  so  sind  nach  der  Theorie  der  cubischen  Gleichungen*)  die 
drei  Wurzeln  Ui,  ti,  reell,  und  zwei  derselben  sind  einander 
gleich.  Sind  also  z.  B.  m und  n die  beiden  reellen  Wurzeln  mit 
entgegengesetzten  Vorzeichen , welche  die  Gleichung  14)  jeder- 
zeit nothwendiß  haben  muss,  so  ist  wegen  der  zweiten  der  Glei- 
chungen 19)  die  Differenz  p — q eine  reelle  Grösse.  Wären  nun 
aber  p und  a zwei  imaginäre  Wurzeln  der  Gleichung  14),  so 
müssten  dieselben  nach  der  Theorie  der  Gleichungen  von  der  Form 

. p=t-\-tV—  1,  q—s  — tV~  1 

sein , und  es  wäre  folglich 

p — q — ‘lt\~- 1 , 

diese  Differenz  also  imaginär,  was  gegen  das  Obige  streitet.  Da- 

*)  M.  vergl.  i.  B.  Arclii».  Tbl.  VI.  S.  6. 

* !>• 
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her  sind  auch  die  Wurzeln  p und  q reell,  und  die  Gleichung 
14)  hat  folglich  in  diesem  Falle  vier  reelle  Wurzeln.  Weil  aber 
eine  der  Differenzen  u, — «* , «ä  — n3 , v,  — u,  verschwindet,  so 
müssen  wegen  der  Gleichungen  19)  unter  diesen  vier  reellen 
Wurzeln  zwei  gleiche  Vorkommen. 

Wenn  ferner 

t 

4 (AB + 4)>  + 27  (A*  - B'Y  > 0 

ist,  so  sind  nach  der  Theorie  der  cubischen  Gleichungen*)  von 
den  Wurzeln  «,  eine  reell  und  zwei  imaginär.  Weil  die 

beiden  imaginären  Wurzeln  von  der  Form  r+ieV— i und  v — toV  — 1 
sein  müssen,  so  sind  die  Differenzen  u.lf  % — u3  , n3  — u ( 
offenbar  alle  drei  imaginär.  Sind  nun  wieder  z.  ß.  m und  n die 
beiden  reellen  Wurzeln  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen , welche 
die  Gleichung  14)  nothwendig  haben  muss,  so  ist  wegen  der 
zweiten  der  Gleichungen  lfl)  die  Differenz  p — ((  imaginär,  und 
da,  weil  die  imaginären  Wurzeln  der  Gleichungen  immer  paarweise 
vorhanden  sind,  nicht  bloss  eine  der  beiden  Grössen  p und  q 
imaginär  sein  kann,  so  müssen  dieselben  beide  imaginär  sein; 
folglich  hat  die  Gleichung  14)  in  diesem  Falle  zwei  reelle  und 
zwei  imaginäre  Wurzeln. 

WTenn  endlich 

4(z4jB  + 4)'+27(z**-  2?s)*<0 

ist , so  sind  nach  der  Theorie  der  cubischen  Gleichungen  **)  die 
Wurzeln  wt,  w 9,  n3  «alle  drei  reell,  und  unter  einander  ungleich. 
Daher  sind  zuvörderst  wegen  der  Gleichungen  19)  die  vier  Wurzeln 
in,  n,  p,  q offenbar  sämmtiieh  unter  einander  ungleich.  Sind  aber 
wieder  z.  li.  m und  n die  zwei  reellen  Wurzeln  mit  entgegenge- 
setzten Vorzeichen,  welche  die  Gleichung  14)  nothwendig  haben 
muss,  so  ist  wegen  der  zweiten  der  Gleichungen  19)  die  Differenz 
p — q eine  reelle  Grösse,  woraus  man  ganz  wie  im  ersten  Falle 
schliesst,  dass  die  Wurzeln  p und  q beide  reell  sind.  Daher  hat 
im  vorliegenden  Falle  die  Gleichung  14)  vier  unter  einander  un- 
gleiche reelle  Wurzeln*. 

Kücksichtlich  der  Normalen  der  Ellipse  ergiebt  sich  hieraus 
nun  unmittelbar  Folgendes: 

Wenn 


4(z4/?+4)s+27(zP-ZD)’=0 

ist,  so  lassen  sich  durch  den  gegebenen  Punkt  (otj3)  drei  Normalen 
au  die  Ellipse  ziehen. 

Wenn  dagegen 

4(z4B+4)*+27(z4*-£P)*>0 

ist,  so  lassen  sich  durch  den  gegebenen  Punkt  (ci.i)  nur  zwei 
Normalen  an  die  Ellipse  ziehen. 

Wenn  endlich 


*)  A.  a.  O.  S.  C.  **1  A.  a.  0.  S.  T. 
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4 ( /Lß  + 4 )’+ 27 ( ;4»  - )*  <0 

ist , so  können  durch  den  gegebenen  Punkt  (<*ß)  vier  Normalen  an 
die  Ellipse  gezogen  werden. 

Die  vorhergehenden  Bedingungen  lassen  sich  aber  auf  einen 
eleganteren  Ausdruck  bringen. 

Setzen  wir  nämlich 

wo  A und  /li  offenbar  positive  Grössen  sind,  so  ist,  wie  man 
leicht  findet: 

( A*  - B* )'  = 256  AV, AB— 4(  A3  -/i3 ) , 

also 

4(,4jE?+4)3+27(zl*-.ß*)* 

= 256 1 ( A» -M3  + 1 ) * + 27  A.  V h 

und  die  Bedingungen 

4 ( ^1?  + 4 )• +27  ( .dl*  - jB*  )*  ^ 0 

sind  folglich  offenbar  erfüllt , wenn  respective  die  Bedingungen 

’ (A3-m*  + 1)*+27AV|o. 

oder  die  Bedingungen 

(As-/ts+l)*^-27AV 

erfüllt  sind.  Weil  nun  aber  — 3A^  negativ,  und  die  dritte  Potenz 
von  A’  — j«*  + I positiv  oder  negativ  ist,  jenachdcm  diese  Grösse 
selbst  positiv  oder  negativ  ist,  so  sind  die  vorhergehenden  Be- 
dingungen, wie  leicht  erhellen  wird,  jederzeit  erfüllt,  wenn  respec- 
tive die  Bedingungen 

A*-|U*+1=— 3A(U, 

d.  i.  die  Bedingungen 

A*-(u»+1  + 3A/.|0 

erfüllt  sind.  Weil  aber 

As—  /**  = (A— /i)3  +3A/u(A-/i) 

ist,  so  kann  man  an  die  Stelle  der  vorhergehenden  Bedingungen 
die  Bedingungen 

(A  — fi)3  + 1 +3Au(A—  ju+l  )^0 
setzen.  Nun  ist  aber 
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(*—/*)* + !=(*— i“ + *)£(*—  /‘)a—  (*— p)  + ^> 

und  die  vorhergehenden  Bedingungen  werden  also  jederzeit  erfüllt 
sein,  wenn  respcctive  die  Bedingungen 

(A-u  + l)£(A-/i)a-(A-/i)+l+3Ai<l^0 

erfüllt  sind.  Wenn  A— ,u  negativ  ist,  so  ist  die  Grösse 

u-M)*-a-M)+i 

offenbar  positiv;  ist  aber  \—/u  positiv,  so  ist,  weil 

(A— ju)a-(A  — /t)  + l = (A— /.i—  1)*  + (A— (.1) 

gesetzt  werden  kann,  die  Grösse 

(A—  ft)*  — (X— /ti)  + l 

ebenfalls  positiv;  und  diese  Grösse  ist  daher  stets  positiv.  Da 
nun  ’iXfi  positiv  ist , so  ist  auch  die  Grösse 

(A— ju)*—  (A— ju)  + 1+3A/u 

stets  positiv,  und  die  Bedingungen 

( A — /ii  + l)|(A — /i)a  — (A  — jitJ-f-l  +3Au|  ^0 

können  daher  jederzeit  durch  die  Bedingungen 

A — + 

d.  i.  nach  dem  Obigen  durch  die  Bedingungen 

(d±*)>_(^>-+1|o 

ersetzt  werden.  Daher  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden  jetzt 
Folgendes: 

Wenn 

(^),_(^)4l=0 

ist.  so  lassen  sich  durch  den  gegebenen  Punkt  (aß)  drei  Nor- 
malen an  die  Ellipse  ziehen. 

Wenn  dagegen 

C^)s-(^)5+i>o 

ist.  so  können  durch  den  gegebenen  Punkt  (aß)  nur  zwei  Nor- 
malen an  die  Ellipse  gezogen  werden. 

Wenn  endlich 
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C^M^+x.  ■ 

ist,  so  lassen  sich  durch  den  gegebenen  Punkt  vier  Normalen  an 
die  Ellipse  ziehen. 

Nach  dem  Obigen  ist 

A-\-B  f au. 

4 ~~~h~  6p’ 

A-B  _ 1 _«*. 

4 h bß  ’ 

also 

oder 

( )i_  y+i= fay+w'-w' , 

und  an  die  Stelle  der  Bedingungen 

2 

können  folglich,  weil  (Äß)  eine  positive  Grösse  ist,  die  Bedingungen 

(te),+(«p)l-(e*),^0 

gesetzt  werden.  Daher  erhalten  wir  endlich  den  folgenden  be- 
merkenswerthen  Satz : 

An  die  durch  die  Gleichung 

(?)’*(£)’=■ 

charakterisirteEliip.se  können  durch  einen  gegebenen 
Punkt  (aß)  zwei,  oder  drei,  oder  vier  Normalen  ge- 
zogen werden,  jenachdem,  indem  wie  gewöhnlich 
aa  — gesetzt  wird, 

(«*),+(«p)5-(^)i>0, 

oder  > 

(aa?  +(6(3)S-(e*)!=0, 

oder 

(«a)*+(43),-(e*),<0 

ist. 
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Dieser  Satz  ist  aber  auch  einer  bemerkenswerthen  geometri- 
schen Intrepretation  fähig. 

Aus  der  höheren  Geometrie  ist  nämlich  allgemein  bekannt  *) , 

dass 

(«)*  + («»)*=  («•)* 

oder 

(aar)!  + (%)!-(e*)!=0 
die  Gleichung  der  Evolute  der  durch  die  Gleichung 

(£*+(£)■- 

charakterisirten  Ellipse  ist**),  und  durch  eine  ganz  einfache  Be- 
trachtung wird  auf  der  Stelle  erhellen,  dass  der  Punkt  (xy)  ausser- 
halb, in  oder  innerhalb  dieser  Evolute  liegt,  jenachdeni ' 


(«.r)!  + (ty)* 

-(*a)!>0. 

oder 

(ax)1  f (by)1 

-(e*)S  = 0, 

oder 

(«*  )*+(%)* 

-(c2)J<0 

ist.  Daher 

hat  man  das  folgende 

merkwürdige  Theorem 

Durch  einen  Punkt  in  der  Ebene  einer  Ellipse 
lassen  sich  an  dieselbe  zwei,  oder  drei,  oder  vier 
IN  o r in  a I e n ziehen,  j e n a c h d e in  dieser  Punkt  ausser- 
halb, oder  in,  oder  innerhalb  der  Evolute  der  Ellipse 
liegt. 

II. 

Die  Gleichung  einer  Hyperbel  sei 

’ 

so  hat  man,  wenn  x , y die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts 
einer  durch  den  Punkt  ( u\i ) an  die  Hyperbel  gezogenen  Normale 
mit  derselben  bezeichnen  ***) , zur  Bestimmung  von  x,  y die  beiden 
folgenden  Gleichungen : 


’)  M.  ».  z.  B.  meine  Elemente  der  Differential  - und  Integralrechnung. 
Thl.  I.  Leipzig.  183T.  S.  2»l. 

**)  Line  Zeichnung  der  Evolute  einer  Ellipse  s.  ni.  Archiv.  Thl.  IV'. 
Taf.  II.  Fig.  5. 

"*)  Wo  ( xy ) immer  der  Punkt  der  Hyperbel  ist,  in  weichem  auf 
derselben  die  durch  den  Punkt  (aß)  gelogene  Normale  senkrecht  steht. 
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(/3-y='S(a~A); 


oder 


3) 


(f  )*-©■->. 

- 62  p*  — «®  ay +<(  a2  + 6* ) a-y  =0 ; 
oder,  wenn  wie  gewöhnlich 

a2+A2  = e2 

gesetzt  wird: 

! ©’-©’=>■ 


i) 


- 


6* j3 x — a"1  ay- f e2 


Setzen  wir 


i*\  au  , bli  . 

5)  7*=f’  — J.  = *5 


so  wird  die  zweite  der  Gleichungen  4): 

6)  bhx—  afy-\-ay  — 0. 

Die  erste  der  Gleichungen  4)  kann  auf  folgende  Form  ge- 
bracht werden:  s 


7)  °y  b(x  — a) 

b(x  + a)  ay  ’ 


und  wenn  man  daher 


8)  r 


°y 


b(x  — a) 


b(x-\-a)  ay 

setzt , so  hat  man  die  beiden  folgenden  Gleichungen : 
9)  ay—bzx=abz,  bx  — azy  — ab : 
aus  denen  sich  ohne  Schwierigkeit: 


10>*=«r^=i^ 


ergiebt.  Führt  man  diese  Werthe  von  x und  y in  die  Gleichung 
ti)  ein,  so  erhält  man  nach  eiuigen  leichten  Kedoctionen  die 
Gleichung: 


Tlicil  VI. 
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oder,  wenn  der  Kürze  wegen 

12,  A=-uqn, 

gesetzt  wird,  die  Gleichung: 

13)  z*  + Az*  + Bz- 1=*0. 

Aus  dieser  Gleichung  fassen  sich  nun  durch  ganz  gleiche  Be- 
trachtungen wie  bei  der  "Ellipse,  die  wir  hier  nicht  wiederholen 
wollen , ganz  dieselben  durch  die  Grössen  A und  B ausgedrückten 
Bedingungen  wie  dort  für  die  Anzahl  der  Normalen , welche  durch 
den  Punkt  (aß)  an  die  Hyperbel  gezogen  Werden  können , ableiteB. 
Nach  dem  Obigen  ist  aber 

A + B __  1_ 

4 h~bß’ 

A — B_  /■_«“. 

— h~  bß' 

also 

C^),-W+'=-C?^CrP'+1 

oder 

und  an  die  Stelle  der  Bedingungen 

können  folglich,  weil  (Aß)J  eine  positive  Grösse  ist,  die  Bedingungen 
(aa)!-(6ß)i-(*9)i=0 

gesetzt  werden.  Daher  erhalten  wir  endlich  den  folgenden  be- 
merkenswerthen  Satz : 

An  die  durch  die  Gleichung 

charafcterisirte  Hyperbel  können  durch  einen  geg|ebe 
nen  Punkt  (aß)  zwei,  oder  drei,  oder  vier  Normalen 
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gezogen  werden,  jenachdera,  indem  wie  gewöhnlich 
+ gesetzt  wird, 

(oa)1-^  ! — (e2  ^ <0, 

oder 

(a«),-(43)*-(e*),=0, 

oder 

(aa),-(&ß),-(e*),>  0 

ist 

Die  Gleichung  der  Evolute  der  Hyperbel  ist*) 

<«*),-(* y)!=(e»)1 

oder 

(fl*)t-(fy),-(**),*=  0. 

woraus  sich  leicht  ableiten  lässt,  dass  die  Evolute  der  Hyperbel 
aus  vier  gegen  ihre  Axen  symmetrisch  liegenden,  sich  in’s  Un- 
endliche erstreckenden  Zweigen  besteht,  weiche  gegen  die  Haupt« 
axe  der  Hyperbel  convex  sind.  Betrachten  wir  nun  den  zwischen 
diesen  vier  Zweigen  liegenden  (unendlichen),  aus  zwei  ganz  von 
einander  getrennten  Theilen  bestehenden  Kaum,  welcher  durch 
die  Hauptaxe  der  Hyperbel  halbirt  wird,  als  den  inneren,  dagegen 
den  zwischen  den  vier  Zweigen  liegenden  (unendlichen)  Raum, 
welcher  durch  die  Nebenoxe  der  Hyperbel  halbirt  wird,  als  den 
äusseren  Kaum  der  Evolute;  so  wird  durch  eine  ganz  einfache 
Betrachtung  auf  der  Stelle  erhellen,  dass  der  Punkt  (xy)  ausser- 
halb, in  oder  innerhalb  der  Evolute  liegt,  jenachdem 

(a*),-(fiy),-(e*),<  0, 

oder 

(<w),^(Äy)?-(e>),= 0, 

oder 

(<w)!— <ty)f-(e*)!>  0 

ist.  Vergleicht  man  dies  aber  mit  dem  Vorhergehenden , so  ergiebt 
sich  das  folgende  merkwürdige  Theorem : 

Durch  einen  Punkt  in  der  Ebene  einer  Hyperbel 
lassen  sich  an  dieselbe  zwei,  oder  drei,  oder  vier 
Normalen  ziehen,  jenachdem  dieser  Punkt  ausser- 
halb, oder  in,  oder  innerhalb  der  Evolute  der  Hyper- 
bel liegt 


*)  M. ».  meine  Elemente  der  Differential  - und  Integralrechnung  a.  a.  O. 

9*  * 
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Dass  dieser  Satz  mit  dem  oben  von  der  Ellipse  bewiesenen 
Satze  ganz  identisch  ist , und  daher  von  der  Ellipse  und  Hyperbel 
gilt , fallt  auf  der  Stelle  in  die  Augen. 

III. 

Für  eine  Parabel,  deren  Parameter  '2p  ist,  müssen  die  C’oor- 
dinaten  x ,y  des  Punktes,  in  welchem  eine  durch  den  Punkt  («ji) 
gezogene  Normale  der  Parabel  auf  derselben  senkrecht  steht, 
aus  den  beiden  Gleichungen : 

1)  y^  — 'Ipx,  ß-yrrz-li(a  — x) 

oder 


2)  y2=2 px,  ay  -(<x~p)y-pp=0 

bestimmt  werden.  Durch  Elimination  von  x erhält  man  aber  aus 
diesen  beiden  Gleichungen  die  Gleichung 

3)  y»  — 2/>(a— p)y~ 2j»*0=O, 

und  gelangt  nun  hierdurch  mit  Hülfe  der  Theorie  der  cubischen 
Gleichungen*)  sehr  leicht  zu  dem  folgenden  Resultate: 

An  die  durch  die  Gleichung  y*=2/»ar  charakteri- 
sirte  Parabel  können  durch  einen  gegebenen  Punkt 
(ap)  eipe,  oder  zwei,  oder  drei  Normalen  gezogen 
werden,  j e u a c h d e m 

Z7pß*-8(a-p) 3 >0, 

oder 

: 27pp * — 8(a  — p)3 =0, 

oder 


ist. 


'27 pp'1  — 8 (oc—p)3  <0 


Die  Gleichung  der  Evolute  der  Parabel  ist**) 


Ttpyi  — 8 ( .r  — /> ) 3 — 0, 


woraus  sich  leichtableiten  lässt,  dass  die  Evolute  aus  zwei  gegen 
die  Axe  der  Parabel  symmetrisch  liegenden  unendlichen  Zweigen 
besteht , welche  gegen  die  Axe  convex  sind.  Betrachten  wir  nun 
den  zwischen  den  beiden  Zweigen  auf  deren  convexen  Seiten  liegen- 
den unendlichen  Raum  als  den  innern,  den  auf  den  concaven 
Seiten  der  beiden  Zweige  liegenden  unendlichen  Raum  dagegen 
als  «len  äusseren  Raum  der  Evolute,  so  wird  leicht  erhellen,  dass 
der  Punkt  (xy)  ausserhalb,  in  oder  innerhalb  der  Evolute  liegt, 
jenachdem 


')  M.  «.  Archiv  Thl.  VI.  S.  6. 

*’)  M.  «.  meine  Elemente  der  Differential  - und  Integralrechnung  a.  a.  O. 
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oder 


oder 


(Hpyv—  8 ( x — p )3  > 0 . 
27;jyi  — 8 ( a: — p )s  =0, 


8(#—  p)3  <0 

ist,  nud  wir  erhalten  daher  das  folgende  Theorem: 


Durch  einen  Punkt  in  der  Ebene  einer  Parabel 
lassen  sich  an  dieselbe  eine,  oder  zwei,  oder  drei 
Normalen  ziehen,  jenachdem  dieser  Punkt  ausser- 
halb, oder  in,  oder  innerhalb  der  Evolute  der  Para- 
bel liegt. 


XXI. 

Nachträge  zur  Ausgleichung^ - 
Rechnung. 

Von  dem 

# ,i  ' 

Herrn  Professor  Dr.  Gerling 

zu  Marburg.  ■ . 


In  der  Vorrede  zu  meiner  Ausgleichung s-  Rechnung 
(S.  XIII.)  habe  ich  bereits  die  Erwartung  angedeutet,  .dass  sich 
bald  Nachträge  und  Berichtigungen  finden  würden , wenn  nur  ver- 
ständige Practiker  erst  häufiger  von  der  Ausgleichung  Gebrauch 
machten.  Diese  Erwartung  hat  sich  jetzt  schon  dadurch  verwirk- 
licht, dass  Herr  Land-Messer  Coester  (dermalen  bei  der  unter 
Leitung  des  Herrn  Obristlieutenant  Wiegrebe  vorgehenden 
topographischen  Vermessung  Kurhessens  angestellt)  mir  kürzlich 
zwei  wesentliche  Umstände  mittheilte,  welche  in  meinem  Buche 
berichtigend  nachzutragen  sind. 

Herr  C oester  ist  nämlich  beschäftigt  mein  grosses  Triangel- 
System  mit  kleineren  Dreiecken  auszufüllen,  besorgt  dieses  Gechäft 
mit  eben  so  viel  Eifer  als  Intelligenz  unter  dem  Gesichtspunkt,  dass 
seine  Messungen  uud  Rechnungen  mittelst  der  Ausgleichungen 
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überall  den  Prüfstein  ihrer  Richtigkeit  in  sich  tragen,  und  bat  da- 
durch eine  Gelegenheit  zu  den  reichsten  Erfahrungen  über  die  E i n- 
schaltungs- Methoden,  welche  mir  bei  den  grossen  Dreiecken 
nur  ausnahmsweise  vorkamen.  Hierauf  beziehen  sich  denn  auch 
»eine  Mittheilungen.  Ich  kann  dieselben  nicht  besser  verdanken , 
als  indem  ich,  die  Erlaubniss  ihres  Urhebers  benutzend,  das  We- 
sentliche davon  hier  selbstständig  darstelle , und  dadurch  den 
Practikern,  welche  etwa  ähnliche  Geschäfte  betreiben  mochten, 
diese  nützlichen  Nachträge  empfehlend  bekannt  mache.  Diese  wer- 
den sich  das  Einzelne  leicht  selbst  weiter  entwickeln. 

Ich  setze  dabei  auch  hieT  lauter  ebeoe  Figuren  voraus , indem 
jedenfalls  eine  vorläufige  Rechnung  die  etwa  zu  berücksichtigenden 
sphärischen  Excesse  liefert. 


Erster  Nachtrag. 

Für  solche  Fälle,  wo  ein  einzelner  Punkt  zwischen  meh- 
rere andere,  als  absolut  genau  betrachtete,  einzuschalten  ist,  und 
bloss  an  ihm  selbst  Winkel  gemessen  sind,  und  wo  also  we- 
nigstens vier  gute  Punkte  angeschnitten  sein  müssen,  wenn  man 
überhaupt  ausgleichen  will , rieth  ich  (S.  303.)  die  Bestimmung  der 
gegebenen  Punkte  auf  rechtwinkliehe  toordinaten  zu  reduciren,  und 
dann  nach  der  Methode  der  vermittelnden  Beobachtungen  zu  Ver- 
fahren, wie  ohnehin  für  die  Pothenotsche  Aufgabe  vorge- 
schrieben zu  werden  pflegt.  Dieser  Rath  ist  aber  nicht  allge- 
mein der  zweckmässigste. 

Kommen  nämlich  Fälle  vor,  wo  man  zunächst  die  Distanzen 
des  einzuschaltenden  Punktes  von  den  gegebenen  sucht,  und  sind 
dann  überdies  alle  Winkel  und  Seiteu  zwischen  den  gegebenen 
Punkten  schon  fertig  berechnet  (wie  dies  z.  B.  in  meinem  grossen 
»System  der  Fall  ist);  so  kann  man  ohne  rechtwintliche 
Coordinaten  bequemer  zuin  Ziel  kommen,  indem  man  die  Auf- 
gabe als  eine  bedingte  behandelt. 

Man  wird  auch  hier  zuerst  aus  den  Richtungen  auf  drei 
(zweckmässig  gewählte)  von  den  vorgegebenen  Punkten  den  Orien- 
tirungs  - Winkel  einer  Visirlinie  gegen  eine  der  gegebenen  Verbin- 
dungslinien zu  berechnen  haben,  und  zwar  aus  Gründen,  die  sofort 
erhellen  werden,  in  scharfer  Rechnung. 

Hiezu  würde  ich  Vorschlägen,  etwa  auf  folgende  Weise  zwei 
vorliegende  Seiten  und  ihren  eingeschlossenen  Winkel  zu  benutzen. 
Bezeichnen  wir  den  einzuschaltenden  Punkt  mit  0,  die  drei  gege- 
benen mit  1;  2;  3;  und  suchen  die  Winkel  q = unt* 

12  2 3 

»us  den  gemessenen  j und  q ; so  ist  die  Gleichung 

(i) 

««  0 «"  0 

zu  erfüllen  Diese  giebt  zunächst 
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«'«  (2Q 3 + r) 


1.*  „ 2.3 

tin  0 


(2)  j— 5 “23  12“  ** ' 

«"  (i  o +9)  ™ 0 

wo  der  Hülfs- Winkel  tc  also  leicht  berechnet  wird. 

Daraus  erhält  man , weil  nach  der  Voraussetzung 

(3)  ,/  + r=Y 

gegeben  ist,  endlich 

(4)  langl  j^Q2— 203)+(?~r)j  = tavg  1 |1^2^3^.3J|  tang^«_te^ 
und  somit  q und  r. 

Ferner  wird  man  nun  die  Gleichung  aufzusuchen  haben , wel- 
che zwischen  den  Richtungs- Verbesserungen  (Jft)  un^ 

der  Verbesserung  der  berechneten  Richtung  fj  besteht.  Da  nun 

(gr)  = — und  (r)  = + ist , so  erhält  man  diese  Gleichung 

und  zugleich  eine  Prüfung  für  die  vorige  Rechnung,  wenn  man, 
mit  Benutzung  der  logarithmischen  Differenzen,  die  Gleichung  (1) 
berechnet  Fs  muss  dann  noth wendig  der  log  0.2  auf  beiden  Sei- 
ten übereinstimmen,  was  zur  Prüfung  dient,  überdies  aber  muss 
er  einerseits ! die  Correctionen  (ß)>  QO  ’ ÖD  » andererseits  die 

CorrectionenQ^ ; mit  eich  führen,  wodurch  sich  also 

die  Gleichung 

0=0+^,  (ß)  + g,  Q + g,  (^q^+S’+C^) 

oder  durch  eine  leichte  Umgestaltung 

<5)  0D= Ai  Co) + © + A>  (ü) 


ergiebt.  Man  hat  also , sobald  demnächst  (ß) ; bekannt 

sind,  auch  schon  den  definitiven  Vierth  von  log  0.2,  wenn  man 
ihn  durch  Substitution  zu  finden  verzieht  • * 

Wären  nun  die  drei  Punkte  1,2,3  allein  angeschnitten , und 
also  nichts  auszugleichen,  so  würde  die  Rechnung  doch  eben  se 
gemacht  werden  müssen,  wenn  man  den  Einfluss  zu  wissen  wünschte, 
welchen  die  unvermeidlichen  Fehler  der  Visirlinien  auf  die  Orien- 
iirtmg  ausübten. 

Sollen  nun  aber  weiter  die  übrigen  angeschnittenen  Punkte 
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zur  Ausgleichung  aller  Visirlinien  benutzt  werden , so  giebt  jeder 
von  ihnen  eine  Bedingungsgleichung  dritter  Klasse  in  der  für  Auf- 
findung der  definitiven  Distanzen  bequemsten  Form  , wenn  man  eine 
weitere  Distanz  aus  zwei  Dreiecken  berechnet,  in  welchen  je  eine 
Distanz  zweier  gegebenen  Punkte  vorkommt.  Die  Winkel  dieser 
Dreiecke  lassen  sich  nämlich  durch  die  noch  zu-  verbessernden 


Richtungen  der  Visirlinien , durch  die  gegebenen  (als  absolut  genau 
betrachteten)  Winkel  zwischen  den  gegebenen  Verbindungslinien 
und  durch  q (oder  r)  ausdrücken.  demnach  hat  man  mit  Hülfe 


der  Gleichung  (5)  jedesmal  eine  Bedingungsgleichung  zwischen 
lauter  Richtung«  - Verbesserungen. 

Wäre  z.  B.  ein  Punkt  4 zwischen  2 und  3 und  jenseits  der  Li- 

2 3 2 4 4 3 

nie  ' angeschnitten , so  hätte  man  entweder  “ ' * und  ^ oder 

3 4 2 4 

und  oder  endlich  beide  Paare  von  Grössen  zu  benutzen, 

um  entweder  log  0.2  oder  log  0.3  oder  log  0.4  doppelt  auszn- 

drücken.  Mau  hat  also  die  Wahl  zwischen  den  drei  endlichen 
Gleichungen 

2.3  2.4 

0.2  . . . ,2.3 ,2.4  . 4.3  . , 

. 2.8*‘n(0  — ~2“4**m(  o + 2 +r)’ 

«n  0 sin  % 


~ sin  r = sin  (180«  - V“  r+Y  + V^ 


S'71±4*,‘”(423  + r)  = 'T^3  ,in  a80°-  V~r  + 234)- 


ln  allen  drei  Fällen  erhält  man,  wenn  für  (r)  = se'n  'Verth 
aus  (5)  eingeführt  wird,  eine  Bedingungsgleichung  von  der  Form 

0 = w,  + «,  (J)  + (ö)  + a,  (jj)  + °*  ($)• 

Sollte  aber  etwa  2.4  zufällig  leiden  und  statt  dessen  1.4  bekannt 

sein , so  beständen  drei  andere  endliche  Gleichungen  zur  Auswahl, 
die  auf  dieselbe  Bedingungsgleichung  führten. 

Man  wird  also  unter  den  verschiedenen  Wegen  zu  letzterer 
denjenigen  wählen,  welcher  das  grösste  w1  zu  geben  verspricht, 
oder  wenn  keiner  sich  hierin  überwiegend  vorteilhaft  zeigt,  den, 
welcher  die  bequemste  Rechnung  darnietet  (vergl.  S.  250.). 

Sind  nun  die  n — 3 Bedingungsgleichungen,  welche  bei  n vor- 
gegebenen Punkten  sich  offenbar  finden  müssen,  auf  diese  Weise 
aufgestellt,  so  wird  endlich  zu  den  Correlaten  - Gleichungen  und 
Normal  - Gleichungen  auf  die  bekannte  Weise  fortgeschritten. 
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Die  ohnehin  nöthige  Prflfungsrerhnung  giebt  dann  die  deii 
nitiven  Distanzen,  so  wie  auch  aus  dein  ausgeglichenen 
Winkel  die  definitiven  Azimut  he  des  Punkts  in  jedem  ge- 
gebenen Punkte  folgen. 


Zweiter  Nachtrag. 

Wenn  auf  einem  einzuschaltenden  einzelnen  Punkte  keine 
Winkel  gemessen  sind,  sondern  derselbe  bloss  von  meh- 
reren gegebenen  Punkten  aus  angeschnitten  ist,  deren  also, 
wenn  Ausgleichung  statt  linden  soll,  wenigstens  drei  sein  müssen; 
so  kann  es  allerdings  Vorkommen , dass  mau  n u r die  Richtungen 
zwischen  je  zwei  und  zwei  der  gegebenen  Punkte  benutzen  kann. 
Dieser  mögliche  Fall  wird  aber  in  der  wirklichen  Praxis  nur  höchst 
selten  Vorkommen.  Vielmehr  wird  man  hier  fast  immer  ein  voll 
s t ä n d i g gegebenes  System  zum  Brunde  zu  legen  und  mit  Rück- 
sicht auf  gegebene  Richtungen  und  Seitenverhältnisse 
desselben  auszugleichen  haben. 

Es  ist  in  dieser  Beziehung  also  (zu  S.  304.)  nachzutragen,  dass 
man  höchtens  ausnahmsweise  sich  mit  einer  solchen  Bedingungs- 
gleichung  wird  begnügen  dürfen , als  welche  in  dem  Rechnung*-  . 
Beispiel  S.  202.  vorkam , vielmehr  in  den  regelmässig  eintreteuden 
Fällen  nach  derselben  Weise  einzuschalten  hat,  wie  ich  (Beiträge 
S.  173.)  den  Frauenberg  zwischen  vier  Hauptpunkte  einschaltete. 

Vorausgesetzt  also , dass  eine  beliebige  Anzahl  Von  Punkten 
in  einem  vollständigen  System  von  Richtungen  und  Distanzen 
vorgegeben  und  nun  ein  einzelner  bloss  angeschnittener  Punkt  0 
mit  Ausgleichung  einzuschalten  sei;  kommt  es  zuerst  auf  Abzäh- 
lung der  Bedingungsgleichungen  dritter  Klasse  an. 

Hier  findet  sich  leicht,  dass  allgemein  für  n gegebene  Punkte 
n — 2 unabhängige  Bedingungsgleichungen  bestehen  (wie  auch  bei- 
spielsweise Au sgl.  R.  S.  305.  und  Beiträge  .S.  173.  und  174.  vor- 
koinmt).  Denkt  man  sich  nämlich  in  dem  gegebenen  System  dieje 
lügen  Linien  gezogen , welche  zur  Bestimmung  desselben  durch 
lauter  Richtungen  ausreichen  (mit  Weglassung  der  überschüssigen), 
so  sind  deren  2«  — 3.  Hierzu  kommen  nun  die  w Anschuittsrichtun- 
gen;  also  hat  man  in  n.  58.  (S.  277.)  zu  setzen:  /=3n  — 3; 
j>  = «-hl,  und  erhält  also 

n,=/— 2jj  + 3=n— 2. 

Dasselbe  ergiebt  sich,  wenn  man  die  Linienverbindung  zwischen 
zwei  und  zwei  der  gegebenen  Punkte  als  Polygon  betrachtet,  in 
welchem  alle  Seiten  und  Winkel  gemessen  sind.  Kommt  dann  der 
Punkt  0 mit  seinen  n Anschnitten  hinzu , so  hat  mau  in  n.  50 
(S.  326.)  zu  setzen  le  — '2n ; ll~n\  p = n 1 1 ; t—0  und  erhält  also 
zusammen  n Bedingungsgleichungen , von  welchen  aber  nach  der- 
selben Formel  ( /q  — n ; li = n ; p — n\  t—0  gesetzt)  zwei  dem 
gegebenen  System  ungehörige  als  erfüllt  vorausgesetzt  werden;  so 
dass  für  die  Einschaltung  nur  «— 12  übrig  bleiben. 

Titcil  VI.  10 
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Was  nun  die  Aufsuchung  und  Darstellung  betrifft,  ko 
ist  es  auch  hier  wieder  im  Allgemeinen  unter  den  obigen  Umständen 
am  bequemsten,  von  den  (als  absolut  genau  vorausgesetzten)  Distan- 
zen der  gegebenen  Punkte  von  einander  auszugehen,  und  die  Loga- 
rithmen der  Distanzen  des  einzuschaltenden  Punkts  von  jenen  zu 
suchen  , um  deren  Differenzen  für  die  Bedingungsgleichungen  zu 
benutzen , wie  dieses  im  Besonderen  für  drei  gegebene  Punkte 
(S.  305.)  vorgeschrieben  ist. 

Wäre  also  z.  B.  der  Punkt  0 von  fünf  gegebenen  Punkten  an- 
geschnitten , so  hätte  man  etwa  die  drei  endlichen  Gleichungen: 


.2_ 

1.2  . 2.0 
sin  | 

2.3  . 0.2 

sin  .» 

• • " 9 

• • 

*•«< Y+Y) 

/3.0  , 0.2, 

0.3_ 

2.3  . 3.0 
. , «*  2 

3.4  . 0.3 
Stn  a 

• • * » 

• • 

• /3.0  i 0 . 2\ 

**»  ( 2 + 3 > 

• /4.0  1 0.3, 
Stn  ( 3 + 4 > 

0.4_ 

3.4  . 4.0 
sin  a 

4.3  . 0.4 
. .«»  ft 

• • 

««  (3  + 4) 

***  (4  T ) 

logarithmisch  auszuführen , und  erhielte  dadurch  die  drei  Bediu 
gungsgleichungen 

0=«’,  (j)  + “»  (f)  + a»  (3) , 

0=fr,  (&)  + *«  (4)» 

0= u>,  + c,  + c4  (4)  + r.  (jj). 

Es  bedarf  keiner  Erinnerung,  dass  man  eben  so  gut  den  doppelten 
Ausdruck  von  0.2;  0.4;  0.1  oder  jeder  beliebigen  Dreizan!  von 

Anschnittslinien  zum  Grunde  legen  könnte ; und  dass  sich  die  Aus- 
wahl nach  den  bewussten  practischen  Rücksichten  bestimmt. 


> 
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xxn. 

Heber  die  Verwandlung  der  Quadrat- 
wurzeln. in  unendliche  periodische 
Mettenbrüche. 

\ 

Von  dem 

Herrn  Doctor  0.  Schlömilch, 

I'rivatdocentfn  an  der  Universität  zu  Jena. 


Es  lässt  sich  bekanntlich  jede  Quadratwurzel  au»  einer  posi- 
tiven ganzen  Zahl  in  einen  unendlichen  und  periodischen  Ketten- 
hruch  auflösen ; die  hierzu  nütbigen  Operationen  sind  leicht  aus 
einem  einzelnen  Falle  zu  ersehen.  Um  z.  ß.  1^28  in  einen  Ketten- 
bruch  zu  verwandeln,  bemerke  man  zuvörderst,  dass  fä=S  plus 
einem  Bruche  sein  müsse , und  setze  demnach 

V^=ß+^. 

z, 


woraus  folgt: 


1 V28  + 5 

V‘28  — 5 3 


wenn  man  Zähler  und  Nenner  mit  \ 28  -f  5 multiplicirt  und  im 
Nennet  de«  Satz  (V«  — ß)  (\ra-\-ß)—ii  — (t1  anwendet  Da  nun 
Vas=5  plus  einem  Bruche  ist,  so  muss  der  Zähler  V 28  -f  5=  10 
plus  einem  Bruche,  folglich  der  Quotient =3  plus  einem  solchen 
sein.  Deshalb  sei  weiter 

_ V»+6_  i 

3 3 + ^ 


woraus  folgt: 

- v - V 28  V28  + 4 

’ V‘M—  4 12  “ 4 ' 

Da  der  Zähler  hier  =!)  plus  einem  Bruche  ist.  so  setzen  wir 
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x,=t?+i=2+-!-. 


woraus  folgt : 


4 + * 


* __  4 (V*H  + 4,  _i  V-2H  f 4 

*28  — 4 12  :» 


Der  fernere  Gang  der  Kechnung  ist  jetzt: 

_ _ V2«  + 4 « 1 

1=3  + ^’ 

*.=^■=5^5=1-  1 


a»; 


4 28— 5 

l _ 

Ym-s,’"- 


10  + 


Hier  ist  aber  a-s=:.r,,  folglich  wird  bei  weiterem  Verlauf  .ru  — xt, 
.r»  = u.  s.  f.  in  inf.  Substituiren  wir  jetzt  von  allen  gefundenen 
Gleichungen: 


1^28=5+J-,  a-.=3  + i-, 

-G  .r, 

^=3  + — , ^i  — 10  + — , .r3 --3  u.  s.  f. 

**1  a's  Xt 

jede  in  die  vorhergeliende , so  erhalten  wir 

V"28=5-f  — — , 

3 + _i_, 


2 + 


3 + 


10 +- 


3 + 


2+.... 


also  V'as  in  Form  eines  unendlichen  periodischen  Kettenbruches. 

So  bekannt  nun  Dieses  ist,  so  wenig  scheint  man  sich  um  die 
Eigenschaften  der  einzelnen  periodisch  vorkommenden  Kenner 
bekümmert  zu  haben.  Eine  nur  tlüchtige  Untersuchung  dieses 
Gegenstandes , welche  für  anderweite  Zwecke  unternommen  wurde, 
gab  folgende  bemerkenswerthe  Hesultate. 

1)  Ist  die  Periode  zweigliedrig,  also  der  Kettenbruch  von  der 
rorm 


« + - 


t,  + - 


« + - 


M .• 
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so  ist  b eine  gerade  Zahl  und  « ein  Theiler  von  b,  also  — «anz 
wie  z.  B.  s"  " n ’ 


fao=5  + - 


2 + - 


V40=6  + 


10+ - 


3+- 


2 + 


12+- 


10  + .... 

2)  Bei  einer  dreigliedrigen  Periode  wie 

1 

1 

1 

1 


3+- 


12+.. 


«+- 


6 + - 


c+- 


a + .... 

ist  b—a,  c gerade  und  zugleich 

. nc  + 1 

«*+1 

eine  ganze  Zahl.  Da  hier  « egen  des  geraden  c der  Zähler  immer 
ungerade  ist,  so  muss  folglich  a immer  gerade  sein,  weil  sonst 
der  Nenner  gerade  würde. 

Beispiele : 


V41=6+— — j 

2+  ““ 


^1613=40  + - 


2 + - 


6+- 


12+ 


0+- 


2+.... 


ao+- 


6+.. 


3)  Ist  die  Periode  viergliedrig,  also  der  Kettenbruch  von  der 
Form: 


«+- 


6 + - 


c+- 


'1+ 


«+.... 


so  ist  c— a.  ferner  d gerade  und  der  Ausdruck 

abd +/)  + </ 

«26  + 2« 

eine  ganze  Zahl,  wic_  z.  B.  in  dem  oben  entwickelten  Ketten- 
bruche für  \ *28  und  den  folgenden: 
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V248  =15  + — - — i V 1248  =35  t — ~ — i 

U-J—  3 + -L- 

‘2+—!—.  17  + _1_ 

1 ' 1 • 


u 


301  - 


J , 

1+  ... 


3 + 


70f- 


3t... 


4)  Enthält  die  Periode  fünf  Glieder , steht  also  der  Kettenhriirli 
unter  der  Form : 


« t- 


*t- 


«t- 


rft- 


*t- 


at.. 


so  ist  e eine  gerade  Zahl,  ferner: 


und 


. abc  t at*—  bed  1 5 t d 


bcde  t bc  f be  1 de  1 I 
abcd  t ab  t ad  t cd  1 1 

eine  ganze  Zahl , was  inan  z.  ß.  an  den  Kettenbrücken : 


V 13=3t 


lt- 


V 29=5  f 


I t 


2 t 


1 + 


lt 


1 1- 


lt 


«t- 


2t- 


lt>... 


10t- 


2t- 


bestätigt  finden  wird. 

Ueherhaupt  ist  in  jeder  Periode  der  letzte  Nenner  das  Doppelte 
der  ganzen  in  der  gesuchten  Wurzel  steckenden  Zahl.  Für  die  übri- 
gen Eigenschaften  aber  wollte  sich  auf  dem  Wege,  welchen  ich 
einschlug,  kein  allgemeines  Gesetz  entdecken  lassen. 

Das  Mitgetheilte  reicht  wohl  hin,  um  zu  zeigen,  dass  hier 
noch  ein  weites  Feld  zur  Bearbeitung  offen  liegt,  welches  vielleicht 
auch  für  die  Theorie  der  Zahlen  manche  Ausbeute  gewähren  könnte. 
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Heber  die  im  vorhergehenden  Aufsätze 
aufgestellten  Sätze. 

Von 

Herrn  Richard  Müller, 

Sttidironde*  der  Mathematik  zu  Jena. 


Die  Periode  eines  periodischen  Ketteubmches  x sei  ngliedrig, 
<y  sei  der  letzte,  p der  vorletzte  Nenner  der  Periode,  so  dass 


«+- 


6 + . 


P+- 


q+- 


«+. 


Da  die  Periodenzahl  unendlich  gross  ist,  so  wird  der  Werth 
Von  x nicht  geändert,  wenn  wir  die  erste  Periode  ganz  weglasseu 
und  den  Kettenbruch  erst  init  der  zweiten  Periode  beginueu;  es 
ist  mithin  der  Theil  des  Kettenbruchs , der  nach  dem  ersten  </ 
noch  folgt , selbst  gleich  x , und  folglich 


x 


1 


6 + .... 


P + 


fJ  + X. 


Auf  diese  Weise  ist  es  uns  gelungen , den  Unendlichen  Ketten* 
Bruch  in  eine  endliche  form  zu  Bringen , in  welcher  es  uns  allein 
Inöglich  wird , seine  Eigenschaften  zu  untersuchen. 

Bezeichnen  wir  null  die  einzelnen  NSherungsbrUche  des  Ketten- 
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Irnichs  der  Reihe  nach  mit  -y5-,  —p,etc.,  so  wird  der  Näherungsbruch, 

Vl  v-  p _ 

der  zum  Nenner  j»  gehört,  durch  -_"—I  und  der  zu  q gehörige  durch 

v»-l 
Pn 


Q » 


zu  bezeichnen  sein,  da  p der  (n-l)ste  und  q der  wie  Nenner 


des  Kettenbruchs  ist.  Nun  wissen  wir  aber  aus  der  Lehre  von  den 
ketteubrtichen , wie  die  einzelnen  Nähenmgsbrüche  mittelst  der 
Partialnenner  aus  einander  berechnet  werden  können,  dass  nämlich 

Pn q ■ P n — 1 P n — 2 

Qn  q • Qu—  1 t"  ön-ä 

p 

Dieser  Näherungsbruch  — geht  nun  aber  in  den  wahren  Werth 
Qn 

x des  kettenbruchs  Aber , wenn  wir  q f statt  q setzen , und 
es  ist  also 


! x 


( q + a)  Pn~  1 f Pn-< 


(q  -\-JC)  Qn—  1 + Qn—  2 
Qn—  1 X*  -f  (qQn—  1 Qn—n)  X — Pn—  1 X -f-  q P n— . 1 -f-  Pn—  2 , 
Qn—  1 x'-\-(q  Qn—l  + Qn—  ‘2  ~ Pn—  1 )x~qP, n—  J +Pn  — 2> 

T*  1 C ? Qn—  1 + *?»  — j — Pn—  1 N qPn—1  + /Jn  — 2 

+ Qn-X  Qn-X  ’ 


Qn—y—P n—  1 , 

/l  ' 


Pn 


da  bekantlich  Pn—  qPn—  1 I Pn— 2 ist.  Wir  haben  auf  diese 
Weise  eine  quadratische  Gleichung  erhalten.  Soll  nun  der  frag- 
liche Kettenbruch  einem  Ausdrucke  von  der  Form  ^ \'  v , wo 
u und  v ganze  positive  Zahlen  bedeuten  , gleich  sein , so  muss  der 
Coefficient  von  x ganz  und  gerade  sein , weil  in  jeder  quadratischen 
Gleichung  der  Coefficient  der  ersten  Potenz  von  x gleich  der  Summe 
der  beiden  Wurzeln,  also  hier  gleich  —2«  ist.  Das  Glied  ohne  x 

n 

ist  aber  immer  gleich  dem  Producte  beider  Wurzeln,  also 


Qn — 1 


=(-ii-ffv)(-«-fii)  = «!-r,  also  eine  ganze  Zahl.  Es 

muss  also  noch  q -f  ^""V8 — — ganz  uud  gerade  sein.  Da  nun 
Qn—  2 

q schon  ganz  ist,  so  muss  also  auch  -^n-~  1.  ganz  sein; 

Qn—  1 

es  ist  aber  nothwendig  Qn—  1 > Qn—  2,  also  um  so  mehr 

Qn—x^>Qn—2  — Pn  — j.und  es  kann  also  der  Bruch  — /"tV 

V»  — 1 

nicht  anders  ganz  werden,  als  indem  der  Zähler  gleich  Null  wird, 
also  Qn — 2 — Pn—  1 0 oder  Qn-^  — Pn-x-  Da  nun  aber  der 

Coefficient  von  x auch  gerade  seiu  soll,  so  muss  q gerade  sein. 
Wir  haben  also  die  drei  Hauptcigenscbaften  gefunden: 
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i Pn 

1.75 muss  ganz. 

V»- 1 

II.  Pn-i  und 

III.  q gerade  sein. 

Entwickeln  wir  die  ersten  N.’iherungsbrüche  für  die  Nenner 
a,  b,  r,  d,  so  finden  wir  der  Reihe  nach 


1 b bc  -f  1 bcd  -f-  6 4-  d 

« ’ ab  -J- 1 ’ abc  -f  a + c * abcd -fad-j-  cd  + ab  + 1 ’ 


Es  muss  also  für  Ketteubrüche  mit  zweigliedrigen  Perioden 
ganz , b gerade . also  auch  a gerade  sein ; für  dreigliedrige  Perio- 
den muss  ~ j j ganz,  b~a  und  c gerade  sein;  für  viergliedrige 

Perioden  ^ c< ^ ^ ^ ^ ^ ganz,  bc  f 1 — ab- fl  oder  a=c  und  d ge- 
abc  + a + c 
rade  sein  u.  s.  w. 

Da  nun  nach  den  Gesetzen  für  die  Kettenbrüche 


P »-  l Qn—  2 — Pn—  2 Qn—  1 — 1 1> 
und  da  wir  Qn—%  = Pn—  i gefunden  haben,  so  muss 
(Pn- l V =Pn-2  Qn-  1 ±1, 

Pn—  j = V Pn- a Qn- l ± 1 

sein;  es  muss  also  dieses  Kreuzproduct  Pn— 2 Qn—  1 immer 
um  die  Einheit  grösser  oder  kleiner  sein  als  eine  Quadratzahl. 

Da  Pn  und  Qn  relative  Primzahlen  sein  müssen  und  — 

V"t  I 

ganz,  so  müssen  auch  Qn  und  Qn—  1 relative  Primzahlen  sein; 
ebenso  müssen  Qa—  j und  ()n—  2 es  sein  , da  Qn  — 2 = Pn—  1 und 
Pn—  1 prim  zu  Qn  — j sein  muss. 


Thcil  VI. 


IO* 
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Auflösung'  der  Oleiclmng  ac*=yx  in 
reellen  Zahlen. 


Von 

Herrn  T.  Wittstein 

zu  Hannover. 


L 

Unter  den  drei  directen  Operationen  der  Arithmetik  zeichnet 
«ich  das  Potenziren  durch  die  Eigentümlichkeit  aus,  dass  man 
die  beiden  gegebenen  Zahlen,  mit  «lenen  die  Operation  vollzogen 
werden  soll,  nämlich  Basis  und  Exponent,  nicht  allgemein  ver- 
tauschen darf,  ohne  zugleich  die  Potenz  zu  ändern.  Diese  für 
die  genetische  Entwickelung  der  elementaren  Arithmetik  so  wich- 
tige Thatsache  führt  aber  zu  der  Frage,  ob  sich  nicht  wenigstens 
isolirte  Zahlenpaare  augeben  lassen,  welche  der  Gleichung 

(1.) 

Genüge  leisten , und  schliesst  man  dabei , wie  billig , die  Auflösung 

ar=y....  (2.) 

aus , so  führt  schon  ein  Durchsuchen  der  ersten  Zahlen  der  natür- 
lichen Zahlenreihe  zu  dem  Resultate 

2*  =4®....  (3.) 

Ob  dieses  Resultat  das  einzige  ist,  sei  es  dass  man  sich  auf 
positive  ganze  Zahlen  beschränken  oder  dass  man  auch  negative 
Zahlen,  Brüche  und  Irrationalzahlen  zuziehen  will;  oder  wie, 
wenn  es  nicht  das  einzige  ist,  man  allgemein  solche  Zahlenpaare 
angeben  kann,  welche  der  Gleichung  (I.)  genügen:  das  zu  unter- 
suchen ist  hier  die  Absicht.  Zunächst  soll  von  positiven  Zahlen 
allein  die  Rede  sein. 

Aus  der  Gleichung  (1.)  folgt  unmittelbar 

£=Ä....  (4.) 

X log  X 
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Man  setze  S-  = 1 -f-  a , <tenn  der  Werth  von  V-  muss  nothwendig 
x x 

von  Eins  verschieden  soin,  weil  die  Auflösung  (2.)  ausgeschlossen 
bleibt;  und  ausserdem  wird  die  Allgemeinheit  nicht  beschränkt, 
wenn  man  unter  a eine  positive  Zahl  versteht,  denn  dadurch  wird 
nur  die  Bestimmung  eingeführt,  es  solle  von  den  beiden  positiven 
Zahlen  y und  x jene  die  grössere  sein.  Man  hat  also  aus  (4.) 

= woraus  y=.r(l  + a); 

x 

fo.Jf  = l-|-a,  woraus  «:=;rl+«; 
log  x 

folglich 

a;l+®=a;(l-4-a), 

X — (l+ct)a’  y=(l-fa)1_?" 

Diese  beiden  Gleichungen  enthalten  die  vollständige  Auflösung, 
und  lässt  man  darin  a alle  Werthe  von  a = 0 bis  ce  = ao  durch- 
laufen , so  erhält  man  alle  positiven  reellen  Werthe  von  x und  y , 
welche  der  Gleichung  (].)  Genüge  leisten.  t 

Für  a=0  reduciren  sich  die  Werthe  von  x und  y nach  einem 

bekannten  Satze  beide  auf  die  Zahl  e=2,718 welcher  hall 

mithin , als  der  Gleichung  ( 2. ) angehörig , ausgeschlossen  wer- 
den muss. 

Für  jeden  andern  Werth  von  a hat  man 

l + «<e«  = l+a  + £24  .... 

1 

(1+a)«  <e,  x<e 

und 

« <(1 + «)log(l + «)  = « + -f  + 

e“<(l+a)X+“,  e<(l  + oi)i^12,  y>e. 

Ferner  ist  für  a = ao 

lim  ( log  a: ) = lim  —lim  0,  lima:=l 

und 

lim  (log  y)  = lim(1  +a)l^(1  ^-^limf  I +log(l  +a)  f =® . 

limy =ac . 

Folglich  liegen  alle  Werthe  von  x,  welche  in  den  Gleichungen 
(5.)  enthalten  sind,  zwischen  1 und  e,  alle  Werthe  von  « dagegen 
zwischen  e und  so;  oder  mit  andern  Worten,  jeder  Zahl  > e cor- 

10*  • 
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respondirt  eine  andere  <e  und  >1,  die  mit  ihr  verbunden  eine 
Auflösung  der  Gleichung  (1.)  liefert. 

Eine  Folge  hieraus  ist,  dass  zu  keiner  Zahl  <1  und  >0  eine 
correspondirende  positive  Zahl  angegeben  werden  kann,  die  mit 
ihr  die  Gleichung  (1.)  löst;  man  überzeugt  sich  davon  aber  auch 
leicht  unmittelbar , denn  bedeuten  x und  y zwei  Zahlen,  die  > 1 
sind,  so  hat  die  Gleichung 

G-)1- (?>•••« 

unmittelbar  zur  Folge 


x*=^!/y, 

welches  absurd  ist,  wenn  x und  y verschieden  von  einander  sein 
sollen. 


2. 

Soll  die  Auflösung  der  Gleichung  (1.)  auf  rationale  positive 
Werthe  von  x und  i/  beschrankt  bleiben,  so  wird  auch  die  Ht'ilfs- 
zahl  a,  ihrer  Definition  gemäss,  nur  rational  gewählt  werden 
dürfen.  Es  sei  deshalb 


wo  m und  n von  Eins  verschieden  und  ausserdem  relative  Prim- 
zahlen sein  mögen,  so  erhält  man  aus  (5.) 

f m\n  \ " f m + n \2L±JÜ  ,»  . 

= " —(7) 

und  sollen  diese  Werthe  rational  werden , so  müssen , wenn  man 

i 1 

( m -f  7t  )«*  = p , n«'  — q 

setzt,  jj  und  q ganze  Zahlen  sein.  Nimmt  man  ferner  p — qz=r, 
so  sind  mithin  q und  r an  die  lledingung  gebunden : 

(y+r)m-  qm  — ni, 

mqm—l  r-f-*-  ^ - qm~ 2r5 + ...  + r"=m; 

welcher  Gleichung  augenscheinlich  durch  positive  ganze  Werthe 
von  q und  r nicht  Genüge  geleistet  werden  kann.  Die  Annahme 

a — liefert  mithin  keine  rationalen  Werthe  von  x und  «. 
n J 

Es  sei  ferner 

2)  a=±l, 

V 
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wo  n eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeuten  mag,  so  hat  man  aus 
(5.)  jetzt 


welche  Werthe  unmittelbar  rational  sind,  und  deshalb  Auflösungen 
der  gegebenen  Aufgabe  enthalten.  Man  hat  z.  B. 

»=  1,  2,  3,  4,...; 

_9  9 64  (525 

X~  ' V 27’  2»i”"3 * 5 
, 27  256  3125 
y~  ' 8’8T  1024’ 

Man  bemerkt  leicht,  dass  alle  diese  Werthe  von  x und  y 
zwischen  den  Zahlen  2 und  4 liegen. 

Es  sei  endlich 

3)  a~m 

und  m eine  beliebige  ganze  Zahl,  so  wird 

ar=(l+m)m,  + ....  (9.) 

und  damit  diese  Werthe  rational  werden,  muss  ( 1 f m )">  eine 
ganze  Zahl  sein.  Aber  zwischen  1 und  e,  in  welchem  Inter- 
valle alle  Werthe  von  ( 1 \ n )m  enthalten  sind,  liegt  nur  die  ein- 
zige ganze  Zahl  2,  und  ihr  entspricht  der  Werth  m — l,  folglich 
ist 


x—2,  y—4 

die  einzige  rationale  Auflösung  unter  der  Voraussetzung  a—m. 

Dieselbe  fand  sich  aber  auch  schon  vorhin  für  <*=-. 

n 

Fasst  man  die  vorstehenden  Entwickelungen  zusammen , so 
findet  man,  dass  in  der  That  die  Gleichung  (3.)  die  einzige  mög- 
liche Auflösung  von  (1.)  in  positiven  ganzen  Zahlen  enthalt,  w.’in- 
rernl  der  Auflösungen  in  rationalen  Brüchen  beliebig  viele  möglich 
sind , die  durch  die  Gleichungen  (8.)  gegeben  werden. 

Nebenbei  kann  man  noch  bemerken,  dass  die  Werthe  in  (3.) 
zugleich  die  Eigenschaft  haben , dass  für  sie  auch  die  Potenz 
x'J  oder  yz  rational  ausfallt,  welches  für  alle  andern  aus  (8.)  ge- 
zogenen Werthe  von  x und  y nicht  der  Fall  ist. 

3. 

t 

Fm  jetzt  die  Auflösung  der  Gleichung  (1.)  auch  auf  negative 
Werthe  der  Unbekannten  auszudehnen,  darf  zunächst  die  Bemer- 
kung nicht  übersehen  werden . dass  man  mit  eiuer  Potenz  einer 
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negativen  Zahl  nur  dann  eine  bestimmte  Bedeutung  verbinden 
kann,  wenn  der  Exponent  rational  ist,  während  bei  irrationalem 
Exponenten  das  Vorzeichen  der  Potenz  durchaus  unbestimmbar 
bleibt.  Aus  diesem  Grunde  wird  hier,  wo  es  sich  uiu  die  Gleich- 
heit solcher  Potenzen  handelt,  nur  von  rationalen  Zahlen  die 
Hede  sein  können. 

Es  sei  nun  zuerst  die  Gleichung 

(_*)-»  = (-*)-*....  (io.) 

zu  lösen,  wo  x und  y positiv  sein  sollen,  so  hat  man  daraus  so- 
gleich 

(-*)*  =(-y)*> 

welche  Gleichung  in  die  beiden 

-r» ~ y1  und  (-1)»=(— 1)* 

zerfallt.  Die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  wird  aber  nur  durch 
die  in  (8.)  gegebenen  rationalen  Werthe  von  x und  y aufgelöst , 
und  da  dieselben  Werthe  auch  der  zweiten  Gleichung  Genüge 
leisten,  so  enthalten  sie  mithin,  wenn  man  ihnen  das  Minuszeichen 
vorsetzt , die  vollständige  Auflösung  der  Gleichung  (I.)  in  negativen 
rationalen  Zahleu. 

Es  sei  zweitens  die  Gleichung 

= (11.) 

gegeben,  wo  wiederum  x und  y positive  Zahlen  bedeuten,  so  be 
merke  man,  dass  hier  nicht  x^y  sein  kann.  Ferner  ist  zur  Reali- 
sirung  dieser  Gleichung  nothwendig  und  hinreichend,  dass 

xi—y~*  und  ( — l)v=l 

sei.  Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  zieht  man  sogleich 

y j°Ky 

X log  X ’ 

und  setzt  man  S-=fi,  wo  /u  positiv  und  von  Eins  verschieden 

X 

sein  muss,  so  hat  man 


folglich 


y—xp,  y=x~/t; 

_ 1 * 

x~fi  r+l,  y=znp  + i — (12.) 


Sollen  nun  x und  y rational  werden , so  muss  auch  ft  rational 
sein.  Man  setze  deshalb 


M = 


»fl 

n 


wo  m und  n ganze  Zahlen  sind,  jedoch  weder  gleichzeitig  =1 
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sein,  noch  einen  von  Ein«  verschiedenen  gemeinschaftlichen  Divi- 
sor besitzen  sollen.  Die  Werthe  (12.)  verwandeln  sich  dadurch 
in  folgende: 


und  damit  diese  rational  werden,  müssen 
1 1 
nt  ">  + ■ —p  und  ii™  \ n — q 


ganze  .Zahlen  sein.  Ist  nun  m>n  (die  Annahme  ändert 

hieran  nichts  Wesentliches,  weil  durch  eine  Vertauschung  von  m 
und  m zugleich  x und  y vertauscht  werden ) , und  folglich  p > q , 
uud  setzt  man  p — q—r,  so  sind  q und  r au  die  Gleichung  ge- 
bunden : , 

( q + r)m +*  + qm+a—  m -f  n , 

2qm+n±(m+n)qm+n- 1 r J 2r’-J — | r*+,=wfn 

1 • L 


welche  Gleichung  durch  keine  positive  ganze  Zahlen  (Ür  q und  r 
aufgelöst  werden  kann.  Mithin  ist  die  Gleichung  (II.)  in  rationalen 
Zuhlen  nicht  lösbar,  oder  die  Gleichung  (1.)  ist  nicht  lösbar  durch 
solche  Paare  rationaler  Zahlen,  von  denen  die  eine  positiv,  die 
andere  negativ  ist.  Beiläufig  kann  man  aus  dieser  Entwickelung 
noch  schliessen,  dass  die  Gleichung 

39  ■ y*  =1 

mir  die  eine  Auflösung  x=y—l  in  positiven  rationalen  Zahlen 
zulässt. 

4.  • ' 

Durch  geometrische  Betrachtungen  kann  man  sich  auf  mehr 
als  eine  Art  die  vorstehenden  Resultate  zur  Veranschaulichung 
bringen.  Nur  kann  dabei  keine  Unterscheidung  der  rationalen  von 
den  irrationalen  Werthen  stattfinden,  aus.  welchem  Grunde  hier 
auch  negative  Werthe  unberücksichtigt  bleiben  müssen. 

Es  sei  ein  Werth  y~n  gegeben,  und  man  sucht  den  zuge- 
hörigen Werth  von  x aus  der  Gleichung 

.r°  — a* ....  (13.) 

Man  betrachte 

: = xa  und  z '=zax....  (14.) 

als  Ordiriaten  zweier  Curveu  für  einerlei  Abscisse  x , so  werden 
die  Durchschnittsjmnkte  dieser  Uurveo,  iu  denen  z—i'  ist,  die  Auf- 
lösungen der  Gleichung  (13.)  enthalten. 

Es  sei  nun  zuerst  a <1.  so  ist  für  .r=0 


\ 
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dagegen  für  x — oc  wird  lim  -|7  = «',  folglich 

mithin  müssen  sich  die  beiden  Curven  in  einer  ungeraden  An- 
zahl von  Punkten , also  wenigstens  einmal  schneiden.  Dieses  ge- 
schieht aber  augenschninlich  in  dem  Punkte  x — a,  und  da  die 
Curven  vor  diesem  Punkte  einander  ihre  convexen  Seiten , nach 
demselben  aber  ihre  concaven  Seiten  zun  enden  (wie  man  leicht 
aus  der  Entwickelung  des  zweiten  Differentialquotienten  findet),  so 
können  sie  keinen  zweiten  Punkt  mit  einander  gemein  haben. 

Es  sei  ferner  « — 1 , so  werden  beide  Curven  in  gerade  Linien 
übergehen,  die  gleichfalls  einen  Durchschnittspunkt  haben,  näm- 
lich für  .r  = «. 

Es  sei  endlich  so  ist  für  x=0 

und  filr  x=ao  wird  lim  — y =0 , folglich 

mithin  muss  die  Anzahl  der  Durchschnittspunkte,  wenn  es  deren 
gieht,  gerade  sein.  Nun  aber  haben  beide  Curven  wieder  den 
Punkt  .7-  = a mit  einander  gemein,  und  aus  der  Betrachtung  der 
Differentialquotienten 

dz  . dz'  . 

— — = ax  log  a 
dx  dx 

geht  hervor,  dass  beide  sich  nur  dann  für  x — a auf  einerlei  Werth 
reduciren,  wenn  log  n -- 1 oder  a — e ist.  Folglich  wird  der  Puukt 
x — a ein  Berührungspunkt  werden,  wenn  a—e  ist,  dagegen  ein 
Durchschnittspunkt,  wenn  a von  e verschieden  ist,  mithin  muss 
es  im  letzten  Falle  noch  einen  zweiten  Durchschnittspunkt  geben ; 
nnd  zwar,  weil  für  x—n 


dz  dz^ 
dx>  dx  ’ 

wenn  log  «<1  also  a<,e,  dagegen 

dz  M 
'Ix ^ dx’ 

wenn  a "> c wird,  so  muss  für  o<e  der  zweite  Durchschnitts- 
punkt einer  Abscisse  x*>a,  und  für  derselbe  einer  Abscisse 

x<^n  entsprechen. 

Fügt  man  diesem  letzten  Resultate  nun  noch  hinzu,  dass 
wegen  der  Symmetrie  der  Bleichung  (13.)  in  Bezug  auf  .r  und  « 
auch  für  x<,e,  «N-r  und  für  «<.r  sein  muss,  so  folgt, 

dass  der  zweite  Durchschnittspunkt  der  Curven  für  «<e  einer 
Abscisse  x > e , und  lür  «>c  einer  Abscisse  x<^e  entsprechen 
wird. 
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Aus  diesen  Entwickelungen  wird  man  schiiessen , dass  die 
beiden  Curveu  (14.)  immer  einen  Durchschuittspunkt  besitzen,  der 
zu  der  Abscisse  j—u  gehört ; dass  sie  aber  uitr  dann  einen  zwei- 
ten Durchschuittspunkt,  dessen  Abscisse  x von  a verschieden  ist, 
besitzen  werden,  wenn  a zwischen  1 und  c,  oder  zwischen  c und  - 
ao  liect,  und  zwar  wird  im  ersten  Falle  diese  Abscisse  zwischen 
e und  * , im  zw  eiten  Falle  zw  ischen  1 und  e liegen : überein- 
stimmend mit  §.  1. 


Eine  andere  geometrische  Darstellung  der  in  Rede  stehenden 
Aufgabe  ergiebt  sich,  wenn  man  die  Gleichung  (1.)  in  die  Form 
bringt 

i t 

.r*  -=yi ....  (15.). 

' - . I * 

Man  setze 

H — X*....  (16.) 

und  betrachte  diese  Gleichung  als  Gleichung  einer  Curve , deren 
Abscissen  x uud  deren  Ordinaten  u sind.  Der  Differentialquotient 
derselben 


du  i-i.,  , . 

= (1  — lo8r) 

wird  in  dem  Intervalle  von  a:=0  bis  x — <k  einmal  Null,  nämlich 
für  x—e,  wobei  er  aus  dem  Positiven  ins  Negative  übergeht: 
folglich  wächst  u von  # = 0 bis  x = e,  und  nimmt  ab  von  x—e 
bis  x=o6,  und  hat  ein  Maximum 

u — er  für  x — e. 

Ferner  ist  lim  «—0  für  ,r  — 0 und  lim  u — I für  x = cc,  mit- 
hin wiederholen  sich  nach  dem  Maximum,  nämlich  von  x = e bis 
x — x,  alle  die  Ordinaten  wieder,  welche  vor  dem  Maximum  von 
x - 1 bis  x—e  dagewesen  sind,  dagegen  diejenigen  Ordinaten, 
welche  den  Abscissen  von  a.'=.0  bis  .c  = 1 entsprechen,  kommen 
in  der  Curve  nur  einmal  vor. 

Betrachtet  man  nun  u als  Unbekannte  in  der  Gleichung  (16  ), 
so  ergibt  sich  zunächst,  dass  die  Auflösung  nur  möglich  ist  für 

" 1 

Werthe  von  u zwischen  u = 0 und  w = e«.  Dabei  hat  für  alle 
Werthe  von  u,  welche  zwischen  « — 0 und  u= 1 liegen,  die  Glei- 
chung nur  eine  Wurzel , und  diese  liegt  gleichfalls  zwischen  0 und  1; 

i 

desgleichen  für  u~ee  nur  eine  Wurzel—  e.  Dagegen  für  alle 

Werthe  von  tc  zwischen  w = l und  u — e*  besitzt  die  Gleichung 
zwei  von  einander  verschiedene  Wurzeln , von  denen  die  eine 
zwischen  1 und  e,  die  andere  zwischen  c und  * liegt;  und  hiemit 
sind  in  der  That  wiederum  die  Ergebnisse  des  §.  1.  zuin  Vorschein 

Thcil  VI.  11 
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gekommen . da  offenbar  die  Auflösung  der  Gleichung  (16.)  identisch 
ist  mit  der  Aufsuchung  derjenigen  zusammengehörigen  Werthe 
von  jr  und  y , welche  der  Gleichung  (15.)  oder  (1.)  Genüge  leisten. 

6. 

Was  nun  endlich  die  Aufgabe  betrifft , zu  einem  gegebenen 
Werthe  der  Gleichung  (1.)  den  zugehörigen  Werth  von  zu 
finden , so  gelangt  man  dazu  durch  Auflösung  der  Gleichung  (16.) 

für  .r,  indem  man  u—y’J  als  bekannt  ansehen  hann.  Man  findet 
nämlich  leicht  vermittelst  der  Reihe  von  Lagrange; 

3 4*  / »i  -A-  J — i 

•r^l+logu+j-^logu)*  +OT3  (,og  “)*  + •••  F.  iZii  +••• 

Dividirt  man  den  »i™  durch  den  («  — l)tcn  Coefficienten , um  über 
die  Convergenz  der  Reihe  urtheilen  zu  können , so  hat  mau 

OFT'- 

und  da  für  » — x 

so  convergirt  mithin  die  gegebene  Reihe  für  alle  Werthe  von 
log  u zwischen 

log’«  — — - und  log#— - 
° e ° e 

oder  für  alle  Werthe  von  u zwischen 

_ i ' i 

u~e  cund  u—e*> 

und  da  für  die  vorliegende  Aufgabe  u nur  zwischen  #=I  und 

I % 

« = «<•  fallen  kann,  so  convergirt  die  Reihe  in  der  That  in  allen 
vorkommenden  Fällen.  Aber  sie  liefert  von  den  beiden  Wurzeln , 
welche  die  Gleichung  (16.)  in  dem  gegenwärtigen  Falle  besitzt,  nur 
eine,  nämlich  die  kleinere,  wie  man  daraus  ersieht,  dass  die 
Summe  der  Reihe  zugleich  mit  u gegen  1 convergirt,  und  sie 
löst  mithin  nur  die  Aufgabe:  Zu  einem  gegebenen  Werthe  >e 
den  zugehörigen  Werth  <,  c zu  finden ; nicht  aber  die  umgekehrte. 

Anmerkung.  Die  vorstehenden  Faitwickelungen , so  einfach 
sie  sind , schienen  mir  der  Beachtung  nicht  unwerth  zu  sein , theils 
weil  die  erörterte  Frage  an  sieh  von  Interesse  ist.  theils  aber 

i 

auch,  weil  dadurch  der  Werth  (1-fa)“  und  seine  Gränze,  die 
Zahl  e,  in  einen  so  nahen  und  innigen  Zusammenhang  mit  der 
elementaren  Theorie  der  Potenzen  treten,  dass  ihrer  schon  auf 
einer  viel  frühem  Unterrichtsstufe,  als  es  gewöhnlich  der  Fall  ist. 
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Erwähnung  geschehen  kann.  INese  letztere  Bemerkung  soll  haupt- 
sächlich Pädagogen  gesagt  sein,  ffir  welche  ich  wohl  nicht  Inii- 
zuzuftigen  brauche,  dass  IVir  die  Stufe , welche  ich  andeutete,  eine 
viel  mehr  elementare  Darstellung  des  Gegenstandes  nnthig  sein 
wird,  als  ich  hier  gegeben  habe. 


XXV. 

Auszug  aus  einem  Briefe 

des 

Herrn  Professor  St  eichen 

an  der  £cole  militaire  ßelgique  xu  l 

an  den 

Herausgeber. 


J’ai  l’honneur  de  vous  communiquer  quelques  observations, 

«oncemant  certains  passages  da  la  theorie  analytique  du  systeiue 
du  monde  parMr.  dePontecoulant.  Je  ne  saurais  admettre  la  compa- 
raison  que  Ton  etablit  habituellement  entre  le  mouvement  sur  un  arc 
eiliptique  et  le  mouvement  d’un  mobile  qui  oscille  lindairement  de 
pari  et  d'autre  d'un  centre  fixe  qui  attire  avec  ‘Une  energie  inver- 
sement  proportionnelle  au  quarre  de  la  distance , et  j’admettrai 
encore  moins  les  conclusious  que  les  auteurs  en  deduisent  par  le 
moyen  du  beau  theoreine  d’Euler  et  de  Lambert  qui  fait  connaitre 
la  duree  du  mouvement  en  fonctiou  de  la  corde  et  des  rayons  vec- 
teurs  extremes  (voir  l’ouvrage  eite.  p.  277.  et  p.  291.  (h). ).  Pour 
justifier  mon  opinion,  je  resoudrai  directement  la  ejuestion  suivante : 

U n corps  ou  un  simple  point  materiel  d abord  au  re- 
pos  vient  ä dtre  attire  par  un  centre  fixe  de  masse  ju- 
O n de  man  de  d'examiner  les  circonstances  du  mouve- 
ment dans  l'hypothese  que  cette  masse  n laisse  au 
mobile  un  libre  passage  et  que  l'attraction  soit  en 
raison  inverse  du  quarre  des  distances. 

Solution.  Soit  k'1  I'acceleration  de  l'unite  de  masse  ä l'unite 
de  distance;  qA'2  exprimera  donc  I’acceleration  du  centre  donne  C 
ä l’unite  de  distance.  Considerons  le  mouvement  peudant  1 instant 
dt,  qui  suceede  au  tenips  t dejü  ecoule  depuis  ie  point  de  depart 
A du  mobile  qui  est  parvenu  apres  t en  un  point  M intermediaire 
entre  A et  (’■  En  posant  MC—z,  MA  — x,  AC—  , on  obtient 
l’equation  difler.  seconde:  « 

d*x  r/2i  A'2/u 

dl * °“  dt2  ” r* 

lt  • 
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Cette  equation  etant  integree  une  premiere  fois  nous  donnera  ■ 

= ( -onst.  + K* . /u . — =e  + - — (1). 
dt1  i t 

Xi  l'on  ileterniine  la  constante  d’apres  la  condition  de  — 0,  et 

de  z=.Rl}  il  vieudra: 

£=*£■ VE5--  * 

On  prend  dans  cette  equation  ävec  le  eigne  — , parceque  les 
elements  dz,  dt  varient  en  sens  contraire  l’un  de  l’autre;  si  l’on 
pose  encore  pour  simplifier  k'  ^ ß-  = II,  I’equation  trouvde  devient : 

z.dz 


H.dt=~y 


^ R,t- 


- (2). 


Si  l’on  intdgre  et  <jtie  l’on  nonune  c'  la  eonstante  amen  ec  par 
cette  Operation  , on  obtient : 


//  .t  = c'  -ft  /?,  i — i2  -f-  lt,  .arc  (tang=  Sj 

et  cnmmo  en  comptant  Ic  temps  des  l’instant  du  depart  en  A on 
doit  avoir  a la  fois  t— 0,  : = /<*, , il  vient  <■'  ~0  et 


H,t.=\rR,z~z'1  f R , . arc(tang  — (A). 

De  lä  on  condut  facilenient  jniur  la  duree  du  mouvement  de 
ciiüte  de  A jusqu’eu  C la  valeur: 

ji  R,  i ... 

'=»■«=?’■? r-— 

Dans  des  cus  d’attraction  analogues  k celui  que  I on  examine 
Sei  de  eertains  auteurs  ont  conclu  que  le  mobile  ne  saurait  jamais 
desccndre  «au  dessous  du  centre  C,  pareeque  alors  les  quantites 
R,,  z devenant  negatives , I’expression  de  la  vitesse  au  dessous  du 
centre,  donnee  ]>ar  l’eqnation  (2),  devenait  sclon  eux  imaginuire. 
Mr.  de  Pontecoulaut  a admis  avec  raison  qu’il  doit  y avoir  un  ruouve- 
niont  oscillatoire  egal  de  pari  et  d’autre  du  centre  d’attractiou  ; en 
effet  non  seulement  les  quantites  R , et  i doivent  ehanger  de  signe 
«au  dessous  de  C;  mais  il  faut  affilier  du  möme  changement  la 
force  k,a/i , puisque  dans  le  cas  contraire  on  supposerait  «avec 
Euler  et  d’autres,  et  sans  s’en  appercevoir  qu’au  dessous  de  da  force 
attractive  devienne  repulsive.  Or  en  faisant  ce  changcment  complet 
de  signe»,  la  formule  (2)  reste  ce  quelle  est,>et  eile  donnera  pour 

— une  valeur  reelle  dans  Tun  et  l’autrc  eas.  Mais  l'erreur 
dt 
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qn'on  vient  de  signaler  est  d’antant  plus  difficile  ä eviter  que  dans 
les  notations  ordtnaires  on  prend  |H>ur  unite  la  quantite  que  nous 
nommons  h' 2 ; ce  qiti  revient  en  quelque  Sorte  ä effucer  la  trace 
d'une  quantite  qui  doit  c banger  de  eigne.  Au  reste  cette  observatiou, 
de  notre  part  n laquelle  nous  avons  ete  naturellement  amene  par 
notre  Systeme  de  notations  dans  le  mouvement  elliptique  des  pla- 
nstes , a ete  dejä  preseotee  sons  une  forme  differente  par  d’Alera- 
bert  dans  »es  opuscules.  Mais  celui  - ci  n'a  pas  resolu  toiites  les 
difficultes  de  la  questioo , et  nous  nous  proposons  d'y  revenir  plus 
tard  et  de  les  eclaircir  le  plus  que  possible.  Pour  mieur  eviter 
tout  embarras  nommons  i‘  la  distance  du  mobile  au  pnint  (\  qunnd 
ii  s’en  eearte  en  dessous;  on  aurn  donc  en  observant  que  J aug- 
niente  avec  le  tciups , et  par  l'equation  (2) : , 


th' 

Yt 


Celle- ci  donnera  donc  par  l'integration , en  nonuuant  c'  la  con- 
stante : 

H .1' =c'  — V Ä,2'— i"  — ß,  . arc ( tang  = V 


Or  pour  Hnstant  du  passage  par  le  centre  les  equations  (A , A' ) 
doivent  subsister  ä la  fois:  mais  alors  onai'=0,  s=0,  <'  = <=.7; 

partant:  II. r— c'—  Ä,  .arc(tang  = x)=c'  — TZ,. 

Substltuant  dans  cette  derniere  la  valeur  de  r fournie  par  l’egalite 
(3),  on  obtient  c'  = zc.R,,  et(A')  deviendra  par  Substitution : 

//.<'  = « R,  - Y R,  t‘ — - Ä, . arc  ( tang  = V • («)• 


Ainsi  il  est  demontre  1)  que  le  mobile  oscille  de  part  et  d'autre 
du  centre  et  que  ses  exeursions  extremes  de  ce  |)o!nt  sont  egales 
eutr'elles ; 2)  que  la  duree  / d'une  oscillation  entiere  qu'on 
deduit  de  (B)  en  posant  z'=Rl  a la  valeur: 


k'Yn" 


•(4), 


qu'elle  vaut  par  consequent  le  double  de  la  duree  de  chdte  de  A 
vers  C,  partant  que  les  durees  des  demi  - osciltations  ascendantes 
et  descendantes  sont  isochrones. 

Les  rdsultata  precedents  etant  une  fois  trouves,  nous  sommes 
en  etat  d’apprecier  le  plus  ou  le  mnins  de  validite  des  assertions 
de  Mr.  de  Pontecmdant.  L’nuteur  affirme  da  p res  Laplace  “qu’une 
planete  apre.s  avoir  atteint  l’extremite  du  grand  axe  revient  au 
point  d’ou  eile  etait  partie:  que  dans  le  mouvement  rectiligne  au 
rontraire  le  corps  parvenu  au  loyer  d'attraction  passe  au  delä  et 

an'il  s’en  eearte  k une  distance  egale  h celle  dont  il  est  d'abord 
escendu ; desorte  que  ce  n'est  qti’apres  deux  revolutions  de  la  pla- 
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nete  qni'i  se  retrouve  au  menie  point  de  depart  avec  die“.  Cette 
derniere  proposition  est  inexacte:  car  en  supposant  k lorbite  de  la 
planete  uu  «lemi-grand  nxe  a,  et  une  excentricite  e,  et  (aisant 
partir  ä la  fois  la  planete  et  le  mobile  du  plrihelie,  la  l««  avec 
sa  vitesse  propre,  et  l’autre  avec  une  vitesse  nulle,  la  planete  y 


reviendra  par  ce  qu'ou  sait  apres  un  temps 


,1 


k‘\ 


tandisque  le 


mobile  n’v  reviendra  quapres  un  temps  ~.*'a  ^ e ) ' Cette  derniere 

k'\r  ju 

duree  vaudra  seulemeut  la  duree  de  deux  revolution«  de  la  planete  da  ns 

le  cas  particulier  ou  l’on  aurait  (1—  e*)*=2,  equation  absurde  pour  tous 
les  cas  imaginables  du  mouvement  elliptique ; mais  la  planete  et  le 
mobile  se  retrouveront  au  mime  point  de  depart  comrnuu  apres  une 
revolution  et  une  double  oscillation  dans  le  cas  particulier  de  e=0, 
car  alors  les  dürres  de  inouvement  deviennent  egales.  On  n’echappera 
pas  ä nos  objections  en  pretendant  qu'il  faut  faire  partir  le  mobile 
d'une  distance  2 a du  eentre;  car  alors  la  duree  d’une  double  oscil- 

lation  du  mobile  sera  *•  ' — a—~,  tandisque  celle  d’une  double  revo- 

k'  \ f.i 

lution  de  la  planete  reste  ^ a . D’ailleurs  les  mobiles  auraient  dans 


ce  cas  des  noints  de  dipart  et  de  retour  differente.  En  faisant 
partir  le  mobile  d'une  distance  2«  l'auteurcite  (p.294.)  prend  la  duree 
de  chüte  sur  2a  ou  de  A vers  C egale  ä na\  a:k'\^Ji>  tandieque 

la  formule  (3)  donne  pour  cette  duree  la 


k'\  7i 
dipart  et 


, « 2«V2a 

valeur  =r 


- Ä-'V  u, 

s.aVii  i't  «•  Mais  puisque  ces  conclusions  sont  inexactes,  il 
importe  d’aseigner  la  source  premiere  d’oü  eiles  decoulent.  Or  en 
considerant  avec  l’auteur  la  chdtc  rectiligne  d'un  corps  attire  par 
le  eentre  fixe  et  pnrtant  d'une  distance  2a,  on  trouve  sclon  lui  que 
la  duree  du  inouvement  sur  un  espace  Q1  — q est  exprimle  par  la 
formule  (p.  293): 

(**!  — *»  — sins',  +simt)....(0 

k v fi 

dans  laquelle  on  fait  pour  abrlger: 


a — Q 


cos: 


« — Q_ 


II  nous  reste  donc  ä verifier  sl  en  effet  cette  fornuile  est 
identique  k celle  que  j>eut  fournir  notre  equation  (A)  ou  (ff).  Dans 

(.4)  faisons  d’abord  — — 1-=  tang’9,  ce  qui  donne  i = ff,  cos  *<p 

= 2a.cos*cp,  et  ff,  j—  r*  = 4as  sin  *q>,  partant: 

ff.  t = 2a.sin<pcos<p-f  2a.9  = a(2qi-f-sin2tp). 
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('oncevons  une  seconde  distance  s,  < * , mais  com  prise  entre  0 et  2<r, 
et  soit  f le  temps  que  le  mobile  emploie  k decrire  2a  — z, ; on 

aura  en  posant  encore  une  foia  — 1 — — = taug  V: 


-I 


H.t'~a(  ’2<p'  -f  sin  '2<p' ), 

partant : II  (t'  — t)  = a ('2y'  — 29  p sin  2cp'  — sin  2<p ) , 
ou  en  remettant  pour  //  sa  valeur: 


f- 


I a V 2 a 

~ k'Yp 


( 2<p'  — 2q>+sin  2q>'—  sin  2q>) . . . (/)) 


Or  jamais  cette  formule  ne  satirait  etre  identifiee  dans  le  sens  de 
rauteuc  ä la  formule  (C),  qui  donne  la  duree  du  mouvement  sur  un 
arc  elliptique  par  la  corde  et  les  rayons  vecteurs  extremes:  1)  par- 
ceque  Firrationnel  y'i  entre  dans  le  second  membre  de  (D);  et  2) 
parceque  les  sinus  sin2(p',  sin  29  ont  des  signes  contraires  h ceux 
des  quantites  sin:',,  sin  z,  de  la  formule  ( (j)  de  Lambert;  ainsi  la 
formule  (C)  .applicable  h l’evaluation  de  la  duree  du  mouvement 
sur  l'arc  d’ellipse  n’esf  pas  exacte  pour  reprcsenter  la  duree  du 
mouvement  rectiligne  sirr  nne  etendue  i — z,  , c’est  ce  qu’on  peut 
aussi  demontrer  plus  directement.  Posons  en  effet  pour  It,  — 2 a : 


fl  3 | 


, a — ; 

COS£  , • 


: cos  e ; 


la  formule  ( A ) deviendra: 

H t = a . sin  e + 2 a Q - 

, /f.t,  = o.sine'+2«Q— 

partant  II ( ( — t)=:a.( sin  — sin  e -ft  —t') , 

et  t' — t—  — t'f-sint'  — eins). 

k'Yp 


Or  dans  cette  nouvelle  transformation  les  angles  t , t'  sont  preci- 
sement  et  respectivement  les  angles  z',,  z de  la  formule  (C)  de 
Tauteur ; de  sorte  que  le  facteur  en  s,  e',  sin  r,  sin  e'  est  idenfique  a 
celui  en  z',,  sin  z,',  sin  zt  de(C);  mais  le  facteur  aY 2u : k' Y /.i 
differe  de  son  correspondant  dans  (fJ)  dans  le  rapport  de  V2:l.  Je 
termine  par  findication  de  quelques  autres  legeres  erreurs  que 
l’auteur  corrige  au  reste  dans  le  courant  du  calcul , mais  qui  ne  lais- 
sent  pas  que  d’embarrasser  le  lecteur:  1)  Le  3ieme  terme  du  deve- 

loppement  de  - , p.  202. , doit  <tre  pris  avec’  le  eigne  -f . 2 ) Les 

coeflicients  de  tang  "9,  tang  ‘9....  dans  le  developpement  de  d 
(deruiere  formule  de  la  p.  2t»9.)  doivent  aussi  etre  corriges. 
3)  p.  273.  le  tenne,  multiplicateur  ( 1 — e)  tang  doit  itre 
chauge  eu  (1  — e)  tang  J v;  cette  faute  ne  se  reproduit  pas 
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plus  loins.  4)  II  est  vrai  que  la  direction  de  la  vitegse  initiale 
d'un  corps  laoce  dang  l’espace  u'influe  pas  sur  l’espece  de  la  geetion 
conique  (|i.  );  mais  il  li  egt  pas  exact  de  dire  (p.  2KT.)  cpie  si 

la  vitesse  initiale  e«t  perpendlculaire  au  rayon  vecteur,  l’orbite 
decrite  soit  un  cercle;  il  Taut  encure  que  le  mobile  soit  lance  avec 
une  vitegse  convenable  que  I on  determiuera  faeilement.  Du  roste 
cette  observation  a ete  dejü  faite  ici,  mais  je  ne  saurais  me  rapjieler 
ni  le  nom  de  l’auteur  ni  le  receuil  oü  je  crois  l'avoir  lue. 


XXVI. 

Bemerkungen  über  die  bei  dem  Mecha- 
nismus der  Oegenlenkung  an  Dampf- 
maschinen beschriebenen  Curven. 

Von  dem 

Herrn  Dr.  Haedenkamp, 

Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  llumin  in  Westphnlen. 


Um  die  Kolbenstangen  bei  DamplcyUndern  oder  auch  bei  "e- 
wöhiilichen  Puni|ien  wahrend  der  auf-  und  niedergehenden  Be- 
wegung in  senkrechter  Richtung  der  Bewegung  zu  erhalten,  dient 
bekanntlich  der  Mechanismus  der  Gegenlenkting.  Es  soll  durch 
denselben  zugleich  die  schädliche , die  Dichtung  vermindernde 
Reibung  der  Kolbenstangen  in  der  Stopfbüchse  und  des  Kolbens 
im  Uylmder  so  viel  als  möglich  beseitigt  werden.  Es  hat  also  ein 
praktisches  Interesse  zu  wissen,  in  wie  weit  der  beabsichtigte 
Zweck  durch  diese  Vorrichtung  der  Gegenleukung  erreicht  werden 
kann.  Von  Praktikern  veranlasst  habe  ich  daher  die  für  den  Ma- 
schinenbau nicht  unwichtige  Uurve  untersucht,  die  der  Einhänge- 
punkt der  Kolbenstange  hei  der  Gegenlenkung  während  der  auf- 
und  niedergehenden  Bewegung  beschreibt,  und  theile  deren  Glei- 
chung hier  mit.  Die  gewöhnlichen  Vorrichtungen  sind  folgende.  Um 
den  festliegenden  Punkt  E (Taf.lll.  Fig.  1.)  dreht  sich  der  Hebelarm 
ED  des  Balanciere , mit  dessen  Endpunkt  D das  Querst  iick  IS  l)  be- 
weglich verbunden  ist.  Mit  dem  andern  Ende  desselben  wirdein  zwei- 
ter Hebel,  der  Gegenlenker  genannt,  der  seinen  festen  Drehpunkt  in 
A hat,  in  Verbindung  gebracht.  In  der  Mitte  C wird  die  Kolben- 
stange eingehängt  Dieser  Punkt  beschreibt  in  allen  seinen  mög- 
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liehen  Lagen  eine  Curve , die  wir  hier  untersuchen  «vollen.  Eine 
tandere  Gegenlenkung  ist  unter  dem  Namen  Parallelogramm  bekannt 
und  wird  in  der  Kegel  bei  doppeltwirkenden  Dampfmaschinen 
angewandt.  Bei  dieser  Vorrichtung  ist  an  dem  Arm  Bl)  (Taf.  III. 
rig.  2.)  des  Balancier«  das  in  seinen  Ecken  bewegliche  Parallel»- 
ff ranmi , , C I)Kl<  angebracht.  Der  Eckpunkt  E,  in  welchem  hier 
die  Kolbenstange  aufgehängt  ist,  beschreibt  während  seiner  auf- 
und  niedergellenden  Bewegung  vermittelst  des  Lenkers  AF,  der 
seinen  festen  Drehpunkt  in  A bat,  die  krumme  Linie,  die  n&he- 
runggtveise,  so  weit  sich  der  Endpunkt  der  Kolbenstange  in  dieser 
bewegt , eine  gerade  Linie  sein  muss,  wenn  der  durch  die  Gegen- 
lenkung beabsichtigte  Zweck  erreicht  werden  soll. 

Es  sei  Ah ’j  (Taf.  III.  Fig.  1.)  die  Arte  der  x und  F,  die 
Mitte  von  AE,  der  Anfang  der  Coordinaten.  Seien  die  Coor- 
dinaten  des  Punktes  B:x,,  «, ; von  C:x,  y ; von  D:x„,  »/, : die 
Konstanten  AE=id,  AB  =r , BD—Ia,  DE-q.  Man  That  zur 
Bestimmung  der  Curve,  die  der  Punkt  C beschreibt,  folgende  Glei- 
chungen : 

(d-*i)*-f5?=r,J  (rf+^)*  + yi  = p*.  (*! — +(y y»)*  =4«*, 

*2x=.t1+^2,  <iy—yl+yi. 

Durch  Elimination  von  xlf  a~2,  yi,y%  erhält  man  zuerst  diese  beiden 
Gleichungen: 


4 

*•■  + (<* 


-a(x cos  iji  — y sin  t|> ) — dx , 
•t-  -f-  «2  d'1  — 2 ad  cos  g’ ; 


«vorin  m — CF,  ip  — CGF. 

Hieraus  erhält  inan , wenn  noch 

gesetzt  wird,  für  die  gesuchte  Curve  folgende  Gleichung: 


V ' — id1  X*  ( w*  — m*  ) + 4r/J  A * — idx  A * ~ cP) 


— 0 


Diese  Gleichung  vom  6ien  Grade  lässt  sich  nur  unter  besondern 
Bedingungen  in  zwei  Faetoren  vom  2i«n  und  4ich  Grade  zerlegen.  Es 
ist  nicht  Zweck,  die  mannigfachen  Formen  der  in  dieser  Gleichung 
enthaltenen  Kurven  hier  genauer  zu  untersuchen.  Es  genügt  hier 
die  allgemeine  Gleichung  mitgetheilt  zu  haben.  Der  Endpunkt  der 
Kolbenstange  beschreibt  wahrend  seiner  auf-  und  niedergehenden 
Bewegung  ein  Stück  dieser  Curve,  welches  um  den  Dnrchschnitts- 
punkt  derselben  mit  der  Achse  liegt.  Dass  der  Weg  der  Kolben- 
stange kein  gerader  sein  kann,  ergieht  sich  aus  der  gefundenen 
Gleichung.  Für  gegebene  Constanten  lässt  sich  die  Abweichung 
der  Tangente  von  der  Curve  in  jedem  beliebigen  Punkte  berechnen, 
und  somit  die  zulässige  Hohe  des  Kolbenhubs  bestimmen. 


Tliell  A I. 


ll» 
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Setzt  man  in  der  Gleichung  (1)  r — g,  so  erhält  sie  eine  etwas 
einfachere  Form: 

(2)  w2  [<u*  - m2  E (n  E rf)2]  | m*-m*  E («  - </)2]  = 4 <1*  x*  (<«*-  m*). 

ln  diesem  Falle  schneidet  die  Curve  die  Linie  AE  im  Punkte  F, 
der  Mitte  von  AE,  und  die  auf  beiden  Seiten  der  Achse  der  y lie- 
genden Arme  der  Curve  sind  auch  congruenf. 

Die  Tangente,  im  Punkte  Fan  die  Curve  gelegt,  bestimmt  die 
Richtung  der  Bewegung  der  Kolbenstange  gegen  die  Achse  AE. 
Nennt  man  <p  den  Neigungswinkel,  den  diese  Tangente  mit  AE 
macht,  so  iindet  man  leicht: 

coscp*^  [r»-(q-rf)«].ic  + rf)V-T«] . 

4r2  da 


Hieraus  sieht  man,  dass  die  beiden  in  F sich  schneidenden  Tan- 
genten gleiche  Neigung  gegen  die  Achse  AE  haben.  Construirt 
man  aus  a,  d,  r ein  Dreieck,  so  ist  der  von  d und  r einge- 
schlossene  Winkel  das  Complement  von  <p,  wonach  die  Tangenten 
leicht  gezeichnet  werden  können.  Setzt  man  in  der  Gleichung  (1) 
noch  d—r  und  d—a,  so  lässt  sie  sich  in  zwei  Factoren 


= m2 , w-  [w2  — m2  E ( a + </)'■*  ] = 4d2  x2 


zerlegen  ; der  eine  stellt  die  Gleichung  eines  Kreises , der  andere 
die  Fu8spunktencurven  einer  Hyperbel  dar.  In  diesem  Falle  ist 


Um  die  Curve,  die  bei  her  Vorrichtung  mit  dem  Parallelo- 
gramm von  dem  Endpunkte  der  Kolbenstange  beschrieben  wird,  zu 
hnden.  seien  (Taf.  111.  Fig.  2)  die Coordinaten  des  Punktes  Fix i,y,; 
von  C:xt,yti  von  D:x„y,  und  von  Eix,y,  ferner  die  Constanten: 
AF—r,  AB  = tld,  CU  — b.  Zur  Bestimmung  der  Curve  dienen 
dann  folgende  Gleichungen: 


(*-*i  )2  + (y-y  ,)*  — **,  (ar2-jr3  )a +(y, -y3  )*— 6* , 

(j:,  — x.z)2  E (yi  — yz)4  = a2,  (x  — x3  }2  + (y-y3  )2  = <i2, 
(2rf-j:3)a+y3*=(6  + P)a,x1»+yl*=r*,(2d-4:a)*  +ya*  = e*. 

Hieraus  erhält  man  zuerst,  wenn  A als  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  und  AB  als  Achse  der  x genommen,  AE  — m und 
A GF—  i}<  gesetzt  wird,  folgende  Gleichungen: 


6(«*— r*— d*~ p*—  26p)  — p(r*— 6*— w’)  E 2bdx  — — 2 bd(b  Cp)  cos  i|., 
r*  = 6*  -f  w“  E 26®  ( x cos  — y sin  iji ) ; 

und  hieraus 

+ (Af+iVw»  + Äx)'®»  \ 

wo  6(oi*  - r* — d*  - e5  - 26e)  -p  (C-b1  ^ =M + Af„*  f Bx 

gesetzt  ist. 
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Setzt  man  in  dieser  Gleichung  vom  6i»n  Grade  b=^r,  so 
geht  ein  Zweig  dieser  Curve  durch  den  Anfang  der  Coordinaten  , 
welcher  zur  senkrechten  Bewegung  der  Kolbenstange  dient.  Um 
die  Tangente  in  diesem  Punkte  und  somit  die  Richtung  der  Bewe- 
gung der  Kolbenstange  zu  erhalten  , setze  man  in  der  vorhergehen- 
den Gleichung  m und  y unendlich  klein  , und  man  erhält  zur  Be- 
stimmung des  Neigungswinkels  q>  der  Tangente  gegen  die  Achse 
der  x die  folgende  Gleichung: 


sin<p* 


4<f  (r  + e)' 


Setzt  man  und  a~=d,  so  lässt  sich  die  Gleichung  (3)  in  diese 
beiden  Factoren  zerlegen: 


r«’  , (*-<>)*  2(p  — 4%*. 

Lrf*  + r*  dr  I ~ r ’ 


wovod  die  eine  die  Gleichung  eines  Kreises  darstellt;  die  andere 
Curve  schneidet  die  Achse  der  x in  einem  Punkte,  der  von  A itm 

— (r  — b)  entfernt  ist.  Verlegt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordi- 
naten in  diesen  Punkt,  indem  x =^(r— 6)+a:,  gesetzt  wird,  so  wird 


Im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  erhält  man  für  die  Richtung  der 
Tangente: 

8iD9x  = _I_[(6+r)»-^(r-Ä)*]. 

Ist  noch  r—b,  so  wird  die  vorhergehende  Gleichung  diese: 

»2  (4rl  — w1)— 4 dl  y1. 

Hier  ist  sin  q>  = j-  * 


11*  • 
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XXVII. 

Berechnung  «1er  <*escl»win«liffkeit  der 
]jocomotiven  auf  Eisenbahnen. 

Von  dem 

Herrn  l)r.  Ilaedenkamp, 

Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Hamm  in  Westphaten. 


Wenn  bei  einer  Locoinotive  die  Kraft  der  Maschine  und  der 
Widerstand , den  die  he«  egten  Massen  der  Beivogung  entgegen 
stellen,  bekannt  sind,  so  kann  man  auch  hei  diesen  Maschinen 
für  jede  Zeit  die  Gesellt»  indigkeit  und  den  von  der  Maschine  zu- 
rüekgelegten  Kaum  berechnen.  Wir  »vollen  hier  versuchen , unter 
der  Voraussetzung,  dass  alle  auf  die  Bewegung  der  Loe.oniotive 
Einfluss  übenden  Kräfte  bekannt  sind , die  Geschwindigkeit  der 
Locoinotive  mit  den  daran  gehängten  Wagen  zu  bestimmen. 

Die  Widerstande  in  der  Bewegung  auf  gerader  Bahn,  die  »vir 
hier  allein  betrachten . sind  : 

1 Die  gleitende  Reibung  an  den  Wagenachsen. 

2.  Die  wälzende  Reibung  der  Radfelgen  an  den  Schienen. 

3.  Der  Widerstand  der  Luft  auf  die  in  Be»vegung  begriffenen 
Wagen  des  Convois. 

-1.  Auf  einer  Schiefenebene  das  relative  Ge»vicht  der  Massen, 
welches  subtractiv  oder  additiv  ist,  jenachdem  der  Convoi  auf  der 
Schiefenebene  herunter  oder  herauf  geht. 

Nennt  man  den  Reibungseoefficienten  der  Reihung  der  Räder 
an  der  Achse  /«,  die  Halbmesser  der  Achse  und  des  Rades  r und  11 
und  das  Ge»vicht  der  Wagen  und  Ladung  ohne  das  der  Räder  M; 
so  ist  der  auf  den  Umfang  der  Ruder  übergetragene  Widerstand  der 

Reibung  • Der  Coefficient  fi  bängt  noch  von  dem  guten  Zu- 
stande der  Achsen  und  der  Achsenbüchsen  ab  und  ist  insofern  verän- 
derlich. Bei  richtig  abgedrehten  und  gut  geschmierten  Achsen  kann 

fi  bis  zu  heruntergehen.  In  der  Regel  »vird  ft  zu  0, 1 gerechnet. 

Bezeichnet  fi'  den  Rcibungscoefticienten  der  »välzenden  Reihung  an» 
Radumfange  und  m das  Gewicht  der  Räder , so  »vird  dieselbe , 
weil  sie  im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Grösse  der  Radhalb- 
messer steht,  durch  ausgedriiekt.  Diese  Reibung  ist 

K 


im  Allgemeinen  auf  Schienen  im  Verhältnisse  zur  Achsen  - Reibung 
sehr  gering,  und  kann  in  den  meisten  Fällen  vernachlässigt  »verden. 
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Einer  Reihung  den  Spurkranzes  an  den  Bnhoschienen  soll  mar  da- 
durch vorgebeugt  werden , das»  man  dem  Rade  eine  conische  Form 
gieht  und  ausserdem  den  Riidern  auf  jeder  Seite  der  Bahn  eineu 
gewissen  Spielraum  lasst,  kann  aber  dennoch  durch  zufülligen 
Seitendruck , z.  B.  durch  Wind  und  dadurch , dass  die  Schienen 
nicht  in  horizontaler  Ebene  liegen,  beträchtlich  werden.  Wir  ver- 
nachlässigen diese  Art  Reibung  hier.  Um  den  Ausdruck  für  den 
Widerstand  der  Luft  zu  erhalten , setze  mau  die  ganze  wider- 
stehende Fläche  des  Convoi’s  r,  und  die  Geschwindigkeit  dessel- 
ben v ; so  wird  dieser  Widerstand  bekanntlich  durch  ev^s  auspe- 
drückt,  wo  t der  auf  die  Flächeneinheit  ausgeübte  Widerstand  ist. 
Fasst  man  diese  drei  Widerstände  zusammen  »o  erhält  man  für  den 
Gesanimtwiderstand  diesen  Ausdruck: 

Mur  f ( M -f  m )fi  , M/i"  x 

— £ — LA  ' — iS—  -f  esv1  = -Sj-  -f  esvz 

11  MX 

auf  einer  horizontalen  Bahn.  Auf  einer  unter  dem  Winkel  ge- 
neigten Ebene  geht  dieser  Ausdruck  für  den  Widerstand  in  fol- 
genden über : 

ii  n 

-jj-  cosxp  sin  «J>  + rrv*- 


Zur  Berechnung  der  bewegenden  Kraft  der  Maschine  bezeichne 
man  den  wirksamen  Bruck  des  Dampfes  auf  den  Kolben  mit  dem 
Durchmesser  d auf  die  Flächeneinheit  durch  p , nach  Abzug  des 
Luftdrucks  und  aller  Reihungen  der  Maschine  von  der  Bodenflfiche 
des  Dampfcylinders  bis  zur  Kurbel.  Der  Druck  auf  die  ganze  Kol- 
benflache wird  durch  ausgedrückt.  Dass  bei  Expansionsma- 

4 


schinen  p nicht  constant  sein  kann,  versteht  sich  von  seihst.  Auch 
bei  Maschinen  ohne  Expansion  kann  p während  der  Dauer  eines 
Kolbenlaufes  nicht  genau  constant  sein,  und  dein  Drucke  des 
Dampfes  im  Kessel  nicht  entsprechen , da  der  Dampf  durch  die 
Dampfleitungsrohren  nicht  momentan  aus  dem  Kessel  in  den  Kolben 
eindringen  kann,  auch  Warme  beim  Uebergange  des  Dampfes  ver- 
loren geht,  p muss  von  der  Geschwindigkeit,  womit  der  Dampf 
in  deri  Cylinder  stürzt,  abhängen.  Je  weiter  der  Dampfcanal  und 
je  grösser  der  Druck  im  Kessel,  desto  näher  ist  p einer  Uonstante 
gleich.  In  Ermangelung  genauerer  Versuche,  und  weil  immer  der 
Unterschied  unbeträchtlich,  nehmen  wir  bei  Maschinen  ohne  Epan- 
siou  p constant.  Um  bei  Expansionsmaschinen  den  Druck  des 
Dampfes  im  Cylinder  nach  der  Absperrung  desselben  durch  eine 
Formel  auszndrücken , benutzen  wir  die  vom  Grafen  de  Pambour 
in  seinem  Werke  über  Dampfmaschinen  mitgetheilten,  aus  den 
IS’aviorseiien  Versuchen  abgeleiteten  Fonnein.  Sei  M das  Volumen 
des  Dampfes  im  Cylinder  im  Augenblicke  der  Absperrung,  welcher 
«ich  unter  dem  Drucke  p aus  dem  Volumen  S Wasser  gebildet 
hat;  so  ist  nach  .Naviers  Versuchen 


M 1 

S 


wo  a und  ß t'onstanteu. 
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Ferner  sei  M'  das  Volumen  Dampfes , welches  sich  unter  dem 
Drucke  p‘  nach  der  Absperrung  aus  demselben  Volumen  S Wasser 
gebildet  hat,  so  wird 

M'  1 


S a+pp1 


Hieraus  erhält  man 


M a -f-| 3p1 

M’  ~~  a+  tip 

Ist  nnn  l die  ganze  Länge  des  Kolbenlaufs  und  f die  Länge 
desselben  bis  zur  Absperrung  des  Dampfes,  und  y der  schädliche 
Raum , dann  ist  für  den  um  x vorgerückten  Kolben 

M=dl^{e  +y),  = + y+z) 


und 


±±V 


u + Jp 

auf  den 


Kolben  nach  der 


e+y+x 

Hieraus  erhält  man  fflr  den  Druck 
Absperrung  des  Dampfes 

, ,a  , . F +y  a 

Da  bekanntlich  die  Locomotive  so  eingerichtet  ist,  dass  der 
Dampf,  nachdem  er  seine  Wirkung  gethan,  durch  eine  Röhre  von 
geringem  Durchmesser,  das  Blasrohr  genannt,  durch  den  Schorn- 
stein in  die  Luft  eutweicht , wodurch  ein  künstlicher  Luftstrom 
erzeugt  wird , der  zur  lebhaften  Verbrennung  in  der  Esse  durchaus 
nothwendig  ist:  so  kann  dieser  Dampf  nicht  augenblicklich  ent 
weichen  und  muss  daher  während  des  Ausströmens  noch  einen 
Druck  gegen  den  Kolben  ausiihen,  der  dem  Drucke  p entgegenge- 
setzt ist.  Aus  angestellten  Versuchen,  die  Pambour  in  seinem 
Werke  über  Dampfwagen  mitgetheilt  hat,  hat  sich  herausgestellt, 
dass  dieser  Widerstand  hei  derselben  Oeffnung  des  Blasrohres 
nahe  der  Geschwindigkeit  der  Locomotive  proportional  gesetzt 
werden  könne.  Diesen  Widerstand  bezeichnen  wir  durch 

- qv.  Die  bewegende  auf  den  Kolben  wirkende  Kraft  der  Ma- 


schine wird  demnach  durch 


- (p  — qv ) bei  Maschinen  ohne  Ex- 
4 

pansion  ausgedrückt.  Bei  Maschinen  mit  Expansion  ist  vor  der 
Absperrung  des  Dampfes  die  Kraft  auch:  — j—  (p  — qv)  und  nach 


der  Absperrung: 


d'-xr  a , f'  + 7 « ~1 

xL<ß+'',.7T7+5-5-?‘,J' 

Diese  Kraft  des  Dampfes  wird  durch  die  Kolbenstange,  die 
immer  ein  und  dieselbe  Richtung  beibehält . und  durch  die  mit  der- 
selben verbundene  Leitstange  zur  Kurbel  fortgepflanzt , setzt  diese 
und  das  damit  verbundene  Triebrad  und  so  die  Maschine  und  den 
angehängten  Wagen  in  Bewegung.  Bei  dieser  Einrichtung  kann 
die  Dampfkraft  nicht  senkrecht  auf  den  Kurbelhalbmesser  wirken 
und  muss  daher  in  den  verschiedenen  Lagen  der  Kurbel  verschie- 
dene Werthe  annehmen.  Um  dies  deutlich  zu  machen  und  die  auf 
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den  Umfang  (ibergetragene  Kraft  des  Dampfes  zu  berechnen , sei 
in  Taf.  III.  Fig.  3.  da  ein  Stück  der  Kolbenstange , ac  — t die  Leit- 
stange und  bc  = -t j der  Halbmesser  des  Krummzapfens.  Nennt  man 

nun  die  in  der  Richtung  da  wirkende  unmittelbare  Kraft  des 
Dampfes  P und  die  in  c übergetragene  auf  bc  senkrechte  Kraft  Q, 
so  findet  man  leicht 

t ' / , 

^=psinÄca=/>8.  p 1+  *cos<p  ] 

cos  bac  L Y 1 — X*  sin  *<j>J 

wo  Winkel  cAn— cp,  — = k ist. 

Für  die  Kraft  des  Dampfes  im  zweiten  Cylinder  auf  den  au- 
dern  Kurbelarm , der  senkrecht  auf  dem  ersten  angenommen  wird , 
hat  man 

<?=--/»  cos  9 | 1 — -Ä1 . 

L ♦ I — X-1  cos  lip  J 

Trägt  man  diese  Kräfte  auf  den  Umfang  des  Triebrades  über,  so 
wird  für  den  einen  Kolben  die  Kraft: 

iPl,  . . r%  . Acoscp  "1 

und  für  den  andern : 

. d*l , v - P,  X:  sin  cp  “I 

wo  D der  Durchmesser  des  Triebrades. 

Für  beide  Kräfte  zusammen  setzen  wir  der  Kürze  wegen: 

^(p-qv)F9.  Diese  Ausdrücke  gelten  für  Maschinen  ohne 

Expansion ; für  Expansionsmaschinen  gelten  vor  der  Absperrung 
dieselben  Formeln,  und  nach  der  Absperrung  muss  man  darin  für 
p den  obigen  Werth  p'  setzen.  Demnach  wird  die  Kraft,  welche 
die  fortschreitende  Bewegung  des  Convoi’s  auf  horizontaler  Bahn 
bewirkt,  diese: 

(F-  yv)F(<P)~^ esv*  , 

und  für  die  beschleunigende  Kraft  erhält  man  den  Ausdruck: 

ty  \siUL  (/>  ~ VV)F(<?)  ~jf£~  ~tsv%\ 

,f  . . i u 1*  ’ 

jr+m+-F 

wo  g den  Fallraum  in  der  ersten  Sekunde  und  mA*  das  Moment  der 
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Trägheit  der  Räder  bezeichnet.  Hieraus  erhält  man  endlich  nach 
den  bekannten  Gesetzen  der  Bewegung  zur  Bestimmung  der  Ge- 
schwindigkeit des  ganzen  Wagenzugs  folgende  Gleichung : 


1) 


vriv 

Hdq> 


=*g[) 


d'xl, 

iü 


(p-qv)F(y)- 
M -f-  m -f 


M>  t" 

H 

mA* 

~w 


— t sv 


1 


Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt  die  Geschwindigkeit  für 
jeden  Stand  des  Kolbens  im  Cylinder  und  in  jedem  Punkte  der 
Bahn,  und  so  die  vollständige  Lösung  unserer  Aufgabe.  Indess 
ist  von  dieser  Gleichung  das  Integral  in  endlicher  Form  nicht  zu 
erhalten.  Um  hier  Reihen  ent  Wickelungen  zu  vermelden,  beschränken 
wir  uns  auf  Annäherungen.  Zu  diesem  Ende  setzen  wir  p und  F(cp) 
constant,  und  zwar  /•’(<;>) = 1 . d.  h.  wir  betrachten  die  durch  die 
Kolben  - und  Leitstange  fortgepflanzte  Kraft  des  Dampfes  als  auf 
den  Kurbelarm  senkrecht  wirkend.  Unter  dieser  Voraussetzung 
wird  die  Gleichung  (1),  wenn  wir  noch  der  Kürze  wegen 

PW* = Id* 

iD(M+m  + ?£)  ’ 2 DCM+m+^g) 


ff 

iDor+w  +*£) 


=(> 


setzen,  folgende : 


2)  $ = S lg{A-'lBv-Cv *). 


Nimmt  man  von  dieser  Gleichung  das  Integral  und  setzt  für  .r—ü 
auch  ii  — O,  so  wird 

(STQgf-  ' *«S ; 

...  133*L-»=z,  r-inyn,.,, 


B 


\ A*+B* 


1 

*~A*  + B*‘ 


r der  von  der  Locomotive  durchlaufene  Raum  und  t die  zu  x ge 
hörige  Zeit  ist. 

Wollte  man  den  vom  Blasrohre  herrührenden  Widerstand  ver 
nachlässigen,  so  würde  die  Gleichung  (3)  diese: 


A* 


A 


otl‘>r  v~qVI  —e-±c*i*  _ 
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Für  ein  unendlich  grosses  x wird  die  Geschwindigkeit  constaut 
und  v — L'— — ^ -p — Obgleich  dieser  Zustand  genau  ge- 


nommen nie  Statt  findet,  so  tritt  er  doch  in  der  Wirklichkeit  an- 
nähernd bald  ein. 


Die  hier  gegebenen  für  eine  horizontale  Bahn  geltenden  For- 
meln gelten  auch  für  geneigte  Ebenen,  wenn  man  In  (2)  für  A* 
diesen  Werth  setzt: 


tl*  Ip  Alp"  . . „ . . 

’f*  ~ ( + m ) s,n  ^ 

, , mA* 

M I »'  l -rrr 


Um  zu  berechnen , wie  weit  ein  Wagenzug  sich  noch  fortbe- 
wegt, wenn  hei  einer  bestimmten  Geschwindigkeit  die  Dämpfe  zu 
wirken  aufhüreu,  muss,  man  die  Gleichung  (2),  nachdem  darin  p 
und  7=0  gesetzt,  so  integriren,  dass  für  .r  = 0 , v einen  bestinun- 
ten  Werth  v'  hat.  Man  erhalt  dann 


A% 

A * - C*  v '» 


— e—  4C**r. 


Um  steilere  Ebenen  ohne  stehende  Dampfmaschinen  mit  Dampf- 
wagen  noch  hinanzusteigen,  bedient  man  sich  zweier  Züge.  Man 
lässt  nemlich  einen  Zug  auf  der  schiefen  Ebene  heruntergehen,  wäh- 
rend der  andere,  der  mit  dem  ersten  durch  ein  auf  Rollen  liegendes 
Seil  verbunden  ist,  auf  einer  zweiten  parallelen  Ebene  herauf  geht. 
Dass  ein  solcher  Betrieb  noch  einfach  und  sicher,  wenn  die  Ebene 
nicht  zu  steil  ist,  ausgeführt  werden  kann,  hat  die  Elberfelder 
Bahn  bew  iesen.  Wir  wollen  für  diesen  Fall  noch  die  Geschwindig- 
keit berechnen , womit  ein  Zug  eine  solche  Ebene  noch  hinangeht. 
Zu  diesem  Ende  wollen  wir,  der  Einfachheit  wegen,  die  beiden 
Züge  in  allen  Thcilen  gleich  setzen.  Es  hindert  aber  nichts  diese 
Rechnungen  auf  ganz  verschiedene  Züge  auszudehnen.  Das  Seil, 
welches  die  beiden  Züge  verbindet,  habe  bei  der  Länge  /"das  Ge- 
wicht G ; die  Halbmesser  der  Rollen  und  deren  Achsen  seien  q, 
der  Reibungscoefficient  an  der  Achse  der  Rollen  sei  pm.  Ist  nun 
die  Geschwindigkeit  der  Züge  v,  und  x der  von  denselben  durch- 
laufene Weg  von  dem  Kopfe  der  schiefen  Ebene  angerechnet : 
dann  ist  der  Widerstand  des  hinaufgehendeu  Zuges  mit  Beibe- 
haltung der  früheren  Bezeichnungen : 

- G £ .«")  cos  * + + (Al]  m + r'j,* . G)sin  rf> , 

und  des  heruntergehenden: 

( -jf  f ~ ■ G fi'"  ) cos  4-  - ( AI  | m + ~ . G ) sin  >J«  + rro» ; 
der  Widerstand  von  beiden  Zügen  ist  also: 

Ht.  ii  „<  f 9, 

2 (-  ■—  + G — fi'" ) cos  ’!’  -f  G sin  r}>  -f  ikin*. 

H Q t 

Tiicit  vi.  12 
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Hierbei  ist  der  aus  der  Steifigkeit  des  Seils  der  grossen  Seilrollen 
'hervorgehende  Widerstand  ausser  Rechnung  gelassen. 

Setzt  man  die  Kraft  der  beiden  Maschinen  auch  gleich  und 

/ 

jede  nie  früher:  (p~V »)>dann  ist  die  beschleunigende  Kraft: 


4.V  [ 


dH,  . , 

22 


G—nm)  cosr)'— m>’  - 

H Q 


9 r 


aM  . . im.i‘  m',A '* 

‘2M+'2m  f - Rt-  f — j- 


]= 


wo  m'  das  Gewicht  der  Rollen  und  m'A"  das  Moment  der  Träg- 
heit bedeutet.  Hieraus  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Geschwin- 
digkeit wie  in  (1)  folgende  Gleichung: 


vdv 

dx 


= 4 pR, 


deren  Integral  die  Abhängigkeit  von  x giebf. 

Numerische  aus  Versuchen  entnommene  Details  «erde  ich 
an  einem  andern  Orte  mittheilen. 


XXVIII. 

Auflösung  der  Aufgabe: 

In  ein  gegebenes  Viereck  ein  Quadrat 
zu  beschreiben;  nebst  einigen  Sätzen, 
welche  zu  beweisen  sind. 

V on 

Herrn  Fr.  Seydewitz, 

Oberlehrer  am  Gymnasium  in  Heiligenstadl. 


A.  Trigonometrische  Behandlung. 

Analysis. 

Es  seien  in  einer  Ebene  (Taf.  III.  Fig.  4.)  die  Geraden  A,  Ati 
B,  B,  als  die  Gegenseiten  eines  einfachen  Vierecks  gegeben,  und 
p,  tj.r,  s,  f,  f)  der  Reihe  nach  die  Durchschnitte  vod  A,B; 
B,  A, ; Al,Bl;  /?, , A;  A,  A,;  B , Bt;  man  denke  sich  ein 
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Quadrat  abalbl,  dessen  («egenecken  a,  «t ; b,  bt  auf  jenen  Ge- 
raden liegen ; es  werde  die  Länge  von  fg  mit  a , die  Seite  des 
Quadrates  mit  q,  die  Winkel,  welche  A , At  und  ab  mit  der 
Richtung  von  f nach  g bilden,  mit  a,  ot,  und  9,  und  die  Winkel, 
welche  B,  B,  mit  der  Richtung  von  g nach  f bilden,  mit  ß,  ß, 
bezeichnet  üiess  vorausgesetzt,  so  hat  man  folgende  Relationen: 

1) 

s*n  («+|»,)  99  sm(fl  + aI) 

«•  _ sin  fl  sin  « 

• ®'=«HK(?+r)i 

JÜSO  pt  = a 8in(a+<?)sinf?,  —sin  (ad-f,)sin/?  sin  »sin  Q»,  -fl) 

sin  («+/?)  sin  (a-fj?,)  sin  («+,■?)  sin  (o+ff,)’ 

_ a sin(/?-f  «) sin«,  — sin(j?-fg1)sina_  sinj9sin(a,— n) 

sin  (ß d- a ) sin  (ß -f-  a , ) “ ß sin  (/*+«)  siu  (ß\-  a, )' 


)V  q sin  («+/»)’ 
q sin(/f,-|-«)  ’ 


P 9 sin  (/»  + «) 

1 ? sin  («!+/»)’ 


also  ut  = a a'ln(ß-<P)9'n(fl,  + «)  + cos( ß,  — y)sin(a+/») . 

sin(«+^)sin(o+/»1) 

_ Sin(«-fry)  Sin  (8,+,?)  + cos(at  + 9)  mn(g-t-c) 

VH  7 s'n(“  + /»)s«n((»’+«,) 

Aus  1)  und  2)  ergibt  sich: 

3)  Kin(ft  — 9)  sin  (ft,  4 a ) -f- cos  (ft,  — y)sin  (a-f /») 
sin(a-f  r)  sin  (e,  -(-/»)  -f-  cos  (a, -f-ijp)  sin  (o + ,»)— 

(sinftcnty  — cosft)  sin  ( ßl -f  a ) -f  ( cos ß,  cot  y -f  sin ßt ) sin 

(sin  a cot ^ f cos a)  sin  (at-f  ß)  -f-  (cosajcot  <f  — sin  u,)  sin^-l-jf ) 


cot?" 


[ 


also 

sin  ß sin  (at  — e) 

sin j? sin (a,  — a)[cos/?sin(/?,  -f  e)  — sin/J,  sin  (a-f /»)]“1 
-f  sin asin(/J,  —ß)  [cos a sin  («,  -f- — sin  a,  sin  (a-f^)J  J 


c 


sin/»  sin  (a,  — a)  [cos/»,  sin  («+/»)  + sin/»sin(/»,  +«)] 
sin « sin  (ß  1 — ß)  [cos a,  sin  (a  -f  ß)  -f  sina sin  («,  f ß)\ 


I 


Z 

~N 


Endlich  ergibt  sich  nun  aus  2)  und  3): 

pa sin  (£—9) siri  ß cot  9—  cos/? Zsin  ß — Nenn  fl  _ X, 

pb  sin  (o-f  9)  sinocotqp-J-cosa '*  Zsin«-f- iVcosa  — }V,  " 

X,  = — sin/»sin(o,  — «)sin(a-f /?)[  cosßcasfl,  + sin/» sin ,1,  ] 

J2  * 
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. . . f*sin(«.  f/?)  (Kinrfco8«  + cos/i8iii«)_| 

f 8in «sin  (/»,  ) I . ' 1 :/  f . , . ; I 

L|sm(a-|-/S)(cos,*cosal  — sin/tsinoj  I 

_gi  f i n) r8i,,osin (ßt-ß) (cos (a,+^+ «in («i+/#) n. 

' ’ L — sin£sin(«,—  a)cos(ßl  — p)  _T 

N =8mf«+^)  I si,,^sin  (“i  — “)  (cos  (/?,  + «)  + sin(/?,  + a))"| . 

1 ' ' — sin  asin(^t  — ß ) cos(«,—  o)  _l 

folglich  Py  — 

pb 

sin  a sin  (^t — ß)  [cos  («,4-^)4  s*n (°i_+  rO]  — sin  ß sin  (g,  — «)  cos  (/?, ~ji) 
sin  /?  sin  (<«,—<*)  [cos  (ßy  + o)  + sin  (,*,  + a)]  — sin a sin 0*,  — ( f ) cos («,—«) 


Konstruktion. 

1 ) Aus  irgend  einem  der  vier  Punkte  p,  q,  r,  s,  z.  B.  aus  p, 
dem  Durchschnitte  von  A,  Ji.  falle  man  auf  A j eine  Senkrechte 
pc , nehme  auf  .1,  die  Strecke  ctl—cp  und  ziehe  pil.  Sodann 
errichte  man  in  p auf  H eine  Senkrechte,  fälle  vom  Punkte  e, 
wo  letztere  die  «,  schneidet,  eine  Senkrechte  ei  auf /n/,  welche ^4 j 
in  h (und  pc  in  w)  schneidet,  und  lege  durch  h mit/rc  eine  Parallele;  so 
erhält  man , als  Durchschnitt  dieser  letzteren  mit  A , einen  Punkt  k. 

2)  Auf  dieselbe  Weise,  indem  man  nur  die  Geraden  A und  11, 
At  und  /#,  mit  einander  vertauscht,  suche  man  die  den  Punkten 
c,  d,  e,  h,  k entsprechenden  Punkte  c,,  d[y  e.,  Ar  k.. 

3)  Jetzt  verbinde  man  die  Punkte  k und  A-,  mit  einander  durch 
eine  Gerade,  welche  A.  in  t>,  BK  in  w schneidet,  beschreibe  über 
kk\,  als  Diagonale,  ein  Quadrat  kukß.  und  über  rw,  als  Diagonale, 
ein  zweites  ryirfi , und  verbinde  die  Punkte  a und  ji  mit  p durch 
zwei  Gerade,  und  y und  6 mit  r durch  zwei  andere ; so  ist  einer 
der  Punkte,  in  welchen  letztere  die  beiden  ersteren  schneiden, 
aber  auch  nur  einer,  z.  B.  rn,  der  Mittelpunkt  eines  Quadrates 
abalbl,  dessen  Ecken  n,  b,  b.  auf  A,  A{;  li , ß,  liegen; 
und  zwar  sind  die  Diagonalen  desselben  den  Seiten , und  die  Sei- 
ten den  Diagonalen  der  beiden  vorigen  parallel.  Errichtet  man  in 
k (oder  /,)  auf  kki  eine  Senkrechte,  welche  Zf,  (oder  .4,)  in 
schneidet,  beschreibt  über  kk.,,  als  Diagonale,  ein  Quadrat,  und 
verbindet  die  beiden  neuen  Ecken  desselben  mit  s (oder  u)  durch 
zwei  Gerade , so  geht  eine  von  diesen  ebenfalls  durch  den  Punkt  m, 
so  dass  also  über  diesen  Punkt  keine  Ungewissheit  weiter  bleibt. 


Beweis 

l)  W.  pfr~a,-a,  W.  p(jr~ßl  -ß,  W.pqr  — <*,+/?,  W. 
psr—^+a;  pc—pf.  sin  (o,— «) , fc=pf.  cos  (a,—  «),  pe=prj. 

qd  — qc+pc~pq.(  cos  (<xt  + /?)+  sin  (a,  + /»));  p(  y 
—p</.sin(ßt-ß),  fjci—pfj.cos  (ßi~ß),  pPi~pf -tang  (a,  — «), 

i = *r i + P'\  =ps-  ( cos  ( /?,  + a ) + sin  ( ;?,  + o ) ) ; ^ = ^ • 

ii(f  6i  n tt 

Da  W.  pcq—epq=R,  so  ist  W.  pqd=’\\.epn,  und  da  W. 
eip = \V.  pcq  — /<*,  so  ist  W.  pdq~  W.  pnt—  W.  dpc—  W.  nhr 
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— */?,  also  \/*r/d  cv>  ^ peti , nc  = hc,  und  pq:pe~dq:pu ; dem- 
nach pn  =pe  .(ji=pg.  tang  ( ßt  - ß)  (cos  ( o,  + /?)  + sin  («,+/*)) , und 

hc  — Hc—pH  — pc—pg  . tang  — £)(cos  (a,-f  ß)  + sin  («,  + /?)) 
—pf  »in  (<*,  — «)• 

Kbenso  ist 


Vi “/»/■•  *«"« ( ai  -*)(■ CO« G»i  + « ) + »in (?i  + «))  ~P<J • «in  (,»,-/* )• 
2)  Da  AA||/»c,  hyky\\pcy,  also 

pf:pk~vf:rh,  pff'-pki  =zclg:clkl;  so  ist 


Pk  _ A-  «*1 V.  A „ tf  _hc.  COS  (/*,-(*)  _ 

^ “ PH  ‘ ‘ pf  ~ Vi . COS  ( - « ) - 

P.7  »in  (ßx  — /?)  (cos («,+,*)  + sin  («t  + ß ) ) — p/‘ain(«l  — a)  cos  ( -,*) 
p/Vm  («,—«)  (cos  ( ßy  + u)  -f  sin  (ß  t+  a))  — p<j  sin  ( ßy—  ß ) cos  ( ot  - «)' 


3)  Zieht  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  m der  Linie 
pn  mit  ka  und  kya  die  Parallelen  tna  und  mb,  welche  von  A und 
B begrenzt  werden , so  ist  ma : mb  — ka : kya  = 1:1,  also  W.  mab 
—mba  = fR=W.  *kky\  folglich  ab  II  kk\. 

Denkt  man  sich  in  k auf  kk\  eine  Senkrechte  errichtet,  welche 
By  in  k%  schneidet,  sodann  über  H’,,  als  Diagonale,  ein  Quadrat 
beschrieben,  und  die  neuen  Ecken  desselben  mit  s durch  zwei 
Gerade  verbunden , so  werden  die  Seiten  dieses  Quadrates  mit 
denen  des  kakjt  einerlei  Richtung  haben , und  eine  dieser  zwei 
(Jeraden  wird  nie  pa  in  einem  Punkte  u schneiden,  welcher  in  der 
Richtung  von  ka  und  A.«  sowohl  von  .(  und  B , als  auch  von  A 
und  ß,  gleichweit  absteht,  d.  h.  ua0  = uß„~ uß'a  , wenn  die  Punkte 
«o , ßo , ß'o  au^  ^ . B,  B,  liegen,  und  ßtuß\  ||  kya,  tm0  ||  ka  ist. 
Denkt  man  sich  nun  ua„  um  ua'0  = tia  verlängert,  so  ist  aoßua'0ß'0 
ein  Quadrat ; und  es  ist  zu  zeigen,  dass  die  Ecke  <*'„  auf  A,  liegt, 
und  dass  die  Punkte  u und  m identisch  sind. 

Man  denke  sich  durch  o'0  mit  Ay  eine  Parallele  At  gelegt, 
welche  A in  f,  schneiden  möge,  so  sind  die  Winkel,  welche  At 
mit  A,  B bildet,  =«,—«,  <*,  + £;  und  es  mögen  die  Winkel, 
welche  A und  B mit  ftf  bilden,  <*,  und  ßt  heissen.  Wird  nun 
die  in  der  Analysis  gegebene  Entwickelung  in  Ansehung  der  Ge- 
raden A,  B,  At,  B\  und  des  Qudrates  *0ßoa'oßo  wiederholt,  so 
findet  man: 


pan sin«,  sin(/>l-<?)(cos(«1-l-^)-t-sin(tt1-l-^))-slnj?,sin(al— a)cosQ?,-/?) 

pß0  sin/i,  «in(«t— «)(cosO#,+o)+sinO#,+o)>— sine^sinO#^ /#)cos(o,— «)’ 


vergleicht  man  aber  diesen  Ausdrnck  mit  dem  für  in  2)  gefun- 

P*  i 

denen  und  bedenkt,  dass  kk.  ||  a0ßu,  also  ii-1  = }>a"  , und  dass 

P* I # Pr o 

n «,  : sin ß,~pq : pf  ist,  so  überzeugt  man  sich,  dass  pf,  —pf 
in  , also  .1,  mit  A zusammenfallen  muss. 


sin 

sein 


Und  da  nun  ua' 0~nß' 0 , also  der  Punkt  n auch  auf  der  Ge- 
raden rS  ( oder  ry ) liegen  muss , so  sind  die  Punkte  u und  m , 
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und  somit  auch  das  Quadrat  «0  ß„  ß'„  mit  dem  durch  die  Kon- 
struktion erhaltenen  Viereck  abalbl  identisch. 

Determination. 

Da  zwei  Quadrate  mit  parallelen  Seiten  ähnliche  und  ähnlich 
liegende  Figuren  sind,  also  die  Geraden  A , At,  B,  Bv,  welche 
ihre  Ecken  paarweise  verbinden , in  einerlei  Punkte  convergireu , 
so  kann  es  für  die  gefundene  Richtung  kk.  nur  einen  einzigen  Punkt 
tn  gehen.  Da  aber  die  Punkte  d und  ein  jeder  resp.  sowohl 
auf  der  einen  als  auf  der  andern  Seite  von  pc  und  pct  liegen  kann, 
man  also  zwei  Punkte  k und  zwei  Punkte  A-,  erhält , so  scheint  es , 
dass  die  Aufgabe  im  Allgemeinen  einer  Anzahl  von  vier  Auflösun- 
gen fähig  ist.  Hierüber  wird  die  folgende  Untersuchung  ein  be- 
stimmteres Urtheil  gewähren. 

Anm.  Ist  A\\At  und  B \\  B { , so  ist  sin  « : sin  ß = pg : pf 
= 1,  cos ( o,  — fl ) = cos  (ßt  — ß)  — 1,  sin  («,  — «)  : sin (ßy  —ß)  = 

P?  sin  ( « -f-  ß ) : sin  (a  } ß)  = pq:ps,  wodurch  sich  die  obige  Kon- 

struktion sehr  vereinfacht. 


B.  Mittels  projektivischer  Gebilde. 


Analysis. 

Der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Quadrates  ist  der  Mittelpunkt 
der  Hypotenusen  zweier  gleichschenkliger  rechtwinkliger  Dreiecke, 
deren  jedes  einem  von  zwei  gegebenen  Dreiecken  eingeschrieben 
ist,  also  der  Durchschnitt  der  geometrischen  Oerter  dieses  Mittel- 
punktes für  die  zwei  gegebenen  Dreiecke. 

Es  sei  (Taf.  III.  Fig.  5.)  npq  irgend  ein  gleichschenkliges,  bei 
p rechtwinkliges  Dreieck,  dessen  Ecken  n,  q,p  auf  drei  der 
Uage  nach  gegebenen  Geraden  A,  Alt  A.t  liegen,  m sei  der  Mit- 
telpunkt von  nq,  also  mn  = mp  — mq  und  W.  qmp  = R.  Es  seien 
B,  Bt  die  Durchschnitte  von  A.  mit  A , A„  durch  IS  mit  pq  die 
Parallele  «',  welche  A.  in  a,  schneidet,  und  durch  Bt  mit  pn  die 
Parallele  a\,  welche  A in  a schneidet,  gezogen;  ferner  seien  Ba, 
und  Bya  oder  a"  und  parallel  mit  pm , und  der  Punkt  m mit  JS 
und  B.  durch  zwei  Gerade  a,  ot  verbunden,  welche  resp.  die  o", 
und  o"  in  a und  «.  schneiden.  Diess  vorausgesetzt,  so  ist 
i\Bala  tyj  \pipn  und  ^B.aac^&pnm , VV.  a,  Ba{  = W.  qpm—'W. 
aßla  — Yf.npm=z{R  und  Bal:Bal=pm:pq=pm:pn  = Bla:Bla 
=l:Vg. 

Die  Geraden  nj  sind,  ebensowie  pq , pn , rechtwinklig  zu 
einander;  denkt  man  sich  also  das  Dreieck  npq  fortwährend  unter 
denselben  Bedingungen  variirt,  und  die  den  Linien  a,  at,  a', 
a".  n".  entsprechenden  Linien  der  Reihe  nach  mit  b,  b.,  //, 

A",  b'\:  c.  c,;  c',  cj,  cT,  d,  d„  d! . d\.  d",  d" und  die 


Digitized  by  Google 


183 


den  Punkten  a,  a,,  a,  a,  entsprechenden  Punkte  mit  b,  b,,  8,  ; 

r,  (|,  y,  jrt;  b,  6,,  8,  8,,  ....  bezeichnet,  so  liegen  die  Durchschnitte 
ie  zweier  Geraden  a' , b' , b\;  c',  r',;  d' , (f,  ....  auf  einer 
Kreislinie,  deren  Durchmesser  BBt  ist;  und  da  W. alBal—btBß, 
= f|Pvi  — 6 ,B8l....  = «yy,n  = b B ß = c B.y=bß.8  ....  er  \K , und 
Ba, : Ba.—Bß^  B b^=  B}\ : /if,  = JM, : Pb, . . . =Ä,a  iB^Bjß:  Bl b 

— : «,y:  «lC=ü|^:«,b...  = l:V'2  ist,  >*«<1  Ja  sämmtliche  Punkte 

a, ,  b(,  C,,  b. — auf  einer  Geraden  Av  und  sämmtliche  Punkte  o,  b, 
r,  b....  auf  einer  Geraden  A liegen,  so  müssen,  nach  einem  be- 
kannten Lokaitbeorem , auch  die  Punkte  ßv  yv  8t  ....  alle  auf 
einer,  und  die  Punkte  a,  ß , y,  8...  alle  auf  einer  anderen  Geraden 
liegen.  Bedenkt  man  endlich , dass  sowohl  die  Geraden  a',  b',  c', 
il' ...  und  u",  b",  c",  d" ... , als  auch  die  Geraden  a'„  b\,  c\,  d\... 

und  b'\,  c'\.  df\ zwei  concentrische  projectivisch  - gleiche 

Strahlhüschel  bilden,  so  kann  man  der  Reihe  nach  setzen: 

B(a,  b,  c,  d...)  = Bx(a\,b\,  c'\,d\...)  = Bl(a\,b\,c\,d\...) 
= B(a',  b',c',  d'  ...)  = B(a",  b",cn,  d"  ...)~Bl(al,  bvcv  d, . . .) ; 

also  ist  B(a,  b,  c,  d. . !)  = /?,  («.,  c.,  di...). 

Da  je  zwei  Strahlen  a" , a".  parallel  sind;  so  müssen  sich 
irgend  zwei  derselben,  und  folglich  auch  zwei  der  Strahlen  a , a,; 

b,  läugs  der  Geraden  BBX  vereinigen,  also  ist 

B(a,  b,  c,  d...)  = Bx(ax,  bx,  c,,  d,...),  d.  h. 

die  Durchschnitte  sämmtlicher  Strahlenpaare  a,  o,;  b,  bx;  c,  c,; 
d,  oder  sämmtliche  Punkte  m,  liegen  in  einer  Geraden  5. 

Macht  man  W.  BBxg  = W.  BxBh=lR  und  Bi=hi,  B.k 
—gk,  so  sind  offenbar  auch  i,  k zwei  solche  Punkte  m,  also  die 
Gerade  S durch  diese  zwei  Punkte  leicht  zu  konstruiren. 

Jeder  Punkt  m dieser  Geraden  hat  also  die  Eigenschaft,  dass 
wenn  man  durch  ihn  eine  Gerade  na  legt,  welche  von  A,  Ax  be- 
greuzt  und  in  in  gehälftet  wird,  una  in  m auf  nq  eine  Senkrechte 
mp  errichtet,  welche  von  At  begrenzt  wird,  jedesmal  mp  = mn 
--  mq  sein  muss.  Uebrigens  gibt  es  allemal  zwei  Gerade  S, 
und  nur  wenn  A ||  Ar  fallen  beide  in  eine  zusammen.  Sie  schnei- 
den sich  auf  At ; und  je  zwei  denselben  entsprechende  Dreiecke 
npqundnlpxql  (wo  rrundn,  auf  A,  q und  y,  auf  Ax  liegen)  haben  eine 
solche  Lage  zu  einander,  dass  wenn  durch  blosse  Verschie- 
bung des  einen  nlplq.  in  der  Ebene  die  Punkte  n,  nx 
vereinigt  werden,  und  die  Geraden,  y,  i n die  Richtung 
von  n nach  q gelegt  wird,  die  Punktep,p(  auf  verschie- 
dene Seiten  von  nq  fallen. 

Konstruktion. 

Sollen  (Taf.  111.  Fig.  ti.)  die  Gegenecken  des  gesuchten  Quadrates 
paarweise  auf  den  gegebenen  Geraden  A,  Ax  und  B,  Bx  liegen, 
und  sind  p,  q,  r,  s die  Durchschnitte  von  A,  B;  B , Ax;  A,^Bt, 
B,,  A,  so  beschreibe  man  über  irgend  zwei  der  vier  Streckeu  pq, 
qr,  rs,sp.  z.  B.  über  pq  und  rt,  als  Diagonalen,  zwei  Quadrate.  Zwei 
anstossende , von  p und  q ausgehende  Seiten  des  einen  mögen  die 
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A,  und  A in  den  Punkten  p,  und  qlt  die  beiden  anderen  Seiten 
dieselben  Geraden  in  p„  und  q.  schneiden  , und  auf  ähnliche  Weise 
seien  durch  die  Seiten  des  anderen  Quadrates  die  Punkte  r,  und  r(, 
und  r„  bestimmt.  Man  verbinde  die  Mittelpunkte  der  Strecken 
mm,  und  qq,  mit  einander  durch  eine  Gerade  S,  und  ebenso  die 
Mittelpunkte  der  Strecken  />/»„  und  qq^,,  st,  und  rr, . ss„  und  rr„ 
durch  die  Geraden  Slf  S. , St.  Die  Geraden  Ä,  S,  schneiden  die 
Geraden  £, , S,  in  vier  Punkten  in,  m,,  mtf  m,.  Legt  man  durch 
irgend  einen  dieser  Punkte,  z.  B.  durch  in,  eine  Gerade  na,, 
welche  von  A,  A,  (oder  B,  /?,)  begrenzt  und  in  m gehälftet  wird, 
unil  errichtet  in  m auf  aa,  eine  Senkrechte,  welche  B,  H,  in  b,  bx 
schneidet,  so  ist  mb=tna  — ma,  = mb,;  aber  in  zwei  Fällen  fallen 
die  Punkte  b,  b.  mit  dem  Durchschnitte  von  B und  B,  zusammen, 
und  nur  in  den  beiden  andern  bilden  die  Punkte  a,  b,  b,  ein 
Quadrat. 


B e w e i s. 

Da  der  Punkt  m zur  Geraden  S gehört,  so  folgt  aus  der  Ana- 
lysis, dass  mb  — ma  — ma, , und  da  er  auch  zur  Geraden  ge- 
hört, so  ist  auch  mbx=ma~ma,,  also  sind  «,  a,  und  b,  b{,  wo- 
fern nicht  b und  b,  zusammenfallen,  die  Gegenecken  eines  Qua- 
drates. Da  min  tiib—ma  = inbx,  so  muss  der  Punkt  m auch  auf 
einer  der  beiden  Geraden  liegen,  welehe  man  ebenso  wie  S,  £, 
findet,  indem  man  A,  A,  mit  B,  Bx  und/# mit  A vertauscht  u.  s.  w. 
Welcher  zwei  der  vier  Strecken  pq,  qr,  rs,  sp  man  sich  also  auch 
.zur  Konstruktion  der  Punkte  tn.m,,  mt,  m,  bedienen  mag,  allemal 
werden  dieselben  Punkte  sich  darunter  befinden,  welche  in  irgend 
einem  Falle  Quadrate  liefern. 

Det  ermination. 

Nennt  man  irgend  zwei  Dreiecke  npq  und  na>xq , (Taf.III.  Fig.5.) 
welche  zu  zwei  der  vier  Geraden  S,  S,,  <S„  .$ 3 (Taf.  III.  Fig.  ti.) 
gehören , gleichliegend  oder  ungleichliegend,  jenachdem  die  Punkte 
p,  p,  auf  einerlei  oder  auf  verschiedene  Seiten  von  nq  fallen, 
wenn  das  eine  Dreieck  auf  die  in  der  Analysis  angegebene  Weise 
verschoben  wird,  und  sind  in,  m,  z.  B.  die  Punkte,  wo  St  von  S und 
«S,  geschnitten  wird , so  lässt  sich  folgendermassen  urthcilen.  Ist 
irgend  eines  der  Dreiecke,  welche  zu  St  gehören,  mit  irgend 
einem  der  zu  S gehörigen  gleichliegend,  so  müssen,  weil  alle 
Dreiecke , welche  zu  einer  und  derselben  Geraden  gehören , gleich- 
liegend  sind,  je  zwei  Dreiecke,  welche  zu  £ und  £,  gehören, 
gleichliegend  sein,  und  da  je  zwei  zu  £ und  £,  gehörige  Dreiecke 
ungleichliegend  sind , so  müssen  auch  je  zwei  zu  £,  und  £ , ge- 
hörige ungleichliegend  sein,  und  umgekehrt.  Gesetzt  also,  es 
fielen  die  durch  m erhaltenen  Punkte  b , b , zusammen,  so  wären 
die  Dreiecke  aba,  und  ab,a , , deren  eines  zu  £,  das  andere  zu  £, 
gehört , gleichliegend ; folglich  würden  die  beiden  durch  den  Punkt 
»i,  crhalteueu , zu  £.  und  £,  gehörigen  Dreiecke  ungleichliegend 
sein,  also  ein  Quadrat  bilden,  und  umgekehrt.  Hieraus  folgt, 
dass  allemal  zwei,  aber  auch  nur  zwei  der  vier  |Punkte  m, 
m | . m,  Quadrate  liefern. 
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Uebrigens  geht  die  Unmöglichkeit,  dass  die  Aufgabe  vier 
Auflösungen  halte , noch  einfacher  schon  daraus  hervor , weil  einer 
jeden  der  Strecken  pq , qr , rs , sj>  ein  Paar  Gerade  S,  S,  ent- 
sprechen , und  eine  jede  von  diesen  acht  Geraden  zwei  «1er  Punkte 
tu,  m,,  in,,  in,  verbinden  müsste,  was  unmöglich  ist,  wenn  nicht 
zwei  derselben  mit  zwei  anderen  Zusammenfalle»  sollen. 

Anm.  Ist  A ||  At  und  Ii  |]  By,  so  fallen  alle  vier  Punkte  m 
mit  dem  Mittelpunkte  des  Parallelogramms  zusammen,  und  dann 
wird  die  zuletzt  gegebene  Auflösung  illusorisch,  weshalb  man  in 
diesem  Falle  die  in  der  vorigen  Anmerkung  angedeutete  oder  auch 
die  in  Diesterwegs  Geometrischen  Aufgaben  nach 
der  Methode  der  Griechen  S,  106  mitgetheilte  Auflösung 
zu  wählen  hat. 

Zu  beweisende  Sätze. 


1.  Kildet  man  aus  einer  beliebigen  Anzahl  » Tangenten  eines 
Kegelschnittes,  deren  Berührungspunkte  alle  auf  einerlei  Seite  der 
Hauptachse  liegen , irgend  ein  einfaches  n - Eck , so  ist  die  Summe 
der  Winkel , unter  welchen  der  Abstand  der  Brennpunkte  von  ein- 
ander von  den  Ecken  aus  gesehen  wird , eben  so  gross  als  «lie 
.Summe  der  Winkel , unter  welchen  derselbe  Abstand  von  den  Be- 
rührungspunkten aus  erscheint , und  ist  daher  für  alle  so  möglichen 
d.4.5...(w  — 1)  einfachen  »-Ecke  von  gleicher  Grösse. 


2.  Haben  eine  Schaar  von  Kegelschnitten . welche 


eine  reelle  odef  ideale  Sekante 
gemein  haben , mit  einem  und 
demselben  Kegelschnitte  eine  re- 
elle oder  ideale  doppelte  Berüh- 
rung einerlei  Art:  a)  so  liegen 
auf  jeder  Tangente  des  letzteren 
zwei  projektivische  Gerade,  deren 
entsprechende  Punktennaare  auf 
jenen  ersteren  Kegelschnitten 
liegen,  und  zwar  sind  allemal  im 
Berührungspunkte  und  auf  der 
gern.  Sekante  entsprechende 
Punkte  vereinigt;  b)  und  je  zwei 
Tangenten  des  letzten  Kegel- 
schnittes sind  auf  zweifache  Weise 
in  Ansehung  der  Punktenpaare, 
in  denen  sie  von  den  ersteren 
geschnitten  werden , perspekti- 
visch : und  zwar  liegen  die  beiden 
Projektionspunkte  auf  der  gern. 
Sekante;  r)  dagegen  sind  die- 
selben in  Ansehung  der , auf  die 
beiden  noch  übrigen  Weisen 
combinirten  Punktenpaare  zwar 
projektivisch , aber  schiefliegend. 


einen  reellen  oder  idealen  Tan- 
gentendurchschnittgemeinhaben, 
mit  einem  und  demselben  Kegel- 
schnitte eine  reelle  oder  ideale 
doppelte  Berührung  einerlei  Art: 
«)so  ist  jeder  Punkt  des  letzteren 
der  Mittelpunkt  zweier  projekti- 
vischer  Strahlhfischel , deren 
entsprechende  Strahlenpaare  die 
von  demselben  an  die  ersteren 
gehenden  Tangentenpaare  sind; 
und  zwar  sind  Längs  der  Tangente 
des  letzten  Kegelschnittes  und  in 
der  Richtung  »ach  dem  gern.  Tan- 
gentendurchschnitte entsprechen- 
de Strahlen  vereinigt ; b)  und  jeder 
dieser  beiden  Tangentenbüscbel 
ist  mit  einem  der  beiden,  welche 
irgend  einen  anderenPunkt  dessel- 
ben Kegelschnittes  zum  Mittel- 
punkt haben,  perspectivisch ; und 
zwar  gehen  «lie  beiden  persnec- 
tivisclien  Durchschnitte  nach  dem 
gern.  Tangentendurchschnitte ; c) 
dagegen  ist  derselbe  mit  dem 
jedesmaligen  anderen  zwar  pro- 
jektivisch,  aber  schiefliegenu. 


Thcil  VI. 


12» 


18« 


’.i.  Haben  eine  Schaar  von  Kegelschnitten,  welche 


eine  reelle  oder  ideale  Sekante 
gemein  haben,  mit  einem  und 
demselben  Kegelschnitte  eine  re- 
elle oder  ideale  doppelte  lieri'ih- 
runc  einerlei  Art:  «)  so  liegen 
die  Berührungspunkte  aller  Tan- 
genten , welche  von  irgend  einem 
Punkte  der  gern.  Sekante  an  jene 
Kegelschnitte  gezogen  werden, 
auf  dem  Umfange  eines  neuen 
Kegelschnittes,  welcher  den  letz- 
teren ebenfalls , und  zwar  unter 
jenem  Punkte  (als  Berührungs- 
pole)  doppelt  berührt,  und  wel- 
cher mit  denjenigen  Kegelschnit- 
ten. die  die  harmonischen  Pole 
je  einer  beliebigen  Geraden  in 
Bezug  auf  die  erste  Schaar  ent- 
halten—, einerlei  Sekante  gemein 
hat.  h ) Alle  mittels  der  einzel- 
nen Punkte  der  gern.  Sekante  je- 
ner Schaar  so  erzeugten  Kegel- 
schnitte bilden  eine  zweite  Schaar, 
welche  eine  Sekante  gemein  und 
mit  demselben  Kegelschnitte  als 
die  erste  Schaar  eine  doppelte 
Berührung  einerlei  Art  haben. 
c)  Diese  beiden  Schaaren  von 
Kegelschnitten  stehen  in  voll- 
kommener Wechselbeziehung  zu 
einander,  d.  h.  die  erste  kann 
aus  der  zweiten  ebenso,  wie  diese 
aus  jener , erzeugt  werden  u.  s.  w. 


einen  reellen  oder  idealen  Tan- 
gentendurchschnitt  gemein  haben, 
mit  einem  und  demselben  Kegel- 
schnitte eine  reelle  oder  ideale 
doppelte  Berührung  einerlei  Art: 
o)  so umhüllenalleTaugenten der- 
selben , deren  Berührungspunkte 
mit  dem  gern.  Tangentendureh- 
sehnitte  in  gerader  Linie  Hegen, 
einen  neuen  Kegelschnitt,  welcher 
den  letzteren  ebenfalls,  und  zwar 
längs  dieser  geraden  Linie,  dop- 
pelt berührt,  und  welcher  mit  den- 
jenigen Kegelschnitten,  die  von 
den  harmonischen  Polaren  je  eines 
beliebigen  Punktes  in  Bezug  auf 
die  erste  Schaar  umhüllet  wer- 
den — , einerlei  Tangentendurch- 
schnitf  gemein  hat.  6)  Alle  mittels 
der  einzelnen  Strahlen  des  gern. 
Ta  ngen  tend  urehschni  t tes  jener 
Schaar  so  erzeugten  Kegelschnit- 
te bilden  eine  zweite  Schaar . wel- 
che einen  Tangentendurchsehnitt 
gemein  und  mit  demselben  Kegel- 
schnitte. als  die  erste  Schaar  eine 
doppelte  Berührung  einerlei  Art 
hauen,  r ) Diese  beiden  Schaaren 
von  Kegelschnitten  stehen  in  voll- 
kommener Wechselbeziehung  zu 
einander,  d.  h.  die  erste  kann  aus 
der  zweiten  ebenso,  wie  diese  - 
aus  jener,  erzeugt  werden  u.  s.  w. 


4.  Die  Seiten  sämmtlicher  Dreiecke,  welche  einem  gegebenen 
Dreiecke  eingeschrieben  und  einein  anderen  gegebenen  Dreiecke 
ähnlich  sind,  sind  die  Tangenten  dreier  Kegelschnitte,  deren  jeder 
zwei  Seiten  des  ersteren  Dreiecks  berührt. 

Dieser  letztere  Satz  führt  zu  einer  ziemlich  einfachen  Lösung 
der  Aufgabe:  in  ein  gegebenes  Dreieck  ein  zweites  zu  beschreiben, 
welches  einem  gegebenen  dritten  ähnlich  sei  und  dessen  eine 
Seite  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehe. 
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XXIX. 

lieber  bestimmte  Integrale  und  §um- 
mirung  einiger  Heilten. 

V on 

Herrn  F.  Arndt, 

1, obrer  am  G^raniuium  zu  Stralsund. 


Die  vorliegende  Abhandlung  beschäftigt  sich  vorzüglich  mit 
der  Entnickelung  des  bestimmten  Integrals 

9 log  sinqirfq) , 

0 

welches  von  Hill  zuerst  angegeben  unil  von  Clausen  in  Crelle's 
Journal  Band  VII.  S.  301).  besonders  untersucht  norden  ist. 

Beide  Geometer  erhalten  — i «*  it*  log2  als  Werth  des  obi- 
gen Integrals.  Die  Clausensehe  Entwickelung  ist  sehr  einfach. 
Sie  geht  von  der  bekannten  Gleichung  aus: 

log  sin  9 = — - log  2 — cos2<p  — i cos  -I9  — J cos  69  — etc. 

Multiplicirt  man  nämlich  auf  beiden  Seiten  mit  (pf/9 , und  integrirt 

zwischen  den  Grenzen  0 und  Mjr,  so  ergiebt  sich,  da  / cos  l2Acpd(p  . 

t/  0 

verschwindet,  auf  der  Stelle  der  angezeigte  A\orth. 

Indem  ich  mich  nun  bei  anderen  Untersuchungen  des  Werths 
jenes  Integrals  bediente , gerieth  ich  auf  einen  Widerspruch , der 
mich  veraolassie,  die  obige  Entwickelung  einmal  genau  durch  zu 
nehmen,  und  bald  entdeckte  ich,  dass  in  ihr  ein  Fehlschluss  ob- 
walte. Dieser  liegt  in  der  Annahme  der  obigen  Gleichung,  welche 
aufhürt  richtig  zu  sein,  sobald  sin  9 negativ,  oder  log  sin  9 imagi- 
när wird.  Dieser  Fall  tritt  nuu  wirklich  ein,  wenn  n grosser  als 
die  Einheit  ist,  indem  dann  der  Bogen  9 wegen  der  Integration» 
grenzen  durch  den  dritten  und  vierten  Quadranten  geht,  wo  sein 
Sinus  negativ  wird , und  somit  gelangte  ich  zu  der  Ueberzeugung , 
dass  Hill  einen  unrichtigen  Werth  angegeben  hatte,  welches  sich 

12*  * 
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durch  meine  eigene  Entwickelung  in  der  That  bestätigt  hat.  Zu- 
gleich ist  log  sin  9 seihst  unbestimmt , 'indem  ein  Logarithmus  be- 
kanntlich unendlich  viele  Werthe  zulässt,  weswegen  angegeben 
werden  muss,  welchen  dieser  Werthe  man  verstanden  wissen  will. 

Meine  Entwickelung  weicht  nun  von  der  Clausenschen  nicht 
nur  ab , sondern  sie  leitet  mich  zugleich  auf  die  Summation  von 
Reihen,  die  ich  der  .Mittheilung  nicht  ganz  unwerth  halte.  End- 
lich reiht  sich  die  Untersuchung  des  einfachem  Integrals 

/n:r  logsincp<Jir> 

0 

an. 

Nach  diesen  Bemerkungen  schreite  ich  zur  Sache , und  erinnere 
rücksichtlich  der  vielfachen  Wertlie  eines  Logarithmus,  und  der 
Bedeutung  des  Logarithmus  einer  negativen  Grösse  an  die  aus 
Cauchy's  Cours  d’analyse  de  l'ecole  royale  polyt.  be- 
kannten Gleichungen 

(loga)  — log  a y J/rrr'V  , (log  — a)  = log a + C&+1) «F  ^T, 

wo  log  a den  reellen  Werth  des  Logarithmus  der  positiven  Grösse  a, 
dagegen  die  Grössen  auf  der  Linken  den  Complex  aller  Werthe 
des  Logarithmus  bedeuten  sollen ; k und  X sind  positive  oder  ne- 
gative, beliebige  ganze  Zahlen. 

Dieses  Resultat  ergiebt  sich  leicht,  wenn  man  die  imaginäre 
Exponentialgrösse  ey\  - i so  definirt , dass  sie  aus  der  für  c’J  be- 
kannten unendlichen  Reihe  hervorgeht,  wenn  yY—T  an  die  Stelle 
von  y gesetzt  wird.  Dadurch  erhält  man  definitiv  r'J  --  cos  y 
-PV^T.siny.  Ist  also  x-\-y\  — i der  Logarithmus  der  beliebigen 
Grösse  a,  so  hat  man  u—e*  ( cos  y f T • si n«) , weshalb  siny  = 0 
und  excos«=«.  Wegen  der  ersteren  dieser  Relationen  ist  y = kn, 
cosy=(— l)1' , (—  ])tcx  = «.  Ist  daher  a positiv,  so  muss  k ge- 
rade und  e1“ a (d.  h.  x — logn)  sein;  wenn  aber«  negativ  ist,  so 
ist  noth wendig  k ungerade  und  e*  — — a (d.  h.  .c  = log  — a).  F olglich 
wird  z+yV"-T=logii-|-2ATiy-i  , oder  = log  — a -f-  (2/L+l)jrV'_7'> 
jenachdem  « positiv  oder  negativ  ist,  was  oben  behauptet  wurde. 

Demnach  ist  jeder  beliebige  Werth  von  log  sin  a>  begriffen  in 
den  Formeln 

( log  sin  9 ) = log  sin  9 -f  2 kx  V — 1 > 

( log  sin  9 ) = log  - sin  9 + ( 2A.  + 1")  if- ; 

indem  die  erste,  oder  die  zweite  verstanden  wird,  jenachdem  9 im 
ersten  und  zweiten,  oder  im  dritten  und  vierten  Quadranten  endigt. 

Ich  nehme  endlich  an,  dass  in  dem  Integral/  "^logsincpr^« 

J 0 

lür  alle  Bogen  9,  die  im  ersten  und  zweiten,  oder  im  dritten  und 
vierten  Quadranten  endigen,  resp.  k und  X einen  unveränderlichen 
Werth  behalten. 
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I.  Das  bestimmte  Integral  "*9  log  sin  cpdcp , in  welchem  n 

eine  positive  ganze  Zahl  anzeigt. 


Führt  mau  für  sin  9 den  gleichbedeutenden  Ausdruck +V  1— coscp'J 
ein,  indem  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  zu  uehmen  ist,  je- 
nachdem  der  Bogen  9 resp.  im  ersten  und  zweiten,  oder  im  dritteu 
und  vierten  Quadranten  endigt,  und  entwickelt  den  Logarithmus 
in  eine  unendliche  (wegen  COS91  <1  convergirende ) Reihe,  so 
erhält  man  nach  einer  von  selbst  verständlichen  Bezeichnungsart: 

2)  /*(2“»+Ünr  9 log  8109^9 

kJ  2 w*7* 

= -i^*V(2”  + 1)W9C0S9^  + ^^-ir2“+lV^ 

r=\Vj  J Sma  V 

y*  2nn 

(1— 1)w9«°g«nq>c/9 

pr=I  | 2>"n  

= -i  r=’l  pj(.*"-i)*,pc<*k?2rdt P+^)5tV  {/(tm-l* 1**» 

wo  m eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet. 

Wendet  man  nun  auf  das  erste  Integral  zur  Rechten  die  allge- 
meinste Reductionsformel  an , indem  man  cos  cp2P  dtp  zerlegt  in 
COS92P— 1 cos  cpdcp,  und  den  letztem  Factor  integrirt,  so  erhält  man 
den  Ausdruck 


9C0892/’-  1 sin9+-~cos91tJ’  -f-(’2p— l)Jl:oacp'1P  — * sin<p*d<p. 


Zerlegt  man  aber  das  letzte  Integral  dadurch,  dass  man  1 — cos9* 
für  sin 9*  nimmt,  so  entsteht  nach  der  Zusammeuziehung 


2/^9  cos  92p  dtp 

= 9 cos  cp*P—  1 sin  9 + ~ cos 92p  ( 2p  — 1 C0S91  p~*  dtp. 


Bezeichnen  demnach  m und  n zwei  positive  ganze  Zahlen , so  wird 


9 cos  tp*f  d<p~  cp  c°s  9 2p  * <Ap. 


Diese  Reductionsformel  kann  nun  auf  das  Integral  zur  Rechten 
von  Neuem  angewandt  werden  u.  s.  f. , da  es  aus  dem  zur  Linken 
hervorgeht,  wenn  in  diesem  p — 1 statt  p gesetzt  wird.  Auf  diese 
Weise  kommt  durch  gehörige  Substitution 


cp  cos  9 2P  dtp  = i jr9  ( n*  — in*)  . 


1.3.5 

•2.4.6 


(2p— 1) 
.2p 


Führt  man  diesen  Werth  in  2)  und  3)  ein,  so  wird 


* 
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5)  r 

t / 2i 


•2««+ 1 yji 

2r«iT 


= — 1**(4m»  + 1)  2 


9 log  sin 

J*==*  1 1.3.5 


i p ä . 4 . 6 . . 2p 


+ £jijV  —1.  (4w/-f-l), 


ß)  /!  imri  <j>Iogsin  9</q> 

Es  liegt  uns  nun  ob , die  hierin  enthaltene  Summe  von  unendlich 
vielen  Gliedern  zu  bestimmen.  Zu  dem  Ende  versuche  ich  ^ die 
Summation  der  allgemeinen  Reihe,  deren  allgemeines  Glied 

— • _ Xf  js{  welche  für  jeden  Werth  von  x , dessen 

p -2.4.6....  : lp  J 

absoluter  Wertli  kleiner  als  die  Einheit  ist,  convcrgirt,  wovon 
man  sich  durch  den  einfachsten  Satz  von  der  (’onvergenz  der 
Reihen  sogleich  überzeugt.  Die  Summation  gelingt  mittelst  der 
bekannten  llinomialreihe: 


( 


, , * V P==®1.3.5..(*2»-1)  „ 

1 — a:  )—*-!=  2 -T-r-j. — — — -xv. 

p=  j *2.4.6....  2p 


Denn  dividirt  man  mit  x und  inultiplicirt  mit  dx , so  entsteht  durch 
Integration 


Gonst.  + 


(1 


:j  p *2.4.6. 


■SP~zl)xr. 

...  2p 


Hiernach  ist  das  Integral  auf  der  Linken  zu  bestimmen,  und 
zwar  so,  dass  es  für  ;r=0  verschwindet. 

y1  ( Ix  , /*—  d. r 

y | ■ " Un<1  J ~ * 

von  denen  das  letztere  unmittelbar  bekannt  ist.  indem  es  den 
Werth  — log  x hat.  Was  das  erste  ’ betrifft , so  wird  es  rational 

durch  die  Substitution  4 1 — x = y , nämlich  welches 

./  l-y 

letztere  wieder  zerlegt  wird  in  1 / -—■*  V ■ , also  den  Werth 

J i-y  J 1 i y 

log  j-~y  hat.  Führt  man  für  y seinen  Werth  ein,  so  wird 

i <fa;=:Const.  — 2log(l  -J  V|— x), 
und  wenn  man  es  für  .c  — 0 verschwinden  lässt: 


/. 


x 2 


Demnach  ist 
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7 > ^ * I 1 .3.5. .(2p—  I)  „ 

7)  s _ — ’jcv-—~i Io« 

v~=lV  2.4.6....  2p 


I+^l-tr 


für  jode»  jt.  , dessen  absoluter  Werth  kleiner  als  die  Einheit  ist. 

Hier  ist  jetzt  .r~l  zu  setzen;  allein  es  muss  zuvor  untersucht 
werden,  ob  die  .Summe  auf  der  Linken  noch  für  diesen  Werth 
convergirt.  Dass  dies  wirklich  statt  linde,  erhellet  aus  einem  Theo- 
rem von  R a a b e *) , welches  uns  auf  die  Grenze  des  ahsoluteu 

Werths  von  ( — — 1)«  hinweist,  wo  n„  das  allgemeine  Glied 

w»+ 1 

ist.  Ist  diese  Grenze  grösser  als  die  Einheit,  so  tindet  ('onvergenz 
statt.  Unsere  Reihe  entspricht  nun  in  der  That  dieser  Bedingung, 

3+2 

da  man  leicht  findet  ( 2 1)«— "welches  \ zurGrenze  bat. 

Kn+l  2^1 

H 

/ 

Setzen  wir  also  in  7)  X—l , so  wird 

7*)  - • 1.:.3  -5  - (2p~1) — 2 log  2. 

’ p=iP  2,4.6....  '2p  Z,°8Z 

Deshalb  ist  nach  5)  und  6) 

8 ) 2ra>1  ^<p  log  sin  <pe?<p  = — ia’logS  (4mf  l)+Z:iJ  V~1 . (4m+l), 
J Inff 

9)  (*  * (plogsin<pd9  = — iw*log2(4in— 1)+— 1 .(4m— 1) 

J (2n.-l)7  1 

Setzt  man  in  der  ersten  dieser  Relationen  m'—  1 fiir  m,  und 
addirt  dann  8)  und  9),  so  entsteht 


s 


q>  log  sin  tpeftp 


(•ZIM— g)51 

- _j  *-■  log  2 (-2  m )*  + . (4m  -3)  + '^^rt‘V'^1 . (4w- 1). 

Nimmt  man  nun  für  m nach  und  nach  die  Zahlen  1,  2,  3,...m 
und  addirt  alle  dadurch  entstandenen  Integrale,  so  wird 


log  sin  rpf/cp 

» 


Ä-i**log3(*2»»)*+AÄ*V- 1 .(2 m - 1) w + 2-^*»V  -1 . (2m +1)/*, 
oder 


*)  Zeitschrift  für  Physik  llml  Mathematik  von  Baumgartner  und 
v.  Kttingshausen.'  Wien  1831. 
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lü)  j'  2mTtp  lote  sin  cp/tqi 

=-lT«(‘2m)*[log2-Art1r=I.(l--L)-^J:iwV=I.(l  +gL)] 


Addirt  man  hiezu  das  Integral  8),  so  ergiebt  sich  nach  leichten 
Reductionen : 


u,/„( 


s»+ 1 V 


<p  log  sin 


=-!**  (2m-f  l)s[  log2— fcrV -l-d+o^pi  ) 


Daher  ist  jetzt 

12)  / "^9 logsin  cpt/ip 

J o 

= - 1 «V  [ log 2 - /^-].(1T  I ) - . (1+  jlj )], 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen,  und  a— 0 oder  = l 
zu  setzen  ist,  jenachdem  n gerade  oder  ungerade  ist. 

Ist,n=l,  so  wird — — unendlich,  allein  die  ganze  Betrarh- 
n—a 

2^ij j 1 

tung  lehrt,  dass  dann  — 7— — 1.(1  I ) ganz  zu  vernachlfis- 

? 2 n — o e 

sigen  ist,  indem  der  Logarithmus  fiir  diese  Integrationsgrenzen 
nicht  imaginär  wird.  Datier  ist  für  1 

13 ) 'j'*  V 1°!?  8'n  {P^tP = — 1 :t5  [log  2 — 2&rVr— 1 ] , 


welche  Formel  als  Ausnahmefall  von  12)  zu  betrachten  ist. 

Versteht  man  in  dieser  Gleichung  unter  logsin tf>  nur  die 
reellen  Wertne,  welche  es  zwischen  qi=0  und  9 = ir  jedesmal 

erlangt , so  verschwindet  k und  es  wird  j**  <p  log  sin  tpdcp  = 

— irr’  log 2.  Dann  ist  der  von  Hill  angegebene  Werth  richtig,  in 
allen  andern  Fällen  ist  er  falsch. 


II.  Das  bestimmte  Integral  / log  sin  <pdtp , in  welchem 

J o 

n eine  positive  ganze  Zahl  anzeigt. 

Der  Werth  dieses  Integrals  zwischen  den  Grenzen  0 und  Jt 
wird  am  leichtesten  durch  das  Integral  J ^9 logsimprfcp  bestimmt. 
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Denn  zerlegt  mau  das  letztere  von  <p=0-bis  <p  = $3,  und  von  9= 
i?r  bis  9=3,  und  transformirt  den  zweiten  Theil  durch  die  Sub- 
stitution 9 = 3 — 9',  so  findet  man  sogleich  log  sin  9^9  = 

J 0 

- / 9 log  sin  9^9-  Also  ist  nach  13) 

*«/  o 

14)  log  sin  <pdtp  = — 5 3 ( log  2 — 2Ä3  ^ — 1). 

Da  nun  nach  dem  Begriffe  eines  bestimmten  Integrals  als  der 
Grenze  einer  Summe  von  unendlich  vielen  Elementen  offenbar 

log  sin  9^9  = / ^Tlogsin9d9  ist,  so  ist  ferner 

fcr  J 0 

15)  log  sin  <pd<p  = — 3 ( log  2 — tlk-x\r —1). 

Ganz  nach  derselben  Ansicht  ist  / 2rrlog— sincptfcp^  / ^ log  sin  91/9. 

J * J 0 

Da  nun  log  — sin9  = logsin9+(‘2X  + l)3Vr!rj‘,  so  ist  / n logsin9</9 

Jo 

= J*”  log  sin  9^9 -f  (2X  + 1)  *VH1 / 231  dtp,  folglich 

l°g  sin  9^9  =tf'7t  1°S  s,n  9^9  — (2A.  + 1 )ä2  V —1, 


also 


I 

y’^log  sin  9^9 — — 2 3 [log  2 — 2&rV^"l  — 1]. 

Dieselben  Werthe  haben  die  Integrale  von  2jt  bis  4tt,  von  4r  bis 
63  u.  s.  f.;  demnach  hat  man  allgemein 

16)  imTrlog  sin  <pdq>  = — 2«t3  [log2  — 2&rV — 1 ^t?n.yZTJ]. 

Nun  zerfHIle  man  />(‘2m+l)7rlog  sin  9^9  von  9=0  bis  9 = 2n»3, 
j 0 rc  m V* 

und  von9=2»«3bis9=(2/«+l)3,so  erhält  man,da  / JnTogsin<prf9 

1/  <11X21 

r=  /^log sin «juftp  ist,  nach  16)  und  15) 

17)/o2m+1>tl0g8in<prf9 

= - (2m  +;1)ä  [ log  2 - 2fct^=] L-C2A  + 1)  3 V ZT]. 

Folglich  Ist  allgemein 

18)  nn  \oge\n<pd(f 

= - «3 [ log 2 - 2*3  V ZT- '22dl  ÜZf^VZT], 


ThcU  VI. 
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indem  man  a — 0 oder  =1  zu  setzen  hat,  jenachdem  n gerade 
oder  ungerade  ist. 


III.  Summirnng  einer  Reihe  mittelst  Transformation  de* 
Integrals  14). 

log  sin  tpd<p  die  Substitu- 
o 

tion  sin<p  = x,  so  geht  es  über  in  / og X<  'C- . Da  nun  nachdem 

JoM  -x* 

binomischen  Lehrsätze (I  — z'2)~i  — 1 — 1.3. o ~_('2p— 1) 

p— 1 2.4.6....  2p 

so  ist  f*  logxr/x[(l— x'-)  4—1]-  P log xtlx'~v  4-3.j..(2/>  1)  r?p 

Jo  p „p-i2-4.e-2p 

Es  ist  aber  / x2rlogx</.r= — 

J ....  ~P  1 


logx  x2P  + l 


j j ij-1’  ^Ighch,  da  man 

für  a — 0 verschwindet. 


sich  leicht  versichert,  dass  x2P  +■  l log x 

J /»l  ” 9 

x2rlogxrfx=— ^ Daher  wird  / logx</x[(l-x*)— 4-1] 

0 1 (f.3.5..(2„-l)  ,/w  />, 

“ ” Weil  endlich  —J  logxr/x=l, 


P=1  (2p  + l)“  2.4.6....  2p 
, . P 1 logxr/x 
so  hat  man 


logxr/x  t I 1 . 3 . . . ( 2p  — 1 ) 

JqYI-x*  p-i  (2p  + l)*‘2.4....  2p 

oder  nach  14) 


19)  l+'i 


1.3.5..(2p  — 1) 


1 (2p  + l)a  2.4.6....  2p 


= in-  Iog2.  *). 


IV.  Bekanntlich  ist  Are  sin  r—  e-f  l’^yX  4 • 3.5  ..(2p—  1)  x2p-t-| 

p=3 1 2.4.6  — 2p  ‘ 2p  f 1 ’ 

folglich 

•20)  C * Ar° 8m  X dx~  CX  log  rrl'T 

Jo  x Jo  4^1— x*’ 


oder 


21)  y"1  Arc^nxdr  ^, 

Jo  x 


•)  Der  Factor  2kjrV  — i muss  hier  verschwinden,  du  / „nr  unter 

•'  0 V 1— x* 

der  Voraussetzung  den  Werth  — f hat,  dass  unter  logx  der  re- 

elle Werth  verstanden  wird. 
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XXX. 

lieber  eine  geometrische  Aufgabe. 

Von 

dem  Herausgeber. 


ln  der  von  Herrn  Director  R (linke  r zu  Hamburg  hernusge- 
gebeneu  trefflichen  vierten  Auflage  des  Handbuchs  der  Schiff- 
fahrts-Kunde. Hamburg.  lo44. , «eiche  so  eben  erschienen  ist, 
hat  Herr  Hofrath  Gauss  S.  81.  — S.  84.  eine  schöne  Auflösung  der 
folgenden,  auch  von  Herrn  Director  Kliniker  S.  72.  aufgelösten 
Aufgabe  gegeben: 

Aus  drei  in  einer  und  derselben  geraden  Linie 
liegenden  Punkten  M,  M,,  M„  deren  Entfern ungen  von 
einander  bekannt  sind,  iverilen  zwei  andere  m i t j e n e n 
drei  Punkten  in  einer  Ebene  liegende  Punkte  iS  uud 
S,,  deren  E n tfernung  von  ei  n a nder  g I ei  c hfal  Is  bekannt 
ist,  gesehen,  und  in  den  Punkten  M,  Jf, , M%  die  180® 
nicht  ühertseigenden  Winkel  SMS,,  SM,  S, , SMtS,  , 
welche  die  v o n e i n e in  j e d e n d e r P u n k t e M,  M, , M%  nach 
Sund  .8,  gezogenen  Gesi  ch  ts  li  ni  en  miteinander  ein- 
sch Hessen,  gemessen.  Man  soll  die  gegenseitige  La^e 
der  fflnt  Punkte  M,  M,,  9f%  und  S,  S,  bestimmen. 

Ich  hoffe  die  von  Herrn  Hotrath  Ga  uss  gegebene  Auflösung  den 
Lesern  des  Archivs,  denen  wohl  nicht  allen  das  Handbuch  der  Schiff- 
fahrts-Kunde zu  Gesicht  kommen  dürfte,  in  einein  spateren  Helle  mit- 
theilen zu  können,  und  will  hier  nur  in  der  Kürze  zeigen,  wie  sich 
vier  verschiedene  Auflösungen  des  vorliegenden  Problems  aus  den 
bei  Gelegenheit  einer  andern  Aufgabe  in  der  Abhandlung  Archiv. 
Thl.IV.Nr.  XL».  von  mir  entwickelten  Gleichungen  ableiten  lassen. 

Ich  nehme  wie  a.  a.  O.  die  gerade  Linie,  in  welcher  die  drei 
Punkte  M , M ,,  M„  liegen,  als  die  Abscissenaxe  eines  rechtwink- 
ligen Coordinatensvstems  an , und  bezeichne  die  bekannten  Coordi- 
naten  der  Punkte  M,  V,  , J/,  respective  durch 

n,  0;  n, , 0.  a%,  0: 

die  unhekannten  f'oordinaten  der  Punkte  Sund  S,  durch  x , y und 
.r, , y ..  Ferner  bezeichne  ich  die  180"  nicht  übersteigenden  YVinkel 

SMS, , SM,  S, , SMtS, 

selbst  oder  deren  Ergänzungen  zu  180",  jenachdem  man  sich,  um 
respective  von  den»  Punkte 

M,  M ., 

13* 
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durch  den  Punkt  S zu  dem  Punkte  S.  zu  gelangen,  nach  derselben 
Richtung,  noch  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  z durch  den  rechten  Winkel  (zy) 
hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y zu  gelangen,  oder 
nach  der  entgegengesetzten  Richtung  hin  bewegen  muss,  durch 

a,  a, , aa; 

die  bekannte  Entfernung  SS,  durch  2e,  und  setze  wie  a.  a.  O. 

I)  z+zl=2u,  y+y,  = 2r ; z — zl=2u„  y—y,=2v,; 

also 

2)  x=u  + u„  y = v + t,;  xl  = u—wl,y,  = v—vl. 

Dann  habe  ich  wie  a.  a.  O.  S.  393.  Nr.  35)  zwischen  den  Grossen 
u , o,  m,  , r,  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

Iu’+e*—  m,*— e,11-f-2cotct.(nel  — cu,)  — 2a«  — 2«cota.  r,=  — a*, 
«*+ca— m,*— e,*+2cotal . (mp,— ru,)  — 2a,u  — 2«,cota, . p,  — — a,*, 
u’+p* — m,s— p,*T  2cotaa . («r,— ru,)  — 2aaM— 2a,cotaa . p,=— aj; 

zu  denen  nun  wegen  der  bekannten  Entfernung  2e  der  Punkte  S 
und  von  einander  die  vierte  Gleichung 

4)  m,*  + p,*  = c* 

kommt. 

Mittelst  der  drei  ersten  Gleichungen , welche  in  Beziehung  auf 
die  unbekannten  Grössen 

m*  rh  c*  «i*  — P|* , uv,  — trwt , m , c, 

vom  ersten  Grade  sind,  kann  man  auf  dem  Wege  gewöhnlicher 
algebraischer  Elimination  jede  drei  dieser  vier  Grössen  durch  die 
vierte  in  linearer  Form  darstellen , so  dass  man  entweder 

6)  + — m,*—  v,*=A  + Bu,  mp,— rw,  = A,+B,u , p,  = .i4a+.ßaM; 

oder 

6)  m*+c*— m,*— J-Zf'r,.  mc,  — vu,=A\+B'p„  «=d',+ß',r,; 
oder,  wenn  der  Kürze  wegen 

7)  m>+»*-m,4-p,*  = « 

gesetzt  wird, 

8)  uv,-vu,=  A"  + B"t,  u =A\+Balt,  v,=A\  -f  B\t; 
oder  endlich,  wenn  der  Kürze  wegen 

9)  mp,  — CM,  = 10 

gesetzt  wird, 

10)  m’  f c*—  m,1  - p,’=Aw+  B"u>,  u~A"\  A B"\w,  vt—Amt  -\-Bm*te 
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erhält,  wo  die  sämintlichen  durch  die  Symbole  A und  B bezeich- 
ueten  Coefficienten  als  bekannt  zu  betrachten  sind. 

Was  nun  zuvörderst  die  erste  dieser  vier  Auflösungen  betrifft, 
so  erhält  man  aus  den  drei  Gleichungen  5)  mit  Hülfe  der  Glei- 
chung  4)  leicht  die  Gleichung 

« ( At  -f  Btu ) — «[l'V1  + A -f-  B u — w*  = A , -f  2?tu, 

also 

u ( At  -f-  Biii ) — /?tt< ) 

“l~  Ve*+A+Bu-u'  ’ 


und  folglich  vermöge  der  Gleichung  4): 


II)  l.“  (A*  A'  +/*&  L*  -f  (4,  + Bau )'  = e« 

e*  + A + Bu  — u * 


Wie  man , wenn  man  mittelst  dieser  Gleichung , welche , ge- 
hörig entwickelt,  vom  dritten  Grade  ist,  u bestimmt  hat,  mit  Hülfe 
der  Gleichungen  4)  und  5)  auch  c,  tr, , c, , und  dann  mittest  der 
Gleichungen  2)  auch  x,  y;  xk , y,  bestimmen  kann,  unterliegt 
keinem  Zweifel. 

Ferner  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  6)  mit  Hülfe  der 
Gleichung  4)  die  Gleichung 

r,  (A\  + ü V.)  — m,  V e*  + A‘  + B'vy—  (A'2  + ß'2e,)a  — A\+  B\vlt 

also 

_ ri(A'i-j-B'2vl)  ~ 

W|  “ Vei+A'  + B’v^  (A\+B\vd*  ’ 


und  folglich  wegen  der  Gleichung  4): 


+ B'_9t,Q-(A\- f B\ rt>r  , _ , 
-e*  + A'  + B'vl-<.A'i  + B\vl)* 


e*. 


woraus  sich  nach  gehöriger  Entwickelung  zur  Bestimmung  von  rt 
wieder  eine  Gleichung  des  dritten  Grads  ergiebt  Hat  man  u,  mit- 
telst dieser  Gleichung  gefunden  , so  lassen  sich  dann  mittelst  der 
Gleichungen  4),  6)  und  2)  auch  leicht  die  Grössen  u,  r,  u,  und 
x,  y,  xl , y,  bestimmen. 

Aus  den  Gleichungen  8)  und  4)  ergiebt  sich 

( A'\  + B\t ) ( A"2  + B\t)~  *V  e*~(A\+B**t)*  = A"  + B"t , 
also 

_ (A"t  + B",t)(A".I  + B".iQ-  (A"  + B"t) 

F Xe*-(A\  + B\t)* 

Führt  man  nun  diesen  Werth  von  c und  den  Werth 
u = A\  + B\t 
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in  die  Gleichung  7)  ein,  so  erhält  man  mit  Hülle  der  Gleichung 
4)  die  Gleichung 


13)  £",<)*+ 


\(A\  f ß\t)(A”.l-\-B".1t)-(A"+But)V.1  t 
e*-(A\  { WJ)* 


welche , gehörig  entwickelt,  wieder  zu  einer  Gleichung  des  dritten 
Grades  fuhrt.  Hat  man  aller  mittelst  dieser  Gleichung  t gefunden, 
so  können  mittelst  der  aus  dem  Obigen  bekannten  1 ormeln  auch 
die  übrigen  unbekannten  Grössen  ohne  Schwierigkeit  bestimmt 
werden. 

Endlich  erhalt  man  aus  den  Gleichungen  fl),  10)  und  4)  die 
Gleichung 


ee= ( A"\  E li"\  to  ) ( A'\  + B'\  w ) ’ 

- \ £ giZT(Ä'".z  + fi*!»)1  ^ e*  + Am  + ßmio  - ( A"\  -\  B'\w )*  $ 

I 

oder 

14)  + + 

= M"'f  K"'w-  {Ami+BmKw)*\, 

welche,  gehörig  entwickelt,  wieder  zu  einer  Gleichung  des  dritten 
Grades  führt. 

Von  diesen  vier  Auflösungen  wollen  wir  nun  bloss  die  erste 
etwas  weiter  entwickeln.  Wenn  man  mittelst  der  Gleichungen  3) 
die  Grössen 

?<2  -fr2  — m*,  — p,*,  nr,— cm,,  r, 

snmmtlich  durch  die  Grösse  n ausdrückt,  und  der  Kürze  wegen 


15)  2V=2(a-fll)cot«cot«l  + 2(ffi— «2)cot«,cot«a  + 2(ffa— <j)cot«a  cot«, 

Z=  - 2a!  («  - «, ) cot « cot «, 

— 2as  («,  — «,)  cota,  cot«,  — 2a*  («,  — «)  cot«2cot«  , 

3=4«.,  (fl-ff^cotacot«! 

-f  4a  («,—  aa  ) cot «,  cot  «2  -J-  4a , ( « a — a ) cot  «a  cot  a , 

Zl  = -ff(«,-«2)(°i  + ,I4)cota 

— ff , (aa  — « ) ( ff  2 + ff  ) cot « t — ff a ( fl  — ) ( fl  + ff,  ) cot  «2  , 

3,  = 2«(fll  — fl*)cot«  + 2ff,(flz  — ff) cot«, +2«2  (ff  — ff,) cot «,  , 

Zl  = -(«l-fl*)(«l  + “*)cot“ 

— («i  — «)(ff» + «)cot«,  — (ff  — ff,)(ff  d-ff^cotox, 

32  = 2(0,  — «x)cot«+2(ffx  — ff) cot«, + 2 («  — «,  )cot«x 
setzt,  so  ist 


Digitized  by  Google 


199 


“2+ r2  ~ V - ri2 »*  fR,i  - ™.=  ^ | «.  fi=  1 ^ ; 


im  Obigen  also 

16)  4 = — /?=  3.  1 _ JB  — ,?s . ^ # —3, 

' .1  N.  /»  iV,  /i,  T,  ß,  y , Y,  «,-y 


zn  setzen. 

Entwickelt  mau  aber  die  (ileichuug  11)  gehörig,  so  erhalt  man: 

17)  0=  ^,2-(f2  + yl)(c2-^.I ) 

+ \<l{t*+A)AtBt-(e*-Al)B-'lAl(At-Bi)\u 
+ ^2  + /V+(e2  + ^)/i5-2(Jtl?JM,/?1)+‘2^,»ßa|«2 


Die  weitere  Entwickelung  des  Vorhergehenden . insbesondere 
auch  der  drei  übrigen  obigen  Auflösungen,  überlasse  ich  den 
Lesern,  und  bemerke  nur  noch,  dass , wenn  auch  allerdings  im 
Vorhergehenden,  da  die  gerade  Linie,  in  welcher  die  Punkte  jtf, 
.1/, , Mt  liegen,  als  Abscissenaxe  angenommen  worden  ist,  die 
Lage  der  Punkte  S und  S.  gej;en  diese  Linie  und  die  Punkte 
M,  Mt , Mn  bestimmt  worden  ist,  daraus  natürlich  immer  auch 
leicht  eine  Bestimmung  der  Lage  der  Punkte  M , M{ . und 
der  geraden  Linie,  in  welcher  dieselben  liegen,  gegen  die  Linie 
SSl  und  die  Punkte  $ und  St  abgeleitet  werden  kann , was  hier 
nicht  weiter  erläutert  zu  werden  braucht. 

Zum  Schluss  erlaube  ich  mir  endlich  noch  an  diejenigen  Leser, 
welche  in  der  Schifffahrts-  Kunde  erfahrener  und  bewanderter  als 
ich  sind,  die  Frage  zu  richten,  ob  nicht  ebenso  wie  die  Vorher- 
gehende Aufgabe  auch  «las  in  der  Abhandlung  Thl.  IV.  Nr.  XLII. 
von  mir  aufgelöste  Problem  bei  der  Schifffahrt  nützliche  Anwen- 
dung finden  kann.  Wenigstens  scheint  mir  diese  letztere  Aufgabe 
den  besonderen  Vortheil  darzubieten,  dass  man  bei  derselben  die 
Entfernung  der  Punkte  £ und  S,  von  einander,  überhaupt  deren 
Lage,  gar  nicht  zu  kennen  braucht  Wenn  also  ein  Schiff  bei  un- 
verändertem (’urs  in  vier  Punkten,  deren  Entfernungen  von  ein- 
ander durch  «He  bekannten , auf  der  See  gebräuchlichen  Mittel  be- 
stimmt worden  sind , die  Gesichtsw  inkel  zwischen  zwei  ihrer  Lage 
nach  ganz  unbekannten  Landmarken  gemessen  hat,  so, lässt  sich 
aus  diesen  Datis  mit  Hülfe  der  in  Hede  stehenden  Aufgabe  immer 
die  gegenseitige  Lage  dieser  beiden  Landmarken  und  der  vier 
Oerter  des  Schiffs  bestimmen. 
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Uelber  einige  Integrale,  welche  gonio- 
metrische  Functionen  involviren.  - 


Von  dem 

Herrn  Doctor  O.  Schlömilch, 

Privatdoeenten  an  der  Universität  zu  Jena. 


Durch  ( n — 1 )malige  Differenziation  der  bekannten  Gleichungen 


/: 

j: 


er**  cos  bxdx  • 


-**  sin  hx  dx  - 


cos  (Arctan 

a4  + 64  (a4  + 64)i 

sin  ( Arctan 


u t + b1  ~ („z 


nach  a als  unabhängiger  Veränderlichen  hat  man  folgende  beiden 
Integrale  gefunden*): 


j: 

■/: 


1 . 2 . 3 . . . . ( tt  — 1 ) cos  ( n Arctan  - ) 
cos  hx  dx  — 


xn~ 1 er**  sin  hx  dx  - 


(o4+6*)iB 

1,2.3....  (n  — l)sin  (n  Arctan^) 

(«4  + 64)in 


welche  auch  allgemeiner  für  jedes  gebrochene  n gelten,  wenn  man 

statt  1.2.3 (»i  — 1)  die  Gammafunction  j\n)  setzt. 

Es  ist  dann  für  jedes  beliebige  p : 


*)  M.  i.  hierüber  einen  Aufsatz  des  Herrn  Herausgeber«  in  Crella's 
Journal.  Thl.  VIII.  S.  146. 
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l\j>) cos  (p  Arctan-) 

jj1— I e—  u c onbxtJx— ü 

(«*  +Ä’,)4/' 

/t/0«in  ( p Arctan  -) 
-r»1- 1 c~ " sin  bxiL r= w 

(«*  + ä*)4? 


....(1), 

....(2). 


Von  diesen  Gleichungen  lassen  sich  einige  sehr  nichtige  Anwen- 
dungen zur  Entdeckung  an  Weiter  Integrale  machen,  Von  .lenen 
nur  einige  specielle  Falle  bekannt  sind. 


§■  1. 

Wir  erinnern  zuvörderst  an  die  folgenden  beiden  bekannten 
Integrale: 


welche  man  leicht  aus  den  ersten  Eigenschaften  der.Gammafunctio- 
nen  ablcitet  ).  Setzt  man  x — kt,  wo  t die  neue  Veränderliche, 
eine  wtllkiihrliche  Gonstante  bedeutet,  so  ergiebt  sich  leicht: 


/**  cos  kt  xk^~  1 

J o V1  2/'(ll)cOS 

y sin  kt  . rt /■■.“—  1 

o /■“  2/7/0  Sln  »/**  ’ 


l>.u>0....(5) 

2>/i>0.. . . (6) 


von  welchen  Formeln  wir  sogleich  Gebrauch  machen  werden. 

"ir<>  *«  Gleichung  (1)  t für  6 gesetzt,  beiderseits  mit 

— nuiltiplicirt  und  darauf  nach  t zwischen  den  Gränzen  £=f),  t~x> 
integrirt,  so  wird 


/‘s ,/(  /»*  Px.U  cos  ( P Arctan  ~) 

/. ,y„ 


(a’-H*)*? 


Man  hat  aier  aul  «'.er  linken  Seite  einen  von  den  glücklichen  Fäl- 
len, in  welchen  man  beide  Integrationen  ausführen  kann,  wenn 
man  die  Ordnung  derselben  umkehrt.  Integrirt  man  nämlich  zuerst 
nach  t,  so  ist  das  Doppelintegral  links  gleich  dem  folgenden: 


*)  M.  8.  den  dritten  Abschnitt  meiner  ..Beiträge  zur  Theorie  bestimm- 
ter Integrale.“ 

Theil  VI.  _ 13» 
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.rr-l  e—^dx 


/*®cosx< 

ry„ 


in  welchem  sich  die  Integration  nach  t mit  Hülfe  der  Gleichung 
(5)  für  k~x  und  p—q  bewerkstelligen  lässt.  Es  ergiebt  sich 
nämlich 


. * > f :rP~t  e-ardx.xi— 1 , l>o>0  — (8) 

- 2 i\q)  COSJ  qxj  o ¥ ' 

Hier  kann  wieder  nach  x integrirt  werden,  wenn  man  sich  an  die 
Formel 


r 

J 0 


x.u—  1 r~axdx  = 


_n/0 


a“ 


erinnert  und  n~p  f r/  — 1 setzt. 

Das  Integral  (8),  d.  h.  die  linke  Seite  der  Gleichung  (?)  . geht 
jetzt  in  das  folgende  über: 


n 

2 l\fj)  cos  ipji 


r(/>  f <i  - 1) 

aP  + f— 1 


und  es  ist  folglich  mit  Hülfe  der  Gleichung  (7)  nach  beiderseitiger 
Division  mit  J'(/>)  '■ 


co»(pArctan  -) 

« 

(«2+f‘)*p 


_r(P  + g-l) 
lW(q) 

1>?>0 


7t 

‘2aP+t- 1 cosly71 


(9). 


Hier  lässt  sich  nun  das  Integral  links  in  eine  andere,  viel  beque- 
mere Form  bringen,  wenn  man  nämlich 


Arctan  — = x 
a 


setzt.  Es  folgt  hieraus 


t — atan  x,  dt 


adx 


Man  hat,  aber  auch  unmittelbar 


«/(Arctan  = dx, 


mithin 


1 1 d.r 

a * 1‘  adt  ’ 

oder  wenn  man  für  dt  den  oben  gefundenen  Werth  setzt: 
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] COS*  X 

a*  + f*  — ~o*~' 

Ferner  wird  für  <=<*,  x = Arctan  Qe=  ^ und  für  t = 0,  x — 

h 

Arctan  0=0.  Durch  Substitution  aller  dieser  Werthe  verschwindet 
die  Constante  a von  selbst  und  mau  findet: 


cos  px 
tan  ix 


cosr-*  xdx=^’+£=^ 

r(p)r(q) 


l>q>0 


TT 

2 COS \qn 


ein  sehr  bemerkenswerthes  Resultat,  dessen  Allgemeinheit  man- 
cherlei Folgerungen  zulässt. 


5-  H- 


Durch  ein  ganz  gleiches  Verfahren  kann  man  aus  der  Glei- 
chung (2)  ein  analoges  Resultat  ziehen.  Setzt  man  auch  hier  t für 

6,  multiplicirt  mit  ~ und  integrirt  für  das  Intervall  t = 0 bis 

t=oo,  so  wird: 

r%r* *-* •—  . 8in(pArctav,...(1 1) 

JoVo  J o (a*  + 1*)4  p 

Durch  Umkehrung  der  Integrationsordnung  wird  die  linke  Seite 


— / zP-1  r “di 
o 


* * r* 

J 0 U 2/'(y)sinlyrJ  0 

2>y>0, 


jrP—l  cr^dx.xi-' 


wobei  die  Formel  (6)  Für  k—x,  ß = q in  Anwendung  gebracht 
worden  ist.  Die  noch  übrige  Integration  lässt  sich  wieder  wie 
r orhiu  ausführen , und  man  erhält  für  die  linke  Seite  der  Gleichung 
(11)  den  Ausdruck 

* Ufr  + 7-1)  »v  v0 

2/ty)  sin  i qir  uP+9~l 

mithin  nach  beiderseitiger  Division  mit  J’(p)  die  Gleichung 


sin  (p  Arctan-)  , , 

«_ l'(i>  -f  iy  — 1) n 

O H (<l*  + f2)»/’  r(P)IXq)  2«I’+»-l  sin  i^rjr 
■2>q>0. 

Setzt  man  hier  wieder 

13*  • 
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Arctan  -=.r, 
a ' 

so  erhält  man  durch  ganz  die  nämlichen  Reductionen  wie  io  §.  I., 
das  Resultat 

/*a?-n  coe P~2 xtlx  — -fo ^ ? ~ ^ a , 2 > 9 > ü (12) 

t/  o tan  ix  r^lXq)  2sini^T  1 

welches  dein  in  (10)  gefundenen  analog  ist.  Bemerkenswerthe  spe- 
cielle  Fälle  der  beiden  Gleichungen  (10)  und  12)  sind  folgende. 

1)  För  ■p  — 'i  steht  rechts  der  Quotient  welcher 

y(-)  >’(>/) 

durch  die  Bemerkung,  dass  l'(q  + Y)  = qlXq)  und  ist,  sich 

auf  q reducirt.  Man  hat  also: 

y%C0t1XCnHilxdxr~-~—Ji2. — , l>n>0 (13) 

0 -'cos  Jr/rr 


fl 


Z cot  »xsin  2 xtlx 


— V* 

2 sin  i q: i 


, 2>ry>0....(14) 


2)  Nimmt  man  in  (10)  und  (12)  p = 1,  und  bemerkt,  dass 
r(l)  — l ist,  so  reduciren  sich  beide  Formeln  auf  ein  gemeinschaft- 
liches Resultat,  nämlich: 

y \ cot  ixdx  — ^ — — — , 1 >r/>0 (15) 

0 2 cos  4 qrr  ‘ 

woraus  man  dadurch , dass  inan  \ — x für  x suhstituirt , auch  noch 
das  folgende  ableitet: 


fl 


2 tan  1 xdx  - 


= 5— *■  , ]>7>0....(!10). 

iCOSi^T  J ' 

•1)  Für  j>~l2 — *q  erhält  man  rechts  den  Quotienten 

ni)  i_ . 

9)  iXfj)'  (l-q)J\l-q)lXqy 

% 

bekanntlich  ist  aller  r(q)r(\—q).  -r-^ — ; fuhren  wir  «liege  Werthe 

Slll^rr 

ein  und  bemerken,  dass  sin  — 2 siu  cos  iyj  ist.  so  linden  wir 

1>(T/>0.,..(1?) 

J o sin  ».c  1 — q' 

,/  o sin  Ix  1 — q ' 
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4)  Setzt  man  in  Formel  (12)  q = l,  «an  in  (10)  nicht  ge- 
schehen darf,  so  ergiebt  sich  für  jedes  von  Null  verschiedene  )t : 

A cos P“  1 xtlx—* (19) 

J o sin  x i 

wie  auf  anderem  Wege  auch  Liouville  in  Crelle's  Journal.  Bd.  13. 
S.  ‘232.  gefunden  hat. 


lieber  eine  für  den  Elementar -Unter- 
richt in  der  Trigonometrie  vorzüglich 
geeignete  Methode  zur  Erläuterung 
der  Berechnung  der  Tafeln  der  Sinus 
und  Cosinus. 

■ .*  f * i 

Nach  einem  Aufsatze  des  Herrn  Lionnet,  Professeur 
au  College  royal  Louis- le  - Grand,  in  den  Nouvelles 
Annales  de  Mathematiques.  Journal  des  candidats 
aux  ecoles  polytechnique  et  normal,  redig^  par  Ter- 
quem  et  Gerono.  T.  n.  Paris.  1843.  p.  216. 

frei  bearbeitet 

von  , 

d e tu  Herausgeber. 


Wir  nehmen  im  Folgenden  den  Bogen  x als  positiv  und  nicht 
grösser  als  die  Kinheit  an . uns  bekanntlich  für  die  Berechnung 
der  Tafeln  der  Sinus  und  Cosinus  völlig  hinreichend  ist,  da  man 
bei  derselben  bloss  von  ü bis  45“  oder  vielmehr  von  .r — 0 bis 
.r=0,  78539816  zu  gehen  braucht . und  legen  unsern  Betrachtungen 
die  beiden  folgenden  Sätze  zum  Crunde. 

Weil  unter  den  gemachten  V oraussetzungen 

sin  x < x < taug  a. 

ist,  so  ist 
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niu  a . oiii  <</  . oiii  »c< 

sin  x ^ :r  tan"  _r  ' 

also 

, ^ sin  x . 

1 > > cos  x. 

X 

Nähert  nun  x sich  der  Null,  so  nähert  ros x sich  der  Einheit, 
und  kann  derselben  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  inan  nur 
x der  Null  nahe  genug  kommen  lässt.  Also  nähert  sich  der  zwi- 
schen 1 und  cos  x liegende  Bruch  mn  x um  so  mehr  der  Einheit, 

x 

wenn  x sich  der  Null  nähert , und  kann  der  Einheit  beliebig  nahe 
gebracht  werden , wenn  man  nur  x nahe  genug  bei  Null  annimmt, 
oder  die  Einheit  ist  die  Gränze,  welcher  der  in  Rede  stehende 
Bruch  sich  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähert,  wenn  man  x 
sich  der  Null  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähern  lässt. 

Ferner  ist  bekanntlich  allgemein 

sin  x = 2 sin  .Jor  cos  .jor 

und 


cos  = 1 — 2 sin  jjr* , 
also  nach  der  vorhergehenden  Gleichung: 

1)  sin  jr  = 2sin  ±x  — 4 sin  J.rsin 

Weil  nun 

sin  sinjjr<$.*,  sin  $ x%  < iV  •** 

ist,  so  ist 


4 sin  .j  x sin  $ .r*  < J x’, 

und  folglich  nach  1) 

sin  x > 2 sin  — £.v». 

Setzt  man  hierin  für  x nach  und  nach 

^ X X X X 

*’  2 ’ 2*’ 

so  erhält  man : 

sin  x > 2 sin  * — J x 1 , sin  * > 2 sin  i ^ f 

sin^>2sin±-  J , u.  s.  w. 
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• X . * . X 1 X 

sin  ir: — : — V2  sin--~  i . — • 

2»-i  2“  23(“->) 

Muitiplicirt  man  nun  auf  beiden  Seiten  der  Zeichen  nach  dar 
Reihe  mit 

1,4,  2»,  2* 2—1 

addirt  und  hebt  auf,  was  sich  aufheben  lässt;  so  erhält  mau 
sin *>2« sin $ jl+~+i+^  + .r3 , 

also  nach  der  Lehre  von  den  geometrischen  Progressionen : 


. sin™ 

sm  x ^ 2” 

x x 

‘F 


1- 


1 


*'  1-i 

* 5* 


2*»  , 

X *. 


Lässt  man  jetzt  n ins  Unendliche  wachsen  und  geht  zu  den  Grän- 
zen über , so  erhält  inan , tveil  sich  der  Null  nähert : 

2" 


>!-*•**% 


d.  i. 


Hieraus  ergiebt  sich 


2)  sinar>  x — £ j:3. 


also 


sin  | .v*  > 

und  folglich  um  so  mehr 


— 1 


‘2* 


£Z  + a £1 

.1«  ' 9'  •>!«> 


* 

Also  ist  ferner  nach  dem  Obigen , wie  man  durch  Multiplication 
leicht  findet : ' 

*,n  | x sin  ].v*  > _ _ _ + \ . gi  j, 
und  folglich  tun  so  mehr 
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also 


«in 

4 sin  x.sin|  x*  > i-  _ , 


und  daher  nach  1 ) 

sin  *<‘2  sin  4*~S+S 
Setzt  man  nun  hierin  für  x nach  und  nach 


x,  - — 

’ •»  » >>H 


X X 

öj  ’*’"5(i— | > 


so  erhält  man 

i . . x x3  x>  . x . . .J  rs 

Sinx<2«,n^-  ^ + aT,  8*n|<2sin^  -|j  + iL  , 

s,n2/ <2s,n-p-  2^  h.JTr'  u-  *•  "• 

. x . . x x*  . x 3 
2“—  1 2n  2Jn  r2*«+a 

und  folglich , wenn  man  auf  beiden  Seiten  der  Zeichen  nach  der 
Reihe  mit 

1 i)  ■»  On— I 

1 » ~9  - > - * 1 

l . 

multiplicirt,  dann  addirt  und  aufhebt,  was  sieb  aufheben  lässt: 

«inx<a-do^_^jl+|j  + |s+l.+. 

j1  +2^  +ä« '+  2**  + ” ” + 2+(»-Tj|  •v*5 

also  nach  der  Lehre  von  den  geometrischen  Progressionen: 


oder 


^ in  .v  <2n  sin  *r- 

1 

i-.jL 
/>' 

,+i 

i__L 

2-*» 

2n 

2* 

l~4r 

■ *2' 

* 

. X 

. sin— - 

sin  .r  ^ 2n 

1 

'~p.  . 

Ki- 

'-5^ 

x ^ .r 

“2*  * 

<-r 

*2* 
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Lässt  man  nun  n in  s Unendliche  wachsen  und  geht  au  den  Grfin- 
zen  über,  so  erhält  man 


sin  x 


T2S 


oder 


3)  sin.v<jf-^jr3+T^  r» 

Hieraus  ergiebt  sich 

und  folglich 

/ 

also,  weil  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 

_ i x*  + l x'° 

4 5 " 2» • ' 2 *1  “2«« 

offenbar  eine  negative  Griisse  ist,  um  so  mehr 

woraus  ncan  ferner  mittelst  des  Vorhergehenden  durch  gewöhnliche 
Multipliiation  leicht  erhält: 

also,  weil 

— 2V  • 2^«  vbs  • 2T» 

offenbar  eine  negative  Grosse  ist,  um  so  mehr 
sin  J x sin  4 .**<  4. 1 . 

* 4 o»  2“  ' 5 2**’ 


und  folglich 


4 sin  k x sin  l „r1  <,  — -f  1,  — 

2 4 ^ 2 o’  5 ‘21 


Daher  ist  nach  der  Gleichung  1) 


sin^asin **-5+$-*. 


TI»«U  VI. 


U 
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Setzt  man  nuu  hierin  für  x nach  und  nach 

x x x x 

’ 2’  2»'  2*'"‘  iFT; 


so  erhält  mau 


sin  .r  > 2 sin  | - ~ 4 tp 

. X ~ „ . X X*  . X*  1 X1 

sin  2>2s,n25- Y*  +2^ 

• X ^ a • X X*  x'  - X1 

s,n2»'-'*2s,n2i'  2*  +2r>  ' 2’ 4 ’ • 

u.  s.  w. 

. x w o • * .r’  , j-*  , jrr 

S,n  2"— 1 '>"Sin2“  2Sn  ^ i*»+a  1 *2’r«+»  ’ 

folglich  . wenn  man  auf  beiden  Seiten  der  Gleichheitszeichen  nach 
der  Reihe  mit 

1,  2,  2%  2* 2»-i 

multiplicirt,  dann  addirt  und  aufhebt,  was  sich  auiheien  lässt: 


• . n.  . * 1 

sin  jr  > 2"  sin  — — — 


1 . 1 


1 


1 


1 + + T*  + ^ + ■ ■ ■' * + J 


+ 2'  ^*24^"  2*  21*  ^ " o*(«— iy|  x* 

— s ‘^Tq  |^2"+  2**  2»("— *)|  *T 

Also  ist  nach  der  Lehre  von  den  geometrischen  Progressionen: 


ex  . r 1 *2‘2n 

sin  jr  > 2»  sin  — - ^ i-  .r*  f — 


2»  2»  . 1 

2* 


l— _L  i L 

L" 

*2“’,  1 


1- 


oder 


. sin— 

sin  x . 2'* 

x x_  2 

»)n 


1 1 22» 


1 

1F 

1 


I-2^ 


r *’+5i 


1 1 24» 


1_ 

•>4 


i L 

1 2°» 

i,o,rm 

2* 


„V* 


und  folglich,  wenn  man  n in’s  Unendliche  wachsen  lässt  und  zu 


den  Gränzen  übergeht: 


sin  x 


Digitized  by  Google 


211 


oder 

4)  sinx>x-£x»-|-'  ilj»**-*AnxL 

Ueberhaupt  haben  wir  also  jetzt  die  folgenden  (üränzwerthe 
von  sinx  gefunden: 

sin  x<x, 

sinx>x  — £x*  , 

siox^-^+^x», 

sin  x > x-  £ x3  f XJÖ  x6  - x7 ; 

und  es  unterliegt  keinem  Zweifel , wie  man  auf  dem  obigen  Wege 
noch  weiter  fortschreiten  könnte,  was  sich,  wie  es  uns  scheint, 
zu  zweckmässigen  Uebuogen  für  die  Schüler  bei’ra  Unterrichte  be- 
nutzen lässt.  Jedenfalls  ist  aber  schon  das  Obige  mehr  als  hin- 
reichend , um  die  Berechnung  der  Tafel  der  Sinus  zu  zeigen.  Auch 
würden  sich  die  obigen  Betrachtungen  allerdings  verallgemeinern 
lassen,  was  aber  bei’m  Elementar  - Unterrichte  in  der  Trigouometrie, 
in  dessen  Interesse  der  vorliegende  Aufsatz  vorzugsweise  geschrie- 
ben ist,  nicht  zweckmassig  sein  würde,  und  deshalb  hier  zu  zeigen 
unterlassen  wird.  Dessungeachtet  aber  würde  ich  einem  die  V er- 
allgemeinerung  der  obigen  Betrachtungen  sich  zur  Aufgabe  machen- 
den Aufsitze  von  einem  andern  Verfasser  gern  einen  Platz  in  dem 
Archive  einräumen , und  erlaube  mir  daher,  die  Leser  desselben 
aufzufordern , diese  Verallgemeinerung  in  möglichst  elegauter  Form 
zu  gebm  zu  versuchen. 

Weil  bekanntlich 


cos  x ==  1 — 2 sin  £ xa 


und 


sin  £x<  £x,  sinjx*<}x* 

ist,  so  ist  offenbar 

5)  cosx>l  — .Jx’. 
Weil  ferner  nach  dem  Obigen 

• i o.  x , x’ 

sin  ix  > g -i  -2« 


ist,  so  ist 

si»jx»>£-i. *;+*.*; 

lind  folglich  um  so  mehr 

»i»  -4-5,. 


u* 
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also 

2sin  }x*-Jfx*t 
daher  nach  dem  Obigen 

6)  cosx<l-^x2  + J4ar«. 
Auf  ähnliche  Art  ist  nach  dem  Obigen 


sin| x < — — 4.  — + JL 
2 2 * 2* T ” 2" 


also 


8in l** < l -* ■ t*  + * I " A •£+ i*w  • £. 

und  folglich,  weil  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 

offenbar  eine  negative  Grösse  ist,  um  so  mehr 

«in}**<f!_i, ,?!  i i x* 

* 2*  * 24  ■ 2>  * 

also 


*■*"**•<  4,*  _ ^ ,4 + TJ#jr.. 

Daher  ist  nach  dem  Obigen 

7)  cos*>J_  i**+ 

Auf  ganz  ähnliche  Weise  findet  man,  weil  nach  dem  Obigen 

sin  A .*>  x 1 x*  i x1 

2 * 24  + ”‘  2*  ~”5'2“ 

ist : 


und  hat  also  für  cos*  jetzt  überhaupt  die  folgenden  Gränzwerthe: 
cos  * <,  1 , 
cos  * > 1 — 1 **  , 

C08^<l-^,  + 2'4*,! 

COS*>l-i**  + Aa;4_TiTja:.j 

co.  * < 1 - h ,•  + * **  - ri„  *.  + 40|  w x*. 
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Auch  diese  Rechnungen  sind  einer  Verallgemeinerung  fähig,  »ei- 
che zu  geben  verdienstlich  sein  würde,  wenn  dieselbe  auch  für 
den  Elementar -Unterricht,  den  wir,  wie  schon  mehrmals  erinnert, 
bei  den  obigen  Entwickelungen  vorzüglich  im  Auge  gehabt  haben, 
von  geringerer  Bedeutung  sein  dürfte. 


XXXI 


Ein  Paar  allgemeine  Eigenschaften 
der  Eulerschen  Integrale  zweiter  Art. 


V on  dem 

Herrn  Doctor  O.  Schlömilch, 

Privatdoccnten  an  der  Universität  zu  Jena. 


In  meinen  „Beitrügen  zur  Theorie  bestimmter  Integrale“  habe 
ich  einige  neue  allgemeine  Eigenschaften  der  sogenannten  Gninma- 
funktionen  mitgetheilt,  welche  für  die  Theorie  dieser  Transcen- 
denten  ungefähr  das  sind  , was  das  Binomialtheorem  für  die  Theorie 
der  Potenz  ist.  Die  fraglichen  Sätze  erscheinen  dort  als  snecielie 
Fälle  weit  umfassenderer  Theoreme,  die  durch  mehrfache  Integra- 
tionen gewonnen  werden ; will  man  aber  die  letzteren  umgehen , so 
kann  man  jene  auch  aus  den  ersten  Eigenschaften  der  Eulerschen 
Integrale,  welche  in  den  Gleichungen 


xf*~  l er  -*  dx . . . ( 1 ) 

r(l)=l,  Jt»)=1.2.3....(»-I)....(2) 
r{\)=Vn,  r{n+k)=l-3-6-\^~ 'V«....(3) 


/■**  xa~1dx  _r(a)I\p) 
0 (l+x)"+f»“}ta  + t3)' 


■(*) 


ausgesprochen  sind,  auf  folgende  sehr  einfache  Weise  ableiten. 
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Wir  nehmen  unseren  Auslauf  von  dem  »«kannten , für  jede« 
ungerade  /u  und  beliebige  u geltenden  Theoreme: 

n . «fr.»- 1*1  • . . mQ*1- l')^-3-) «t~ 

sin  fiu  = j sin  u 1.-2. 3 + 1.2.3  4.5 

Durch  Differenziation  desselben  nach  u ergiebt  »ich 
cosf.«-cos«[l-^  «in  *«  + -“O . STr^ 8,n *“  ^ 

oder , was  das  Nämliche  ist » 

n ffU.lU.~D  t ] 

cosjnu=cos«[l— s- — j~'2~  T 1.2. 3. 4 

Setzen  wir  p = 2m  + l.  wo  nun  m jede  ganze  positive  Zahl  be- 
deuten darf,  so  wird 

cos(2m-f  l)w 

oder  wenn  der  Kürze  wegen 

M0  — l,  M%—  j 2 ’ 4 1.2. 3. 4 ( 

..  (m 4- 3Hm  2) (m  + l)m(tn - 1) (m - 2)  ,,  8 f | 

1.2. 3. 4. 5. 6 1 

genommen  wird, 

cos  ( 2m  + 1 ) *=cos  u(M  - M,(2sina)*  +M<  (2sin  «)*-..]  ••  («) 
wobei  man  auch 


cos  (2m  + 1)  «£= 


e(*«-H)»V‘-i  + *~1)mY~=T 


cosu  — 


setzen  könnte.  Für  u—lxV^  erhält  man  hieraus 

cos(2m+l)«=*  (■**m+ ' + 
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COSM  = J(*'+i),  ‘2sin  K = ( •*  — i). 

Föhren  wir  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (6)  unter  der  Berner 
kung  ein,  dass  (y'H7)*  = — 1,  (V— l)4=  + l»  1»  u.*.f. 

ist , so  ergiebt  sich  folgendes  rein  algebraische  Theorem : 

o-*"+  * + x*l+r-=  (*  + [AT.+ä;(*  - £)•  F Mt  (*- 1)4  + . . . 1 

oder  nach  beiderseitiger  Division  mit  x : 

_i  +a:*»=  (i+ (*-  h* + Mt{x-\  r 

Diese  Gleichung  wollen  wir  beiderseits  mit  dem  Ausdrucke 


dx 

(*a+x\>“+4 

in  welchem  ;i  eine  ganz,  beliebige  Grösse  bezeichnet,  multipliciren 
und  zwischen  den  («ranzen  J ~1  und  x—<x>  iotegriren.  Es  wird  so 


/* l 


dx 


(x 


/**  j 

1 (**+-l)/H'i 


x^dx 


(x  — ~rAx 

X 7 

<*•  +-\r*4 


(x — i)  B dx 
x 


f.  ....(7) 


Abgesehen  von  den  Coeffizienten  sind  alle  Integrale  rechts  von 
einer  allgemeinen  Form  , nämlich 


und  gehen  aus  derselben  hervor,  wenn  man  darin  n=0, 1,  2,  3,  etc. 
setzt.  Das  vorliegende  Integral  lässt  sich  auch  in  folgender  Ge- 
stalt darstellen: 
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X 

«eich«»  zu  einer  eleganten  Transformation  Veranlassung  giebt.  Sei 

nämlich  x — ^-—x,  so  wird  (1  -|-  ~~)  dx=dz,  und  wenn  x die  Werthe 

cc  und  1 angenommen  hat,  ist  z=oc  und  1=1  geworden. 

Diese  Substitutionen  verwandeln  unser  Integral  in  das  folgende 
viel  einfachere : 


/**_  za"  dz 
o (2-J- zs)i“+*’ 


welches  für  z = (2 a-)ä  in  das  folgende  übergeht: 


2"  /**  xn~\dx 

wj  o U+W+i’ 

dessen  Werth  nach  Formel  (4)  ermittelt  werden  kann,  wenn  man 
a — 1 = m — \ und  a-f-ß=/u  + k setzt,  woraus  a — n \ i,  ß—/u  — n 
folgt.  Hiernach  ist  nun 

2*  P*  x*~\dx  _ 2"  r{n  + i) r(p—n) 

Wo(i+#+r^‘'  /vT*)  ' 


Setzt  man  hierin  n=0,  1,  2,  3,...,  so  erhalt  man  der  Reihe  nach 
die  Werthe  aller  der  Integrale,  welche  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  (7)  stehen  und  es  ist  uun  nach  (7) 


1 

2»»+2 


fix 


<*•+  ir* 


X xlmrfx 

(•T’+^)UH 


1 _ 

^'rCii+l) 


[i!für(i)/X/*)+2iW1r(j)/-c„-l)+2si»/4r(i)/'Gll-2)+. . .] 


Hier  bleibt  noch  der  Werth  der  linken  Seite  zu  bestimmen.  Setzen 
wir  im  ersten  Integrale  — = z,  im  zweiten  x — z,  so  ändert  sich 

X 

das  letztere  nicht  wesentlich;  dagegen  wird  im  ersten 


dx  1 


dx 


= — z»"dz 


und  wenn  x=cc,  :r:=l  geworden  ist,  hat  z die  Werthe  ü und  1 
angenommen.  Das  erste  Integral  in  (8)  wird  demnach 


/>0  z'ladz  Pl  z2mrfi 

1 J ° S+^r*’ 
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Die  linko  Seite  der  Gleichung  (8)  wird  demnach 
_/M  iWx  /»* 


-V 


und  da  hier  unter  beiden  Integralzeichen  die  nämliche  Differen- 
zialformel steht,  so  ziehen  sich  beide  integrale  nach  dem  Satze 

>(*)*+  (>  z ) dz 

in  das  eine  zusammen: 

0 (^+2*f+*  ^ 0 

dessen  zweite  Form  aus  der  ersten  entsteht , wenn  man  Zähler 
und  Nenner  desselben  mit  (z*y**'l  multiplizirt.  Setzt  man  endlich 
noch  i4  = a:  also  r— so  erhält  man  leicht 


j p*>x  — 

0(4*rti"Vo(i+ 


“ * dx 


anwenden  kann.  Man  erhält  , ß— — — - 


wobei  man  rechts  die  Formel  (4)  für  u — 1 — m ^ a+ß=/i-|-l 

. « 


, mithin 


siea*,  . /•(!ü?U)r<fi=e) 


, /**ar‘  « _ l 

V o (i+*y+i  *' 


/,(#»+2)i 

und  dies  ist  der  Werth  der  linken  Seite  in  der  Gleichung  (8). 
Substituirt  man  denselben,  so  hebt  sich  beiderseits  und 

es  bleibt 

1 - 1)  + + ) 

Dabei  ist  nun  /XD  — VsT»  die  übrigen  Glieder  rechts  sind  von 
der  Form  < 


2-M4nr(M+>)/-(/.r-n), 

aus  welcher  sie  für  w = J , 2,  3, hervorgehen.  Setzt  man  für 

Min  und  /X»  + »)  ihre  Werthe,  so  ist  dieser  Ausdruck 

Titel!  VI.  14* 
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_ (u  + «)(/.  + «-l)...(.«-ir=T)1.3.5...(2«-l)ir-rrf. 

“ 1.-2. 3.4.5. ...(2h)  *» 

‘2.4.5 Cin)  V" U ’’ 

so  Hass  also  V~n  als  gemeinschaftlicher  Faktor  aller  Glieder  aut' 
der  rechten  Seite  in  (9)  erscheint.  Multiplizirt  man  noch  beider- 
seits mit  so  wird  jetzt 


2P-'1  r^‘  + rn+Iw.^i-m, 
V*  ' ‘2  ; k ‘2  > 


+ (m-F2)(mfl)m(m-l)  , 

2 2.4 


(10) 


worin  sich  eine  merkwürdige  Relation  ausspricht.  Es  ist  dies 
das  erste  der  von  mir  gefundenen  Theoreme. 


II. 


Setzt  man  in  dem  Anfangs  citirten  Theoreme  5.  — m für  h.  so 
erhält  man 

. t*-» 

(—1)  2 cos  /.tu 

_ i“TO8M_0*+1)i“0‘-1)coa.1(  | («  f3)(o  f l).«(u-l)(/.-3)  , 

l “ i:2.3  + 17271075 

mler  för  ft  — ‘2m  T I nach  beiderseitiger  Division  mit  ft : 


(-!)■ 


2hi  + 1 


cos  (2m  -f  1 )n 


(m  fl)m,lt  , . (m+2) (m4-l)m(m— !)„.  . 

- cos  u — j -y — 2*  cos  ’u  -f  > — I " **  cos  “ ~ 

und  wenn  man  u = LxV~^i  nimmt: 

( lim  1 

y - - ' , ( j2m+ 1 i \ 

2 rn  f 1 tj2"+  t’ 

=(*+|  + 

wobei  wir  zur  Abkürzung 

4/  -1  */  _('«+!)'«  M _(m  + 2)(m  + l)m(»i-l)  „4_ 

1 ’ 3 ' 2.3  ’ * 27374.5  ’ 
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setzen  wollen,  so  dass  die  obige  Gleichung  die  elegantere  Form 

>=».<*+  J>’+ »•<*+  ;)*-•• 

annimint. 

!Vlulti|iliziren  wir  jetzt  beiderseits  mit 
1 dx 

X 

worin  fx  eine  beliebige  Grösse  bezeichnet,  und  integriren  innerhalb 
der  Gränzen  * = 0 und  *=1,  so  wird 


x*mdx 

, ry 

1 

dx 

J 0 

(x+V*-"1 

X*m- #-2 

X 

X 

dx 

-M  f 

*1  1 

dx 

1 2/*  X 
r / 

V« 

X 

\mSx — 4 ^l~m7Cx — J — - . — 

t/o  (a+i)2^4  * «/o  (ar  + I)2^6  * 

x x 

u.  s.  t ....(11) 

Die  Integrale  rechts  stehen  unter  der  gemeinschaftlichen  Form 


y»l  1 </£ 

0 (<*+ !)*-*-■  * ’ 

«a? 

aus  der  sie  hervorgehen,  wenn  man  für  n der  Reihe  nach  0,1, 
2,  3,  etc.  setzt.  Nehmen  wir  nun  erstlich  x — z,  so  ist 

y*l  1 dx  __  /*1  1 dz  . . 

0 (x  + I)*'-a>  O ( ,+!)»#*-■■  ‘ 2 

nehmen  wir  aber  x——,  so  wird  — — — — und  i =— ; hat  nun  x 
S X z x 

die  Werthe  1 und  0 angenommen,  so  ist  x=  1 und  x = zc  ge- 
worden , folglich  hat  man 

dz 


yn  1 d£__ /V  1 «fe_+ /*® 1 

0 •*  «/  ® (1+ 1 J 1 (i+  S' 


tp-tn 


■ X'  ' Z ' X 

Addirt  man  hierzu  die  Gleichung  (12)  und  bemerkt,  dass  rechts 

14». 
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das  nämliche  Integral  erst  von  2=0  bis  z = l,  dann  von  2=1  bis 
* = » genommen  wird,  so  ergiebt  sich 


ri  i tu  f*  i dz 

Jo  * Jo  *' 


folglich 


fl  1 dx_ , f*>  1 dz_  . f*  i**-**-*di  _ 

/ o * V O (2-f l)2'1-2"  1 Jo  (1 

Setzt  man  in  dem  Integrale  rechts  z*—x,  also  z — x^,  so  geht 
dasselbe  in  das  folgende  über: 


xP  • -1  dx 


dessen  Werth  nach  Formel  (4)  gefunden  werden  kann,  wenn  man 
dort  a = /.i  — n,  a + |i=2/u  — 2»,  also  ß~fx  — n nimmt.  Man  er- 
hält dann 


*”i dx 
(l+a:)zA*-4« 


lXu—n)r{fi~n)  __  l r(ji—n)\ 

r(2iS-2»)  * ’ /tV-2n) ' 


Führt  man  die  hieraus  für  n=0, 1,  2,  3,...  entspringenden  Werthe 
in  die  Gleichung  (11)  ein,  so  ergiebt  sich 


(-dt  p x*mdx  + P 1 dx  I 

'••'^m+lU/o  (.r  + I)a'‘+1  J 0 (<r+ ijä/s+I  J 

X X 


- l r irr  ■ » /y-2)"  1 

* L ^ /X  2^—2)  + " /X2o— 4)  J 


Es  handelt  sich  nun  noch  um  den  Werth  der  Integrale  links. 
Setzt  man  in  dem  ersten  Integrale  x=t,  so  ändert  sich  dasselbe 

nicht  wesentlich,  nimmt  man  dagegen  im  zweiten  x=l,  so  wird 


dx 


1 dx 


f——z'lmdz,  und  für  x=l,  x = 0 


dx  ,»  » XZm*-%  xz m x 

wird  z=l  und  z= ao,  mithin  jenes  Integral 

_ _ fl  z'lmdz  _ fx  zim( 

~ •/•(!+  Z)2^1“  Jl  (1  + 2) 


zimdz 

2f*+\ 


Die  in  (13)  zwischen  den  Parenthesen  links  stehende  Summe  wird 
hiernach 
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/*1  x*"di  Px 

° (*  + j)2^1  J 1 (]+*)2/“+1 

P*  ztmdx  _ /*»  I*A*+!«I»+ 1 di 

~J  0 (l  + z)21**1-''  0 

Für  z*  = x,  also  i=x^ ) gebt  dieses  Integral  in  das  folgende  über: 


*/: 


'*  xtl+mdx 
(!+*)*>+»’ 


dessen  Werth  nach  Formel  (4)  für  «— l = ju-j-w,  cc+(3=2h-|-  1, 
also  a = ,u  + m + 1 , gefunden  werden  kann.  Derselbe  ist 

1 + I)/Tfc— m) 

*'  WH) 

Setzt  man  dies  statt  der  eingeklanunerten  Summe  auf  der  linkeu 
Seite  in  (13),  multiplizirt  darauf  beiderseits  mit  4 und  setzt  für 
31, , 31, , M„  etc.  ihre  Wertbe,  so  wird 

(U)  2(—l)m  + 

1 2»*  + l ' Ä2?+T) 


ro*)*  ( m + 1 )m  /’(/*—!)*  , (m+2) (m-f  l)m(m— 1)  /■(/*  — 2)* 

~7W)  2.3  r(2i*—2P  07575  /’(2/»  — 4)  ” 

worin  sich  das  zweite  der  von  mir  gefundenen  Theoreme  ausspricht. 
Am  a.  O.  steht  dasselbe  unter  einer  anderen  Form,  welche  aber 
aus  dieser  leicht  abgeleitet  werden  kann. 

Legendre  hat  nämlich  über  die  Gammafunktionen  folgendes 
Theorem  gefunden,  welches  nachher  auf  verschiedene  Weise,  am 
elegantesten  von  Lejeune  Dirichlet  bewiesen  worden  ist: 

I\a)l\a  + 1)  /'( a + 1) . . . . r (fl  = r (na)  (2n)^n^  ~ 

Für  n=2  ergiebt  sich  daraus 

r(«)j-(o+*)=r(2a)^g, 

oder 

n«)  _ V*  1 
/\2a)  2*«“1  ' r(a+i)’ 


und  für  a = /u  — m 

7X“2(* - 2» ) 2«*- 1 ’ /■(/» -*  + *)’ 
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Multiplizirt  man  noch  beiderseits  mit  I\u  — n ) , so  wird 

iXft  — n)*  Yn  l\t*  ~ n) 

2*/*- 1 ' r(j*  - n f i) ' 

Nubstituirt  man  die  fiir  n= 0,  1.  2,  3....  hieraus  resultirenden 
Gleichungen  in  Nr.  (14),  so  geht  dieselbe  über  in 

2(— l)m  r0*+n»+l)rfr‘— m)  Yn  r P(m)  (m+l)m  2*/X»  — 1),  i 

2m -f  1*  /X2.“  + l)  2.3  rQ.-H-l) 

(~l)-2*/-  I\l*  + m + l)/t/«-m) 

1 2m + 1 ‘ ZX^W+l) 

/Xu)  (m+1  )m  WfXj* — 1)  , (m  +2)(m+l)m(m— 1)  24/"(»  — 2) 

2.3  /V+i-l)H  tJX5  '/V-fi-2)  " 

und  in  dieser  Form  wurde  der  genannte  Satz  zuerst  mitgetheilt. 

Zu  bemerken  ist  noch , dass  in  beiden  Theoremen  fi  > m sein 
■nass,  wenn  keine  der  Differenzen  p — 1,  p — 2,  etc.  negativ,  also 
ihre  Gainmafunktion  unendlich  werden  soll. 


XXXIV. 

Miscellen. 


Lehrsatz. 

Von  Herrn  Professor  Friedrich  Prosa  zu  Stuttgart. 

/ 

Bewegen  sich  (Taf.  II.  Fig.  5.)  zwei  unveränderliche 
Punkte  D und  E einer  Geraden  HC  auf  zwei  sich 
schneidenden  Geraden  XX'  und  FF',  so  beschreibt 
jeder  Punkt  M der  Geraden  HC  eine  Ellipse. 

Beweis. 

Man  ziehe  jW/'  und  Mp  parallel  mit  XX'  und  FF',  setze 
1 Hl)—n  und  ME  = b , nehme  XX'  zur  Ahscissenaxe  und  FF' 
zur  Ordinatenaxe  und  bezeichne  den  Axenwinkel  VAX  mit  9,  so  ist: 
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Dp* 1 Mp*  '2  Dp . Mp  .cos  cp  = DM* ; 
allein : Dp : DM  = PM:  EM,  oder : Dp  :a—y:b; 

also : Dp  = ® • 

Dieses  in  die  obige  Gleichung  substituirt,  giebt: 

~Ä  - -f  -r*  + 2-^a:.co89=a2 , 

6*  b 

oder 

aty*  -f  b*  xi  + 'lob  xy  cos  9 = a*b* , 

welches  die  allgemeine  Mittelpunktsgleichung  der  Ellipse  ist. 

Zusatz.  Für  ein  rechtwinkliges  CWrdienatensystem  ist 
cos 9=0;  also: 

aiy * -\-lnx*  — a*b*. 

Anmerkung.  Auf  diesen  Satz  grßndet  sich  die  bekannte  Verzeich- 
nungsart einer  Ellipse  mittelst  des  F.llipsographen . oder 
auch  vermittelst  eines  Papierstreifens. 


Herr  Catafan  hat  der  soeiete  philomatique  de  Paris  die  fol- 
genden SStze  von  den  periodischen  Kettenbn'ichen  ohne  Beweis 
mitgetheilt. 

1)  Si  Ton  represente  par  y„  la  valenr  que  l’on  ohficnf  quand 
on  limite  la  fraction  continue  x aux  n preinieres  periodes.  on  a 
generalement : 


!Jn 


_ - 1 + N 

+JV'’ 


P N 

p ^tant  la  reduite  equivalente  ä y , , et  la  reduite  precedente. 

m . . ..  . ..  ....  R PR  + NR1 

2)  Si  y«_.j  est  une  lraction  irröductiole,  p , y«  ou  pp  ^ S'R* 

sera  aussi  une  fraction  irreductilde. 

3)  Comme  on  peut  supposer  y,  reduit  ä sa  plus  simple  ex 

pression  p , yn  est  une  reduite  de  la  fraction  continue. 

R S 

4)  Soient  yn-i  ~p>  V«  = -£>»  on  aura 
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RS'-R,S_,  P1 
yn-\  »■  — R,  s,  ±ji'S'  ; 

donc  ta  differente  entre  y»—  i et  ya  diminue  indefiniment  lorsque 
» au^mente. 

5)  Les  denominateurs  R' , S'  sont  divisibles  par  /" ; donc 

1 

V’-l  ~y»  — ± -jfirgi  • 


Arago  theilte  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Paris 
aus  einem  Briefe  von  Requien  in  Avignon  mit,  dass  in  einen 
ungedruckten  Briefe  von  Lin  ne,  welchen  d'Hombre-Firmas 
besitzt,  folgende  Stelle  sich  findet:  Ego  primusfui,  qui  pa- 
rare  constitui  thermometra  nostra  ubi  punctum  con- 
gelationis 0 et  gradus  coquentis  aquae  100,  et  hoc  pro 
hybernacuiis  horti;  si  hisadsuetusesses,  certus  sum 
uuod  arrideret  Mithin  würde  die  Feststellung  der  hundert- 
theiligen  iScale  von  Celsius  auf  Linn^  überzutragen  sein. 


Berichtigungen. 


Für  den  fünften  Theil. 

S.  75.  Z.  18.  ist  zwischen  den  Worten  „deren  Mittelpunkt“ 
und  „in  der  Verticale“  die  Parenthese  einzu- 
schalten: (mit  einer  kleinen  Ve r nac hläss  i - 

gung  von  höchstens,^). 

— 329.  — 5.  I.  u statt  n. 

— 381.  — 28.  I.  „Resultate  con vergenter“  statt  „unrich- 

tigen Werthe  der“ 

— 438.  - 17.  v.u.1.  + in  inf.)  V* 

Statt  ^i+^2+^3  + - in  inf- 

— 430.  — 5.  in  der  zweiten  Gleichung  streiche  man  das  Minus- 

zeichen. 
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Geometrischer  Beweis  des  Satzes,  dass 
jeder  algebraischen  Gleichung  mit 
Einer  Unbekannten  durch  einen  com- 
plexen  ^ Werth  dieser  Unbekannten 
Genüge  geleistet  werden  kann. 

Von 

Herrn  Doctor  T.  Witt  stein 

zti  Hannover. 


1. 

Wie  sorgfältig  man  auch  darauf  bedacht  sein  mag,  alle  Begriffe 
von  Raum  und  Ausdehnung,  als  der  Geometrie  angehörig,  aus  der 
abstracten  Arithmetik  fern  zu  halten,  so  kann  doch  die  eine  That- 
sache  nicht  hinweg  geläugnet  werden,  dass  man  den  Inbegriff  der 
reellen  Zahlen  sich  stets  unter  dein  Bilde  einer  geraden  nach  bei- 
den Seiten  unbegrenzten  Linie  vorstellt.  Dieses  Bild  ist  das  noth- 
wendige  Ergebnis»  desjenigen  psychologischen  Vorganges,  welcher 
die  Zahlen  entstehen  lässt,  und  es  bildet,  wenn  auch  mehr  oder 
weniger  unbewusst,  die  Grundlage  aller  arithmetischen  Betrachtun- 
gen. Zuerst  stellen  sich  die  ganzen  Zahlen  dar  als  eine  Reihe 
äquidistanter  Punkte;  ein  beliebiger  dieser  Punkte  wird  als  Null- 

5 unkt  angesehen , und  von  ihm  ausgehend  entwickeln  sich  nach 
er  einen  Seite  die  positiven,  nach  der  anderen  die  negativen 
ganzen  Zahlen,  beide  ins  Unbegrenzte.  Durch  äquidistante  Inter- 
polirungen  zwischen  je  zwei  benachbarten  Punkten  vermittelst  neuer 
Punkte  gelangt  man  zur  Darstellung  der  Brüche,  sowohl  der 
positiven  als  der  negativen;  und  der  Begriff  der  irrationalen 
Zahlen  führt  endlich  dahin,  die  discontinuirliche  Punktenreihe  in 
eine  continuirliche  Linie  *)  übergehen  zu  machen. 


*)  Die  Arithmetik  ist  also  nicht«  weniger  als  eine  Wissenschaft,  die 
»ich  ausschliesslich  mit  discreten  Grössen  beschäftigt,  welche 
«ach widrige  Ansicht  man  noch  immer  von  Lehrbnch  zu  Lehrbuch 
wandern  sieht. 

I 


The 


U VI. 
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Hei  dieser  Ansicht  der  Sache  würde  man  füglich  von  einer 
Arithmetik  von  Einer  Dimension  — analog  der  Geometrie  von  Ei- 
ner Dimension  — reden  und  darunter  die  Arithmetik  der  reellen 
Zahlen  verstehen  dürfen*);  es  bliehe  nur  noch  übrig  zu  zeigen, 
dass  es  auch  eine  Arithmetik  von  mehr  als  Einer  Dimension  gebe. 
Dass  und  wie  dies  aber  geschehen  könne,  davon  soll  hier  zunächst 
in  der  Kürze  gehandelt  werden  **). 

2. 

• 

Durch  diejenige  gerade  Linie,  welche  als  bildliche  Darstellung 
der  reellen  Zahlen  angesehen  werden  kann  und  desshalb  die  Achse 
der  reellen  Zahlen  heissen  mag,  werde  eine  Ebene  hindurch 
gelegt,  und  es  werde  die  Aufgabe  gestellt,  Zahlenformeu  nnzuge- 
Iten . welche  die  Lage  beliebiger  Punkte  dieser  Ebene  in  einer 
solchen  Weise  ausdrücken , dass  darunter  die  Festlegung  von 
Punkten  in  der  genaunten  Achse  durch  reelle  Zah lentis  ein  be- 
sonderer Fall  begriffen  ist. 

Es  sei  A der  Nullpunkt  in  der  Achse  der  reellen  Zahlen  und 
B ein  beliebiger  anderer  Punkt  der  Ebene.  Die  Lage  des  Punkts 
B gegen  A allein  wird  bestimmt  sein  durch  Augabe  der  geradli- 
nigen Entfernung  AB,  und  diese  ist  stets,  unter  Voraussetzung 
einer  gegebenen  Längeneinheit,  einer  positiven  Zahl  = p gleich, 
oder  vielmehr  einer  Zahl , der  kein  Vorzeichen  gegeben  werden 
darf.  Die  Lage  der  geraden  Linie  AB  aber  wircl  in  der  Ebene 
bestimmt  durch  Angabe  desjenigen  positiven  oder  negativen  Win- 
kels, welcher  durch  eine  Drehung,  die  aus  der  positiven  Dichtung 
der  Achse  der  reellen  Zahlen  in  die  Richtung  AB  überführt,  be- 
schrieben wird ; und  dieser  Winkel  kann  immer  durch  einen  posi- 
tiven oder  negativen  Kreisbogen  = <p  zur  Darstellung  gebracht 
werden,  welcher  aus  dem  Mittelpunkte  A mit  einem  der  Längen- 
einheit gleichen  Halbmesser  beschrieben  und  von  dem  Punkte  f 1 
der  Achse  der  reellen  Zahlen  bis  dahin  gerechnet  wird,  wo  ihn 
die  Linie  AB  schneidet.  — Die  beiden  Elemente  q und  <f  zusam- 
mengenommen müssen  mithin  das  Zahlzeichen , welches  die  Lage 
des  Punktes  B in  der  Ebene  festlegt,  bilden.  Ausserdem  ist  be- 
kannt, dass  für  9 = 0 sich  dieses  Zahlzeichen  unter  der  Form 
t P — p.-f  l-  und  für  9>=v  unter  der  Form  — e~Q.  — 1 darstel- 
len muss. 

Man  proiicire  den  Punkt  B auf  die  Achse  der  reellen  Zahlen 
durch  ein  Perpendikel  BC,  welches  die  letzterein  C trifft,  und 

! • I ' 1 

*)  Es  verdient  beachtet  7.11  werden,  das«  die  Arithmetik  von  Einer 
Dimension  einen  so  ausserordentlichen  Umfang  besitzt,  während 
die  Geometrie  von  Einer  Dimension  sich  mit  sehr  wenigen  Worten 
erledigen  lässt. 

** 1 Man  vergleiche  hiemit  die  schätzbare  Behandlnng  desselben  Ge- 
genstandes von  Herrn  finita  uff.  Bd.  V. S.  280—  286  des  Archivs, 
die  dem  Verf.  erst  zu  Gesiebt  kam , als  das  Nachstehende  bereits 
niedergesrbriehen  war.  Es  ist  zu  verwundern , dass  nach  der  so 
vortrefflichen  Darstellung  von  Gaus«  in  den  Göttinger  gel.  Anz. 
von  1831,  61  Stuck,  die  billig  von  keinem  Mathematiker  ungelesen 
bleiben  sollte,  dieses  neue  Feld  nicht  selion  weiter  angcbauct  wor- 
den ist. 


Digitized  by  Google 


227 


% 


betrachte  die  Linienverbindung  ACH  als  Festlegung  des  Punktes 
B.  Der  Punkt  C in  der  Achse  der  reellen  Zahlen  wird  sodann 
festgelegt  werden  durch  die  Zahl  pcos 9,  welche  positiv  oder  ne- 
gativ ist,  je  nachdem  cos<f  das  Zeichen  -f  oder  — hat;  der  Punkt 
K in  Bezug  auf  C wird  festgelegt  werden  durch  die  Zahl  pliin 9, 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  sin<p  es  ist.  Bezeichnet  man  nun 
mit  F i diejenige  Einheit,  welche,  an  Grösse  gleich  der  Einheit 
+ 1 in  der  Achse  der  reellen  Zahlen,  unter  rechtem  Winkel  gegen 
diese  Achse  gerichtet  ist;  und  nimmt  man  zugleich  das  Additions- 
zeichen in  derjenigen  erweiterten  Bedeutung,  dass  es  auch  auf  die 
rechtwinklige  Zusammenfiigung  zweier  geraden  Linien  ausgedehnt 
wird,  so  erhiilt  man 

• ■ ' 1 v* * 

pfcosy-f-isin?) 

als  allgemeines  Zeichen  derjenigen  Zahlen,  welche  die  Lage  aller 
Punkte  der  gegebenen  Ebene  in  Bezug  auf  die  gegebene  Achse 
und  den  gegebenen  Anfangspunkt  repräsentireu. 


3. 


Wir  nennen  jede  Zahl  von  der  Form  p ( cos  y -f-  i sin  p ) nach 
Gauss  eine  coinplexe  Zahl,  ln  denjenigen  besondern  Fällen, 
in  welchen  if= 0 oder  gleich  einem  Vielfachen  von  1 1 ist.  redu- 
cirt  sich  die  coinplexe  Zahl  auf  eine  reelle  Zahl;  in  allen  übrigen 
Fällen  dagegen,  in  denen  <p  irgend  einen  andern  Werth  hat,  heisst 
sie  eine  imaginäre  Zahl. 

Jede  reelle  Zahl  tritt  demnach  unter  der  Form  p . + 1 auf,  und 
da  man  hier  gewohnt  ist,  den  Factor  p den  absoluten  Zahl- 
werth  der  Zahl  zu  nenuen,  so  könnte  man  nach  dieser  Analugie 
völlig  allgemein  den  Factor  p der  complexen  Zahl  p(cosy,  fisiiif) 
als  den  absoluten  Zahlwert  h der  complexen  Zahl  anse- 
hen;  der  andere  Factor  cos  -|- » sin  würde  sodann,  gleichfalls 
nach  Analogie  des  Factors  ^ 1 bei  den  reellen  Zahlen,  die  Rich- 
tung angeben,  nach  welcher  hin  der  absolute  Zahlwerth  construirt 
werden  soll.  Gebräuchlicher  ist  es,  den  Factor  p mit  dem  Namen 
des  Modulus  der  complexen  Zahl  zu  belegen;  für  reelle  Zahlen 
Hilft  der  Modulus  mit  dem  absoluten  Zahlwerthe  zusammen. 

Es  bedarf  kaum  der  Bemerkung,  dass  jede  complexe  Zahl 
p (cos  -f- 1 sin  ff- ) auch  unter  der  Form  u-|-to  dargestellt  werden 
kann,  indem  man  setzt 

p cos  p sin  — 

Wir  werden  jedoch  hier  von  dieser  letztem  Form  keinen  Gebrauch 
machen,  weil  sie  uns  weniger  die  Natur  der  complexen  Zahlen 
auszusprechen  scheint,  indem  sie  Zahlwerth  und  Richtung  nicht 
getrennt  hervortreten  lässt.  Es  ist  übrigens  leicht,  von  der  letztem 
Form  zu  der  erstem  zurückzukehren , indem  mau  hat : v . 


e=vv+A’’  P 


wo  die  Wurzel  V nl  f 6’  nur  positiv  zu  nehmen  ist. 

15* 
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4. 

Ucber  die  Ausführung  der  arithmetischen  Operationen  in  der 
Ebene  der  complexen  Zahlen  muss  hier  Nachstehendes  bemerkt 
werden. 

1.  Was  man  unter  der  Addition  complexer  Zahlen  zu  ver- 
stehen habe,  liegt  schon  theil  weise  in  der  oben  entwickelten  Defi- 
nition dieser  Zahlen  ausgesprochen ; inan  wird  nämlich  das  Zeichen 
der  Addition  nicht  nur  für  die  Verbindung  zweier  Zahlen  in  der- 
selben oder  in  entgegengesetzter  Richtung,  sondern  überhaupt  für 
ihre  Verbindung  in  jeder  beliebigen  Richtung  in  der  Ebene  der 
complexen  Zahlen  zu  gebrauchen  haben,  so  dass,  von  dem  der 
einen  Zahl  entsprechenden  Punkte  der  Ebene  ausgehend,  die  zweite 
ebenso  in  Hinsicht  auf  Grösse  und  Richtung  construirt  wird,  wie 
sie  vom  Anfangspunkte  A aus  construirt  sein  würde.  Man  kann 
demnach , wenn  z.  B.  B und  B'  zwei  Punkte  der  Ebene  bezeichnen, 
deren  Lage  resp.  durch  die  complexen  Zahlen 

p ( cos  -f  i sin  <f  ) und  p'  ( cos  9'  + « sin  9') 

reprfisentirt  wird , zur  Auffindung  desjenigen  Punktes  C der  Ebene, 
dem  die  Summe 

p ( cos  <f  -|-  i sin  9 ) -f  p'  ( cos  9'  -f t sin  9') 

entspricht,  dadurch  gelangen,  dass  man  durch  B eine  der  AB' 
gleiche  und  mit  ihr  übereinstimmend  parallele  Linie  BC  zieht. 
Wie  hieraus  der  Satz  folgt,  dass  die  Ordnung  der  zu  addirenden 
Zahlen  in  Hinsicht  auf  ihre  Summe  gleichgültig  ist,  und  wie  hieran 
die  Addition  von  mehr  als  zwei  Zahlen  sich  knüpft,  leuchtet  von 
seihst  eio. 

Um  den  analytischen  Ausdruck  der  Summe  zweier  complexeD 
Zahlen  zu  erhalten,  bezeichne  man  mit 

P ( cos  0 -f  1 sin  <t> ) 

die  gesuchte  Summe;  alsdann  ist 

^ = V'p*+ p'a-f ’2pp'  cos  (9  — tf7)  , 

\ 

p COS  9-f  (j;  COS  (p* 

* e'+e'*  +2pp'  008(9  — 9') 

p sin  9 -Pp' sin  9' 

V 9*  + V*  + 2pp'  cos  ( 9 — 9' ) 

Für  9' = 9 verwandelt  sich  die  Summe  in 

l 

(p+e')(cos9-f  «sin»), 

für  9'  = 9 -f  n in 

(p  — ) (cos  9 + 1 sin  9 ). 
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2.  Von  der  Subtraction  zu  reden  ist  überflüssig,  weil  die- 
selbe durch  Umkehrung  des  Vorzeichens  vom  Subtrahend , d.  h. 
durch  Vergrösserung  seiner  Winkelzahl  um  ;£-*  oder  ein  ungerades 
Vielfaches  von  sich  immer  in  eine  Addition  verwandeln  lässt. 

3.  Die  Multiplication  complexer  Zahlen  erledigt  sich 
gleichfalls  einfach,  indem  man  ihren  Begriff  dahin  bestimmt,  dass 
mit  dem  einen  Factor  in  der  Ebene  der  complexen  Zahlen  eben  so 
operirt  werden  solle,  wie  der  andere  Factor  aus  der  positiven  reel- 
len Einheit  -f- 1 hervorging.  Sind  also 

p ( cos  (f  -f  t sin  <p  ) und  (/(coSy'-f  tsin^' ) 

die  gegebenen  Factoren , so  kann  man  sich  den  letztem  nach  §.  2. 
dadurch  aus  der  Einheit  -f  1 entstanden  denken , dass  man  diese 
Einheit,  welche  von  dem  Anfangspunkte  A aus  durch  einen  ent- 
sprechenden Abschnitt  auf  der  positiven  Seite  der  Achse  der  reel- 
len Zahlen  dargcstellt  wird,  um  den  Winkel  <p'  drehete  und  zu- 
gleich in  dem  Verhältnisse  l:p'  grösser  werden  Hess;  verfährt 
man  eben  so  mit  dem  ersten  Factor,  so  geht  der  Winkel  ip  über 
in  y-f  9',  der  Modulus  p aber  in  pp'.  Man  erhält  mithin  als  ana- 
lytischen Ausdruck  des  Products 

(»(cos?  -fisin  9).  p' (cos  9'  -fisin  9')  cos  9 + 9'  -fisin  9 + 9' )• 

Dasselbe  Resultat  würde  auch  bei  Vertauschung  der  Factoren  er- 
schienen sein. 

4.  Sollte  das  Product  = 1 werden . so  würde  man  nur  nöthig 

gehabt  haben,  p'  = i und  <p'  = — 9 zu  setzen;  daraus  folgt  aber, 
* P 

dass  man  jederzeit  habe 

1.  1 , — 

e (cos  9 -fisin  9)  p ^C0S  9’+**'"  ?)• 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung,  die  den  reciproken  Werth  von  einer 
gegebenen  complexen  Zahl  finden  lehrt,  lässt  sich  stets  die  Divi- 
sion erledigen,  indem  durch  Multiplication  des  Dividenden  mit 
dem  reciproken  Werthe  des  Divisors  der  Quotient  erhalten  wird. 

5.  Das  Potenziren,  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Ex- 
ponent eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  ist,  lässt  sich  leicht 
ap  das  Multipliciren  knüpfen;  denn  durch  die  Annahme  mehrerer 
gleichen  Factoren,  deren  Anzahl  =n  sei,  erhält  man 

j P ( cos  <p  -f  i sin  9 ) ^ p»  (cos  n<p  -fisin  n<p) , 

woraus  sogleich  vermittelst  der  bekannten  Bedeutung  eines  nega- 
tiven Exponenten  folgt: 


>e(cos<f>  -f  isin  ip)  f — "n=p— " (cos  — riep  -f  isin  — 719). 

Verfolgt  man  die successiven  Potenzen,  indem  man  **=1,2,3. . . setzt, 
in  der  Ebene  der  complexen  Zahlen,  so  ist  nicht  schwer  zu  erkennen, 
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dass  die  ihnen  correspondirenden  Punkte  einer  logarithmischen 
Spirale  angeboren . deren  Gleichung  int 

wenn  r den  Radius  vector,  « dessen  Elongation  von  der  Achse, 
und  k eine  Coustante  bezeichnet.  Aber  diese  Constante,  und  mit 
ihr  die  Curve,  ist  durch  jene  Punkte  allein  noch  nicht  bestimmt; 
denn  so  wie  die  gegebene  coraplexe  Zahl  eich  nicht  ändert,  wenn 
- man  in  ihr  den  Winkel  y um  2 t oder  ein  Vielfaches  von  2t  sich 
ändern  lässt,  so  kann  auch  die  Curve,  um  von  jedem  der  einzel- 
nen Punkte  zu  dem  nächstfolgenden  zu  gelangen,  zuvor  eine  oder 
mehrere  volle  Umwindungen  machen , während  noch  immer  alle 
die  gegebenen  Punkte  in  ihr  enthalten  sind.  Diese  Bemerkung  ist 
dessnalh  von  Wichtigkeit,  weil  daraus  die  Vielförmigkeit  derjeni- 
gen Potenzen  einer  complcxen  Zahl,  deren  Exponenten  nicht  ganze 
Zahlen  sind,  hervorgeht;  nur  für  p--l  fallt  dieses  Bild  weg,  weil 
alsdann  die  logarithmische  Spirale  zu  einem  Kreise  degenerirt. 

Setzt  man  »=0  oder  -'2a-,  so  verwandelt  sich  die  Spirale 
in  die  positive  Hälfte  der  Achse  der  reellen  Zahlen;  oder  inan 
kann  auch  die  Sache  so  ansehen , als  ob  die  Punkte  der  Spirale, 
die  als  Spirale  bestehen  bleibt,  um  je  2t  aus  einander  liegen. 
Setzt  man  aber  y—n , so  haben  die  Punkte  der  Spirale  einen  Ab- 
stand von  je  t,  und  liegen  abwechselnd  in  der  positiven  und  ne- 

fativen  Hälfte  der  Achse  der  reellen  Zahlen , womit  eine  Deutung 
erjeuigen  Erscheinung  gegeben  ist . dass  die  successiven  Poten- 
zen einer  negativen  Zahl  abwechselnd  positiv  und  negativ  werden. 

ß.  ln  Bezug  auf  das  Wurzelausziehcn  ergibt  sich  durch 
Umkehrung  sogleich 

i \ p(  cos  <f  + / sin  r ) H ■ = e"  ( «»*  “ + * «in  ^), 

wo  (nach  Caucby)  durch  die  doppelten  Klammern  die  Mehrfurmig- 
keit  des  Ausdrucks  angezeigt  werden  soll.  Die  gegebene  coraplexe 
Zahl  ändert  sich  nämlich  nicht,  wenn  man  den  Winkel  9 um  2/r 
oder  ein  Vielfaches  von  in  ändert,  während  diese  Aenderuug  nicht 

nur  auf  — , sondern  im  Allgemeinen  auch  auf  cos-7-  und  sin  — von 
M uv 

Einfluss  ist.  Die  Anzahl  der  Werthe,  deren  demnach  dieser  Aus- 
druck fähig  ist , beträgt  //,  und  liezeichoet  man  mit  irgend  einen 
derjenigen  Werthe , die  der  Winkel  <p  aunehiuen  kann  ( z.  B.  den 
kleinsten  positiven),  so  entsprechen  den  n Wurzeln  der  Zahl 
p ( cos  <f  + 1 sin  y)  die  Winkel 

<Po  9„  + -n  yu  f 4t  y,-l-2(«  — 1)t 
n « ’ w ’ ’ " n 

Die  n Wurzeln  liegen  mithin  gleichförmig  vertheilt  auf  der  Periphe- 
rie eines  Kreises  vom  Halbmesser  p",  in  Abständen  von  je  — 

71 

von  einander.  Jede  dieser  Wurzeln  liefert,  zur  Potenz  w erhoben, 
die  gegebene  coiuplexc  Zahl  wieder;  aber  die  logarithmischen  Spi- 
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raieu,  welche  diesen  einzelnen  Potenzirungen  entsprechen , sind 
sammtlich  von  einander  verschieden  (ausgenommen  wenn  l ist), 
obwohl  sie  einzelne  Punkte  mit  einander  gemein  haben  können. 

Wie  man  hieraus  auf  beliebige  Bruch  - Exponenten , deren  Zäh- 
ler nicht  Eins  ist,  weiter  scldiessen,  und  wie  ferner  hierunter  die 
Wurzeln  aus  reellen  Zahlen,  und  insbesondre  die  W'urzelu  aus 
der  positiven  und  negativen  reellen  Einheit  mitbegriffen  sind  , leuch- 
tet von  selbst  ein.  Als  ein  Fall , der  für  sich  Aufmerksamkeit  ver- 
dient, möge  nur  noch  erwähnt  werden 

indem  hieraus  die  Identität  des  Zeichens  i mit  V— f hervorgeht, 
insofern  man,  wie  gewohulicb,  T als  den  positiven  Werth  von 

(( — 1))*  detinirt.  . . « 


,•  - ..  |.  •»  .1  : J < 

Nach  diesen  Vorbereitungen  w enden  wir  uns  zur  Sache  selbst, 
nämlich  zu  depi  Beweise  des  Satzes: 

Dass  jeder  algebraischen  Gleichung  mit  Einer 
Unbekannten  durch  einen  complexen  Werth  die- 
ser Unbekannten  Genüge  geleistet  werden  kann. 
Wir  werden  dabei  einen  Weg  einschlagcn,  der  iui  Wesentli- 
chen zuerst  von  Cauchy  befolgt  worden  ist,  werden  aber,  was 
Cauchy  nicht  gcthan  hat,  den  Beweis  sogleich  auf  die  oben  con- 
struirte  Ebene  der  complexeri  Zahlen  übertragen  und  daselbst  zu 
Ende  bringen. 

Es  sei 

x*  -\-ut  xn~ 1 ....+On_ia:  + an=0 

die  gegebene  Gleichung,  wofür  wir  zur  Abkürzung  schreiben  wollen 

f(*)=  o, 

so  soll  nachgewiesen  werden , dass  sich  ein  complexer  Werth  für 
x muss  angeben  lassen,  welcher  der  Bedingung  f(x)  — 0 Genüge 
leistet  Die  Cocfiicienten  a,,at,...an  dürfen  dabei  reelle  oder  auch 
selbst  complexe  Zahlen  sein.  Alan  setze 

x—r{  cos  t -|- i sin  t) , 

so  wird  nach  § 4.  f\x)  unter  der  Form 

f\x) = ß ( cos  T F i sin  7') 

dargestellt  werden  können,  wo  7i*  und  T Functionen  von  r und  I 
sind;  und  wenn  sieb  naebweisen  lässt,  dass  r und  I immer  so  ge- 
wählt werden  können , dass  mau  hat 

ß=()  , 
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(wobei  der  Werth  von  T gleichgültig  ist),  so  ist  das  Verlangte 
bewiesen,  denn  diese  Gleichung  hat  unmittelbar  die  Gleichung 
f(x)  -=0  zur  Folge. 

Aber  aus  der  Beschaffenheit  der  Function  f(x)  geht  hervor, 
dass  inan  für  r— oo  auch  habe  ß=oo,  und  dass  für  endliche  Wer- 
the  von  r auch  ß endlich  bleibe,  uud  da  ausserdem  der  Modulus 
R seiner  Natur  nach  nur  positiv  sein  kann , so  folgt,  dass  derselbe 
mindestens  einen  kleinsten  Werth  besitzen  müsse,  der  zu  bestimm- 
ten Werthen  von  r und  i gehört.  Wenn  sich  nun  beweisen  lässt: 
Dass,  welchen  von  Null  verschiedenen  W’erth 
des  Modulus  von  f(x)  man  auch  für  willkührliche 
Annahmen  von  rund  Verhalten  habe,  dennoch  im- 
mer durch  entsprechende  Aenderungen  von  r und 
t ein  neuer  Modulus  von  f(x),  der  kleiner  ist  als 
der  vorige,  erhalten  werden  kann: 
so  folgt  daraus  unmittelbar,  dass  jener  nothwendig  vorhandene 
kleinste  Werth  des  Modulus  von  f(x)  nur  — 0 sein  kann,  dass 
mithin  die  ihm  zugehörigen  Werthe  von  r und  1 die  Gleichung 
ß = 0,  und  folglich  auch  die  Gleichung  f(x)—-0  befriedigen,  womit 
sodann  der  in  Frage  stehende  Satz  bewiesen  sein  würde. 


Zum  Beweise  desjenigen  Hülfssatzes,  auf  welchen  so  eben 
der  Beweis  des  vorgelegten  Satzes  zurückgeführt  worden  ist , werde 
angenommen,  man  habe  durch  die  Substitution 

* = r(cos<+isin  t) 

erhalten : 

/(x)=ß(cos  T f tsin  T),  : 

wo  R nicht  =0  sei.  Ferner  durch  den  Uebergang  des  x in 
xt=x  -\-h,  wo 

/ A=p(cos6-fisinÖ)> 

erhalte  man: 


f(xl)  = Rl  (cos  Tl  -J-isin  T, ), 

so  ist  nachzuweisen,  dass  p und  0 immer  so  gewählt  werden 
können,  dass  man  hat: 


ß,  < ß. 

Die  Entwickelung  von /\xt)  —f(x-\- h)  nach  Potenzen  von  h gibt: 

/t-r, )=/(*) + M + M*  +••••  + *"  • 

wo  die  ('oefficienteu  A,  . A, im  Allgemeinen  complexe  Zahlen 

«ein  werden,  z.  B. 
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6,=  r,(cosv,  -f  isin?,)* 
bt—  r,(cos  -f  i sin  ,) , 


Von  diesen  Coefficienten  können  aber  auch  einzelne  =0  werden, 
und  wenn  man  desshalb  der  Allgemeinheit  wegen  annimmt , es  sei 
bmhm  das  erste  stehen  bleibende  Glied , so  hat  man : 

' f(xt)=f(x)  + bmh”  + bm+  j A»»+ 1 + — + A"> 
und  hierin  überall  die  complexen  Werthe  an  die  Stelle  setzend : 
fi((cos  7\  -f  t'sin  Tt)—R(  cos  T -fisin  T) 

-f Tm p“  ( cos  lfm  -f  mH  -f  i sin  <fm  -f  mti) 

-f  rm+  i p"+ 1 ( cos  ifm + j +(wifl)ö  f i sin  fm+l  -f  (ro-f  1)6) 


-f 1*  ( cos  )id  -fisin  n6). 

Die  Summe,  welche  durch  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung 
dargestellt  wird , construire  man  nun  in  der  Ebene  der  complexen 
Zahlen  nach  den  früher  (§.  4.) 'entwickelten  Kegeln  der  Addition. 
Man  lege  zu  dem  Ende  von  dem  Anfangspunkte  A der  Achse  der 
reellen  Zahlen  eine  Linie  AB—R  unter  einem  Winkel  ~T  gegen 
die  positive  Richtung  dieser  Achse;  von  B aus  eine  Linie 
BC~TmQm  unter  einem  Winkel  — fm -f rnö  gegen  eine  durch  B 
gelegte  Parallele  zu  der  positiven  Richtung  der  Achse  der  reellen 
Zahlen;  von  C aus  eine  Linie  CD  = rm+ 1 pm-+- 1 unter  einem  Win 
kel  = -f  (mf  1)6,  u.  s.  w.  Gelangt  man  aul  diese  Weise  zuletzt 

zu  einem  Punkte  M der  Ebene,  so  ist  die  gerade  Linie  AM=R\, 
und  der  Winkel,  den  sie  mit  der  positiven  Richtung  der  Achse 
einschliesst,  =-T\. 

Damit  nun  aber,  wie  verlangt  wird,  werde,  kann  man 

über  die  Grössen  p und  0 verfügen  wie  folgt. 

Man  nehme  0 so,  dass  ?■» -f  m$  = T -f  * wird,  folglich 

6=  ....  (1) 
m 

so  wird  dadurch  erreicht,  dass  die  Linie  BC  auf  AB  fällt,  und 
wählt  man  ausserdem  p so  , dass  rmpm  < R,  folglich 

m I? 

p<Vr"-....  (2), 

Tm 


so  wird  ansserdem  noch  der  Punkt  C zwischen  A und  B auf 
der  Linie  AB  liegen.  Knüpft  man  nun  noch  p an  die  Bedingung , 
dass 


r„p"  > r„  , p™ + 1 + r„  ap*+ 
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oder  auch,  wenn  mau  mit  A eine  positive  Zahl  bezeichnet,  die 
nicht  kleiner  ist  als  der  grösste  uer  positiven  Factoren  rm+ 1 , 

bis  1 : 11 


rmP"  > i (e“+ 1 + era+ 2 +....+ e” ) 


> V»+i 


l-< 


welche  Bedingung  erfüllt  sein  wird,  wenn 


Tm 


Tn  ‘l'l 


.(3) 


so  wird  die  Summe  der  einzelnen  geraden  Linien,  aus  denen  der 
gebrochene  Zug  CD....  bis  M zusammengesetzt  ist,  kleiner  sein 
als  die  gerade  Linie  BC;  folglich  um  so  mehr  die  gerad  e Linie  CM 
kleiner  als  die  gerade  Linie  BC;  folglich  AM<sAC-\-CM<^AC-^CB, 
d.  i.  < AB , oder  ~ 


wie  verlangt  wurde.  Die  Werthe  von  p uud  6,  welche  durch  (I), 
(2),  (3)  bestimmt  sind,  leisten  mithin  d«r  gestellten  Forderung 
Genüge.  > i 


Die  beweisende  Kraft  des  vorstehenden  Beweises  beruhe! 
schliesslich,  wie  man  sieht,  in  dem  geometrischen  Lehrsätze: 

Dass  zwischen  zwei  Punkten  der  geradlinige 
Zug  kürzer  ist  als  jeder  aus  geraden  Linien  zu- 
sammengesetzte gebrochene  Äug; 
welchen  Lehrsatz  vorauszusetzen  hier  um  so  weniger  Bedenken 

fetragen ’ werden  konnte,  . als  durch  die  vorausgeschickten  Entwik- 
elungen  die  ganze  Frage  überhaupt  schon  auf  das  Gebiet  der 
Geometrie  hiniibergefflhrt  worden  war.  Will  man  indessen  den 
Beweis  mit  Umgehung  jeder  geometrischen  Voraussetzung  zu  Ende 
führen,  so  kann  man  dazu  in  der  That  ganz  einfach  gelangen,  in- 
dem man  einen  im  Geiste  der  analytischen  Geometrie  geführten 
Beweis  jenes  geometrischen  Lehrsatzes  dergestalt  in  die  obige 
Nchlusskette  hineinwebt,  dass  dessen  wahre  geometrische  Bedeu- 
tung nicht  sichtbar  hervortritt. 

Die  analytische  Geometrie  nämlich  drückt  die  Längen  gerader 
Linien  aus  durch  die  ('oordinaten  ihrer  Endpunkto,  und  verfährt 
man  demgemäss  in  Bezug  auf  die  geraden  • Linien  AB  = R und 
AM^zRy,  die  beide  im  Anfangspunkte  der  ('oordinaten  beginnen, 
so  hat  man  zunächst 


R cos  T und  R sin  T 

als  rechtwinklige  Coordinaten  des  Endpunkts  li , und  ebenso 
R,  cos  Tt  und  R,  sin  T , 
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als  rechtwinklige  (Koordinaten  des  Endpunkts  M.  Zerlegt  man  nun 
die  oben  gefundene  Entwickelung  von  /£,  (cos  T,  -f  »sin  T,  ) in 
ihren  reellen  und  ihren  reiö  imaginären  Theil,  um  die  Relation 
aufzustellen,  welche  zwischen  den  so  eben  genannten  (Koordinaten 
obwaltet,  so  erhält  man 


R,  cos  Tt  = 

Rcos  Tj-rmvmcos<fm^-mtt-^rm+ 1 p'*+ 1 cosy>»+i  -f  ..  p"  cos  nü 

R , sin  Ty  = 

Rain  T+rmemsin?m+rnti  + rm+ 1 1 sin  <fn»+i  +(w«+l)fl+. . .p"  sin  n() 

und  daraus  endlich,  indem  man  quadrirt  und  addirt: 

R\~ 

R* +lRrm(>mcoA<tm-\in(i—t -\'lRrm+ 1 p“'*'  1 cos  <fm+ 1 +(>«+1)6—  7'+ ... 


+ ( r,mpm cos fra+Mft  +r«-|-i  p«-*-l  cos tpm+ 1 +(rn+l)<> + ....)* 


f ( rmp“ «in <jpm  d mb -f  rmi. j Pm+1  sinVm-,  j -f(m+l)6 + 

Damit  nun  R\  </Ä*  werde,  bat  man  hier  p und  u so  zu  be- 
stimmen, dass  das  dem  ß*  unmittelbar  nachfolgende  Glied,  wel- 
ches die  niedrigste  Potenz  von  p enthält,  negativ  werde,  und 
zugleich  einen  Zuhlwerth  erhalte,  der  grosser  ist  als  der  Zahlwerth 
der  Summe  aller  nachfolgenden  Glieder.  Das  Erste  aber  wird  er- 
reicht, wenn  man  setzt 

I 

COS  lfm  E mH  — T=; r 1 , 'f-m  {-tllft—  T —K,  6>  = 

■I 

das  Zweite  aber,  wenn  man  setzt,  indem  n einen  Zahlwerth  be- 
zeichnet, der  nicht  kleiner  ist  als  der  Zahlwerth  des  absolut  gröss- 
ten der  Coefticienten  der  nachfolgenden  Potenzen  von  p; 

• • ‘ 1 . t I 

IRtm  p”  > /tt  ( p"  ♦ t +pmH-2+....p*») 


1 pi* — m 

""  i-P  ’ 


welche  Bedingung  erfüllt  wird,  indem  man  annimmt 

->ßr„ 


9<t 


‘ikrm  + 


(2*).: 


Dieser  Beweis  ist,  wenn  man  seine  geometrische  Grundlage 
hinwegnimmt,  wesentlich  derselbe,  welchen  ( au  ch  y gegeben  hat 
Jene  Grundlage  aber  wirft  auf  seine  Entstehung  erst  das  rechte 
Licht,  und  sie  aufgedeckt  zu  haben  milchte  desshalb  kein  vergeb- 
liches Unternehmen  gewesen  sein. 
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Nachschrift  des  Herausgebers. 


Mit  Bezug  auf  die  von  dem  Herrn  Verfasser  des  vorhergehen 
den  Aufsatzes  auf  S.  226.  gemachte  Bemerkung  halte  ich  es  für 
zweckmässig,  die  betreffende  Stelle  aus  den  Göttingischen  gelehr- 
ten Anzeigen.  1831.  St.  64.  S.  634.  — S.  638.  hier  mitzutheilen , um 
dieses  wichtige  Actenstfick  in  dem  Archiv  aufzubewahren. 

„Der  Verf.  hat  diesen  hochwichtigen  Theil  der  Mathematik*) 
seit  vielen  Jahren  aus  einem  verschiedenen  Gesichtspunkt  be 
trachtet,  wobei  den  imaginären  Grössen  eben  so  gut  ein  Gegen- 
stand untergelegt  werden  kann , wie  den  negativen : es  hat  aber 
bisher  an  einer  Veranlassung  gefehlt,  dieselbe  öffentlich  bestimmt 
auszusprechen,  wenn  gleich  aufmerksame  Leser  die  Spuren  davon 
in  der  1799  erschienenen  Schrift  über  die  Gleichungen , und  in  der 
Preisschrift  über  die  Umbildung  der  Flächen  leicht  wiederfioden 
werden.  In  der  gegenwärtigen  Abhandlung  sind  die  Grundzüge 
davon  kurz  angegeben;  sie  bestehen  in  Folgendem. 

Positive  und  negative  Zahlen  können  nur  da  eine  Anwendung 
finden,  wo  das  gezählte  ein  Entgegengesetztes  hat,  was  mit  ihm 
vereinigt  gedacht  der  Vernichtung  gleich  zu  stellen  ist.  Genau 
besehen  findet  diese  Voraussetzung  nur  da  Statt,  wo  nicht  Sub- 
stanzen (für  sich  denkbare  Gegenstände),  sondern  Relationen 
zwischen  je  zweien  Gegenständen  das  gezählte  sind.  Postulirt 
wird  dabei,  dass  diese  Gegenstände  auf  eine  bestimmte  Art  in 

eine  Reihe  geordnet  sind  z.  B.  A , B,  C,  J) , und  dass  die 

Relation  des  A zu  B als  der  Relation  des  B zu  C u.  s.  w.  gleich 
betrachtet  werden  kann.  Hier  gehört  nun  zu  dem  Begriff  der  Ent- 
gegensetzung nichts  weiter  als  der  Umtausch  der  Glieder  der 
Relation,  so  dass  wenn  die  Relation  (oder  der  Uebergang)  von 
A zu  B als  -fl  gilt,  die  Relation  von  B zu  A durch  — 1 darge 
stellt  werden  muss.  Insofern  als  eine  solche  Reihe  auf  beiden 
Seiten  unbegrenzt  ist,  renräsentirt  jede  reelle  ganze  Zahl  die  Re 
lation  eines  beliebig  als  Anfang  gewählten  Gliedes  zu  einem  be- 
stimmten Giiedc  der  Reihe. 

Sind  aber  die  Gegenstände  von  solcher  Art,  dass  sie  nicht 
in  Eine,  wenn  gleich  unbegrenzte,  Reihe  geordnet  werden  können, 
sondern  sich  nur  in  Reihen  von  Reihen  ordnen  lassen , oder  was 
dasselbe  ist,  bilden  sie  eine  Mannigfaltigkeit  von  zwei  Dimen- 
sionen; verhält  es  sich  dann  mit  den  Relationen  einer  Reihe  zu 
einer  andern  oder  den  Ucbergängen  aus  einer  in  die  andere  aut 
eine  ähnliche  Weise  wie  vorhin  mit  den  Uebergängen  von  einem 
Gliede  einer  Reihe  zu  einem  andern  Gliede  derselben  Reihe,  so  bedarf 
es  offenbar  zur  Abmessung  des  Ueberganges  von  einem  Gliede  des 
Systems  zu  einem  andern  ausser  den  vorigen  Einheiten  -f  1 und  — 1 
noch  zweier  andern  unter  sich  auch  entgegengesetzten  -j- « und  — f 

* ) Nämlich  die  Lehre  >t>n  den  imaginären  (tränen. 
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Offenbar  muss  aber  dabei  noch  postutirt  werden , dass  die  Einheit 
i allemal  den  Uebergang  von  einem  gegebenen  Gliede  einer  Reihe 
zu  einem  bestimmten  Gliede  der  unmittelbar  angrenzenden 
Reihe  bezeichne.  Auf  diese  Weise  wird  also  das  System  auf 
eine  doppelte  Art  in  Reihen  von  Reihen  geordnet  werden  können. 

Der  Mathematiker  abstrahirt  gänzlich  von  der  Beschaffenheit 
der  Gegenstände  und  dem  Inhalt  ihrer  Relationen ; er  hat  es  bloss 
mit  der  Abzählung  und  Vergleichung  der  Relationen  unter  sich 
zu  thun:  insofern  ist  er  eben  so,  wie  er  den  durch  f-1  und  — 1 
bezeichneten  Relationen,  an  sich  betrachtet,  Gleichartigkeit  bei- 
legt, solche  auf  alle  vier  Elemente  -fl,  —1,  -ff  und  — f zu  er- 
strecken befugt. 

Zur  Anschauung  lassen  sich  diese  Verhältnisse  nur  durch  eine 
Darstellung  im  Raume  bringen,  und  der  einfachste  Fall  ist,  wo 
kein  Grund  vorhanden  ist,  die  Symbole  der  Gegenstände  anders 
als  quadratisch  anzuordnen,  indem  man  nämlich  eine  unbegrenzte 
Ebene  durch  zwei  Systeme  von  Parallellinien , die  einander  recht- 
winklich  durchkreuzen,  in  Quadrate  vertheilt,  und  die  Durch- 
schnittspunkte zu  den  Symbolen  wählt.  Jeder  solche  Punkt  A hat 
hier  vier  Nachbaren,  und  wenn  man  die  Relation  des  A zu  einem 
benachbarten  Punkte  durch  -fl  bezeichnet,  so  ist  die  durch  — lzu 
bezeichnende  von  selbst  bestimmt,  während  man,  welche  der  beiden 
andern  man  will,  fiir  -ff  wählen,  oder  den  sich  auf  ff  beziehenden 
Punkt  nach  Gefallen  rechts  oder  links  nehmen  kann.  Dieser  Un- 
terschied zwischen  rechts  und  links  ist,  so  bald  man  vorwärts  und  rück- 
wärts in  der  Ebene,  und  oben  und  unten  in  Beziehung  auf  die  beiden 
Seiten  der  Ebene  einmal  (nach  Gefallen)  festgesetzt  hat,  in  sich  völlig 
bestimmt,  wenn  wir  gleich  unsere  Anschauung  dieses  Unterschiedes 
andern  nur  durch  Nachweisung  an  wirklich  vorhandenen  materiellen 
Dingen  mittheilen  können*).  Wenn  man  aber  auch  über  letzteres 
sich  entschlossen  hat,  sieht  man,  dass  es  doch  von  unserer  Will- 
kühr  abhing,  welche  von  den  beiden  io  Einem  Punkte  sich  durch- 
kreuzenden Reihen  wir  als  Hauptreihe,  und  welche  Richtung  in 
ihr  wir  als  auf  positive  Zahlen  sich  beziehend  ansehen  wollten; 
man  sieht  ferner,  dass  wenn  man  die  vorher  als  -ff  behandelte 
Relation  für  fl  nehmen  will,  man  nothwendig  die  vorher  durch 
— 1 bezeichnete  Relation  für  f f nehmen  muss  Das  heisst  aber , 
in  der  Sprache  der  Mathematiker,  ff  ist  mittlere  Proportional- 
grösse zwischen  -fl  und  —1  oder  entpricht  dem  Zeichen  j ; 
wir  sagen  absichtlich  nicht  die  mittlere  Proportionalgrösse,  denn 
— ■«"  bat  offenbar  gleichen  Anspruch.  Hier  ist  also  die  Nachweis- 
barkeit einer  anschaulichen  Bedeutung  von  vollkommen  ge- 

rechtfertigt, und  mehr  bedarf  es  nicht,  um  diese  Grösse  in  das 
Gebiet  der  Gegenstände  der  Arithmetik  zuzulassen. 

Wir  haben  geglaubt,  den  Freunden  der  Mathematik  durch  diese 
kurze  Darstellung  der  Hauptmomente  einer  neuen  Theorie  der  soge- 


*)  Beide  Bemerkungen  hat  achon  Kant  gemacht,  aber  man  begreift 
nicht , wie  dieser  scharfsinnige  Philosoph  in  der  enteren  einen 
Bewci*  für  seine  Meinung,  dass  der  Kaum  nur  Form  unserer 
äussern  Anschauung  sei,  zu  finden  glauben  konnte,  da  die  zweite 
so  klar  das  Gegentncil . und  dass  der  Kaum  unabhängig  von  un- 
serer Anschauungsart  eine  reelle  Bedeutung  haben  muss,  beweis*!.* 
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nannten  imaginären  Grössen  einen  Dienst  zu  erweisen.  Hat  man  diesen 
Gegenstand  bisher  aus  einem  falschen  Gesichtspunkt  betrachtet 
und  eine  geheimnissvolle  Dunkelheit  dabei  gefuuuen,  so  ist  dies 
grossentheils  den  wenig  schicklichen  Benennungen  zuzuschreiben. 
Hätte  man  fl,  — 1 . uicht  positive,  negative,  imaginäre 

(oder  ^ar  unmögliche)  Einheit,  sondern  etwa  directe,  inverse,  late- 
rale Einheit  genannt,  so  hätte  von  einer  solchen  Dunkelheit  kaum 
die  Hede  sein  können.  Der  Verf.  hat  sich  Vorbehalten,  den  Ge- 
genstand , welcher  in  der  vorliegenden  Abhandlung  eigentlich  nur 
gelegentlich  berührt  ist,  künftig  vollständiger  zu  bearbeiten,  wo 
da»u  auch  die  Frage,  warum  die  Relationen  zwischen  Dingen,  die 
eine  Mannigfaltigkeit  von  mehr  als  zwei  Dimensionen  darbieten, 
nicht  noch  andere  in  der  allgemeinen  Arithmetik  zulässige  Arten 
von  Grössen  liefern  können,  ihre  Beantwortung  linden  wird.“ 


I 

lieber  das  Princip  des  kleinsten  Zwangs 
und  die  damit  zusammenhängenden 
mechanischen  Principe. 

V on 

Herrn  Professor  Dr.  Reuschle 

am  Gymnasium  zu  Stuttgart. 


i 


Im  vierten  Bande  des  Crelle’schen  Journals  S.  232.  stellt 
Gauss  ein  neues  allgemeines  Grundgesetz  der  Mechanik  auf,  wel- 
ches unter  obigem  Namen  (Principle  of  least  restraint)  in  einem 
englischen  Lehrbuch  ("Earnshaw  Dynamics,  Cambridge  1839) 
unter  die  dynamischen  Principe  eingereiht  worden  ist.  Soweit 
ich  die  Literatur  kenne,  ist  es  das  einzige,  wo  es  aufgeführt  wird, 
übrigens  ohne  Beispiele,  dergleichen  auch  Gauss  nicht  gegeben 
hat.  Der  Zweck  dieser  Abhandlung  ist,  nach  einigen  historischen 
Bemerkungen  über  die  Behandlnng  des  Princips  in  den  beiden  ee- 
nnnnten  Schriften,  dasselbe  znerst  geradezu  an  ein  paar  möglichst 
einfachen  Beispielen  zu  erproben,  es  sodann  der  allgemeinen  ana- 
lytischen Behandlung  zu  unterwerfen  und  so  in  seinem  Zusammen- 
hang mit  deu  übrigen  Principen  der  Mechanik  Dachzuweisen. 
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M- 

Nach  dam  Ausdruck  den  ihm  sein  Urheber  gegeben  hat,  lau- 
tet das  Princip  so: 

„Die  Bewegung  eine»  Systems  materieller,  auf  was  immer  für 
eine  Weise  mit  einander  verknüpfter  Punkte,  deren  Bewegungen  zu- 
gleich an  was  immer  für  äussere  Beschränkungen  gebunden  sind, 
geschieht  in  jedem  Augenblick  in  möglich  grösster  U eher  - 
einstimmung  mit  der  freien  Bewegung  oder  unter  mög- 
lich kleinstem  Zwange,  indem  als  Maass  des  Zwanges,  den 
das  ganze  System  in  jedem  Zeittheilchen  erleidet . die  Summe  der 
Producte  ans  dem  Quadrate  der  Ablenkung  jedes  Punkts  von 
seiner  freien  Bewegung  in  seine  Masse  betrachtet  wird." 

Gau ss  und  K a ru 8 ha w beweisen  diesen  Satz  auf  verschie- 
dene Art  durch  Zurfickffihning  auf  andere  mechanische  Principe. 

I.  Frsterer  leitet  ihn  auf  folgende  Weise  aus  dem  Dalember- 
tlschen  Princip  in  Verbindung  mit  dem  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten ab.  Fs  sei  (Taf.  IV.  Fig.  1.)  für  irgend  einen  Punkt  des 
Systems  m die  Masse.  A sein  Ort  zur  Zeit  t,  li  der  Ort,  den  er 
nach  einem  unendlich  kleinen  Zeitintervall  r in  Folge  der  auf  ihn 
wirkenden  Kräfte  und  der  zur  Zeit  t erlangten  Geschwindigkeit 
eirmebmen  würde,  wenn  er  vollkommen  frei  wäre,  C der  wirkliche 
Ort.  der  zufolge  des  Systemverhamles  diesem  Zeitintervall  ent- 
spricht, endlich  /)  irgend  ein  anderer,  dem  Systenrverband  com- 
patibler  und  , versteht  sich,  den  Punkten  A und  C unendlich  naher 
Ort,  so  ist  2 ein  Minimum,  wenn 

2m.BD'‘-2m.'B7f,>0. 

Ist  aller  0 der  Winkel  zwischen  CB  und  CD,  so  ist  in  dem 
Dreieck  BCT) 

Bl )'  -3W'  +ÜB*  - 2 Bl:.  ~CD . cos  d , 

folglich 

(n) . . . 2m . ET?  - 2m  . ET?  ~ 2m . ED7  - 2 2m . SW.  CD . cm H, 

aber  nach  dem  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  angewandt 
auf  das  Gleichgewicht  der  verlornen  Kräfte,  welches  durch  das 
Dalembertische  gefordert  wird,  ist: 

(/>)...  2m.  St,  (H>.  cos  ü = 0, 

folglich 

2m  ( B l V - lilf  ) = 2m . CD  * > 0. 

Es  ist  nämlich  das  Product  m.  EC  .CD.  cos  ö das  dom_  ma- 
teriellen Ponkt  m zugehörige  virtuelle  Moment,  sofern  m . Ti  C als 
»eine  verlorne  Kraft  Betrachtet  werden  darf.  Ueber  die  Berechti- 
gung hiezu,  so  wie  über  die  wesentlich^  Homogeneität  der  Glei- 

. ..  h*  % ' ‘ 
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chung  (a)  hinsichtlich  des  Unendlichkleinen  erlaube  ich  mir  zu 
dem  Gaussischen  Beweise  folgende  Bemerkungen  hinzuzufügen. 

Das  Product  in.  BC  ist  zuächst  das  Product  aus  der  Masse 
in  einen  dem  unendlichkleinen  Zeittheilchen  t entsprechenden  Kaum 
oder  Weg;  man  kann  denselben  aber  an  die  Stelle  der  der  Zeit- 
einbeit entsprechenden  Beschleunigung , oder  wenn  diese  p zur 
Zeit  t ist,  4pr*  lür  p setzen,  sofern  dann  blos  J «•*  als  gemein- 
schaftlicher Factor  vor  das  Summenzeichen  in  (b)  tritt.  Denn  ob- 
schon die  in  obigem  Ausdruck  des  Princips  vorkommenden , zur 
Zeit  t erlangten  Geschwindigkeiten  c Raume  liefern  von  der  Form 
er,  welche  also  nicht  das  Quadrat  von  t enthalten  würden , so  sind 
doch  in  der  That  die  verlornen  Kräfte  oder  die  dafür  substituirba- 
ren  Räume  BC  von  jenen  Geschwindigkeiten  v unabhängig,  was 
durch  die  Nachweisung  der  verlornen  Kraft  in  BC  überhaupt  er- 
hellen wird.  Sei  zu  dem  Behuf  (Taf.  IV.  Fig.  '2.),  ausgehend  von  dem 
der  Zeit  t entsprechenden  Ort  A , AE  der  im  Zeittheilchen  r zu- 
folge der  erlangten  Geschwindigkeit,  AF  der  in  demselben  Zeitin- 
tervall zufolge  der  neuhinzutretenden  Kraft  durchlaufene  Raum, 
während  AC,  wie  oben,  den  wirklichen  Weg  bedeutet:  so  stellt, 
wenn  man  AEC  zum  Parallelogramm  ergänzt,  EC~  A G die  wirk- 
same, und  wenn  man  AGF  ergänzt.  FG  = AH  die  verlorne  Com- 
posante  der  beschleunigenden  Kralt  AF,  endlich  die  Diagonale 
AB  in  dem  Parallelogramm  aus  AE  und  AF  den  im  Zeittheilchen 
t frei  durchlaufenen  Raum  vor.  Diess  ist  aber  zugleich  die  Diago- 
nale in  dem  Parallelogramm  aus  AC  und  All,  und  daher  die  Ab- 
lenkung BC  von  der  freien  Bewegung  parallel  und  gleich  der  ver- 
lornen Kraft  A11 . woraus  bereits  erhellt,  dass  B( f wie  AF  eine 
Grösse  von  der  Form  Jpr*  ist.  Noch  unmittelbarer  aber  zeigt  sich 
die  Unabhängigkeit  der  Grösse  BC  oder  AH  von  der  zur  Zeit  t 
erlangten  Geschwindigkeit  so:  ist  AC  der  AC  gleich  und  entge 
gengesetzt,  so  ist  AH  Resultante  aus  AB  und  ÄC';  zerlegt  man 
aber  diese  beiden  in  ihre  Composanten  zurück,  welche  für  jene 
AE  und  AF,  für  diese  AE'  und  AG'  sind,  d.  h.  die  der  AE  und 
AG  gleichen  und  direct  entgegengesetzten  Grössen , so  heben  sich 
somit  AE  und  AE'  als  Composanten  von  AH  auf.  — Da  nun 
ÄC=äpr*,  so  ist  allerdings  2 m . HC.  (!)  .cos  b =lr*  2mp.  CDcosO 
nach  den  citirten  Principen  null;  aber  da  sich  BC  zugleich  alsein 
Unendlichkleines  der  zweiten  Ordnung  herausstellt,  so  müssen 
auch  BI)  und  CD  als  solche  sich  erweisen,  damit  (a)  homogen 
sei , weil  sonst  das  in  der  Gleichung  (bj  enthaltene  Glied  als  ein 
Unendlichkleines  höherer  Ordnung  aus  (a)  wegfiele,  unabhängig 
vom  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten.  Es  ist  aber  D ein 
mit  C gleichartiger  Punkt  und  es  lässt  sich  für  ihn  die  vorige 
Construction  wiederholen,  indem  man  überall  D an  die  Stelle  von 
C setzt  und , ausgehend  von  A , die  gegebene  Anfangsgeschwin- 
digkeit AE  eben  so  bei  AD,  wie  hei  A C,  concurriren,  aber  irgend  • 
eine  andere  beschleunigende  Kraft,  anstatt  AF,  hinzutreten  lässt; 
hiedurch  zeigt  sich  BD  als  eine  Grösse  von  der  Form  \p' r*,  wo 
p'  eine  willkührlich  andere,  nur  den  Bedingungen  des  Systems 
entsprechende  Beschleunigung  ist,  die  in  von  2#  aus  anstatt  nach 
C,  in  demselben  Zeittheilchen  t nach  1)  führen  würde,  und  alsdann 
ist  auch  CD,  als  Kesultaute  aus  CB  und  BD,  eine  Grösse  von 
derselben  Form,  nämlich,  wenn  l der  im  Dreieck  BCD  der  CD 
gegenüberliegende  Winkel  ist,  CZJ*=J  t*  (p1  +p'*  —Ipp'cosi). 


Digitized  by  Google 


24t 


II.  Kine  ;in<lerc  Beweisart  versucht 'En  rnslinw,  indem  er 
mit  dem  Dalembertischen  Princip  die  statischen  lind  dynamischen 
Eigeuscha Uten  des  Schwerpunkts  verbindet,  durch  eine  mechanische 
Construction , <ler  übrigens  ich  wenigstens  nicht  die  gehörige  Evi- 
denz, Vollziehbarkeit  in  der  Anschauung,  zusclireibeii  kann,  wel- 
che sich  aber  auch  umgehen  lässt.  Ausgehend  davon,  dass  in  der 
Richtung  HC  die  Resultante  der  verlornen,  oder  wie  er  sich  pas- 
send ausdrückt,  der  Zwangskräfte  (forces  of  restraint.  rcstraining 

Iiressures),  auf  in  wirkt,  mithin  HC  der  Raum  ist.  um  den  die 
tesultantc  das  Theilchen  in  in  der  unendlichkleinen  Zeit  r ablenkt: 
so  denke  man  sich  jetzt  sämmtlichc  materiellen  Punkte  des  Sv 
steius  ihrem  Verbamfe  entnomineu,  in  freiem  Zustande  an  irgend 
einem  Punkt  ft  des  Raums  vereinigt  und  hier  zumal  von,  den  resp. 
Zwangskrälten  gleichen,  Drucken  in  deren  Richtuugen  getrieben, 
so  wird  sich  jedes  Theilchen  in  von  ft  nach  einem  Punkte  y bewe- 
gen. so  dass  fty  gleich  und  parallel  HC.  ist.  Da  nun  die  Zwangs» 
Kräfte  von  der  Art  sind,  dass  sie  Gleichgewicht  au  dem  System 
hcrvnrhriugen , gemäss  dem  Dalembertischen  Princip,  so  können  , 
sie  keinen  Einfluss  auf  die  Bewegung  des  Schwerpunkts  haben, 
gemäss  dem , Princip  der  Erhaltung  des  Schwerpunkts,  es  bleibt 
mithin  noch  der  Schwerpunkt  der  Theilchen  in,  wenn  sie  in  den 
Punkten  y sich  befinden.  Nach  einer  bekannten  Eigenschaft  des 
Schwerpunkts  aber  ist  2mfty  , folglich  auch  2mliCT  ein  Minimum, 
d.  h.  der  Werth  dieser  Grösse  ist  kleiner . als  wenn  die  Zwangs- 
kräfte kein  Gleichgewicht  hervorbrächten , wie  sie  es  nach  dem 
Dalembertischen  Princip  sollen. 

So  scharfsinnig  und  wirklich  in  der  Natur  der  Sache  gegrün- 
det nun  die  Zuziehung  dieses  Satzes  vom  Schwerpunkt  ist,  dass 
die  Summe  der  Producte  aus  jeder  Masse  in  das  Quadrat  ihrer 
Entfernung  vom  Schwerpunkt  ein  Minimum  sei:  so  sehr  scheint 
mir  durch  die  Art,  wie  der  Satz  von  der  Erhaltung  des  Schwer- 
punkts in  Anwendung  gebracht  wird,  der  mechanischen  Anschauung 
Zwang  angethan  zu  werden.  Denn  so  sehr  ilie  Forderung  an  die 
mathematische  Ahstraetiou  zuzugestehen  ist,  sich  eine  beliebige 
Masse  in  einem  Punkt,  und  desgleichen  in  einer  Linie,  Fläche, 
vereinigt,  concentrirt  zu  denken,  so  unnatürlich,  ja  wie  eine  ron- 
tradictio  in  adjecto,  kommt  mir  die  Forderung  vor.  mehrere  ein- 
zelne materielle  Punkte  (oder  in  Punkten  concentrirt  gedachte  Mas- 
sen) in  freiem  Zustande,  unverbunden,  so  dass  jeder  für  sich  sich 
bewegen  kann,  als  in  einem  Punkt  vereinigt  sich  zu  denken,  viel- 
mehr bilden  mehrere  materielle  Punkte  dieser  Art  ein  System, 
und  es  müsste  daher  erst  bewiesen  werden . dass  ft  der  Schwer- 
punkt dieses  Systems  ist,  ehe  sich  begreifen  lässt,  dass  er  es 
bleibt.  Dass  nun  aber  ft  wirklich  der  Schwerpunkt  der  in  den 
Punkten  ;•  befindlichen  materiellen  Punkte  ist,  folgt  aus  einem  rein 
statischen  Satze,  den  La  grau  ge  in  der  analytischen  Mechanik,  im 
aten  Abschnitt  der  Statik  (T.  1.  pag.  107).  als  von  Lcihnit  z aufge- 
gestellt,  anführt  und  aus  seinen  Formeln  herleitet.  Der  Satz  be- 
steht darin,  dass,  wenn  mehrere  Kräfte  an  einem  Punkt  sich 
Gleichgewicht  halten,  und  von  diesem  Punkt  aus  Linien  gezogen 
werden,  die  nach  Grösse  und  Richtung  jene  Kräfte  vorstelleu,  der 
betreffende  Punkt  der  Schwerpunkt  eben  so  vieler  (als  Kräfte  vor- 
handen sind),  in  den  Endpunkten  jener  Linien  angebrachter,  glei- 
cher Massen  sei:  und  mau  kann  ihn  dahin  erweitern:  wenn  man 
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jede  der  statischen  Kräfte  P,  die  an  einem  Punkt  sich  Gleichge- 
wicht halten,  durch  ein  Product  mp  vorstellt,  wovon  der  eine  Factor 
in  als  eine  Masse,  der  andere  p als  eine  Beschleunigung,  oder 
als  ein  in  einer  gewissen  Zeit  durchlaufener  Weg  betrachtet  wer- 
den kann,  so  ist  jener  Punkt  der  Schwerpunkt  der  in  deu  Entfer- 
nungen p von  ihm  angebrachten  Massen  in,  jene  Entfernungen  in 
Richtung  der  gegebenen  Kräfte  genommen  ; und  dann  ist  nach  einem 
zweiten  statischen  Satze,  dem  von  Earnshaw  citirten,  2'mp*  ein 
Minimum.  Indem  ich  den  Beweis  des  so  gestellten  Satzes,  so  wie 
des  letzt  erwähnten,  in  die  Berichtigung  des  englischen  Beweises 
für  unser  Princip  einflechte,  besteht  dieser  nunmehr  aus  folgenden 
Momenten : 

1)  Dem  Princip  der  Erhaltung  des  Schwerpunkts  zufolge  kön- 
nen die  Zwangskriifte , die  an  dem  System  vermöge  des  Dalember- 
tischen  Princips  sich  Gleichgewicht  halten,  keinen  Eiolluss  auf  die 
Bewegung  des  Schwerpunkts  haben,  sondern  müssen  sich  an  dem- 
selben , mithin  überhaupt  an  einem  Punkt  ß des  Raums  Gleichge- 
wicht halten*).  Setzt  man  daher,  wie  in  Nro.  I.  BC—ßy  — \jix%. 
und  sind  a,  b,  c die  Winkel  der  Linie  ßy  mit  drei  rechtwinkligen 
Axen  der  x,  y,  z,  so  drücken  die  Gleichungen 

(o)  JSmpcofia  — 0,  ~tnp cos 6=0,  2'mp cos c~0 

das  Gleichgewicht  der  Zwangskräfte  m.BC  am  Punkte  ß aus. 

*2)  Sind  alsdann  1 , 17 , J die  Coordinaten  des  Punkts  ß und 
x,  y,  z die  irgend  eines  der  Punkte  y,  so  ist 

^a  = Jp«T«=:(Ä-|)’+(y-,  )*+(:-?)’ 

und 


cos a = v — 7*  cos 6— S — R cos c =G — 
i/rr*  ipr*  , ip  r* 

aus  den  vorhergehenden  Gleichungen  (a)  wird  daher: 

(ß)  2m(x-S)=0,  2m(y~v)=-.0.  2,n( x-f)  = 0, 

und  diese  geben 


1= 


2mx 


2 m 


2Smx 


2 m 


2m 


wonach  der  Punkt  ß , dessen  Coordinaten  f,  f sind,  der  Schwer- 
punkt der  materiellen  Punkte  m ist,  deren  Coordinaten  x,  y,  z,  d. 
n.  der  in  den  Punkten  y befindlichen  Massen  m **). 


*)  Oder  einfacher:  Da  die  Zwangskräfte  nach  dem  Dalembertischrn 

Princip  an  dem  gegebenen  System  Gleichgewicht  hervorbringen , so  müs- 
sen sie  insbesondere  die  fortschreitende  Bewegung  des  Schwerpunkts  auf- 
heben,  mithin  an  einem  Punkt  sich  Gleichgewicht  hatten. 

**)  Da  man  nun,  anstatt  mp  — P,  m'p'  — P'  u.  s.  w.  zu  setzen,  auch 
setzen  kann:  P=m</,  P'  — nu/1....,  d.  h.  alle  diese  Massen  als  gleich  an- 
nehmen , so  erhält  man , wenn  n die  Anzahl  derselben  (oder  der  Kräfte  P); 


Ijy,  ( xzLjz, 
n n 


in  welcher  Form  Lagrange  am  citirten  Ort  diese  Resultate  herleitet,  als 
Ausdruck  des  Leibnitzisehen  Satzes. 
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3)  Da  die  ersten  Theile  der  Gleichungen  (ß)  die  partiellen 
Ableitungen  nach  £,  t),  f von  der  Function  \-2rnp* sind,  mit  ent- 

gegengesetztem  Zeichen  genommen,  und  da  die  zweiten,  nämlich 
die  einen,  wo  zweimal  nach  der  nämlichen  Variable  differenzirt 
wird , sämmtlich  auf  die  wesentlich  positive  Grösse  2m,  die  andern, 
wo  nach  zwei  verschiedenen  Variabein  differenzirt  wird,  sämmtlich 
auf  Null  sich  reduciren:  so  sind  alle  Bedingungen  erfüllt,  welche 
jene  Function,  mithin  2nt.BC*,  zu  einem  Minimum  machen  in 
Beziehung  aul  S,  q , £,  d.  h.  kleiner,  als  wenn  J,  »/,  £ nicht  die 
dem  Schwerpunkt  entsprechenden  Werthe  hätten , mithin  kleiner, 
als  wenn  die  Zwangskräfte  m.  BC  nicht  an  einem  Punkt,  also  auch 
nicht  an  dem  System  sich  Gleichgewicht  hielten*). 

III.  V ergleichen  wir  nun  die  beiden  Beweise,  so  gehen  beide 
gemeinschaftlich  von  dem  Fundamentalpriucip  der  Dynamik,  dem 
Gleichgewicht  der  Zwangskräfte  aus,  unterscheiden  sich  aber  darin, 
dass  der  Gaussische  dieses  Gleichgewicht  mittelst  der  allge- 
meinsten Bedingung  des  Gleichwichts  in  Anwendung  bringt,  die 
in  dem  Verschwinden  der  virtuellen  Momente  bestellt,  der  von 
Farn  s ha  w dagegen  mittelst  einer  partiellen  Bedingung,  welche 
bloss  die  Aufhebung  der  fortschreitenden  Bewegung  zur  Folge  hat. 
So  innig  und  zierlich  nun  hier  die  Beziehung  unseres  Minimums 
zu  demjenigen,  welches  der  Schwerpunkt  darbietet,  erscheint,  so 
ist  dieser  Beweis  doch  keineswegs  allgemein  und  passt  zunächst 
bloss  auf  freie  Systeme,  wo  die  Zwangskräfte  die  Bedingung  erfül- 
len müssen,  an  eiuem  Punkt  sich  Gleichgewicht  zu  halten,  was 
nicht  mehr  der  Fall  ist,  wenn  das  System  einen  fixen  Punkt  oder 
eine  fixe  Axe  enthält:  so  dass,  sollte  sich  überhaupt  in  allen  Fäl- 
len 2m. BC*  auf  2mrl  (wo  r0  die  Entfernung  der  Masse  vom 
Schwerpunkt)  zurückfuhreu  lassen,  diess  in  den  genannten  Fäl- 
len besonders,  oder  allgemein,  geschehen  müsste,  dann  aber 
wohl  nur  mittelst  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkei- 
ten geschehen  könnte.  Hiernach  kann  man  behaupten,  dass 
der  englische  Beweis  bloss  die  Nachweisung  des  Princips  an 
einem , obwohl  viele  Fälle  unter  sich  begreifenden  Beispiele 
ist,  dergleichen  wir  in  §.  2.  an  einem  andern  Beispiele  all- 


*)  Man  kann  diesen  Satz  vom  Schwerpunkt,  dass,  wenn  r0  die  Distanz 
eines  der  materiellen  Punkte  m vom  Schwerpunkt,  2mr%  ein  Minitnnm 
sei,  auch  ohne  Differenzialrechnung  so  zeigen:  cs  seien  x0  = x — £, 
y0—y — r],  z„=z — £ die  Coordinaten  von  m in  Beziehung  auf  den 
Schwerpunkt,  also  rj  = x g y j z J , ebenso  r*  —x*  -f  y*  -f- s* , und 
P*=  { + ?*  + £*>  »° 

2m(r*  - r*)  = 2m  ((x0  +£  )*  - *?,  + (y„  + vV  ~ yl  + (*.  +£)*-*?) 

—2£2mx0  F2»/-"i>'0+2£-m:od  p*2m . 


folglich , wegen 

2mx0  = 2my0  — 2mz0  =0 , 2m(r*  — rl)—f*2m  ">  0 . 
was  auch  der  Coordinatenursprung  sein  mag. 

16  ‘ 
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gemeinerer  Art  zeigen  werden,  dass  aber  der  allgemeine  Beweis 
mit  Gauss  durch  die  allgemeine  Formel  der  Dynamik,  die  Ver- 
bindung de«  Dnlenibertischeu  Prinzips  mit  dein  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten, geführt  werden  muss.  Daun  nur  ist  das  Princip 
des  kleinsten  Zwangs  auch  hinsichtlich  seiner  Folgen  allgemein 
anfgestellt , so  dass  es  gleicherweise  der  Herleitung  sammt lieber 
Bewegungsgleichungen  eines  gegebenen  Systems  zu  Grunde  gelegt 
werden  kann,  wie  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  in 
seiner  Anwendung  auf  das  Gleichgewicht  der  verlornen  Kräfte; 
denn  aus  dem  Gaussischen  Beweise  erhellt  unmittelbar,  dass  man 
umgekehrt  vom  Princip  des  kleinsten  Zwangs  zu  jener  allgemeinen 
Formel  der  Dynamik  gelangt. 

Wie  man  vermöge  des  Dalemhertischcn  Satzes  aus  jeder  dy- 
namischen Formel  eine  statische  ahleiten  kann  und  umgekehrt , so 
ist  nach  Gnuss  das  Gleichgewicht  nur  ein  besonderer  Fall  des 
allgemeinen  Gesetzes,  indem  dann  bloss  die  Punkte  .4  seihst,  als  v 
der  Gleichgewichtslage  entsprechend,  an  die  Stelle  der  Punkte  V 
treten,  und  —in.  BAT  ein  Minimum  ist.  Diess  heisst  in  der  That 
soviel  als:  in  der  allgemeinen  Formel  der  l)\  uamik  alles,  was  sich 
auf  die  wirkliche  Bewegung  zur  Zeit  l bezieht,  Aull  setzen,  im 
Falle  die  am  «System  wirkenden  Kräfte  seihst  sich  Gleichgewicht 
halten;  übrigens  lässt  sich  auch  der  Beweis  ganz  auf  dieselbe 
W eise  führen,  denn  entspricht  D einer  virtuclleu  Lage  des  mate- 
riellen Punkts  m , so  «lass  AD  mit  Alt  in  Bezug  auf  die  Grösse 
gleichartig  ist,  so  liefert  das  Dreieck  BAD , wie  zuvor  BL'D,  die 
der  (n)  ähnliche  Relation 

(c)  — in.  (HD*  — B Al)-~  —in  AD  —'2 -nt  BA.AD.eomt, 

indem  w der  Winkel  zwischen  der  Wichtung  der  freien  Bewegung 
AB  oder  der  der  Kraft  und  zwischen  dem  virtuellen  Weg  AD, 
und  mit 

—/«  HA . ~AD . ros  if-  ~ 0 

rednrirt  sich 

Smith*  -2m  ff A* 

auf  ilie  wesentlich  positive  Grösse 

2m  AD*. 

Auch  hier  ist  alsdann,  was  bereits  durch  die  Forderung  angedeu- 
tet ist,  dass  AD  der  Grösse  nach  gleichartig  mit  AB  sein  soll, 
zu  bemerken,  dass,  da,  wenn  wiederum  />  die  an  iii  wirksame  be- 
schleunigende Kraft  ist  und  r das  unendlich  kleine  Zeitintervnll . 
AB—  i «r1  ist,  auch  der  virtuelle  Weg  AD  ein  l'neiidliehkleiues 
zweiter  Ordnung  in  Beziehung  auf  t sein  muss ; was  sieh  in  der 
That  auch  dadurch  rechtfertigt,  dass  die  Grössen  AD  als  die  im 
Zeitintervnll  r durchlaufenen  Wege  zu  denken  sind . w enn  andere 
beschleunigende  Kräfte  t/  an  die  «Stelle  der  in  den  Punkten  A sich 
Gleichgewicht  haltenden  Kräfte  n treten.  Mau  vergl.  übrigens 
$.  2.  III.  u.  $.  3.  I. 
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§•  2. 

Wir  prüfen  nun  das  Princiii  des  kleinsten  Zwangs  direct  an 
einigen  der  einfachsten  Beispiele,  sowohl  von  Bewegung,  als  von 
Gleichgewicht. 

I.  Uni  für  die  Bewegung  eines  Systems  den  möglichst  ein- 
rachen Fall  zu  nehmen , so  wird  dazu  namentlich  erfordert . dass 
sümmtliche  Punkte  A,  B,  C,  D,E  für  jeden  der  materiellen  Punkte 
in  die  nämliche  Gerade  fallen;  wir  nehmen  daher  zwei  ungleiche 
Massen  m,  in'  an  den  Endeu  eines  uin  eine  gewichtlose  Bolle 

fehenden,  gewichtlosen,  absolut  biegsamen  und  iinatisdehnharen 
adens  an  und  legen  die  Anordnung  der  Punkte  AB  ('DE  für  die 
Masse  in  und  der  entsprechenden  A' B' C IE E'  für  die  Masse  /«' 
nach  (Taf.  IV.  Fig.  3.)  zu  Grunde;  so  sind  nach  der  Natur  des 
Systems  alle  Abstände  der  übrigen  Punkte  von  E auf  der  einen, 
denen  von  E'  auf  der  andern  Seite  gleich  und  haben  entgegenge- 
setzten Sinn,  ausgenommen  EB  und  E'B',  die  beide  dem  Sinn  der 
Schwere  entsprechen.  Nun  ist  hiernach : 

BC=  EB  EC,  WC-ES\EC, 

BD^77f-EC~Ci),  WW=1M  + 7w+1JD, 

TU) * - TiC * TT)*  - i.CB.ijni-EC), 

WlT  - JT(T r=TD'+ 2.  CD.  (Elt\  EC), 


folglich  die  Grösse 

Sm.(BD*  B C*)-(m+m'). VJP +2(w+ »»')• CJ).EC-2(m--in') CD.EB 

f 

= (»*  + "•')  { CB1  +2  TT).  C EC - ~~  TB) j • 


Ist  aber,  wie  gewöhnlich,  tj  die  Beschleunigung  der  Schwere 
und  t ein  Zeitiutervail , das  in  uuserin  Fall,  mit  allen  vorhergehen- 
den Linien,  eine  beliebige  endliche  Grösse  haben  darf,  so  ist 


mithin 


TC_—jr—i  • EB  = 0. 
in  + in 


und  folglich 


2m . BB 1 -2m.B(?=(  m | m')  CD * = 2m . TT)*  > 0 , 


was  auch  die  willkührlichc  Linie  CD  sein  mag,  wofern  sie  nur 
in  Richtung  des  Fadens  genommen  wird , und  somit 
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mBCf  + m'B'C* 


ein  Minimum. 

Fahrt  man  die  Werthe  vod  Eh,  EC  in  den  Ausdruck  ein, 

welcher  ein  Minimum  sein  soll,  so  hat  man,  indem  man  — - — , 

m 4 m 

= (Li  macht  • 


9CS3l(l-/u)5f*a.  h'C  = , 


folglich 

2m . M?  =(»»  (1  - /.)•  +«*(  1 +#*)•)  » 


und  man  geht  hiervon  offenbar  zu  2m. hD*  über,  indem  man  für 
/ig  eine  andere  Beschleunigung  ( /j  -f-  a)  g snbstituirt,  die  ebenfalls 
dem  Faden  entlang  wirkt,  wo  a eine  willkührliche,  positive  oder 
negative,  Grösse  ist,  woraus  man 

2m  . BO * - 2nih(f  = ( m { »«' ) , 


d.  h.  2m.  CI)*  erhalt,  indem  eben  CD  — ^agt*.  Hieraus  erhellet 
aber  auch , dass  man,  Behufs  der  Nachweisung  des  Minimum’s 
durch  Differenzialrechnung,  in  Beziehung  auf  u zu  differeoziren 
hat,  und  da  die  zwei  ersten  Ableitungen  obiger  Grösse  nach  u 

(— m(l  — u)-f-wi'(l  4-u))-2_i_  und  + 

4 4 


sind,  wovon  die  erste  vermöge  des  Werths  von  « identisch  null, 
die  zweite  wesentlich  positiv  ist,  so  ist  auch  von  dieser  Seite  dos 
Minimum  bestätigt. 

Will  man  endlich  das  Princip  dazu  anwenden , die  Beschleuni- 
gung an  dem  System  erst  zu  finden,  so  seien  z, i'  die  Abstande 
der  Punkte  A,  Ar,  zur  Zeit  t,  vom  horizontalen  Durchmesser  der 
Rolle,  also,  weil  überhaupt  die  Bedingung  des  Systems  dz'  — — dz 
ist,  entsprechend  dem  Zeitintervall  t, 


EC = 


folglich 


BC=(g- 


d\  r1 
dt1'  2 


mithin  die  Grösse,  die  ein  Minimum  sein  soll: 
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Ihre  erste  Ableitung  nach  der  wirklichen  Beschleunigung  ge* 
nominell , wie  zuvor , giebt  zunächst : 

| - + *' (y  + T + • • • =0- ' 

woraus,  da  diese  Gleichung  unalthängig  von  der  Grösse  des  Zeit- 
intervalls r gelten  muss : 

folgt,  mithin 


fPz ui  — m'  _ 

<lt‘~  m + in1  V 


d*x 

Da  sofort  =0,  und  desgleichen  alle  folgenden  Zeitableitungen, 


so  reduciren  sich  obige  Ausdrücke  auf  ihre  ersten  Glieder  und  die 
zweite  Ableitung  (m-f-m')  — zeigt,  als  wesentlich  positiv,  ein  Mi- 
nimum an. 

11.  Das  Princip  findet  übrigens  auch  seine  Anwendung  auf 
einen  einzigen  materiellen  Punkt;  auch  hier  ist  m.fiC,  mithin, 
abgesehen  vom  Zeichen,  BC  selbst  ein  Minimum.  Diess  erhellt 
bei  der  freien  Bewegung  von  selbst,  wo  BC—  0,  bei  der  gezwun- 
genen aber  weist  es  sich  allgemein  auf  eine  sehr  einfache  Weise 
nach : bei  der  Bew  egung  eines  Punkts  auf  einer  schiefen  Ebene  unter 
dem  Einfluss  der  Schwere  z.  B.  ist,  nach  der  unmittelbaren  geome- 
trischen Construction  (Taf.  IV.  Fig.  4.)  BC  normal  zur  schiefen  Ebene, 
mithin  die  kürzeste  Linie  von  B nach  derselben,  und  zwar  für 
beliebige  endliche  Wege  oder  ein  endliches  Zeitintervall  r.  Diess 
gilt  aber  offenhur  von  jeder  Bewegung  dieser  Art,  was  auch  die 
Fläche  oder  Curve  sein  mag , an  welche  die  Bewegung  des  Punkt» 
gebunden  ist  und  was  für  Kräfte  dabei  im  Spiel  sein  mögen,  wofern 
im  Allgemeinen  das  Zeitintervall  unendlich  klein  genommen  wird; 
denn  die  verlorne  Kraft  ist  hier  immer  ein  Normaldruck  auf  jene 
Curve  oder  Fläche,  also  BC  normal,  mithin  die  kürzeste  Linie 
von  B aus  zu  derselben , auf  der  ja  auch  die  compatibeln  Punkte 
I)  liefen  müssen. 

Im  auch  hier  in  dem  einfachsten  Beispiel  dieser  Art,  wo 
nämlich  der  vorgeschriebene  Weg  geradlinig  ist,  die  Differenzial- 
gleichung des  Minimums  zur  AntTmdung  der  Beschleunigung  anzu- 
wenden,  so  seien  x,y  die  Coordinaten  des  Punkts  in  Beziehung 
auf  zwei  rechtwinklige  Axen , die  der  positiven  y im  Sinne  der 
Schwere  genommen , und  s der  auf  der  schiefen  Ebene  znr  Zeit  / 
durchlaufene  Weg,  also  wenn  « der  Winkel  der  schiefen  Ebene 
mit  der  Richtung  der  Schwiere  ist,  ar  = ssina,  y—stoaa, 


BC2=( 


d*x 

dt* 


- .)=  + ((«/- 


d~y.  r2 
dl*’  i 
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H(£)  r 


woraus  durch  Differenziation  nach  weil  die  Ableitung  unal» 

hängig  von  r verschwinden  muss, 

tPs  . „ , 

— sm -u  - cosa ) cos c*  U , 

d.  h. 


rfa* 

= q cos  <jt 

folgt  , und  die  üvv «»it«!  Ableitung  reducirt  sicli , weil  die  hohem  Ah- 
Iciiungcu  von  s,  mithin  auch  von  x.  y nach  t verschwinden,  aut 
die  positive  Grösse 

r< 

( sin  2<je  f cos  '•L/t  )i  ^ • 


III.  Was  mm  das  Gleichgewicht  betrifft,  für  welches  das- 
Princip  des  kleinsten  Zwangs  —ni . A li%  als  Minimum,  mithin 

2)n  ( /TT)2  - Ulf)  > 0 

festsetzt,  so  hat  man  im  ersten  unserer  Beispiele  (Taf. IN  . Fig.3.). 
indem  inan,  uin  die  Figur  nicht  andern  zu  müssen,  E,  E'  anstatt 
A , A‘  als  die  Gleichgewichtsplätze  betrachtet . 

TTT:  IFfy.  ed-eTJ1, 

WT)  ItE-W),  TTT)'  WE+ED, 

folglich 

^?«.CB7>a-B^a)==/«((SE-£2i)2-Ä£2)t»i'((5F  1 7J7>)2  - in?) 

— ( in  I in' ) . ED"  — 2 ( in  — m' ) . ED.  EB ; 

1 

aber  heim  Gleichgewicht  ist  /«  = /«',  folglich 

2>« . (777>s  -m?  ) = 2 m . Elf  > 0. 

Zu  eiuem  zweiten  Beispiel  diene  ein  Hebel  (Fig.  IV.  Taf.  wo  in 
den  Lugen  A,A'  zwei  Massen  in, in'  an  den  Armen  «,«'  sich  Gleich- 
gewicht halten,  wofür  die  Bedingung  ina~m'a'  ist.  iN’uu  ist  wie- 
derum A B—  A B',  ferner,  wenn  ft  der  Drehungswinkel  des  Hebels 
aus  der  Lage  AA'  in  die  Lage  1)1)'  ist, 

A D..z  2«  sin  J ft , A'  IV  = 2a'  sin  I ft , 
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mithin,  da  in  «Ion  Dreiecken  liAD,  B' A' JV  die  Winkel  an  A 
und  A'  resp.  iti  und  180"  — J»  sind, 

TU)2  - ÄTr  f 4 n2  si u 24t>  - 2 « ■~ÄT*  ■ sin 6 , 


B'J)'a-  AB 2 + 4 n'2  hiuHo  4 2a' . AB . siuö ; 

folglich 

2m ( WB2  — BA 2)  — 2m  . A l)2  — 2(  um  — »«'«') . AB . «in b , 

wo  das  zweite  Glied  zufolge  der  Gleichgewicht-shedingung  verschwin- 
det. das  erste  aber,  indem  man  die  Länge  des  ganzen  Hebels  mit 
/,  dus  gemeinschaftliche  Drehungsmoment  mit  fi  bezeichnet, 

2m . Al)2  — 4 ( «in2  + mV  - ) sin2*  6 — 4/t/sin'2  J 0 

\ 

wird , mithin 

2m  ( BD 2 - 1 Ul2) = 4/t/siu2 1 o > 0. 

In  beiden  Beispielen  ist  AB —A' B'  , also  die  Mini- 

mumsgrösse 

2niÄB%—(m  4 


wo  sich  zunächst  nicht  ahsehen  lässt  , wie  und  nach  was  sie  diffe- 
renzirt  werden  sollte,  um  auf  diesem  Wege,  hei  vorausgesetzter 
Gleichgewichtsbedingung,  das  Minimum  zu  constatiren,  oder,  hei 
vorausgesetztem  Minimum,  die  Gleichgewichtsbedingung  herzulei- 
ten: allein  da  diese  Differenziation  dein  Uebergang  von  BA  zu  BD 
entspricht,  wobei  sich  bloss  der  Punkt  A ändert,  während  B der 
seihe  bleibt , so  sind  erst  die  (’oordinaten  des  Punkts  A einzufüh- 
ren , um  die  Differenziation  ‘vollziehen  zu  können.  »Seien  daher  im 
ersten  Beispiele  die  vertikalen  Ordinaten  der  Gleichgewichts- 

plätze E,E,  und  i,:'  die  der  Punkte  B.  B',  so  ist 


folglich 


BE  = :s0,  B'E'  =z'  — 


2„, . BE2  --  m ( x—  i„)a  4-  »*'  ( *'  - • 


und  wenn  man  nach  z0  differenzirt,  so  sind  die  zwei  ersten  Ab- 
leitungen 


— 2/»(z— 


*.)-2 


dz'° 
dzu ' 


2m  4- 2m' 


— 2m'  (:' 


aber  vormöge  der  Bedingung  des  »Systems  ist  i„  |-i'0  — Oonst., 
folglich 
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l. 


d*z 


dz* 


.0, 


wie  alle  folgenden;  mithin  reduzirt  sich  die  erste,  indem  man  nun 
BE=  B'E'  — igr*  berücksichtigt]  auf  — (»»  — »»'  )«r2,  <5-  h-  auf 
Null,  wenn  m — m'  = 0 , alsdann  die  zweite  auf  die  positive 
Grösse  4 in. 

Bezieht  mau  im  zweiten  Beispiel  die  Punkte  A,A‘,  B,B'  auf 
zwei  rechtwinklige  Aren . der  x und  y , so  dass  der  Ursprung  im 
Umdrehungspunkt  des  Hebels  liegt,  und  die  Are  der  positiven  x 
mit  dem  Hebelarm  a in  der  Gleichgewichtslage  den  Winkel  «,  also 
mit  dem  andern  «'  den  Winkel  180“+«  maelit,  gemäss  der  Bedin- 
gung des  Systems:  so  ist,  wenn  xa,y„  und  x,y  die  Coordinaten 
von  m in  den  Lagen  A,B,  ebenso  x'0,y'0  und  x',y'  die  von  m' 
in  den  Lagen  A',  B'  sind,  indem  sowohl  AB  als  Ä'B'  die  Win- 
kel 90°  -fo  und  a mit  den  Aren  der  positiven  x und  y machen, 


und 


AB  . sin  u — — ( x — ar„  ),  A'B ' . sin a = — (x1  —x'v); 
AB  .cosct—y  —y0,  A'B'.cosu— y'— y' 0; 


SmAB*  =m((*  -*0  )»  + (,—,,)*)  -f  m'  ((*'  _ *'„)»+  ( y'-y\ )*> : 


folglich  hat  man,  wenn  man  in  Beziehung  auf  a differenzirt,  aber 
bloss  die  auf  die  Punkte  A,  A'  sich  beziehenden  Coordinaten  variiren 
lässt,  in 

- v2«i((.r— x0)  ^ +(y-yu)  My'-y' 


und 


■ *■  ((£)*+(&)’)  +’»'  (Ca-)* + 

-±n((x-xS^+(y-y0d^)~2m\(x'-xl(^+(y'^'„)f!^) 


die  Ireiden  ersten  Ableitungen.  Nun  ist 


x0  = a cos  « , 

1! 

tÖ* 

— asin», 

d*x  0 

dJ~  neos«; 

y0  = a sin  <*, 

II 

acosa. 

d*y„ 

“—flVoM  a . 

dx'n_ 

fi  ? sin  cx 

d*x'„  , 

w q ■ ■ IS  vvU  w J 

da 

!ÜÄ~~a  co*a’ 

y'a—— a'silia. 

•3 

II 

— a'cos«, 

d)K°=a'*  in«; 
da*  ’ 

wodurch  die  vorhergehenden  Ausdrücke  werden 
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— 2/n«((y— y0)cosa— (x— a:0)sina)-f-2m'«'((y'— *fl)cosa— (x‘— ar'0)sina), 
und 


2 (wia*  -f-  m'a' 2 ) +2 ma  ((y  — y0)  «ln  a + ( x — x„  ) cos  a ) 

— 2 m'a'  CCy'  — y 'a  ) «in  a -f-  ( x'  - x'0)cos  a) ; 


aber 

($—y0)coHa  — (x  — xu)s\na=AB, 

(y'  —y' o ) cosa  — (*'  ~ ) sin a— A'B' ; 

(y-y„)sina  + (*-*o)  cos  <*  = AB  sin  2a, 

(y ' — y'o  ) 8'n  a + (^'  — x'o  ) cos  a = A'B'  sin  2a ; 

mithin,  wenn  man  nunmehr,  nach  vollzogener  Differenziation,  auf 
AB—A'B'  — \gx*  Rücksicht  nimmt,  so  reducirt  sich  die  erste 
Ableitung  auf — (ma  — m'a')gt%,  mithin  auf  Null,  wenn  ma — m'a'  =0, 
die  zweite  auf 

2 ( ma * -f  m'a'*)  + (ma — m'a')  gt*  sin  2 «, 

mithin  unter  derselben  Bedingung  auf  die  positive  Grosse  2 /U, 
indem  wiederum  ma—m'a'—p,  a + a'  = / gesetzt  wird. 

Auch  in  diesem  Beispiel  des  Hebels  durften  die  Räume  AB, 
AD  oder  das  Zeitintervall  t in  beliebiger  endlicher  Grösse  voraus- 
gesetzt werden,  wie  in  den  vorhergehenden  Fällen  der  Rolle  und 
der  schiefen  Ebene;  übrigens  findet  zwischen  diesem  und  jenen 
der  Unterschied  statt,  dass,  während  dort  bei  der  Anwendung  des 
Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  die  auf  die  Richtung  der 
Kräfte  zu  projicirenden  Wege,  welche  die  Punkte  des  Systems 
bei  einer  V errückung  desselben  aus  der  Gleichgewichtslage  durch- 
laufen , endlich  sein  dürfen , dies«  heim  Hebel  nicht  gilt,  wohl  aber 
gehört  dieser  zu  den  Fällen,  wo  statt  ihrer  Projectionen  die  vir- 
tuellen Wege  selbst,  und  diese  dann  in  endlicher  Grösse,  genom- 
men werden  dürfen. 


$.  3. 

Da,  den  Bemerkungen  in  §.  1.  III.  zufolge,  um  das  Gaussische 
Princip  aus  dem  Dalembertischen  in  gehöriger  Allgemeinheit  her- 
zuleiten , das  von  letzterem  festgesetzte  Gleichgewicht  der  verlor- 
nen Kräfte  auf  die  allgemeinste  Art,  d.  h.  mittelst  des  Princips 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten  in  Anwendung  zu  bringen  ist,  so 
soll  nun  gezeigt  werden,  wie  der  allgemeine  analytische  Ausdruck 
des  Gaussischen  Satzes  durch  die  allgemeine  Formel  der  Dynamik 
sich  bestätigt,  welche  das  Verschwinden  der  Summe  der  Virtuel- 
len Momente  sämmtlicher  verlorner  Kräfte  aussagt.  Sie  bedarf 
übrigens  zuvor  einiger  Erörterungen,  die  wir  in  diesem  Paragraphen 
vornehmen. 

I.  Bekanntlich  wird  sie,  indem  man  alle  Punkte  des  Systems 
auf  ein  rechtw  inkliges  Uoordinatensystem  bezieht , und  alle  an  den- 
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selben  wirkenden  Kriifte  auf  ihre  Axeuprujectionen  zurückführt,  so 
dargestellt : 


-»  j(.V-^)».r+(l  -§)Js,  f (Z~)tej  -U. 


wofür  wir 


(l)-M(A-'^)  **]-<) 


wirkenden  beschleunigenden  Kriifte,  also  .Y — . Y-  , 

(lt‘  tlt 


schreiben , indem  wir  sofort  überhaupt  zur  Abkürzung  jeden  aus 
drei  (iiiedern  bestehenden  Ausdruck,  welche  der  lteilie  nach  den 
drei  Coordinaten , oder  auch  ihren  drei  Paaren,  entsprechen,  durch 
ein  einziges  dieser  Glieder  vorstellen,  das  wir  in  eckige  klammern 
einschliessen.  ln  dieser  Formel  sind  für  die  Zeit  / und  irgend 
einen  der  materiellen  Punkte,  dessen  Masse  m ist,  x,  »/,  z seine 

Coordinaten,  also  ^4—  , *4^. ~r—  seine  wirklichen  dem  Svstemver- 

</t*  rft*  r/P 

hnnde  entsprechenden  Beschleunigungen  nach  den  drei  Axeo,  A,  Z 
die  Axenprojectionen  der  au  ihm  unabhängig  vom  Svstemverhaude 

ll'x  fPy  y r/*  z 

dt‘ 

seine  verlornen  Kriifte . endlich  Sa  , Sy,  Sz  seine  sogenannten  vir- 
tuellen Geschwindigkeiten,  projicirt  auf  die  drei  Axen,  und  eben- 
damit  auf  die  Wichtungen  der  Kriifte.  die  sich  Gleichgewicht  halten 
sollen.  Ks  handelt  sich  nun  zunächst  tim  die  genauere  Feststellung 
der  Bedeutung  dieser  Grössen  int  Geiste  der  Functionsrechnung, 
da  sie  gewöhnlich  im  Sinne  der  Intinitesimalmethode  als  l’nend- 
lichkleine  betrachtet  werden.  Gehen  wir  zu  dem  Behuf  auf  die 
Aussage  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  zurück . so 
verlangt  dasselbe  dem  System  eine,  im  Allgemeinen  unendlich- 
kleine.  seiner  Natur  conipatihle,  Verrückung  aus  der  Gleichge- 
wichtslage zu  ortheilen,  die  Wege,  welche  dabei  die  einzelnen 
Punkte  des  Systems  durchlaufen  , auf  die  Wichtungen  der  Kräfte, 
welche  an  ihnen  sich  Gleichgewicht  halten  sollen,  oder  beide  auf 
eine  gemeinschaftliche  Wichtung  zu  projiciren , alsdann  soll  die 
Summe  der  Producte  aus  diesen  beiderlei  Prnjectionen  und  den 
Massen,  d.  h.  die  Summe  der  virtuellen  Momente,  verschwinden. 
Die  Axenprojectionen  der  unendlich  kleinen  Wege  oder  die  der 
Verrückung  entsprechenden  unendlich  kleinen  Variationen  der 
Coordinaten  werden  nun  gewöhnlich  mit  Sa-  u.  s.  w.  bezeichnet  und 
als  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  betrachtet:  wir  müssen  aber 
virtuelle  Wege  und  virtuelle  Geschwindigkeit  unterscheiden,  und, 
wenn  desshalh  Dx  einen,  zunächst  endlichen  oder  unendlichkleinen, 
Zuwachs  von  x (da  es  auch  Fälle  giebt,  wo  die  virtuellen  Wege 
endlich  seiu  dürfen)  bezeichnet,  als  nächsten  Ausdruck  der  obigen 
Aussage  des  Princips  aufstellen : 

(2)  2m  f(Ä  — Dx\ =0. 

wo  nun  Hx  eine  Grösse  ist  nach  Art  von  Ax , nur  dass  Ax  der 
wirklichen  Bewegung  des  sich  seihst  überlassenen  Systems  wäh- 
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reml  des  Zeitintervalls  .//  entspricht.  D.r  aller  einer  willkührlichen. 
nur  compatibeln  Verrückung.  einer  virtuellen  Bewegung.  Man  ver- 
wandelt aber 


, dx  , 

TtJl + 


d%.r  Jt 1 
tll'  2 h 


in  D.r.  wenn  man  an  die  .Stelle  der  durch  die  wirkliche  Bewegung 

• • • (JüC  • 

bestimmten  Zeitahleitungeu  u.  s.  willkiihrliche  Functio- 

dt  dt* 


neu  der  Zeit  setzt,  nur  mit  der  Einschränkung,  dass  sie  an  die 
Bedihgungsgleichungen  des  Systems  gebunden  sind,  so  dass  also, 
wenn  man  diese  w illkfi hrlichen  Grössen  nach  dem  liebrauche  der 
Variationsrechnung  mit  &J,  3*x  u.  s.  w.  bezeichnet. 


D.r=*8x . Jt  F S*x . 


gesetzt  werden  kann,  wo.//  bloss  als  ganz  willkiihrliche  Fortschrei- 
tungsgrösse  dient,  die  nach  Umständen  endlich  oder  unendlich 
klein  zu  nehmen  ist,  und  so  den  Grössenrang  von  Dx  bestimmt. 
Dies«  ist  dem  tieiste  der  Variationsrechnung  ganz  gemäss,  wonach 
man  von  einer  gegebenen  Function  x~ft  von  / zu  der  variirten 
(ibergebt,  indem  man.  wenn  t eine  neue,  absolut  independente 
Variable  ist,  und  »/  eine  willkiihrliche  Function,  x F Dx — t) 
setzt,  wobei  nur  <p(t,0)~ft  sein  mnss  und  woraus,  durch  Entwick- 
lung nach  i. 


hier  aber  kann  man  e mit  Jt  vertauschen , da  t nichts  anders  sein 
soll  als  eine  völlig  unabhängige,  jedes  Grades  von  Kleinheit  fähige. 
Grosse , ebenso  wie  das  Zeitincrement  Jt  es  Ist:  so  dass  man, 
wahrend  x-\-Jx— f(t  f Jt)  ist,  x\ - Dx=<p(t,Jt)  hat,  und  man 
kann  beifügen,  dass,  wie  diese  variirte  Function  immer  der  Bedin- 
gung x~-.<p(f. 0)  zu  unterwerfen  ist.  nach  Umständen  uuch  die 
• ff."*  V 

weiteren  Bedingungen  ~3.c,  — 8*x,  u.  s.w.  gemacht  werden 

können,  bis  zu  einem  beliebigen  Gliede,  bis  zu  welchem  Jx  und 
D.r  übereinstimmen  sollen. 

Entwickelt  man  aber  vermöge  des  aufgestellten  Wertlies  von 
D.r  die  Formel  (2)  nach  Jt,  so  erhalt  man.  nach  Weglassung  des 
gemeinschaftlichen  Factors  Jt, 

X*  f(A- Ar]  fi  Jbßm  f ( » * | F • . . . = 0. 


dl1 


und  nun  sind  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden , wo  die  Verrük- 
kung  des  Systems  unendlich  klein  sein  muss  und  wo  sie  endlich 
sein  darf.  Im  ersten  ist  Jt  unendlichklein  zu  nehmen  und  die  vor- 
hergehende Gleichung  reducirt  sich  auf  ihr  erstes  Glied,  d.  h.  auf 
die  Gleichung  (I);  im  zweiten,  wo  Jt  nur  den  Grad  von  Kleinheit 
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haben  muss,  dass  die  Heihe  convergent  sei,  zerfallt  sie,  weil  sie 
unabhängig  von  dieser  willkühriichen  Grösse  bestehen  muss,  in 
eine  unendliche  Menge  von  Gleichungen , wovon  (1)  die  erste  ist 
und  welche  die  allgemeine  Form  haben 

(3)  2tn[(X-^£)9*x]=Q, 


wo  n jede  ganze  positive  Zahl  von  der  Einheit  an  sein  kann ; und 
die  Uebereinstimmung  dieser  sämratlichen  Gleichungen  wird  eben 
das  analytische  Zeichen  davon  sein,  dass  bei  einem  System,  wo 
diess  statt  findet,  die  virtuellen  Wege  eine  endliche  Grösse  haben 
dürfen. 

il.  Die  besonderen  Gleichungen  der  Bewegung  des  Systems, 
in  welche  die  Formel  (1)  zerfällt,  lassen  sich  entweder  dadurch 
darstcllen,  dass  man  sämmtliche  Bediugungsgleichungen  des  Sy 
stems  mit  unbestimmten  Factoren  in  die  Formel  (1)  einführt  und 
sofort  sämmtliche  Coordinaten  als  eben  so  viele  independente  be- 
handelt; oder  dass  man  die  Coordinaten  auf  die  kleinste  Anzahl 
independenter  Yariabeln  zurückgeführt  voraussetzt,  mittelst  jener 
Bedinguugsgleichungeji , wo  es  nüthig  ist,  auch  nach  Umstanden 
unter  Zuziehung  der  Formeln  der  Coordinatentransformation.  Seien 
im  ersten  Fall  L= 0,  U — 0 u.  s.  w.  jene  Bedingungsgleichungen, 
d.  h.  Relationen  zwischen  den  Coordinaten  der  einzelnen  Punkte 


des  Systems,  an  welche  dieselben  während  der  ganzen  Bewegung 
gebunden  sind,  so  dass  ~^=0  u.  s.  w.  und  eben  so  SL  = 0 u.  s.w.. 


und  welche  im  Allgemeinen  entweder  bloss  mittelbar,  implicit,  oder 
auch  explicit  die  Zeit  enthalten  können,  so  dass,  mit  Ausschliessung 

des  letztem  Falls,  die  Gleichungen  (^~0,SL=0  soviel  sind  als 


oder  2 


[ 


dL  dort 

~dxlüA  ' 


und 


Alsdann  zerfällt , wenn  X,  V,  X° ....  die  sogenannten 'Elimina- 
tionsfactoren  sind,  die  Gleichung 


(4)  2m  [( X—  %£)  3x\  + XSL  + X‘SL‘  + ....=  0, 
dt 

die  nun  an  die  Stelle  von  (1)  tritt,  in  ebensoviel  mal,  als  Punkte 
m vorhanden  sind,  drei  Gleichungen  von  der  Form 
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(5)  L <r-£)  + , "+*■*"+... 

L(Z-'£L)  + i‘£+Z'Ml  + ... 


.=0. 

.=0, 

.==0; 


und  die  Bewegungsgleichungen  des  Systeme  sind  das  Resultat  der 
Elimination  sämmtlieher  Grössen  Ä zwischen  diesen  Systemen  von 
der  Form  (5). 

Es  seien  im  zweiten  Falle  o»,  y,  % u.  s.  w.  die  letzten  geo- 
metrischen independenten  Variabein,  oder  eben  so  viele  von  einan- 
der unabhängige  Functionen  der  Zeit,  worauf  sich  zuletzt,  nach 
Berücksichtigung  aller  Bedingungen  des  Systems,  die  Coordinaten 
seiner  Punkte  zurückführen  lassen.  Diese  Coordinaten  sind  alsdann 
wiederum  im  Allgemeinen  entweder  rein  geometrische  Functionen 
jener  independenten,  oder  durch  Relationen  damit  verknüpft,  worin 
iiberdiess  die  Zeit  explicit  vorkommt,  so  dass  man,  mit  Ausschliessung 
des  letztem  Falls,  hat  x —f ( oi, y,x ... .)  und  folglich 


fix tlxdw 

dt  du>  dt 


+ dy  dt + 


d*x  __  dx  d*w  d*x.dia.9 . 0 d*x  dw  du>  dxd*y  d*x.d<p.9 
dt * dw~di*+d^*(lU)  + dddy ~dt  dt+dy  dt* + dp*(dt}  +' 


d*x dx  d*«>  d,x/'dtu  \ 3 « d*x  doi  d*u> 

dt*"dZlW^d^\di)  + *2»*  "2575* 


. ~ d*x  ,dy  d* oi  dui  diy.  . ™ 

• '*  '7  ”.  V j,  I ja  jw 


dmdffr  dt  dt*  1 dt  dt 2 dfu9dy 


,<&\9  i t d*x  <l<»  dh  yi 
Kdt>  dt  T rf<»V  dtKdt' 


dx  d*y  d1  x S'dy\3  ~d*xdy  dty  . 

+ dV  + dp  ^dt  ' + dy*W~dr*~  + 


u.  s.  w. , ebenso 
ix  = ^ + 

Wo  Ü.xp 

u.  s.  w. , ferner 

. i Ix  dx  . d*x  J<o'  d*x  J _ , d.2x  dy3 , 

J*=d»  w+dv  Jv+-+d^-T  + 3^  ^ + 2^  -r+ 

,, f/.r  rt  . dx  n Duj5  , d*x  „ „ . dix  Dy*  , 

TT+  S3;  /)-rh+liV  TT+ 
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, - .it  Dt»  ■ iv.  Jt-\-  . .. . , ii»  s.  w. 

(II 

i • 

Wie  nun  in  den  Bejüngungsgleiehungen  L -0  bald  die  Coordinaten 
sämmtlicher  Punkte,  bald  die  einiger,  bald  selbst  bloss  die  eines 
einzigen  Vorkommen  können,  so  können  in  den  Relationen  -r  /ba, >/•..) 
bald  alle,  bald  einige,  bald  sämmtliche  independente  Vorkommen: 
wenn  ferner  eine  solche  independente  « mehreren  Punkten  des 
Systems  gemeinschaftlich  zukommen  soll,  so  heisst  das  zunächst, 
dass  für  alle  diese  Punkte  von  jedem  beliebigen  Zeitpunkt  t aus . 
ihre  Aenderung  Jm  oder  Dm  den  nämlichen  Werth  habe,  während 
der  dem  Zeitpunkt  t entsprechende  Werth  die  Form  a f w hat,  wo 
« eine  Constante  ist.  die  Für  die  verschiedenen  von  i»  abhängenden 
Punkte  des  Systems  verschiedene,  durch  den  Systemverband  ge- 
gebene, Werthe  hat;  man  kann  aber,  theils  um  die  Yeriable  cj 
Vor  der  Hand  ohne  Unterschied  auf  alle  Punkte  des  Systems  zu 
beziehen,  theils  um  insbesondere  auch  den  Fall  mitzuuegreifen , 
wo.  wenn  z.  1$.  w ein  Winkel  ist,  je  nach  der  Zählung  desselben, 
,1m  für  die  einen  Punkte  positiv,  für  die  andern  negativ  ausfallen 
würde,  noch  allgemeiner  festsetzen,  dass  für  irgend  einen  Punkt 
des  Systems  der  Werth  von  w zur  Zeit  t die  Form  u habe, 
wo  a eine  ähnliche  Constante  wie  «,  beide  namentlich  auch  des 
.Nullwerths  fähig:  so  dass  die  Relation  zwischen  einer  Coordiuate 
x und  den  independenten  allgemein  durch 

.r— /X<*  f au.  ß-t  fjf, ) 

vorzustelleu  ist.  anstatt  durch  x~ v',....).  Da  nun  die  Va- 
riationen Sa,  S‘m ....  einer  geometrischen  independeiiteu  m als  völlig 
willkührliche,  von  einander  durchaus  unabhängige  Functionen  der 
Zeit. zu  betrachten  sind,  so  zerfallt  die  Bleichung  (l)  durch  Ein- 
führung des  Werths  von  ix  in  eben  so  viele  (•leichttngeti 


Jti) 


als  independente  Variabein  «> , </■ vorhanden  sind:  Gleichungen. 

die  sänuntlich  von  der  zweiten  Ordnung  hinsichtlich  der  Zeitab- 


leitungen der  independenten  sind , 


vermöge  des  Werths  von 


(hx 

(It*' 


und  daher  zur  Bestimmung  der  Bewegung  des  Systems  hinreicben. 

III.  V on  den  beiden  Formen  (5.  u.  ö.),  die  man  den  Bewe- 
gungsgleichnngen  eines  Systems  geben  kann,  ist  für  tinsern  näch- 
sten Zweck  die  letztere  geeigneter.  Eben  so  wie  diese  aus  (1) 
hervorgegangen  sind,  zerfällt  nämlich  die  Formel  (3)  durch  Ein- 
führung der  independenten,  in  Gleichungen,  deren  allgemeine  Form 


( 7 ) 


thx 


dt1  tiv»u,d*'un .... 


10. 


"o  ebenfalls  ganze  positive  Zahlen  sind,  aber  aller  Werthe 

von  Null  an  fähig  und  an  die  Bedingung  «'  | w"f — n gebun- 
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<,en-  nun  aber  die  Gleichungen  (0)  die  Bewegung  bereits  voll- 
ständig bestimmen,  so  müssen  sämmtliche  in  der  Formel  (7),  ausser 
jenen,  enthaltenen  Gleichungen  mit  denselben  identisch  werden 
was  somit  erfordert,  dass  alle  höhere  Ableitungen  der  Coordinaten 
nach  % y-...  verschwinden  oder  die  ersten  reproduciren,  d.  h.  im 
Allgemeinen,  dass  die  Coordinaten  entweder  lineare  Functionen  der 
independenten, 

^ ~A  -j-  am  -f  by  -f-  c%  -f- 

oder  Exponentialfunctionen  von  der  Form 

* 

mit  der  beliebigen  Basis  k seien,  wo  K.  A,n,b.c Constanten 

hinsichtlich  der  Zeit  sind,  die  von  einem  Punkt  des  Systems  zum 
audern  variiren,  . ...  aber  Constanten,  die,  wie  k,  unabhängig 
vom  Systemverbande  sind.  Diess  wären  also  die  analytischen 
Bedingungen  dafür,  dass  die  virtuellen  Räume  endlich  sein  dürfen; 
man  erhalt  aber  diessfalls  noch  mehr  coexistirende  Gleichungen 
durch  successive  Differenziation  von  (7)  nach  t ; eine  erste  giebt 

d^+lx  du,  tlif>  , \ 

U dt2>(dou»'+Ulxff‘"-  dt*  (L,R,dvn"+l-  di+  '' 

, d /v  (Px  ^ d”x  0 ’ 

+ dt { HF’  • do^'d^'T— 


woraus,  da  der  erste  Bestandtheil  dieses  Ausdrucks 

für  sich  verschwindet,  indem  die  Ausdrücke  . . 

dt  dt 

Summenzeichen  treten, 


vermöge  (7) 
. . vor  das 


(8) 


2 in 


fl"X 

ftuin'd<l”" 


eine  zweite,  d.  h.  die  Differenziation  des  letztem  Ausdrucks  führt 
ebenso  zu 


2m 


d”x 

dun'd,i»". 


und  so  fortfahrend  gelangt  man  zu  der  allgemeinen  Formel 


(9)  2m 


dnx 

doin'  dwn" . 


worin  die  vorhergehenden  nebst  (7)  für  die  Werthe  i=0,=l,  — 2 
enthalten  sind . und  wo  i aller  ganzen  positiven  Werthe  von  Null 
an  fähig  ist  .Wenn  die  virtuellen  Wege  nicht  endlich  sein  dürfen, 
also  (7)  nicht  gilt,  so  gelten  zwar  die  vollständigen  Zeitableitungen 
der  Gleichungen  (6),  zerfallen  aber  nicht  in  Gleichungen  von  der 
Form  (8)  und  (9). 

Theil  VI.  17 
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Wir  ziehen  hieraus  noch  schliesslich  folgende  Resultate. 

1)  Addirt  man  die  Gleichungen  (6)  nach  rcsp.  Multiplication  mit 

ihu  dtfi  erhält  man,  da  wir  uns  auf  den  Fall  beschränkt 

\dt dt 

haben,  dass  x bloss  mittelst  der  independenten  »,  y...  von  t ab- 
hängt, in 


(io) 


die  der  Form  nach  mit  (6)  und  (1)  ganz  analoge  Gleichung,  deren 
Integral  bekanntlich  das  Princi|»  der  lebendigen  Kräfte  enthält 
Wan  erhält  sie  gleicherweise  durch  Vertauschung  der  Variationen 
oder  virtuellen  Geschwindigkeiten  A.r  in  (l)mit  den  Zeitableitungen 

oder  wirklichen  Geschwindigkeiten  wir  können  auch  sagen, 

dt 


durch  Vertauschung  des  virtnellen  Wegs  Dx  in  (2)  mit  dem  wirk- 
lichen Weg  dx,  welche  Vertauschungen  gestattet  sind . so  wie  die 
Delationen  zwischen  den  (’oordinaten  und  independenten  oder  die 
liedingungsgleichungen  des  Systems  die  Zeit  nicht  explicit  enthal- 
ten , wie  sich  Lagrange  in  der  analytischen  Mechanik  ausdriickt. 
In  den  Fällen  nun,  wo  Dx  endlich  sein  darf,  muss  dasselbe  auch 
von  dx  gelten , und  man  hat  alsdann  als  Folge  von 


(li)  M&-%Zjdx\=4> 


neben  (10)  eine  Reihe  Gleichungen  von  der  allgemeinen  Form 


(12) 


welche  sich  in  der  That,  wenn  man  den  Ausdruck  von  durch 

dtn 

die  independenten  einführt,  mittelst  (7)  rechtfertigt. 

2 ) Da  in  dem  Zeitintervall  dt  die  Grössen  X und  x die  In- 
creraente  dX,  dx  erhalten,  so  wird  aus  der  Formel  (1) 


(13)  Xn[(X+dX— £&±4?>-)3(x+dx)]=0, 

Swo  man  auch  D für  5 schreiben  kann,  analog  der  Formel  (3)). 

• h.  die  Gleichgewichtsformel  der  verlornen  Kräite  zur  Zeit  H dt, 
und  da 


jv dX  /it,d*Xdft, 

dX--IFdt+-nf-T+. 

dx--Sidt  + 1F^-+. 


folglich 
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• tI*Jx_.d*x  d’x  ..  d*x  dt*  , 

~ap-JdF=dFdt+^F- 2~+"  •’ 

dAr  ...  d*3x  dt*  . 

^=^x=-5r^+-3F-T+...., 

Yx.  aY  d*(x+dx)  __  v tl*x  . d/v  d*a\  ... 

+ dt* -A— 2F  + a(Jf—3F,^+--» 

1 

\ 

so  bildet  der  erste  Theil  von  (13)  eine  Entwickelung  nach  dt,  deren 
einzelne.  Glieder  wegen  der  wilikiihrüchen  Grosse  des  Zeitintervalls 
VeJäl^^eD  müssen,  wodurch  inan  eine  Folge  von  Gleichungen 


d*x.däx  t d 


dt* 


d 

'dt ^ 


d*x^ 

~dt* 


düx 

dt 


d* 


d*x. 


n.  8.  w. 


die,  wie  natürlich,  nichts  anders  sind  als  die  vollständigen  Ab- 
leitungsgleichungen von  (1)  nach  t.  Aber  in  dem  Fall,  wo  die 
Gleichung  (7)  und  folglich  (9)  gilt,  zerfallen  sie  wiederum  in 
Gleichungen  von  der  allgemeinen  Form 


tu)  *,  r£cx- 

# 


d*x.  d‘'3x~\  _ n 

dt*  ) ~surA~[i’ 


wo  i und  i‘  positive  ganze  Zahlen  sind,  aller  Werthe  von  Null 
an  fähig,  so  dass  für  i-f  i'=  0 die  Gleichung  (1)  darin  enthalten 
ist,  für  t-f-t'=l  die  beiden 


2m  [( X— 


tl‘x.  d3x 
dt*’  dt 


]=0, 


die  man  in  der  That  unmittelbar  mittelst  (9)  rechtfertigt,  indem 
man  den  Werth  von  3x  und  von  d.  h. 


dSx da : dim 

dt  dm  dt 


+ (■ 


d*X  dm 
tlu*  dl 


+ 


d*x  dtp  , 
dtudyj  dt  ~r 


einführt.  Endlich,  da  dann  auch  die  in  (4)  enthaltenen  Gleichungen 
bestehen , «o  folgt  daraus  ebenso , wie  (14)  aus  (1) , 


(15) 


^■£1=0 

W J w' 


die  sich  ebenso  wie  (14)  durch  (9)  rechtfertigt. 

17  * 
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Nun  lässt  sich  zeigen , dass  das  Princin  des  kleinsten  Zwangs 
zu  denselben  Gleichungen  führt,  nie  die  Gleichgeuichtsforrael  der 
ZwangskräOe,  und  zwar  in  der  Art,  dass  in  den  Fällen,  wo  das 
Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  bei  endlichen  Yerrük- 
kungen  des  Systems  gilt,  auch  unser  Princip  für  ein  endliches 
Zeitintervall  statt  findet,  nährend  im  Allgemeinen,  d.  h.  wenn  dort 
die  virtuellen  Wege  unendlich  klein  sein  müssen,  auch  hier  das 
Zeitintervall , für  welches  die  freien  Bewegungen  der  Punkte  des 
Systems  mit  den  wirklichen  verglichen  werden , unendlich  klein 
zu  nehmen  ist. 

I.  Es  seien  für  irgend  einen  der  materiellen  Punkte  m de» 
Systems  seine  rechtwinkligen  (’oordinaten  in  der  der  Zeit  t ent 
sprechenden  Lage  A (um  die  Benennungen  aus  § 1.  beizubehalten) 
x,  y,  z,  und  in  den  beiden  der  Zeit  t f dt  entsprechenden  Lagen , 
in  C x-f-dx,  y\dy,  z-j-dz,  in  B :r  + £,  y-\-n , r + £,  wo  also 
dx,  dy . Az  und  ebenso  £,  17,  £ Functionen  von  dt  sind.  Setzt 
man  daher  , 

BC—u,  und  Imu'1  — V, 


so  ist 


u*  = (£-Jx)*  + (v-Jy)*+{t-Jz)‘, 
und  die  Grösse  V,  die  ein  Minimum  sein  soll : 

(a)  I7=-5m[(£  — dx)*]. 

Um  nun  U nach  Jt  zu  entwickeln , so  ist  als  Function  vou  Jt 
S io  + \dJt)?t+\dJt*)0  2 + \ddl*)„ 0 + "‘' 

aber  für  Jt=0,  oder  für  die  Zeit  i hat  man 


indem,  wie  in  §.  3.,  X,  Y,  Z die  Axencomposanten  der  zur  Zeit 
t auf  den  materiellen  Punkt  tn  unabhängig  vom  Systemverbande 
wirkenden  beschleunigenden  Kräfte  sind ; es  ist  ferner  zu  Ende 
des  Zeitintervalls  Jt 


d*S_  Y , . y_  y , dX  . tPX  dt * 

dÄYr=X  + JX-X+lnJt+-ni-ir  + . 


aber  auch  vermöge  des  vorhergehenden  Ausdrucks  von  S 

d'i  ...  ( d*S  \ , / \ At,  ( d.*s  \ dt* 

ddt • ~ \ddt*  )„  + )0  Jt+  \dJV  j„2  + • ' ‘ ’ 
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folglich  durch  V ergleichung  dieser  beiden  identischen  Entwickelungen: 


/ d‘g  ' 

\ dX 

( t/i£  } 

\djt3„ 

Kr  dt  ’ 

\djrJ, 

Man  hat  mithin 

t dx 


und 


folglich 


jt  | Y . .dX  Jt3 
dl  H 2 + dt ^‘2.3+’  •’ 


Ar—dx  d* x.tf1  . tVx-Jf*  , 

Jv=dtJt+dF—  + -dF2l+- 


t / y d‘x.  Jt1  d v d*x.  Jt'  . 

£—Ax=  (JT-  tstJ  -o  + 


also 


Auch  ist  vermöge  der  Entwickelungen  in  §.  3.  III. 


dt($—4x)_v  ...  d1  ( x -f-  /ix) 

dJt1  A + dt 1 

V 

mithin  kann  die  dortige  Formel  (13),  indem  man  zugleich  die  vir- 
tuellen Räume  statt  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  setzt,  so  dar- 
gestellt werden : 

(16)  rf^£)  •*»(*  + **) ] =0- 

II.  Um  nun  direct,  nach  Analogie  des  Gaussischen  Beweises, 
zu  zeigen,  dass  U kleiner  ist,  als  wenn  wiHkührlich  von  A aus, 
statt  des  wirklichen  Orts  C zur  Zeit  f-f  At,  ein  compatibler  Punkt 
D,  d.  h.  ein  anderer  Punkt  der  Trajectorie  von  m,  genommen  wird, 
so  seien  x -f-  I)x , y f- Dy,  z 4 Dz  die  Coordinaten  von  m in  der 
Lage  D,  wo  D^,  Dy,  Dz  willkührliehe,  aber  dem  Zustande  des 
Systems  zur  Zeit  t compatible  Aenderungen  der  Coordinaten  sind, 
mn  von  A zu  D überzugehen,  also  Grössen  nach  Art  der  in  §.  3. 
auf  diese  Weise  bezeichnten  virtuellen  Wege, 


Dx—  ix  .At  + i*x . -|- . . . . , 

doch  mit  dem  Unterschied,  dass,  gemäss  den  Erörterungen  in  Be- 
treff des  Gaussischen  Beweises  in  §.  1.,  die  zur  Zeit  t erlangten 


Digitized  by  Google 


262 


Geschwindigkeiten  ebenso  in  Dx,  wie  in  dx  uod  { stecken. 

d.  h.  dass  und  desgleichen  = u.s.  w.  zu  nehmen  ist. 

Alsdann  ist  aber 


n S / M «f*a\  dt*  , , .3  d*X.  dt*  , 


und  gemäss  den  Ausdrücken  von  , S*x,  u.s. w.  mittelst  der  in 

dependenten,  indem  man  darin  8<o—~,  , u.  s.  w.  macht: 


v,  d* x dx  d*ois  . dx  d*y>.  , 

HF)+2;<?r~3F>+ 


u.  s.  w. 


Nun  sei 


BD—u',  2mu!*  = 17', 
so  ist  zu  beweisen,  dass 


V — U — 2m  ( «'*  — it* ) > 0. 

Aber 

= (f  - Ux)\+  ( , - Dy  y + (f  - Dt  )* 

= [(£  — dx  — (Dx  — /Ix))*] 

=tt*l+[(Dx  — dx)*]  — 2[(£  — dx)(Dx—  /ix)], 

folglich 

(c)  V — V — -m[(  Dx  — dx)*]  — dx)  ( Dx  — dx )] ; 

und  es  ist  17'  — t7>0,  mithin  V ein  Minimum,  wenn  das  zweite 
Glied  dieses  Ausdrucks  verschwindet,  oder  wenn 

(17)  2m[(t-Jx)(Dx  — dx)]=  0; 

denn  alsdann  kommt  V — U auf  den  wesentlich  positiven  Ausdruck 

2m[(Dx—  dx)*]  oder  2m.  CD* 


Digitized  by  Google 


263 


zurück.  Entwickelt  man  aber  den  ersten  Theil  der  zu  beweisenden 
Gleichung  (17)  mittelst  der  Ausdrücke  von  S—Ax,  1)x — • A.r. 
nach  At  und  setzt  man  alle  Variationen  und  Zeitableitungen  vor 
die  Summenzeicheu , so  findet  sich  jedes  Glied  mit  einer  Summe 
behaftet  von  der  Form  derjenigen,  welche  die  eine  Seite  der 
Gleichung  (9)  bilden.  Wenn  daher  das  System  von  der  Art  ist, 
dass  die  virtuellen  Wege  endliche  Grösse  haben  dürfen,  so  ver- 
schwinden, vermöge  der  dann  gütigen  Gleichung  (9),  alle  einzelnen 
Glieder  der  Gleichung  (17),  was  auch  /1t  sein  mag,  wofern  nnr  die 
den  ersten  Theil  derselben  bildende  Reihe  convergirt;  d.  h.  das 
Princip  des  kleinsten  Zwangs  gilt  lur  endlich  Zeitintervalle  / 1t , 
welche  überdiess  jede  beliebige  Grösse  haben  dürfen  in  dem  Falle, 
wo  die  Coordinaten  lineare  Functionen  der  independenten  sind, 

weil  dann  mit  den  Ableitungen  ^ nVfyn’’  von  an  ^l‘e(ler 

der  Reihe  ausser  dem  ersten  verschwinden,  mithin  /1t  keine  Con- 
vergenzbed'sngung  mehr  erfüllen  darf.  , Gestattet _ aber  das  System, 
was  im  Allgemeinen  der  Fall  ist,  bloss  unendlich  kleine  virtuelle 
Wege,  so  gilt  die  Gleichung  (9)  bloss  für  i— 0,  n — 1,  oder  redu- 
cirt  sich  auf  die  Gleichungen  (6),  vermöge  deren  alsdann  bloss  das 
erste  Glied  in  der  Entwickelung  der  Gleichung  (17)  nach  At  ver- 
schwindet, Al  muss  also  unendlich  klein  genommen  werden,  da- 
mit  diese  Entwickelung  auf  das  erste  Glied  zurückkomme,  oder 
(c)  auf 

/ * 

„ /v  d^ut.dx  , . I 

-*&*—&)***-? ) 

wobei  sich  zugleich  die  HomogeneitSt  dieses  Ausdrucks  zeigt. 

Die  obige  Entwickelung  von  Dx—  Ax  Hisst  sich  auch  dadurch 
machen,  dass  man  diese  Grösse  und  entsprechend  D-u—Aut—h, 
l)y  — Af>  = i,  u.  s.  w.  als  Incremente  von  Ax  und  Aut,  Ay...  be- 
trachtet, beim  Uebergang  vom  Punkt  C zum  Punkt  I);  man  hat 
alsdann 


Dx—Ax 


dJx , , dJx  ■ , d*x  A* 

dJut  dAy  djur  2 


+ 


d*Ax  , . , 
dAutdJy'11  ' 


d‘Jx  f* 

dAy'  2 + 


wo 


h — Hut — Aut—  (8‘vt  — 


d'ut.AP 

liF’  2 + 


I = Dy — ( 3*  y — ~ + • • • 

u.  s.  w. 

und , vermöge  der  in  §.  3 angegebenen  Ausdrücke  von  Ax  mittelst 
Am,  Ay  ... 
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ddx  dx  , d*x  . . d*x  . . dx  . ,d*x  dm  . d*x  dui 

dJm  dw  dm'1  dutdtp  dm  'dm*  dt  ' dm  dtp  dt 

d*dx  d*x  ,d*x  dm  d‘x  dtp  . . 

W W + lLdd^t  dt  + + ' 


d*  dx  d*x  , . d'x  dm  d'x  dtp  . ... 

dJwdJtp  dm  dtp  dm  ‘ dtp  dt  ' dmdtp*  dt  "'  ’ ’ 

Formeln,  die  auch  noch  später  gebraucht  werden.  — Man  kann 
endlich  den  Uebergang  vom  Punkt  C zu  D durch  Incremente 
D(x+dx)  der  Coordinaten  r fi.r  von  C andeuten,  so  dass  dann 
die  von  D die  Form  haben  x\ wo  zunächst,  wie  in 
der  Formet  (16), 

D(x  + dz}=Dx+dDx  = Dx+^ 
und 


Dx  — dl  ix  \ ~ - 3‘x  + . . . , 


mithin 

D(x+dx)=3x.'dt+(3*x+l/^~)^.  +0» 


-,di*x  . „ d*3x.  dt' . 
~rfT+,J“rfF)0+- 


allein  da  in  dx  bereits  die  Anfangsgeschwindigkeit  enthalten  ist, 

so  ist,  gemäss  der  obigen  Erörterung,  in  Dx  zu  setzen  ix— 0, 
wodurch  Dx  und  D{x\dx)  zurückkommen  auf:, 

ri  i»  dt*  . s,  dt 3 , 

Dx — 3x-^-  + 3 


und 


D(x+dx)=3*x.^+(3*z+2t^)^+. 


so  dass  diess  Grössen  vom  Range  des  Quadrats  von  dt  werden, 
und,  da  nun  auch  gleicherweise  im  -0,  3<p  =0,  u.  s.  w.  zu  nehmen  ist. 


S*x=~S*m+d-r:3‘v+...., 

(Io)  Uiff 

i’x-^i’m+^i'od+zJl-Z.  3*0,3*?+ . . . , 

UO>  BW  (lujfllp 


u.  s.  w. 


ist.  Wenn  man  hiernach  die  Gleichung,  die  nun  an  die  Stelle  von 
(17)  tritt, 
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(18)  2m  [(!  — Ax)  D (x+Jx)\  =0 

entwickelt,  so  ist  leicht  zu  sehen,  dass  sie,  wie  die  Entwickelung 
von  (15),  lauter  Glieder  liefert,  die  durch  die  Gleichung  (9),  wenn 
diese  statt  findet , verschwinden ; während  für  ein  unendlicnkleines 
dt  an  die  Stelle  von  (d)  tritt 


(d')  V-  U=  j *»[(?£  8\,  + M.  + . , . . )•] 


dtp 


eine  homogeue  Formel,  deren  zweiter  Theil  vermöge  der  Gleichun- 
gen (6),  mithin  vermöge  (1),  verschwindet*). 

III.  Um  nun  das  Minimum  auch  unmittelbar  durch  Differen- 
zialrechnung zu  behandeln,  so  könnten  wir,  ausgehend  von  der 
nach  dt  entwickelten  Form  (b)  der  Function  V,  (wie  in  §.  ‘2.,  wozu 
wir  daselbst  durch  die  Natur  der  Sache  geführt  wurden),  nach  den 
wirklichen  Beschleunigungen  differenziren  und  so  durch  Nullsetzung 
ihrer  ersten  Ableitungen  nach  jeder  der  independenten  Beschleuni- 
gungen, d.  h.  nach  den  zweiten  Zeitableitungen  der  independenten 
Variabein,  ebensoviele  Gleichungen  erhalten,  als  solche  indepen- 
dente vorhanden  sind.  Diese  sind,  wenn  man,  wie  im  Allgemei- 
nen erfordert  wird , die  Entwickelung  nach  dt  auf  ihr  erstes , mit 
dt*  behaftetes,  Glied  zurückführt  und 


d*<»  „ d*\p  „ 

———tu"  ' — Vt  u.  8.  w. 

dt*  ’ dt*  v ’ 


setzt, 


(19)  2m[(X-Z£) 


dljr'  d rfaa:]  — 0,  d d‘X 


dt*'  do."  dt*1 


dP'dv"  dt* 


I =0,  u.  s.  w.'. 


*)  Natürlich  haben  hier  die  dem  Lebergang  von  C xu  D entspre 
chenden  Variationen  nicht  dieselbe  Bedeutung,  wie  die  in  der  Formel  (d), 
welche  den  Lebergang  von  A zu  D andeuten;  unterscheidet  man  der 
Vergleichung  wegen  die  jetzigen  durch  Accentuirung  des  8,  so  ist 


und  entsprechend : 


überhaupt  muss,  wenn  man  die  Formeln  (17)  und  (18)  vergleicht. 

D’  (x-| -dx)  = Dx — Ax 

identisch  sein,  und  die  gliederweise  Vergleichung  der  Entwickelung  dieser 
beiden  Ausdrücke  nach  dt  giebt  die  vorhergehende  und  alle  übrigen  Re- 
lationen zwischen  den  Variationen  8 und  8'. 


d*u 


8>*mx=3*t,-^,  u.  S. 


8'*x—8x- 


d*x 
dt*  ’ 
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«1.  h.  die  Gleichungen  (6);  denn,  vermöge  des  Ausdrucks  vori 

fpx  ^ 

— mittelst  der  independenten,  ist: 


tl  tt*x  _dx  d d*x  _ dx 
do,"  dt * ~ d«.’  dtp”  dt‘  — dtp  8' 

Wir  verfolgen  aber  von  dieser  Seite  die  Sache  nicht  weiter; 
denn  da,  wenn  utm,  u.  s.  w.  ebenso  die  erste,  dritte,  u.  s.  w. 
Zeitableitung  von  w vorstellt,  überhaupt 

d dx  _ d d*x d d*x dx 

dJdt  ~ do,"  ,/<*  '^d^lF  du’ 


d d jc 

d.  h.  gleich  dem  ersten  Gliede  von  -* — ist,  so  weist  dies«  auf 

dji'i 

eine  allgemeinere,  bereits  im  Vorhergebenden  angedeutete  Art  hin, 
die  Differenziationen  anzustellen,  nämlich  nach  den  dein  Zeitincre- 
ment  dt  entsprechenden  Incrementen  d»>,  dtp...  der  independenten 
Variabein;  denn  diese  Differenziation  entspricht  allgemein  dem 
Gebergang  vom  Punkt  C zu  D , von  dem  in  Nro.  II.  die  Rede 
war,  wobei  wir  auf  die  Function  U in  ihrer  ersten,  unentwickelten 
Gestalt  (a)  zurückgeben  müssen. 

Da  bei  diesem  Gebergang  die  Punkte  B,  mithin  die  Grössen 
£ ungeaudert  bleiben,  so  sind  die  partiellen  Ableitungen  erster  und 
zweiter  Ordnung  von  der  Function  LJ  nach  du,  dtp.... 

E=-Sa[« S=-“'“KS-^0 

u.  s.  w.. 


U.  8.  W., 

und  die  Bedingungen  des  Minimum's  sind  von  dreierlei  Art , 
nämlich 


/ \ df.J  a d F f. 

(a)  dJZ=0’  7U7p=0' U B W- 

. . d1  V n d*TJ . n 
® dJ^>0’  7üf*>0’u-  8 W- 


■ (J-*L  ^UL  f d‘u  v 

ildat*  dJtp1  ^ V.  ddtudJtp)  * u’  S’ 
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Sie  sind  erfüllt,  wenn 

(20)  2m[{i—dx)^£\—  0,  J>n[(J  — =0,o.s.  w. 

(21) 

denn  alsdann  kommen  die  zweiten  Ableitungen  von  U auf  ihre 

,/» u 

ersten  Glieder  zurück,  die  bei  allen  von  der  Form  — - wesent- 

djur 

lieh  positiv  sind,  wie  es  die  Bedingungen  (ß)  erfordern,  und  das 
Stattiinden  der  Bedingungen  von  der  Form  (y)  erhellt  unmittelbar 
durch  Entwickelung  ihrer  Bestandteile,  indem 


d'U 

dJrn 


J il'U « v r(dJxdAx\*~\ 

* ‘ dJ<f  * J 

4 4 -m 


r (,ux  djnv  i ( ,ux  ^v'i 

djifiJ  \ddtfi  ddutj  J 


\dju>  t Ijyfi, 

f d*U  \* , T_f  fdJx 

\dJwdJv)  L \dJmdJ9)  J 

1 8 ym  r djx  djy  dJx  dJy~\ 

I ddui  dJif  dJtp  dJujA  ’ 

wonach  die  Sache  auf  den  Satz  a1-f-6,>2a6  hinauslauft.  Entwik- 
kelt  man  aber  die  ersten  Theile  der  nun  noch  zu  erweisenden’ 
Gleichungen  (20),  (21)  nach  dt  vermöge  obiger  (Nro.  II.)  Ent- 

f]  d Qß 

Wickelungen  der  Ableitungen-, — u.  s.  w.  und  der  Grössen  £—dx, 

so  befinden  sich  wiederum  in  allen  Gliedern,  (nach  gehöriger  Ab- 
sonderung der  von  den  Summationen  unabhängigen  Factoren)  Sum- 
men, deren  allgemeine  Form  in  der  Gleichung  (9)  enthalten  ist; 
die  Gleichungen  (20),  (21)  gelten  mithin  unabhängig  von  der  Grösse 
des  Zeitintervalls  dt,  wenn  alle  diese  Summen  vermöge  der  Glei- 
chung (9)  verschwinden.  Wenn  aber  diese  bloss  für  i=0,  »=1 
gilt,  so  ist  das  Zeitintervall  unendlich  klein  zu  nehmen,  wie  die 
virtuellen  Wege,  und  die,  desshalb  auf  ihre  ersten  Glieder  zurück- 
geführten, Gleichungen  (20)  sind  einerlei  mit  den  Gleichungen  (6); 
die  Gleichungen  (21)  dagegen,  deren  erste  Glieder  die  Summen 

— r,  y , d? 3C- 1 T (*/  y , (1* Z, 

*”•[(*-76.-)  xJ].  vi 

enthalten,  gelten  zwar  dann  nicht  mehr,  weil  hier  n= 2 in  der 
Formel  (9)  zu  nehmen  wäre,  sind  aber  diessfalls  zur  Erfüllung  der 
Bedingungen  (/?),  (y)  auch  nicht  mehr  nöthig,  weil  die  zweiten 
Theile  in  den  Ausdrücken  der  zweiten  Ableitungen  von  U wegen 
des  Unendlichkleinen  von  selbst  wegfallen ; denn  es  kommt  alsdann 

-»'S- 

S-**K©T-^* "■ 
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zurück,  mithin,  wegen  At=^., 
die  übrigen. 


und  ebenso 


§•  5. 


Hier  betrachten  wir  noch  das  Priucip  des  kleinsten  Zwangs 
im  Falle  des  Gleichgewichts. 

Das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  liefert,  wenn  die 
Kräfte,  deren  Axeoproiectionen  X,  V,  Z sind,  selbst  an  dem  Sy- 
stem sich  Gleichgewicht  halten  sollen,  die  Gleichung 

(o)  2m [ A7>jJ  =0, 

woraus  man,  wenn  Dx  endlicher  Werthe  fähig  ist,  die  Formeln 


(ß)  2m  [ X9ax]  - “0,  2 in  [ A* 


zieht , wovon  man  die  letztere  aus  der  vorhergehenden  erhält  durch 
Differenziation  nach  einer  Variabein  t,  wovon  alle  andern  als  Fun- 
ctionen betrachtet  werden,  oder  auch,  was  auf  dasselbe  hinausläuft, 
durch  Differenziation  nach  der  Characteristik  9 (nur  dass  dann 

SlX  für  —rp-  zu  setzen  ist),  und  die  im  Allgemeinen  auf 

ttl* 

(y)  2m  [ A'dr | ==0 ; 2m f A’ ] = 0 , 2m[X~^,  u.s.  w. 

zurückkommen,  wovon  letztere  in  der  Anzahl  der  geometrischen 
independenten  vorhanden  sind,  mithin  die  Gleichgewichtslage  voll- 
kommen bestimmen.  Es  ist  nun  zu  zeigen,  wiefern  diese  Glei- 
chungen auch  diessfalls  ein  Minimum  des  Zwangs  ausdrücken,  was 
auf  ganz  ähnliche  Weise,  wie  in  §.  4.  geschehen  kann. 

Seien  x,  y,  z die  Coordinaten  von  m in  der  Gleichgewichtslage 
A,  x +{,  y\  i + £ oder  x1,  yf,  z'  in  der  Lage  B,  wohin  M von 
A aus  gelangt,  wenn  es  sich,  wie  alle  andere  Punkte  des  Systems, 
aus  der  Gleichgewichtslage  frei  unter  dein  Einfluss  der  an  ihm 
wirkenden  Kräfte  A,  Y,  Z bewegt;  endlich  x\-Dx,  y\Dy,  z 4 Dz 
in  der  Lage  D,  in  die  es  von  A aus  gelangt  bei  einer  willkührli- 
chen , dem  Svstemverbande  compatibeln , Verrückung  sämmtlicher 
Punkte  des  Systems,  oder  vielmehr  in  die  es  von  A aus,  wenn  das 
Gleichgewicht  gestört  wird,  während  des  Zeitintervalls  Jt , in  wel- 
chem es  frei  nach  B käme,  bei  seiner  Verbindung  mit  den  übri- 
gen Punkten  des  Systems  wirklich  sich  bewegt,  (so  dass  man  auch 
Ax,  Ay,  Az  für  fix,  Dy,  Dz  setzen  könnte)  »Setzt  man  wieder 

AR  — n,  2,11«?  — V, 


so  dass  U die  Function  ist , die  ein  Minimum  sein  soll . wenn  die 
Gleichungen  (<*)  oder  (y)  gelten;  ebenso,  wenn  der  Punkt  D an 
die  Stelle  von  A tritt. 


BD-n',  2mu't-(J'f 
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HO  ist 


2H9 


«'»  = [(£—  Dx)'}  =«*  + [Dx')  - 2 [£/>.*•] ; 


mithin 

und 


(«)  U=2m[$'],  oder  U~Am[(x‘-x)'\, 
(*) 


V — U=-m  [Dx'}  — 2 A>n  [£  Ar]  > 0 , 

d.  h.  ^m[£/)ar]=0 

die  Bedingung  des  Minimums  von  U.  Oder  wenn  man  V n der 

zweiten  Form  nach  den  independenten  «,,  y differenzirt,  wobei 

bloss  die  Coordinaten  x des  Punkts  A sich  andern,  wahrend  die 
Coordinaten  x'  des  Punkts  ß ungeändert  bleiben  (wie  in  dem 
Beispiel  §.  2.  III.),  so  hat  man  in  , 

[ - 2 2m  [Ä=0,  -2  2m  [£  ^-]-=0,  u.  s.  w. 

idoj  L dm  dy  L rt^J 

(c)  =ajrw  1-  2^"  s-  ”• 


,dui 

\d*V  d'U 
du>*  d<?' 


dm' 

. , rf*f/  » 

X , - }— ) , U.  8.  W. 

doinif) 


dx 


das  System  der  Minimumsbedingungen.  Da  nun  — • — 0,  mithin 

dt 

auch  &r=0,  so  hat  man  zur  Entwickelung  dieser  Ausdrücke  die  Werthe 

t T Jl'.dX  dl*  , 

s-A.  2 + dt- 53+ 

Dx—3'x.^-  + S2x. 

v. 

wo  S'x,  3*x,  u.  s.  w.,  weil  auch  3oi  = 3f=...—0,  dieselben  Wer- 
the haben,  wie  in  der  letzten  Entwickelung  in  §.  4.  II  , nämlich 

3'x=^.3Io,  + ^3'y+.:.., 
dm  dtp 


3*x 

di  «< 


?-±3'o,'  + 2 


d‘x 

dvidy 


3'wS'f- J- . . . . 


u.  s.  w.  Vermöge  dieser  Ausdrücke  erhellt  aber,  dass,  mag  Ai 
endlich  oder  unendlich  klein  zu  nehmen  sein,  die  Minimumsbedin- 
gungen in  der. einen  (6),  wie  in  der  andern  Form  (c)  durch  die 
Gleichgewichtsbedingungen  (f)  oder  (y)  sich  rechtfertigen. 
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Schluss  bem  erkling. 

Mit  Vorstehendem  glaube  ich  das  Princip  des  kleinsten  Zwangs 
nach  allen  Seiten  erörtert  zu  haben;  ich  musste  mich  dabei  zugleich 
in  eine  Erörterung  über  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten einlassen,  die  darin  hauptsächlich  von  den  gebräuchlichen 
Darstellungen  abweicht,  dass  ich  bei  den  virtuellen  Bewegungen 
immer  zwischen  den  virtuellen  Räumen  und  Geschwindigkeiten 

Sman  kann  beifügen:  Beschleunigungen)  unterschieden  und  gezeigt 
iahe,  dass  von  diesem  Gesichtspunkt  aus  ein  wesentlicher  Unter- 
schied in  der  Entwickelung  der  Bewegungsgleichungen  eintritt  für 
die  beiden  Fälle,  einmal  denjenigen,  wo  die  virtuellen  Räume 
eudiich  sein  dürfen,  alsdann  den,  wo  sie  unendlich  klein  sein 
müssen.  Man  pflegt  die  virtuellen  Bewegungen,  die  man  einem 
System  ertheilt,  ins  Gebiet  der  Variationsrechnung  zu  ziehen;  ich 
glaube  behaupten  zu  dürfen  , dass  nur  bei  obiger  Darstellung  die 
strengen . dem  Geiste  der  Functionentheorie  angepassten  Begriffe 
der  Variationsrechnung  in  Anwendung  kommen,  wie  sie  namentlich 
Ohm  in  seinen  Schriften  auseinandersetzt.  Diese  Methode  be- 
steht übrigens  nicht  im  Verbannen  des  Unendlichkleineu , sondern 
in  der  strengen  und  folgerichtigen  analytischen  Behandlung  desselben. 


XXXVII. 

Untersuchungen  über  den  sogenann- 
ten berganlaufenden  Doppelkegel. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  P.  Steg  mann 

an  der  Univernität  zu  Marburg. 


Die  bekannte,  in  jedem  Cursus  über  Experimentalphysik  er- 
wähnte und  öfters  als  mechanisches  Paradoxon  aufgeführte  Erschei- 
nung, dass  ein  Doppelkegel  auf  zwei  divergirenden  Stützen  durch 
selbstständige  Rotation  in  die  Höhe  läuft,  bietet  sowohl  in  geome- 
trischer als  mechanischer  Hinsicht  mehrere  interessante  Fragen 
dar,  und  es  existiren  darüber  auch  bereits  zwei  Abhandlungen  in 
den  Schriften  der  Petersburger  Akademie,  die  eine  von  Kraft 
(Novi  C-omment.  Acad.  Petropol.  Tom.  VI.  p.  .'18!).),  die  andere  von 
Kononoff  (Nova  Acta  Acaa.  Petrop.  Tom.  VII.  p.  229.).  Allein 
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die  erste  erklärt  eben  nur,  mit  nicht  geringer  Weitläufigkeit,  warum 
die  gedachte  Bewegung  vor  sich  gehen  müsse,  und  dass  das  Auf- 
steigen nur  ein  scheinbares  sei,  und  ist  selbst  in  diesem  Wenigen 
nicht  frei  von  Irrthümern;  die  zweite  genannte  Arbeit  dagegen, 
welche  hauptsächlich  in  mechanischer  Hinsicht  die  nüthigen  For- 
meln zu  entwickeln  bestimmt  war,  ist  durch  eineu  fundamentalen 
Fehler,  wie  sich  später  (§.  16.)  zeigen  wird,  so  sehr  missrathen, 
dass  man  nicht  austehen  darf,  sie  als  ganz  unbrauchbar  zu  be- 
zeichnen. Unter  diesen  Umständen  möchten  die  nachstehenden 
Untersuchungen , welche  vorzugsweise  über  die  bei  dieser  Bewe- 
gung sich  darbietenden  geometrischen  Fragen  Aufschluss  geben 
sollen,  manches  neue  und  vielleicht  überraschende  Resultat  liefern. 


§.  1. 

Es  mögen  in  Fig.  1.  die  beiden  congruenten  Trapeze  AEGB 
und  AEHC  die  Unterlage  vorstellen,  von  welcher  der  Doppelkegel 
während  seiner  Bewegung  getragen  wird , und  zwar  sollen  die  Ge- 
raden AB  und  AC  die  beiden  scharfen  Kannten  sein,  mit  deren 
einzelnen  Punkten  die  Kcgelflächen  successiv  in  Berührung  treten. 
Die  drei  Kanten  AE,  BG,  CH  denken  wir  uns  vertikal,  die  bei- 
den unteren  EG  und  EJl  horizontal : und  was  die  Länge  dieser 
Kanten  anbelangt,  so  wollen  wir  EG  = EIJ  so  gross  denken,  dass 
GH  gleich  der  Axe  des  Doppelkegels  wird.  Nach  der  Voraus- 
setzung werden  die  Kanten  AB  und  AC  von  A an  in  die  Höhe 
laufend  unter  einem  gewissen  Winkel  gegen  die  Horizoutalebene 
geneigt  sein,  und  als  Maass  dieser  Neigung  soll  uns  im  Folgenden 
der  Winkel  dienen,  welchen  eine  dieser  Kanten  mit  einer  durch  A 
aufwärts  gezogenen  Vertikallinie  bildet,  nämlich  W.  JAB=ABG~r. 
Im  Uebrigen  ergiebt  sich  aus  diesen  Bestimmungen  von  selbst, 
dass  die  Verbindungslinie  der  Punkte  B und  C horizontal  liegen 
und  ebenfalls  der  Axe  des  Doppelkegels  gleich  sein  wird. 

Auf  diese  Unterlage  soll  nun  der  aus  zwei  congruenten,  ge- 
meinen und  von  gleichartiger  Materie  erfüllten  Kegeln  zusammen- 
gesetzte Doppelkegel  gelegt  werden,  entweder  so,  dass  er  mit 
einem  in  der  Peripherie  der  gemeinschaftlichen  Basis  gelegenen 
Punkte  sich  auf  den  Vereinignngspunkt  der  Kanten  AB  und  AC 
stützt,  oder  auch  so  wie  ihn  die  Fig.  1.  darstellt,  nämlich  dass 
jede  Hälfte  für  sich  in  einem  Punkte  T resp.  V auf  den  genannten 
Kanten  ruht.  Mag  man  aber  die  eine  oder  andere  Lage  als  die 
anfängliche  wählen,  in  jedem  Falle  haben  wir  als  fundamentale 
Voraussetzung  dieser  Untersuchung  anzunehmen,  dass  der  gemein- 
schaftliche Grundkreis  in  diejenige  vertikale  Ebene  falle,  welche 
durch  die  Halbirungslinie  des  W.  BAC  hindurchgeht  und  welche 
wir  in  Zukunft  der  Kürze  wegen  die  mittlere  Vertikalebene 
nennen  wollen.  Uud  aus  dieser  Annahme  in  Verbindung  mit  dem, 
was  über  die  Stellung  der  Unterlage  festgesetzt  worden  ist,  folgt 
sogleich,  dass  die  Axe  des  Doppelkegels  horizontal  liegt  und  dass 
überhaupt  auf  beiden  Seiten  der  mittleren  Vertikalebene  vollkom- 
mene Symmetrie  Statt  finden  muss. 
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5.  2. 

Man  verbinde  jetzt  die  beiden  Berührungspunkte  T und  V 
durch  eine  Gerade,  welche  in  W durch  die  Ebene  des  Grundkrei- 
ses  hindurchgeht,  und  ziehe  von  W eine  Gerade  H V nach  dem 
Mittelpunkte  des  Grundkreises , so  kommt  es  zunächst  darauf  an- 
ot*  diese  Gerade  etwa  vertikal  steht,  oder  rückwärts  geneigt  ist, 
so  dass  sie  gegen  die  durch  A aufwärts  gezogene  Vertikallinie  AJ 
convergirt,  oder  oh  sie  vorwärts  geneigt  ist,  nämlich  von  AJ  di- 
vergirt.  In  dem  letzteren  Falle  wird  die  sogenannte  berganlaufende 
Bewegung  des  Doppelkegels  vor  sich  gehen,  und  zwar  so,  dass 
die  im  vorhergehenden  §.  lür  die  ursprügliche  Stellung  angenom- 
mene Symmetrie  auf  beiden  Seiten  der  mittleren  Vertikalebene  sich 
fortwährend  erhält.  Denn  wegen  der  vorausgesetzten  Homogeneität 
der  beiden  Hälften  des  Doppelkegels  wird  sein  Schwerpunkt  in 
den  Mittelpunkt  seines  Grundkreises  fallen , und  sobald  man  daher 
in  Gedanken  die  Berührungspunkte  T und  U mit  M verbindet  und 
sich  die  ganze  Masse  des  Doppelkegels  in  M vereinigt  vorstellt, 
so  sind  die  Umstände  in  statischer  Hinsicht  dieselben,  als  wenn 
ein  gleichschenkliges  Dreieck  TMU  ohne  eigene  Schwere,  jedoch 
in  seiner  Spitze  M durch  ein  Gewicht  beschwert,  um  seine  (hori- 
zontal gestellte  Grundlinie  TU  als  Umdrehungsaxe  zu  rotiren  an- 
fängt, und  bei  einer  solchen  Rotation  muss  die  Linie  MW  offen- 
bar in  der  mittleren  Vertikalebene  bleiben. 

Die  eben  aufgestcllte  Bedingung  für  das  Anfwärtsrollen  des 
Doppelkegels  kann  aber  noch  auf  eine  andere  und  sich  unmittelbar 
aut  die  gegebenen  Grössenverhältnisse  beziehende  Art  ausgedrückt 
werden.  Da  nämlich  sowohl  Pt/als  auch  dieAxePt?  beide  senkrecht 
auf  der  mittleren  Vertikalebene  stehen,  so  lässt  sich  durch  diese 
' beiden  Geraden  eibe  Ebene  legen,  welche  die  Peripherie  des  Grund- 
kreises in  irgend  einem  Punkt  S durchschneiden  wird , so  dass 
M Ifä  ein  Halbmesser  des  Grundkreises  ist.  Die  gedachte  Ebene 
enthält  nun  zugleich  die  zwei  mit  der  Unterlage  in  Berührung  ste- 
henden Kegelseiten  PTS  und  QUS,  und  soll  deshalb  der  Be- 
rührt! n gs  - A xe  n s ch  n i tt  heissen.  Da  aber  die  Kante  AT  der 
Natur  der  Sache  nach  eine  im  Punkt  T an  die  Kegelfläche  gezo- 
gene Tangente  ist,  so  wird  die  Ebene  des  \ AST  die  der  Ke- 
gelseite PS  entsprechende  tatigirende  Ebene  sein  und  demgemäss 
auf  dem  Berührungs  - Axenschnitt  senkrecht  stehen.  Und  da  die 
mittlere  Vertikalebene A SM  gleichfalls  auf  dem  Berührungs- Axen- 
schnitt senkrecht  steht,  so  folgt,  dass  AS  im  Punkte  S senkrecht 
auf  der  Ebene  des  Berührungs- Axenschnitts  stehen,  dass  also 
auch  W.  ASM  ein  Rechter  sein  muss,  d.  h.  dass  zugleich 
die  Peripherie  des  Grundkreises  in  S tangirt.  Die  Bedingung, 
dass  MW  vorwärts  geneigt  sei,  bringt  demnach  als  nothwendige 
Folge  mit  sich,  dass  die  Gerade  AS  von  A an  in  Bezie- 
hung auf  den  Horizont  abwärts  laufe. 

Dieses  Verhültniss  ist  anschaulich  gemacht  hei  der  projekti- 
vischen  Zeichnung  in  Fig.  ‘J.,  in  welcher  die  Punkte  A,E.M,  W,  S 
die  nämlichen  sind  wie  In  Fig.  1.,  während  die  Geraden  Eg  und 
AN  die  Projektionen  der  Kanten  EG  und  AB  auf  die  mittlere 
V ertikalebene  und  AD  eine  in  derselben  Ebene  gezogene  Horizon- 
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t&llime  vorstellen.  Wenn  nämlich  hier  die  Richtung  des  Halbmes- 
sers SM  von  der  Vertikallinie  AJ  divergiren,  der  \V.  ASM  aber 
ein  Rechter  sein  soll,  so  muss  augenscheinlich  AS  von  A au  ab- 
wärts laufen,  nämlich  W.  NAS'S  NAl)  sein.  Und  umgekehrt, 
so  oft  dies  der  Fall  ist,  wird  die  sogenannte  bergaulaufendc  Bewe- 
gung des  Doppelkegels  vor  sich  gehen. 


§■3. 

Bevor  wir  jedoch  den  analytischen  Ausdruck  für  diese  Bedin- 
gung zu  entwickeln  suchen,  scheint  es  niithig  erst  die  Behauptung 
festzustellen , dass,  wo  sich  auch  immer  der  Doppelkegel  während 
seiner  fortrollenden  Bewegung  befinden  mag,  d.  h.  wie  gross  auch 
die  Entfernungen  AT=ATJ  sein  mögen,  stets  die  Richtung  der 
Linie  AS  dieselbe  bleibt,  nämlich  dass  alle  Punkte,  wie  S und  S', 
in  einer  einzigen  Geraden  gelegen  sind.  Kraft  (in  der  oben  an- 
geführten Abhandlung  §.  8.  S.  396.  Z.  6.)  nimmt  zwar  ohne  Wei- 
teres an,  der  Weg,  welchen  der  Schwerpunkt  M während  der 
Bewegung  des  Doppelkegels  beschreibt,  sei  eine  gerade  Linie, 
was  mit  unserer  gegenwärtigen  Behauptung  ziemlich  zusammenfällt, 
allein  die  Annahmen  dieses  Akademikers  bei  der  vorliegenden  Un- 
tersuchung waren  etwas  voreilig  und  , wie  wir  demnächst  sehen 
werden,  zum  Theil  irrig,  und  im  gegenwärtigen  Fall  könnte  man 
füglich  fragen,  warum  denn  nicht  etwa  der  geometrische  Ort  der 
Schwerpunkte  M,  M'  u.  s.  f.  irgend  eine  in  der  mittleren  Vertikal- 
ebene liegende  Curve  sein  könnte.  Dieser  mögliche  Zweifel  scheint 
vielmehr  erst  durch  folgende  Betrachtung  seine  Erledigung  zu  fin- 
den. Wenn  zwei  congruente  Kegelflächen  P und  P , deren  Axen 
PM  und  PM'  parallel  laufen,  von  einer  Geraden  TT  berührt 
werden,  und  zwar  so,  dass  die  Berührungspunkte  T,  T auf  der 
nämlichen  Seite  einer  durch  die  Axen  gelegten  Ebene  liegen*), 
so  müssen,  wie  man  leicht  einsehcn  wird,  die  Berührungs- 
Axenschnitte  so  wie  die  berührten  Kegelseiten  PT 
und  PP  ei  na  oder  parallel  sein.  Hieraus  folgt  nun,  dass 
während  der  rollenden  Bewegung  des  Doppelkegels  sämmtliche 
berührte  Kegelseiten  auf  jeder  Seite  der  mittleren  Vertikalebene 
in  einer  Ebene  ATS  beziehungsweise  AUS  gelegen  sind,  und 
dass  also  der  geometrische  Ort  der  Punkte  S,  S'  u.  s.  f.  nichts 
Anderes  ist,  als  die  Durchschnittslinie  dieser  beiden 


*)  Wenn  die  gemeinschaftliche  Tangente  TT'  zwischen  beiden  Kegeln 
hindurchgcht,  so  dass  die  Ilerührungspunkte  sich  auf  verschiedenen  Sei- 
ten einer  durch  die  Axen  hindurchgelegten  Ebene  befinden,  so  gilt  dieser 
Satz  nicht.  Iin  andern  Falle  aber  überzeugt  man  sich  von  seiner  Rich- 
tigkeit, sobald  man  durch  T eine  Gerade  Tl/Pr  parallel  zur  Axc  und 
ausserdem  die  auf  der  tangirenden  F.bene  ATS  senkrecht  stehende  und 
die  Axe  schneidende  (in  der  Fig.  1.  jedoch  nicht  gezeichnete)  IVormallinie 
Tx  zieht,  und  ganz  dieselben  Constructionen  am  Punkte  T'  vomimmt. 
Mit  Hülfe  der  Voraussetzungen  ergiebt  sich  dann  sogleich , dass  an  der 
von  den  Geraden  TA,  TlV,  Tx  gebildeten  dreiseitigen  Ecke  die  drei 
ebenen  Winkel  gleich  sind  denen  an  der  entsprechenden,  aus  T'A,  T'lV , 
T'x'  gebildeten  Ecke,  und  dass  also,  weil  ATIA’  und  AT'fV'  in  einer 
Ebene  liegen,  die  Ebenen  WTxV  und  WT'x'P'  parallel  sein  müssen. 

Theil  VI.  18 
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tarierenden  Ebenen.  — Und  da  sämmtliche  Halbmesser  SM, 
S'M  u.  s.  f.  anf  dieser  Geraden  AS  senkrecht  stehen,  so  muss 
der  Weg  des  Schweqrunkts  allerdings  eine  mit  AS  parallele  Ge- 
rade sein.  Diese  Gerade  MM'  muss  übrigens  verlängert  in  den 
Halbirungspunkt  N der  Linie  Zff’auslaufen,  denn  weil  wir  in  §.  1. 
BC  gleich  der  Axe  PQ  gemacht  haben,  so  ist  die  Susserste 
Grenze,  hei  welcher  der  Doppelkegel  von  den  Kanten  AB  und 
AC  unterstützt  zu  werden  aufhort,  dann  erreicht,  wenn  die  Schei- 
tel P und  Q sich  in  B resp.  C befinden,  und  hei  dieser  Lage 
müsste  der  Schwerpunkt  M in  S anlangen.  Freilich  werden  wir 
demnächst  Sehen,  dass  der  Doppelkege)  durch  seine  rollende  Be- 
wegung diese  Grenze  streng  genommen  niemals  erreichen  kann. 


§•  4- 

Es  sei  nun  die  Axe  des  Doppelkegels  PQ=2A,  der  Durch- 
messer des  Grundkreises  = 2a,  der  Winkel  PSQ—2&,  so  dass 

*-=fang#  ist. 

Ferner  sei  der  Winkel  zwischen  den  Kanten  AB  und  AC  gleich 
2 r,  und  der  Winkel,  welchen  eine  durch  A gezogene  Vertikallinie 
AJ  mit  einer  dieser  Kanten  bildet,  nämlich  JAB—JAC—r. 

Mittelst  der  vier  von  einander  unabhängigen,  gegebenen  Grössen 
h,  a,  r/,  1'  werden  sich  nun  alle  übrigen  constanten  Grössen  be- 
stimmen lassen. 

Um  zuvörderst  den  Neigungswinkel  zwischen  den  Ebenen 
AB  GE  und  ACHE  zu  bestimmen,  welchen  wir  durch  iE  bezeich- 
nen wollen  , und  welcher  zugleich  die  Horizontalprojection  des  W. 
BAC  angiebt,  hat  man  aus  dem  Dreieck  GEH 

2 A = 2 EG . sin  E ; 

aber  aus  dem  Dreieck  BAC  ergiebt  sich 


2/»  — 2AJS.sin»;; 


folglich  ist  sin  E— 


AB 

EG 


• sin  y,  d. 


h. 


(1)  sin£=2|^. 

smr 

Um  ferner  die  Richtung  der  Geraden  ASZ  zu  finden,  wobei 
wir  in  Betreff  des  Endpunkts  Z aunelimen  wollen,  dass  NZ  |[  MS 
ein  von  N auf  AS  gefälltes  Perpendikel  sei,  so  liefert  uns  das 
&ABy  den  Werth  AN—/t  cotg^ , also  erhalten  wir  aus  dem  A 
ANZ,  welches  sich  in  seiner  wahren  Gestalt  in  Fig.  2.  zeigt, 

(2)  sin  NAZ==  . 

/rcotgi?  tangtt 

• VYinte!  "n<*  können  zwar  jeden  beliebigen  Werth 
zwischen  den  Greuzeu  0 und  n erhalten,  so  dass  7 und  helie- 
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hige,  jedoch  spitze  Winkel  sind,  and  höchstens  kann  9=  J a sein, 
in  so  fern  man  die  Untersuchung  auf  einen  rollenden  Cylinder 
auszudehnen  beabsichtigt:  in  jedem  Falle  aber  erfordert  die  Natur 
unserer  Aufgabe,  dass  9 > y sei.  Denn  wenn  wir  unserer  vorigen 
Bezeichnung  gemäss  unter  2J5  die  Horizontalprojection  des  W.  2 7 
verstehen,  und  uns  auch  den  Doppelkegel  auf  eine  durch  A gelegte 
Horizontalebene  projicirt  denken,  so  leuchtet  sogleich  ein,  dass 
2tt>  '2E  sein  muss , denn  sonst  könnte  der  Doppelkegel  gar  nicht 
von  den  Kauten  A/i  und  AC  getragen  werden,  er  würde  vielmehr, 
wenn  man  ihn  so  auf  die  Unterlage  legen  wollte,  dass  er  mit  der 
. Peripherie  seines  (irundkreises  durch  A hindurchginge , sich  um 
diesen  Punkt  A herumdrehen , so  dass  sein  Schwerpunkt  in  der 
Ebene  des  mittleren  Yertikalschnitts  einen  Kreisbogen  um  den  . 
Mittelpunkt  A beschriebe,  und  würde  auf  diese  Art  zwischen  den 
Kanten  AB  und  AC  geradezu  hindurchfallen.  ‘Nun  ist  aber  , wie 
man  aus  (1)  ersieht,  die  Projection  ‘2E  grösser  als  der  projicirte 
Winkel  ’2y  und  nur  im  Falle,  wenn  rr  ist,  sind  beitfe  gleich, 
folglich  muss  jedenfalls  29  > 2y  sein.  Demnach  ist  in  allen  Fällen 

der  Quotient  <1  und  wegen  (2)  W.  NAZ< i?r.  Dass  übri- 
tang  9 

gens  dieser  Winkel  gar  nicht  von  r abhängt,  ist  sehr  begreiflich, 
weil  die  Figur  1.,  nämlich  die  Unterlage  sammt  dem  darauf  geleg- 
ten Doppelkegel,  bei  A festgehalten  und  iu  den  Punkten  B und  C 
erhoben  oder  herabgesenkt  werden  könnte,  ohne  dass  sich  der 
W.  NAZ  ändern  würde. 


5-  »• 

i 

Zunächst  kommt  es  jetzt  auf  den  Winkel  NAD  (Fig.  2.J  an, 
welchen  die  Gerade  AIS  mit  der  durch  A in  der  mittleren  V erti- 
katebene  gezogenen  Horizontallinie  AI)  macht. 

Durch  Vergleichung  der  Fig.  2.  mit  Fig.  1.  ersieht  man  aber, 
dass  ND  nichts  Anderes  ist,  als  die  vertikale  Erhebung  des  Punkts 
B über  den  Punkt  A,  folglich 

ND= AB  .cosT; 

ferner  ist 

AN=  AB . cos  y , 

folglich 

(3)  BiaNAD-^^- 

COS  J) 

Dieser  Winkel  ist  natürlich  unabhängig  von  &.  Am  Schluss  des 
§.  2.  hatten  wir  aber  gefunden , dass  die  vorwärts  rollende  Bewe- 
gung dann  Statt  linden  müsse,  und  auch  nur  dann  Statt  finden 
könne,  wenn  W.  N AZ>  NAI)  ist.  Es  kommt  daher,  den  For- 
meln (2)  und  (3)  zu  Folge,  darauf  an,  ob 


tangy  > cos  /' 
tang  9 < cos  1 1 ’ 

18* 
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d.  h. 

(4)  sinl7^tang'^)'C08/, 

ist.  Je  nachdem  nämlich  die  gegebenen  Winkel  9,  tj , /'  in  einem 
solchen  Verhältnis»  zu  einander  stehen,  dass  hier  entweder  das 
obere  Zeichen,  oder  das  mittlere  oder  das  untere  Realität  hat, 
wird  beziehungsweise  der  Doppelkegel  sich  vorwärts  von  A gegen 
JV  bewegen,  oder  im  Gleichgewicht  liegen  bleiben,  oder  rückwärts 
gegen  A hin  rollen. 

Da  sin»;  übrigens,  wie  bereits  im  vorigen  §.  bemerkt  worden, 

der  Natur  der  Sache  nach  kleiner  als  sintf,  also  1>  sein  muss, 

sinv 

so  kann  man  wegen  (4)  auch  sagen : Sobald  der  Doppelkegel  von 
selbst  vorwärts  rollt,  muss  , 


(5)  1> 


cos/1 
cos  9 ’ 


d.  h.  9 kleiner  als  r sein,  — welcher  Satz  jedoch  nun  nicht 
mehr  umgekehrt  werden  kaun.  Den  W . V setzen  wir  natürlich 
hei  dieser  Untersuchung  als  spitz,  höchstens  — ft , voraus,  weil, 
wenn  V ein  stumpfer  Winkel  wäre,  von  einer  berganlaufenden  Be- 
wegung gar  nicht  mehr  die  Rede  sein  könnte. 

Endlich  bemerke  man  noch,  dass  je  nachdem  in  (4)  das  obere, 
mittlere  oder  untere  Verbindungszeichen  gilt,  auch 


d.  h. 


BN>  h 
ÄBta™*1’ 


a = AB . cos /’ 


ist.  Und  weil  AB. cos r die  vertikale  Erhöhung  des  Punkts  B 
über  dem  Punkte  A angiebt . so  lässt  sich  die  vorige  Bedingung 
auch  so  aussprechen : Der  Doppelkegel  wird  vorwärts  oder  rück- 
wärts rollen  oder  Stillstehen , je  nachdem  die  vertikale  Erhebung 
des  Punkts  B über  den  Punkt  A,  nämlich  die  Linie  ND  in  Fig.  2., 
kleiner  oder  grösser  oder  gleich  ist  dem  Halbmesser  des 
Grundkreises.  Noch  bequemer  freilich  ersieht  mau  dies  Ergebniss 
aus  der  Beschaffenheit  der  rechtwinkligen  Dreiecke  A NX  und  AND, 
welche  die  Hypotenuse  gemeinschaftlich  haben,  und  in  denen  also 

WT.  N AZ ^ N Al)  sein  wird,  je  nachdem  ^ NI)  ist. 


§•  6. 

Wenn  &—}}r  wäre,  nämlich  wenn  anstatt  eines  Doppelkegels 
ein  Cvlinder  vom  Durchmesser  2 n auf  die  beiden  Kanten  der 
Unterlage  gelegt  würde,  so  hätte  man  sin  >?  cotg#  -0,  Und  es  könnte 
also  gar  nicht,  wie  der  Bedingung  (4)  zu  Folge  für  eine  aufstei- 
gende Bewegung  verlangt  wird,  sinycotgit> cos/1  sein,  sondern 
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es  ist,  wenn  dabei  F von  isr  verschieden  angenommen  wird, 
sim/cotgO-^cos/',  d.h.  ein  Cyiinder  wird  auf  aerUnterlage 
abwärts  gegen  A hin  rollen,  und  nur  für  r=\n  ist 
sin>?cotgtf=cos/'=;0,  nämlich  wenn  die  Kanten  der  Unterlage  ho- 
rizontal gestellt  sind,  so  bleibt  der  Cyiinder  im  Gleichgewicht 
auf  denselben  liegen. 

Wenn  man  dagegen  einen  wirklichen  Doppelkegel  vor  sich 
hat,  wobei  also  # w ist,  so  ersieht  man  aus  (4),  dass  bei  un- 

feändertem  y durch  Verkleinerung  von  r,  d.  h.  durch  steilere  Er- 
ebung  der  Kanten  AB  und  AC,  leicht  die  Möglichkeit  der  auf- 
wärts rollenden  Bewegung  aufgehoben  und  der  Zustand  des  Gleich- 
gewichts herbeigeführt  werden  könne,  weil  nämlich,  wie  bereits 

in  §.  4.  bemerkt  worden,  Mn?  jedenfalls  <1  ist.  Und  ferner, 

ttUIg  & 

sobald  dieser  Zustand  des  Gleichgewichts  eingetreten  ist,  so  wird 
bei  unverändertem  /'  und  (f  bloss  durch  Vergrösserung  des  W. 
%j  wieder  die  aufwärts  rollende  Bewegung  veranlasst  werden,  wel- 
che Folgerungen  man  bekanntlich  durch  das  Experiment  leicht 
bestätigt. 

Im  Uebrigen  könnte  man  für  jede  beliebige  Grösse  der  gege- 
benen W.  <t,  l\  ti  die  Winkel  NAZ  und  NÄD  nach  (2)  und  (3) 
berechnen,  und  wenn  dabei  NA Z > NA D ausfällt,  so  würde  dem 
§.  3.  zu  Folge  eine  mit  AZ  iiu  Abstande  MS—M'S'~a  parallel 
gezogene  Gerade  MN  den  abwärts-  geneigten  Weg  darstellen , in 
welchem  während  der  aufwärts  rollenden  Bewegung  des  Doppel- 
kegels sein  Schwerpunkt  allmählig  herabsinkt. 


§.  7. 

Auch  lässt  sich  jetzt  schon  das  statische  Moment  bestimmen, 
durch  welches  bei  einer  beliebigen  Position  des  Doppelkegels  seine 
vorwärts  rotirende  Bewegung  verursacht  wird.  Ziehen  wir  nämlich 
(Fig.  2.)  durch  W und  M die  Vertikallinien  Wr  und  Mo  und  durch 
M die  Horizontallinie  M*  und  setzen  W.  DAZ—NAZ—  NAD—<u 
und  die  Masse  des  Doppelkegels— 2/\  so  ist  auch  W.  MWr=tu, 
also  das  statische  Momen t =2/*. MW. »mu>. 

Hierbei  kann  man  die  veränderliche  Grösse  MW  leicht  durch 
die  Variable  A T (Fig.  1.)  ausdrücken.  Denn  die  ähnlichen  Dreiecke 
WMN  und  NZA  in  Pig.  2.  liefern  sogleich  die  Proportion 

MW  WN  AN-AW 
NZ~  AN~  AN  ’ 

und  anstatt  dieser  kann  mau,  wie  aus  Fig.  I.  erkannt  wird,  setzen 

MW  _ AB- AT , 
a ~ AB  ’ 

also  ist,  wenn  inan  für  a und  AB  die  Werthc  Acotgtt  und  — r— - 

SIU  <7 

benutzt, 

6)  MW={AB-AT)^L-- 

taug  if 
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Um  aber  den  W.  » durch  die  gegebenen  Gröwen  aussud rücken , 
könnte  mau  zuvorderst  aus  (2)  und  (3)  cos  Pi  AZ  und  cos  Pi  AD 
suchen  und  daun 

ain(NAZ-NAD)  und  cos  (NA  Z — NA  D) 

entwickeln  Es  ist  jedoch  für  die  Folge  bequemer,  statt  des  Win- 
kels 7]  seine  Projection  £ einzufiibren , dann  wird  nämlich  wegen 

(1),  (2),  (3) 

sin  tj  = sin  E sin  JT, 
cos! 7 — U 1 — sin£*  sinT57, 


(7)  sin  NAZ— 


sin  E sin  f cotgtt 
Ul  — sin  E‘  sin  r* 


, cos  PiAZ— 


U*in  &*  — sinJS’sin  /'* 


sin  & Ul— sin£’sin  V* 


(8)  sin  NA  D = 


cos  f 


. COS  IVA  fl; 


cos  £ sin  T 


und  deshalb 


(9)  sin  u>  = 


J si  n 2£  cos  & sin  t*  — cos  r V sin  J — sin  £"*  sin  /'•* 
sin&(l— sin£<  sinr*)  * 

«in  /’fsin  E cos  rcon-tt  f cos E Usin  9*  — sin  E‘  sin  /'*} 
cos  < > «in  & (1— sin  E‘  sin  /'•*) 

oder  auch . wenn  man  Zähler  und  Nenner  dieser  Ausdrucke  durch 

11 

sin  r2  sin#  dividirt,  und  die  Quotienten  . und  t '...  durch  Co- 
tangeuten  ausdrückt. 


sin/1* 


sin  V1 


(10)  sin  ui 


_sio  £cos£cotg»— cotgi'U c.ohE‘  l(  otg/^— sinFJ'cotco1^ 
cos  E1  + cotg  r* 


Cos  ui 


sin  £ cotg  r cotg  tt-f  cos£U  cos^-f-cotgr*— sin£*cotgvta 

cos  £*  -f  cotg  r1 


§.  8. 

Wir  haben  im  Vorhergehenden  diejenige  Stellung  des  Doppel- 
kegels, wenn  er  gerade  über  den  Vereinigungspunkt  der  beiden 
Kanten  AB  und  AC  gelegt  wird,  absichtlich  noch  nicht  als  die 
ursprüngliche  bezeichnet,  weil  diese  Stellung  in  der  That  eine  etwas 
genauere  Besprechung  verdient.  Bei  dem  ersten  Anblick  mag  es 
nämlich  scheinen,  als  wenn  in  dieser  anfänglichen  Stellung  der 
Schwerpunkt  des  Doppelkegels  sich  vertikal  über  dem  gedachten 
Vereinigungspunkte  der  Kanten  befinden  müsse  und  dass  man  nur, 
weil  alsdann  theoretisch  betrachtet  Gleichgewicht  Statt  finden 
würde,  durch  einen  kleinen  Druck  u.  dgl.  ein  wenig  nachzuhelfen 
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braucht«,  um  sogleich  die  fortrollende  Bewegung  zur  Erscheinung 
zu  bringen.  Diese  Ansicht  finden  wir  denn  auch  ausgesprochen 
in  der  angeführten  Abhandlung  von  Kraft*)  durch  die  Worte: 
Huic  puncto  concursus  immineat  verticaliter  ceutruru  gravitatis  rotae 
aut  centrum  basinm  circularium  conjiincturum  quod  sit  D,  — iu 
Verbindung  mit  der  schon  früher  angeführten  Stelle**):  Durante 
igitur  hoc  motu  centrum  gravitatis  descripsit  lineam  DO.  Bei  einer 
sorgfältigeren  Ueberlegung  aber  drangt  sich  die  Frage  auf,  oh  es 
nicht  unter  gewissen  Umständen  möglich  sei,  dass  anfangs  der 
Doppelkegel  sich  um  den  Punkt -dl  herumdrohe,  ohne  mit  der  Pe- 
ripherie seines  Grundkreises  diesen  Vereinigungspunkt  der  Kauten 
und  mit  dem,  aus  der  vertikalen  Stellung  in  eine  schräge  Lage 
übergehenden  Halbmesser  JA  die  Ebene  des  mittleren  Vertikal- 
schnitts zu  verlassen,  und  dass  erst  später,  sobald  diese  Umdre- 
hung wegen  des  Widerstands  der  Kanten  A/i  und  AC  unmöglich 
gemacht  würde,  die  fortrollende  Bewegung  einträte.  Der  Unterschied 
zwischen  dieser  fortrollenden  Bewegung  und  derjenigen,  welche 
ich  so  eben  Umdrehung  genannt  habe,  würde  offenbar  in  der  An- 
zahl der  Berührungspunkte  zwischen  der  Gesammtoberllfiehe  des 
Doppelkegels  und  seiner  Unterlage  begründet  sein.  Denn  während 
der  blossen  Umdrehung,  wenn  eine  solche  Statt  findet,  wird  sich 
der  Halbmesser  AK  (Fig.  2.)  von  der  Vertikallinie  AJ  abwärts 
drehen,  ohne  dass  der  Doppelkegel  von  der  Unterlage 
in  irgend  e i u e m a n d c r n P u n k t a u s s c r A b e r ü h r t würde; 
sobald  dagegen  der  Winkel  JAK  sein  Maximum  erreicht  hat,  weil 
einer  weiteren  Umdrehung  sich  der  Widerstand  der  Kauten  AB 
uud  AC  entgegenstellt,  so  wird  in  diesem  Augenblick  der  Doppel- 
kegel mit  der  Peripherie  seines  Grundkreises  den  Vereinigungs- 

Eunkt  beider  Kanten  verlassen  und  wird  sofort,  indem  sich  der 
ierührungspuflkt  A gewissermassen  in  zwei  aus  einander  tretende 
Punkte  zerspaltet,  in  diesen  zwei  Berührungspunkten  auf  deu 
Kanten  AB  und  .dl  6'  gestützt  sein. 


§•  »• 

Um  diese  etwas  delikate  Frage  zu  entscheiden,  sei  der  Schwer 

Sankt  des  Doppelkegels  der  Ursprung  rechtwinkliger  (Koordinaten, 
ie  Ordinalen  Z mögen  in  der  Richtung  der  horizontalliegenden 
Axe  des  Kegels,  die  Axen  der  X und  Y aber  beide  in  der  Ebene 
des  mittleren  Vertikalschnitts,  die  erstere  horizontal  und  positiv 
nach  der  Seite  hin,  nach  welcher  die  Kanten  der  Unterlage  in  die 
Höhe  lanlen , die  andere  vertikal  aufwärts  angenommen  werden. 

Alsdann  entspricht  der  Oberfläche  des  auf  der  positiven  Seite 
der  Z liegenden  und  jetzt  allein  zu  betrachtenden  einfachen  Kegels 
P die  Gleichung 


„ , t (A  — r)’  . 


*)  !.  c.  §.  7.  Der  Punkt  D hat  daneltiat  die  nämliche  Bedeutung 
wie  in  uiwercr  Fig.  1.  der  Punkt  J. 

**)  I.  e.  §.  8.  I>ass  die  Kanten  AH  und  AC  danelbit  horizontal  vor- 
anngesetzt  werden , macht  keinen  linterachied  in  der  Sache. 
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Verlegen  wir  dagegen  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  ohne 
jedoch  an  ihrer  Dichtung  etwas  zu  ändern,  nach  A,  und  bezeichnen 
die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  nach  den  Kichtungen  der  neuen 
X und  Y durch  I und  v,  so  ist 

(11)  A*(a:— g)*-j-A*(y  — v)*  = a*  (A— z)*. 

Die  durch  den  Vereinigungspunkt  A gehende,  auf  der  Seite 
der  positiven  Z gelegene  Kante  AB  aber  lässt  sich  als  Durch- 
schnitt zweier  Ebenen  betrachte!!,  von  denen  die  eine  durch  die 
Axe  der  Y geht,  also  vertikal  steht  und  mit  der  Ebene  der  XY 
den  Winkel  K bildet , während  die  andere  durch  gegenwärtige  Axe 
der  Z geht  und  gegen  die  Coordinatenebene  XZ  unter  dem  Winkel 
NAD  geneigt  ist,  dessen  Sinus  und  Cosinus  in  §.  7.  gleich 
cosV  ' cos  E sin  /'  , , 

■— v;=-.  beziehungsweise  - TZgefunden  wor- 

y 1 — sin£*sin/*  ° \ 1—  sinE’sinr* 

den  ist.  Diese  Kante  wird  also  durch  das  System  folgender  beiden 
Gleichungen  repräsentirt : 

x sin  E — i cos  £=0,  x cos  r— y cos  £sin  r—  0, 

welche  den  beiden  eben  bezeichneten  Ebenen  entsprechen.  Sub- 
stituirt  man  die  Werthe,  welche  sich  hieraus  für  x und  y ergeben, 
nämlich 


(12)  ar  = zcotg  E, 

in  die  Gleichung  (11),  so  erhält  man  eine  Gleichung,  welche  nur 
z enthält  und  in  Beziehung  auf  diese  Variable  vom  zweiten  Grade 
ist,  und  durch  deren  Auflösung  die  Werthe  dieser  Coordinate  für 
diejenigen  beiden  Punkte  sich  ergeben  müssen,  in  denen  die  Kan- 
tenlinie  AB  im  Allgemeinen,  so  lange  die  Richtung  des  von  A 
nach  dem  Schwerpunkt  des  Doppelkegels  gezogenen  Halbmessers 
noch  nicht  näher  bestimmt  worden  ist,  durch  die  Kegelfläche  P 
hindurchdringt.  Bezeichnen  wir  aber  zu  gleicher  Zeit  denjenigen 
spitzen  Winkel,  auf  dessen  mögliche  Existenz  es  ankommt,  wel- 
chen nämlich  der  eben  erwähnte  Halbmesser  mit  dem  in  A vertikal 
stehenden  Radius  AJ  bildet  (etwa  den  Winkel  JAK  in  Fig.  2.) 
mit  if),  so  dass  1=  «sin  tä  und  v — a cosif)  ist;  so  erhält  die  ge- 
dachte Gleichung  die  Form 
* 

A®  (z cotg  E — a sin  )*  A*  ( — a cos  y> )’  = a*  ( A — z)* , 

sin  hj 


d.  h. 

( A®  cos  JE*  1 A*  cotg  r*  — o’  sin  E*  ) z’ 

— 2 Jia  ( A sin  JE  cos  JE  sin  *{>  + A cotg  /'sin  E cos  — a sin  E*)  z = 0. 

Die  eine  Wurzel  hiervon  ist  z— 0,  und  dazu  gehört  wegen  (12) 
auch  x—0.  y — 0,  durch  welche  Coordinatenwerthe  nur  , wie  es 
die  Natur  der  Sache  verlangt,  angegeben  wird,  dass  die  Kanten- 
linie mit  der  Kegelfläche  den  Punkt  A gemeinschaftlich  habe. 
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Nach  Absonderung  dieser  ersten  Wurzel  wird  aber  die  andere , 
wenn  man  zugleich  alle  (Glieder  der  Gleichung  durch  A*  dividirt 

und  für  ™-  den  Werth  cotg  9 einführt  ,- 

✓I  2a  sin  E ( cos  E sin  i)>  -f-  cotg  /'cos  i))  — cotg  9 sin  E ) 

cos  £®  -f  cotg  J*  — cotg#*  sin  E‘ 

Nun  muss  aber,  wie  bereits  in  §.  4.  bemerkt  worden,  allemal 
tang#>tang£  sein,  also 

(14)  cos  £>  cotg  9 sin  E, 

und  deshalb  ist  der  Nenner  des  für  z gefundenen  Ausdrucks  (13),  - 
wie  gross  auch  sonst  die  spitzen  Winkel  E,  9 angenommen 
werden  mögen,  eine  positive  Grösse,  woraus  folgt,  dass  das  Vor- 
zeichen von  i sich  lediglich  nach  dem  in  Klammern  eingeschlossenen 
Factor  des  Zählers  richtet.  Setzen  wir  daher 

(15)  cos  E sin  t}>  -f-  cotg  r cos  — cotg  9 sin  £-f£ , 

wo  3 eine  noch  unbestimmte  Grösse  bezeichnen  soll , so  wird  z 
zugleich  mit  dieser  Grösse  3 positiv  oder  negativ  oder  Null.  Aus 
dieser  letzten  Gleichung  erhalten  wir  aber , wenn  wir  anstatt 
cotg  9 sin  E 3 der  Kürze  wegen  fi  schreiben  und  quadriren, 

cotg  r®  cos  tj;*  — ’2/.i  cotg  /’  cos  = cos  J5®  ( 1 — cos  ip1 ) , 


also 


cos  — 


fi  cotg  r J:  cos  EV cos  E'a  4 cotg  1"  — - yu®# 
cos  E‘-\-  cotg/1® 


Nun  bemerke  man , dass  zwar  die  von  dem  Winkel  t}>  abhängige 
Lage  des  Doppelkegels  so  beschaffen  sein  kauu,  dass  wenn  inan 
sich  seine  auf  der  Seite  der  positiven  z gelegene  Hälfte,  nämlich 
die  Kegelflache  P,  welche  wir  hier  allein  in  Betrachtung  gezogen 
haben,  über  die  gemeinschaftliche  Basis  beider  Kegel  hinaus  er- 
weitert und  die  gleichfalls  auf  die  positive  Seite  der  z fallende 
Kantenlinie  AB  über  A hinaus  verlängert  denkt,  diese  Verlänge- 
rung in  jene  Fortsetzung  der  Kegelfläche  eindringe  und  irgendwo 
auf  der  Seite  der  negativen  z noch  einen  zweiten  Durchschnitts- 
punkt mit  ihr  gemein  habe , dass  es  aber  deu  Bedingungen  unse- 
rer Aufgabe,  nämlich  der  Undurchdringlichkeit  der  Kante  AB 
widerstreiten  würde , auf  der  Seite  der  positiven  z einen  solchen 
zweiten  Durchschnittspunkt  zu  denken.  Da  also  der  in  (13)  für  z 
erhaltene  Werth  entweder  negativ  ausfallen  muss  (in  welchem 
Falle  den  Formeln  (1*2)  zu  Folge  auch  die  zugehörigen  Coordinaten 
x und  y negativ  sind),  oder  auch  sich  auf  Null  reduciren  kann, 
wodurch  angezeigt  sein  würde,  dass  die  Kantenlinie  .-Iß  keine 
Sekante  der  Kegelfläche  sei , sondern  dieselbe  im  Punkte  A tangire, 
und  da  das  Vorzeichen  von  z,  wie  oben  bemerkt,  mit  dem  Vor- 
zeichen von  3 übereinstimmt;  so  darf  auch  in  dem  für  cosiji  gefun- 
denen Ausdruck  3 nur  als  eine  negative  Zahl  oder  als  Null  be- 
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trachtet  werden.  Aus  der  Gleichung  (15)  aber  ist  ersichtlich,  da 
die  in  dem  linken  Theil  dieser  Gleichung  erscheinenden  Winkel 
V>,  E,  I'  alle  als  spitz  und  positiv  angenommen  sind , dass  fi  = 
cotgtrsin  £-|-3  eine  positive  Grösse,  nämlich  dass  der  nume- 
rische Werth  von  3 kleiner  als  cotg  ,‘>sin  E sein  müsse,  und  hieraus 
folgt  weiter,  dass  indem  für  cos  4’  gefundenen  Werthe  die  Wurzel- 
grosse  positiv  zu  nehmen  sei.  Denn  nach  (14)  ist  cos  £>  cotg 5 sin£, 
also  auch,  weil  3 keine  positive  Grösse  sein  kann , cos£>/u.  Dem- 
gemäss ist  dann  auch  weiter 

Vcotg  r*  f cos  JE*  — n*  >cotg  £; 

also,  wenn  man  diese  beiden  letzten  Ungleichungen  mit  einander 
multiplicirt , um  so  mehr 

cos  E V cotg  /*  f cos  £*—/»*>  ft  cotg  r. 

Wollte  man  daher  die  Wurzelgrösse  negativ  nehmen . so  würde 
cos  negativ  ausfallen , also  auf  einen  stumpfen  Winkel  hin- 
weisen , welches  der  hier  in  Frage  stehende  nicht  sein  kann. 

Aus  der  Gleichung  (15)  erhält  man  nun  weiter 

. , ti  —cotg  r cos  w 
i cos  £ • • 

also  durch  Substitution  des  für  cos y,  gefundenen  Ausdrucks: 

(16)  sin  «-  = t,cosE~  cotS  r ■ *cotg/”  + co TE‘-m* 
cos  E‘‘  cotg  1"‘ 

Diese  Formel  lehrt,  wenn  y — 0 angenommen  werden  soll,  für 
welche  Annahme  man  den  Zähler  nur  gleich  Null  zu  setzen  braucht, 
dass  dann  — cotg/” , also  weil  ft  nach  dem  oben  Bemerkten 

eine  positive  Grösse  sein  muss,  u—  cotg /•,  folglich  4=  cotg/’ 
— cotg  »sin  E sei.  während  für  diese  Annahme  sich  aus  (13)  für 
den  zweiten  Durchschnittspunkt  der  Kantenlinie  AB  mit  der  Kegel- 
fläche P der  Coordinatenwerth 

/jyv  2«  sin  E ( cotg  r — cotg  & sin  E) 

cos  £’-  f cotg/” — cotg#*  sin  E* 

ergiebt.  Damit  dieser  Werth  nicht  positiv  ausfalle,  darf  cotg/1 
nicht  grösser  als  cotg  & sin  E sein,  und  wir  haben  daher  für  die 
Möglichkeit  den  Doppelkegel  überhaupt  so  zu  legen,  dass  er  mit 
einem  Punkte  der  Peripherie  seines  Grundkreises  den  Vereinigungs- 
punkt der  beiden  Kanten  AB  und  AC  berührt  und  sein  Schwer- 
punkt sich  vertikal  über  diesem  Vereinigungspunkt  befindet,  die 
Bedingungen 

cotg  & sin  £>  cotg  r, 

oder 

cotg  & sin  E = cotg  r. 
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Diese  beiden  Fälle  müssen  aber  wohl  unterschieden  uud  einzeln 
näher  untersucht  werden.  Es  kann  nämlich  sin  y überhaupt 
nur  alsdann  einen  von  Null  verschiedenen  und  posi- 
tiven Werth  erhalten,  wenn  die  durch  p vorgestellte 
Summe  > cotg  I'  ist,  wovon  man  sich  sofort  überzeugt,  wenn 
man  dem  Zähler  der  Formel  (16)  die  Gestalt  giebt 

Vua(cosJE1‘-(-cotg/’'1)— /i’cotgt’'— cotg/"(co(i£*-f  cotg/")— lu,cotg/n. 

Da  aber  für  jeden  Werth  von  v>  immer  p — cotg  9 sin  £ ) 3 ist,  so 
liesse  sich  für  ein  solches  Verhältniss  der  Constanten  9,  E,  r, 
wobei  cotg 9 sin  E = cotg /’  wird,  die  mit  y gleichzeitig  variirende 
Grösse  p nur  dadurch  grösser  als  cotg/*  machen,  dass  inan  der 
Grösse  3 einen  positiven  Werth  beilegte,  was  mit  dem  Umstande, 
dass  i noth wendig  entweder  negativ  oder  gleich  Null  sein  muss, 
nicht  vereinbar  ist.  Wenn  daher  die  t'onstanten  9,  E,  /’  wirklich 
in  dem  Verhältniss  zu  einander  stehen,  dass  die  Gleichung 
cotg 9 sin E — cotg /’  erfüllt  wird,  so  kann  man  zwar  dem  Doppel- 
kegel eine  solche  Lage  anweisen,  dass  er  auf  dem  Vereinigungs- 
punkt der  beiden  unterstützenden  Kanten  ruht  und  sein  Schwer- 
punkt sich  in  der  von  diesem  Punkt  aufwärts  gezogenen  Vertikal- 
linie befindet,  also  u>=0  ist,  und  die  Gleichungen  (17)  und  (12) 
zeigen,  dass  die  beiden  Kanten  alsdann  Tangenten  der  Kegelflächcn 
sind;  allein  irgend  eine  Drehung  desselben  um  einen 
positiven  Winkel  y>  wird  unter  diesen  Umständen 
durch  den  Widerstand  derKanten  unmöglich  gemacht 
werden.  Auch  giebt  durch  Substitution  des  Werths  cotg 9 = 

cotg  / un(j  jeg  (jaramg  folgenden 
sin£ 


sind*  = 


sin  JE* 

sin  £*  -f  cotg  U* 


die  Formel  (fl),  sobald  man  Zähler  und  Nenner  derselben  vorerst 
durch  sind’  dividirt,  den  Werth 


, cos  E sin 
sin  co — i — 


.Tcos  T—  cos  i*V  1 — ( sin  £*-|- cotg  £*)  sin  1’* 
1 — sin  JE*  sin  £* 


cos  rfcosJEsinr-^  1 — (1  — cos£*)sin  £*  — cosT**] 
1 — sin  £*  sin  U* 


=0, 

woraus  hervorgeht,  dass  der  Doppelkegel  unter  diesen  Umständen, 
man  mag  ihn  auf  die  Schenkel  der  Unterlage  hinlegen  in  welchen 
Punkten  man  will,  nicht  im  Stande  ist  von  selbst  weiter  zu  rollen. 

Wenn  dagegen  cotg  & sin  £> cotg U ist,  so  bleibt  auch  p~ 
eotgdsin  £-f  3 grösser  als  cotg  T,  so  lange  die  negative  Grösse 
6 dem  numerischen  Werthe  nach  die  Differenz  cotg d sin  £ — cotg  T 
nicht  überschreitet;  und  innerhalb  dieses  Grenzwerths  und  dem 
Werthe  <5  — 0 ist  denn  auch  e\nif>  von  Null  verschiedener,  positiver 
und  reeller  Werthe  fähig,  — reeller  Werthe  aus  dem  Grande, 
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weil  wegen  p < cotg # sin  E < cos  E (zu  Folge  (14))  die  Wurzel- 
grosse in  dem  Ausdruck  ( 1t» ) niemals  imaginär  ausfallen  kann. 
Nun  zeigt  aber  diese  Formel  (16)  auch,  dass  der  W.  tp  bei  con- 
stanten  Werthen  von  E und  I' desto  grosser  wird,  je  grösser  ft 
ist ; und  weil , wenn  ft  wachsen  soll , der  numerische  Werth  von 
6 abnehmen  muss,  so  erreicht  der  W.  i \>  sein  Maximum,  sobald 
man  d=0,  also  ft  = cotg# sin  £ annimmt.  Für  dieses  Maximum 
hat  man  daher  den  Werth 


(18)  sin  tfj  - 


. cotgtKsin  £ cos  iS— cotg cotgf-l-cogjE»— cotgt^sin E% 
cos  £*  + cotg  rx  " 

* X. 

Dieser  Werth  ist  aller  mit  dem  in  (10)  für  sin  a gefundenen 
identisch,  also  das  Maximum  von  if>--  ca  , nämlich  W.  JAK = 
DAZ  (Fig.  2),  woraus  folgt,  dass  der  Radius  KA  alsdann  senk- 
recht auf  AZ  steht.  Wenn  daher  die  Bedingung  cotg  #sin.£>  cotg  JP 
erfüllt  ist  und  man  alsdann  den  Doppelkegel  so  ’atif  den  Vereini- 
gungspunkt der  Kanten  AH  und  AC  legt,  dass  sein  Schwerpunkt 
• nur  ein  wenig  aus  der  vertikalen  Richtung  AJ  abweichend  in  die 
Winkelebene  JAN  fällt,  so  findet  zunächst  eine  Umdrehung  um 
den  Berührungspunkt  A Statt  und  zwar  so  lange , bis  der  Radius 
AK  mit  den  Halbmessern  MS,  M'S',  u.  s.  f.  gleiche  Neigung 
gegen  die  Horizontallinie  Al)  erhalten  hat,  d.  h.  bis  die  durch 
die  Axe  des  Kegels  und  den  Berührungspunkt  A ge- 
legte  Ebene  mit  allen  andern  Berührungs-Axenschnit- 
ten  PSM , P'S'M'  parallel  geworden  i s t ^ — und  dann  erst 
beginnt  die  fortrollende  Bewegung,  ln  dem  Augenblicke  also, 
wenn  der  Doppelkegel  aufhört  mit  der  Peripherie  seines  Grund- 
kreises den  Punkt  A zu  berühren , ist  seine  Stellung  ganz  die  näm- 
liche , wie  wir  sie  in  den  vorhergehenden  §§.  für  einen  beliebigen 
andern  Zeitpunkt  während  seiner  fnrtrollenden  Bewegung  haben 
kennen  gelernt.  Zugleich  ergiebt  sich  aus  diesen  Betrachtungen, 
dass  die  von  Kraft  (I.  c.  §.  8.)  angegebene  Formel  tang  ÄNK— 

tang  NAZ~^= (weil  er  nämlich  glaubte,  das 
A dAÄ  sei  bei  A rechtwinklig)  falsch  ist  und  heissen  muss 
sin  ANK=sin  NAZ—^^1,  wie  wir  sie  in  §.  2.  aufgestellt 
haben.  ^ 


§•  10. 

Ish  wende  mich  jetzt  zur  Betrachtung  der  auf  der  Kegelober- 
fläche liegenden  Curve , in  welcher  alle  in  Fig.  1.  mit  T,  V,  u.s.f. 
bezeichneten , nach  und  nach  mit  der  Kante  AB  in  Berührung 
kommenden  Punkte  gelegen  sind.  Diese  Curve  kann  man  offenbar 
auch  auf  die  Art  entstehen  lassen  , dass  man  sich  den  Doppelkegel 
selbst  als  stillstehend  vorstellt,  aber  die  Kante  AB  dergestalt  an 
seiner  krummen  Oberfläche  rings  herumführt , dass  sie  fortwährend 
die  Kegelfläche  tangirt  und  zugleich  gegen  die  durch  den  jedes- 
maligen Berührungspunkt  T gezogene  Kegelseite  PS  unter  einem 
constanten  Winkel  BIJi  geneigt  bleibt,  dessen  trigonometrische 
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yS  c jM  rf  i 

Tangente  durch  gTp—jfö  angegeben  wird,  well  nämlich  alle  Be- 
rührung« - Axenschnitte  auf  der  Geraden  AZ  perpendikulär  stehen 

Sj.  Nehmen  wir  jetzt  in  Fig.  3.  den  Punkt  O in  der  Peripherie 

eg  Grundkreises  als  denjenigen  Punkt  an , von  welchem  die  be- 


dachte Schneckenlinie  OTKL  ihren  Anfang  nimmt  und  welcher 
also  ursprünglich  mit  dem  Vereinigungspunkt  der  beiden  Kanten 
der  Unterlage  in  Berührung  war,  und  T für  einen  beliebigen  an- 
dern Punkt  der  Curve,  A Tb  für  die  zugehörige  Berührungslinie. 
Da  jede  solche  Berührungslinie  gegen  die  demselben  Punkt  ent- 
sprechende Kegelseite,  oder  wie  man  bei  Rotationsflächen  im  All- 
gemeinen zu  sprechen  pflegt,  gegen  deu  Meridian  PTS  unter  einem 
constanten  Winkel  geneigt  ist,  so  ist  die  Curve  selbst  eine  soge- 
nannte Kegello  x od  rom  e.  Zieht  mau  auch  am  Punkte  & in  der 
Ebene  des  Grundkreises  an  dessen  Peripherie  die  Tangente  SA  , 
so  liegt  diese  mit  TA  in  einer  Ebene  und  beide  schneiden  sich 
also  in  einem  Punkte,  welcher  aus  einem  sogleich  deutlich  wer- 
denden Grunde  mit  A bezeichnet  worden  ist.  Es  sei  nun  ferner 
Av  die  Projection  der  Tangente  AT  auf  die  Ebene  des  Grund- 
kreises und  OW  die  Projection  der  Eoxodrome  OT;  so  muss 
nach  einem  bekannten  Satze  Av  zugleich  die  dem  Punkte  IE  ent- 
sprechende Tangente  an  die  Curve  OW  sein.  Nun  ist  aber  auch 
in  Fig.  1.  und  Fig.  2.  die  Gerade  AW  nichts  anderes,  als  die 
Projection  der  berührenden  Kantenlinie  AT  auf  die  Ebene  des 
Grundkreises . folglich  muss  der  in  Fig.  3.  mit  .1  IE.S’  bezeichnete 
Winkel  mit  dem  gleichnamigen  in  den  beiden  andern  Figuren  iden- 
tisch, nämlich  gleich  (HO "—IS AZ)  sein. 

Sobald  mau  aber  jetzt,  um  die  Curve  O IC  auf  Polarcoordioa- 
ten  zu  beziehen,  den  Pol  in  M und  OM  als  Polaraxe  annimmt,  so 
Ist  A HS  — M ICc  der  Winkel,  welchen  die  in  der  Richtung  des 
wachsenden  Bogens  gezogene  Tangente  mit  dem  nach  dem  Be- 
rührungspunkt gezogenen  Radius  Vector  bildet,  und  da  dieser 
Winkel  gegenwärtig  von  dem  veränderlichen  Polarwinkel  OMW 
unabhängig  und  stets  gleich  dem  Complement  des  constanten  und 
gegebenen  W.  NAZ  sein  soll,  so  folgt,  nach  der  bekannten  cha- 
rakteristischen Eigenschaft  der  logarithmischen  Spirallinien,  dass 
die  in  der  Ebene  des  Grundkreises  liegende  Curve  OIE  eine  lo- 
garithmische  Spirale  ist.  Als  Differenzialgleichung  derselben 
zwischen  den  Variablen  OMW=tpvmA  M IE-u  haben  wir  sogleich 


-^S.^t&ngMWe~cotgNAZ, 

und  wenn  wir  der  Kürze  wegen  lang  NAZ—  x setzen,  so  dass  der 
Formel  (2)  in  §.  4.  zu  Folge 

(19)  x-  tang^  _ sin i; cos» 

E tang  iC1  taug  >}*  C siu  (»-f-jj)  sin  (»— rj) 

du 

ist,  so  giebt  die  vorige  Gleichung  — = — xtltp,  also 


/«=  — %tp  | const 
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Für  ®=0  soll  u~a  werden,  also  muss  const . = /«  sein,  und 
die  Gleichung  der  Curve  ist 

(20)  /*— — x<p  oder  u=ae~*V. 
a 


§.  11. 

Als  die  nächste  und  sich  einem  Jeden  unmittelbar  aufdrän- 

fende  Folgerung  aus  dem  Umstande,  dass  die  Projection  der  auf 
er  Kegelfläche  entstandenen  Schneckenlinie  eine  logarithmische 
Spirale  ist,  dass  also  der  Radius  Vector  u erst  für  <p  — so  ver- 
schwindet , stellt  sich  nun  das  Resultat  heraus , dass  auch  diese 
Schneckenlinie  nicht  bis  in  die  Kegelspitze  hinauflauft,  dass  also 
auch  der  Doppelkegel  PQ  erst  nach  unzählig  vielen 
Umwälzungen  theoretisch  auf  gefasst  mit  seinen 
Scheiteln  P und  Q auf  den  Kanten  der  Unterlage  AB 
und  ÄC  aufliegen  würde.  Von  der  Frage  freilich,  ob  gegen 
das  Ende  der  Bewegung  hin  durch  die  beschleunigte  Geschwindig- 
keit ein  Fortgleiten  des  Doppelkegels  eintreten  werde,  müssen  wir 
hierbei,  bevor  nicht  die  Grösse  der  Reibung  näher  in  Untersuchung 
gezogen  worden , noch  absehen. 

Obwohl  aber  eine  solche  Kegelloxodrome  sich  nur  asymptotisch 
dem  Scheitel  des  Kegels  nähert,  so  ist  man  dennoch  im  Stande 
dieselbe  vom  Anfangspunkt  O an  gerechnet  bis  zum  Scheitel  hin 
vollständig  znrectificiren,  so  dass  die  auf  einander  folgenden 
einzelnen  Windungen  die  Glieder  einer  geometrischen  Progression 
darstellen,  deren  Summenaosdruck  sich  gleich  AB  ergeben  wird. 

Bezeichnen  wir  nämlich  das  Differenzial  des  Bogens  der  Loxo- 
drome  am  Punkte  T durch  dt  und  das  entsprechende  Differenzial 
ihrer  Projection  am  Punkt  W mit  t W , so  ist  dt  — ris'.sec  WAT. 
Nun  muss  aber,  wenn  wir  die  Veränderliche  WT  in  Fig.  3. 
als  gleichgross  mit  der  gleichnamigen  Linie  in  Fig.  1.  annehmen, 
auch  S D in  beiden  Figuren  gleich  sein,  woraus  sofort,  da  auch 
die  Winkel  bei  S und  IV  in  den  £/4  W übereinstimmen,  die 
Uongruenz  dieser  Dreiecke  hervorgeht.  Hieraus  folgt  weiter,  dass 
auch  AW  in  beiden  Figuren  einerlei  Grösse  haben  müsse,  dass 
also  auch  die  ATW  die  nämlichen  sind,  daher  ist  in  Fig.  3. 
W.  WA  T—q,  und  * = *'.se cy.  Ferner  haben  wir,  indem  wir  den 
W.  OMW  fortwährend  durch  <p  bezeichnen, 

dt'  = V u‘d<p*  -f  r/u’= — V(tt*  +1)  du> 

du * 

wo  das  Vorzeichen  ( — ) genommen  werden  musste,  weil  wenn  *' 

zunehmen  soll,  du  negativ  ist.  Und  wenn  wir  hier  für  den  aus 

du 

(20)  fliessenden  Werth — =— •—  substituiren  und  integri- 

a*e—*t  *u  , ° 

ren,  so  erhalten  wir 

t1  = const.— jjj+1, 
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oder  weil  dem  AnfaDgswerthe  *'=0  der  Radius  Vector  u~M(J-~a 
entspricht. 


**— (a-w)l^  i+1, 

t=(a-u)aecri.^ ~+l. 

Um  diese  Ausdrücke  geometrisch  anschaulich  zu  machen,  brau 
chen  wir  nur  zu  bemerken,  dass  dem  vorigen  §.  zu  Folge  - = 

\ 3C 

cotgi¥!AZ=tang  A 1FS,  also  ^ = sec  ^ = cosec  NAZ 

ist,  denn  dadurch  haben  wir  sogleich 

*=SW.aecAWS=AW 


und 


s=A  IV.  sec  WA  T—  A T. 


Dehnen  wir  die  Gleichungen  (21)  so  weit  aus,  bis  v— 0,  nämlich 
<jp— ac  wird,  und  blicken  dabei  auf  Fig.  1.,  so  erhalten  wir 


NZ 


(22) 


-AIi  = 


tang  tj 
h 

sini; 


wie  vorauszusehen  war. 

Substituiren  wir  jedoch  in  dem  bei  (21)  für  s gefundenen  Aus- 
drucke für  u seinen  Werth  ae~x9  und  für  asecrj.y^j  -|- 1 den 

Werth  Ali  =-jL.  , so  dass 
sin  t; 


(23)  *=-4-  (1-e-  *9) 
sinij 


wird  ; setzen  darin  allmfihlig  <p  — 2jt,  4»,  6;r  u.  s.  f.  und  subtrahi- 
reu  jedesmal  von  dem  späteren  Resultate  das  Vorhergehende,  so 
ergeben  sich  die  Ausdrücke  für  die  auf  einander  folgenden  Win- 
dungen der  Loxodrome,  nämlich  Länge  der 

ersten  Windung  t.  =~.~  ( 1 — e - * ’CT), 

* cir»M  ' 


zweiten  Windung  (1  — ***)  e—2H7T=sI  .e-**3*, 
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dritten  Windung  ty  — -A-(l  — e~  (e- ***)*, 

sinij 

u.  s.  {., 

überhaupt  Länge  der  («fl)  ten  Windung  *»  =*,  (e— 4*’r)" , 
so  dass  diese  Windungen  in  geometrischer  Progression  abnehmen. 


§.  12- 

Auch  die  Breiten,  oder  wenn  man  lieber  will,  indem  man 
sich  die  Axe  des  Kegels  vertikal  gestellt  denkt,  die  Höhen  der 
auf  einander  folgenden  Windungen*)  lassen  sich  leicht  bestimmen, 
und  auch  diese  nehmen  in  geometrischer  Progression  ab.  Gs  ist 
nämlich  überhaupt,  wie  man  aus  dem  A S TW  in  Fig.  3.  sieht, 
WT  = z=  (a  — u)  tangO  = «taDgO(l—  e~MV)  =h(\  — e *V),  oder 
wegen  (23) 


(24)  i=i. sin  tf, 

wie  auch  schon  das  A ^ 117'  lehrt,  in  welchem  AT—OT—s  ist. 
Nennen  wir  nun  denjenigen  Werth  von  :,  welcher  dem  Hotations 
winket  <p=2tt  entspricht,  die  Höhe  der  ersten  Windung,  so  ist 
diese 

i,  = A(l— 2lrT)=r-i1 . sinij, 

und  sofort  ergeben  sich  hiernach  für  die  Höhe  der  zweiten,  dritten 
u.  s.  f.  Windungen  die  Werthe 

z,=z, . e -2**, 

*»— ».(e-2*1)* 

u.  s.  f., 

überhaupt 

ZH+i  = S,(e-***)»  . 


§•  13. 

Da  in  Fig.  3.,  wie  so  eben  bewiesen  w-orden,  die  Geraden 
AW  und  A T beziehungsweise  gleiche  Länge  haben  mit  den  Our- 
ven  OW  und  07’,  so  kann  das  ebene"  Dreieck  A WT  durch 
Krümmung  mit  dem  auf  der  logarithmischen  Spiral  - Cvlinderfläche 
liegenden  A O WT  in  Congruenz  gebracht  werden.  Hieraus  wird 
man  vielleicht  die  Ansicht  gewinnen,  dass  gleichzeitig  mit  dieser 
Krümmung  des  Dreiecks  A WT  auch  das  ebene  Dreieck  -IS  7’ sich 


*)  ^“‘reicht  man  die  Kanten  der  Unterlage  AB  und  AC  mit  einer 
abfurbonden  Substanz , z.  B.  mit  Kreide , so  werden , nachdem  der  Dop- 
pelkegel  darüber  hingerollt  iit,  diene  Windungen  deutlich  sichtbar  sein. 
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über  das  auf  der  Kegelfläche  Hegende  \ OST  in  völliger  Con- 
gruenz  ausbreite,  und  diese  Ansicht,  auf  die  Figur  1.  übergetra- 
gen, würde,  weil  dann  die  Linie  AS  immer  gleiche  Länge  mit  dem 
abgerollten  Logen  des  Grundkreises  hätte,  zu  dem  weitern  und 
wichtigen  Schluss  fuhren  , dass  jeder  in  der  Peripherie  des  Grund- 
kreises gelegene  Punkt  während  der  rotirenden  Bewegung  des  Dop- 
pelkegels eine  "emeine  Cykloide  beschriebe.  So  ist  es  aber  nicht, 
und  die  obige  Voraussetzung,  dass  die  Gerade  AS  auf  dem  Kreis- 
bogen OS  hergekrümmt  werden  könne,  würde  irrig  sein.  Denn 
es  ist  dieser  Kreisbogen  OS—acp , dagegen  .<4  5=5  ll.tang  A D’S— 


:(a~ru)  = a( 


),  und  dieser  letzte  Ausdruck  entwickelt  giebt 


Ipv 

x’qo*  x*cp* 

. 1 

xL  2! 

a.'  + 4! 

* J 

welches  keineswegs  gleich  acp  ist. 

Und  was  die  Curve  anbelangt,  welche  derjenige  in  der  Peri- 
pherie des  Grundkreises  befind  liehe  Punkt,  der  am  Anfang  der 
rollenden  Bewegung  mit  dem  Yereiniguugspunkt  der  Kanten  in 
Berührung  war.  während  dieser  Bewegung  beschreibt,  so  sieht 
man  leicht  mit  Beihülfe  von  Fig.  1.  ein,  dass,  wenn  A zum  Ur- 
sprung rechtwinkliger  Foordinaten  und  ASZ  als  Abscissenaxe  an- 
genommen wird,  die  Gleichung  derselben  das  Resultat  der  Elimi- 
nation des  Winkels  cp  aus  den  beiden  Gleichungen 

y = SIS  — a cos  rp  = a(\  — cos  cp)  , 

x~  AS  — a sin  gj  = ^-(l  — e -*V)  — a sin  <p 

sein  werde.  Diese  Gleichung  ist  demnach 


(25)  x — —fl — e * arc  co*  - V" 2ay— y* . 


14- 

In  allen  diesen  Gleichungen  ist  der  Werth  der  Fonstante  * 
nach  der  Formel  (19)  aus  den  ursprünglich  gegebenen  Grössen  zu 
berechnen,  jedoch  verdient  noch  besonders  bemerkt  zu  werden  die 
einfache  Relation  zwischen  dieser  Constante  und  der  Tangente  des 
unveränderlichen  Winkels , unter  welchem  die  Loxodrome  von  den 
Meridianen  der  Kegelfläche  geschnitten  wird.  Die  Fig.  1.  liefert 
nämlich  sofort  die  Werthe 

tang  ATS=j~,  und  x = bang  NA  Z = ^ , 
woraus  folgt 

(26)  x - cotg  ATS.  = . cotg  A TS. 

Tilsit  VI.  19 
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§.  15. 

Es  mögte  dein  (legenstand  gegenw  ärtiger  Abhandlung  zu  ferne 
liegend  scheinen,  auf  andere  Eigenschaften  der  Kegelloxodromc  hier 
weiter  einzugehen ; überdies  findet  man'in  dem  zweiten  Bande  dieses 
Archivs,  Heft 2.  Seite  127.,  eine  Abhandlung  von  Grebe,  worin  der 
Verf.  diese  Curve  mit  der  gemeinen  Schraubenlinie  (Cyliuderloxo- 
drome)  /.usammengehalten  und  mehrere  interessante  Satze,  wiewohl 
nur  in  Form  von  Resultaten  und  ohne  Beweis,  zuerst  aufgestellt 
hat.  Nur  die  eine,  freilich  auch  schon  von  Grebe  auf  gefundene 
Eigenschaft,  dass  der  Krümmungshalbmesser  für  jeden  Punkt  der 
Curve  eine  mit  der  Ebene  des  Grundkreises  parallele  Lage  hat, 
glaube  ich  hier  noch  in  Kürze  nachweisen  zu  müssen,  weil  ich 
auf  diesen  Satz  in  dem  zweitfolgenden  Paragraphen  einen  andern 
Schluss  zu  stützen  gedenke. 

Nehmen  wir  daher  den  Radius  MO  in  Fig.  3.  als  Axe  der 
x und  ein  in  M darauf  errichtetes  in  der  Ebene  des  Grundkreises 
Hegendes  Perpendikel  als  die  Axe  der  y an,  während  wie  bisher 
MP  die  Axe  der  i sein  soll,  so  ist 

x— u caBq>= ae—*V cos  cp,  ^ 

y — us\ncp  = ae  sin  cp ; 


und  vermöge  §.  12. 

z = A (l-er*?); 


also 


dx—  — faxe- cos  cp  -f-  ae  ' *¥  sin  cp]  dcp  — (y  + xx)  dcp , 
dy——[u  ne-*?  sin  cp  — ae  ~*f  cos qo]  dcp=(x  — xy)dcp, 
dz  = xke  —*f  dcp ; 

d*x  = — ( dy  + xdx)  dcp  — [2  xy  -f(x5  — 1)  jr]  dcp * , 
d‘y—  (dx—  xcly)  dcp  — [—  '2xx  -f  ( x*—  l)y]  dcp'-. 


d'z^—x'hc-'Vdcp'. 


Nun  ist  aber,  wenn  £,  v,  f die  Coordinaten  des  Mittelpunkts 
des  Krümmungskreises  bedeuten,  welcher  dem  Berührungspunkt 
x,  y,  z zukommt,  und  wenn  man  der  Kürze  wegen 

II  = dxcPy  — dycPx , S=dxd'z  — dzcPx , 

T — dzcPy  — clycPz 
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setzt,  bekanntlich 


z-t=(Tdy-Sdx) 


d. r*  -f  dy%  -f  dz* 

R‘  + Sl  + r»  ’ 


und  mittelst  der  vorigen  Werthe  erhält  man  im  gegenwärtigen  Fall 


T—  [— 2xj--f  (x*— l)y-\-x(x— *y)]  xÄex?tf<p3— — xhe—*Vdcp‘, 


,S=  [x  (y  -f  xx)~'lxy—  (*’  — 1)  ar]  xhc~*V  d(p*=  (x—x>/)  xhe—*?  dtp'; 
also 

Tdy  — Sdx — 0 , 

folglich  f--r , was  zu  beweisen  war. 


§•  16. 

Wir  hätten  nun  endlich  unser  Augenmerk  noch  auf  diejenigen 
veränderlichen,  aber  unter  sich  ähnlichen  Ellipsen  zu  richten,  welche 
eine  durch  die  Kante  der  Unterlage  AB  oder  A C gelegte  vertikale 
Ebene,  nämlich  die  Erweiterung  des  Trapezes  EA li U resp.  EA II // 

(Fig.  1.)  auf  der  Fläche  des  rollenden  Doppelkegels  in  einem  belie- 
bigen Augenblick  seiner  Bewegung  hervorhringen  wird.  Da  sowohl  ' 

diese  schneidende  Ebene,  als  auch  die  Ebene  des  Urundkreises 
vertikal  stehen,  so  liegt  deren  Durchschnittslinie  vertikal,  woraus 
sogleich  nach  den  allerersten  Sätzen  über  die  Schnitte  am  Kegel 
folgt,  dass  die  kleine  Axe  einer  der  eben  gedachten  Ellipsen 
gleichfalls  vertikal , und  ihre  grosse  Axe  horizontal  laufen  muss.  * 
Unbegreiflich  erscheint  es  daher,  wie  Kononoff  in  6.  3.  seiner 
oben  citirten  Abhandlung  von  der  Annahme  ausgehen  konnte,  die 
grosse  Axe  wäre  parallel  mit  der  Kante  AB  und  die  kleine  Axe, 
senkrecht  auf  der  Kante  AB,  ginge  durch  den  Berührungspunkt  T‘, 
und  da  auf  diese  irrthümlich  vorausgesetzten  Verhältnisse  die 
Entwickelung  aller  seiner  Formeln  wesentlich  gestützt  ist,  so  lässt 
sich  über  jene  Arbeit  leider  kein  anderes  Urtheil  fallen,  als  das 
in  der  Einleitung  von  mir  ausgesprochene. 

Man  sieht  übrigens  ein,  dass  es  nicht  im  geringsten  mit 
Schwierigkeiten  verknöpft  sein  kann,  die  Halbaxen  einer  solchen 
Ellipse  als  Functionen  von  der  Variablen  AT  oder  von  T lf,=  i= 

AT cos  y oder  von  einer  anderen  mit  AT  proportional  wachsenden 
Linie,  und  eben  so  auch  die  Coordinaten  ihres  Mittelpunkts  dar- 
zustellen. Da  aber  die  zu  entwickelnden  Formeln  etwas  weitläuftig 
ausfallen  und  kein  besonderes  Interesse  in  Anspruch  zu  nehmen 
geeignet  sind,  so  erscheint  es  wohl  zweckmässig,  dabei  nicht  zu 
verweilen  und  ich  begnüge  mich  daher  nur  den  Werth  der  grossen 
Halbaxe  und  das  unveränderliche  Verhältniss  beider  Halbaxen  her- 
zusetzen , nämlich 

(27)  sin(»+£)sin(fl-^Ej.  . 

' ' a sinO’ 


19* 
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(’28)  ft  — : ^ >)fosO — [cos  £ sin  {>  — cos  t>  sin  E sin  w] 

' sin(0+£)8in(£-£)L 

_(A— ijcosOcosrolGdnIF  — sin  U*  sin  F® 
sin  Fsin  ( 9-\E)  sin  (9—  E) 


(h  — z)  cos#  cos  (osin  FV sin  (#-E  ’gjsinC#— q) 
sin  9*  sin  F*  — sin  i j* 

wobei  cos  w und  sin  w nach  (9)  oder  (10)  zu  berechnen  sein  würden 


§•  17-  , 

Ausserdem  bietet  sich  hierbei  noch  die  Frage  dar,  ob  viel- 
leicht die  Ebene  einer  so  Lehen  Ellipse  Zusammenfalle 
mit  der  dem  Berührungspunkt  T entsprechenden  Krüm- 
mungsebene der  im  Vorhergehenden  betrachteten  Ke- 
ge II  oxodrome,  welche  letztere  Ebene,  gleichwie  die  Ellipsen- 
ebene, durch  die  tangirende  Kante  AB  geht,  — ob  nämlich  diese 
Kriimmuugsebene  gleichfalls  eine  vertikale  Lage  habe.  Die  Ant- 
wort aber  wird  sein : nur  dann  lallen  beide  Ebenen  für  jeden  belie- 
bigen Berührungspunkt  T zusammen,  wenn  F=~  ist,  d.  h.  w enn 

die  Kanten  AB  und  AC  horizontal  laufen.  Dies  Resultat 
lässt  sich  durch  den  Calcul  mittelst  der  Bleichung  der  Krummungs- 
ebene  ziemlich  leicht,  noch  leichter  jedoch  durch  folgendes  Räson- 
nement erhärten.  Wenn  die  durch  den  Berührungspunkt  gelegte 
Kriimmungsebene  mit  der  durch  die  berührte  Kante  AB  gelegten 
Vertikalebene  identisch  ist,  so  -müssen  auch  3er  Krummungs- 
« halbmesser  der  Kegelloxodrome  und  der  Krümmungshalbmesser 
der  Ellipse  der  Richtung  nach  zusammenfallen,  weil  beide  auf 
der  tangirenden  Kante  senkrecht  stehen  müssen.  Und  umge- 
kehrt, wenn  diese  Krümmungshalbmesser  gleiche  Richtung  haben, 
so  sind  jene  Ebenen  identisch.  Nun  fallen  aber  diese  zwei  Krüm- 

mungshalbmesser  nur  dann  zusammen,  wenn  Fn=  — ist.  Denn  man 

denke  sich  durch  den  Berührungspunkt  eine  Ebene,  welche  wir 
der  Kürze  wegen  M nennen  wollen,  perpendikulär  auf  die  Kante 
AB  gelegt,  ferner  ebenfalls  durch  den  Funkt  T eine  Ebene  N 
parallel  zu  der  vertikalen  Grundfläche  des  Doppelkegels,  und  be- 
zeichne endlich  die  schon  gedachte,  durch  die  Kante  AB  gelegte 
vertikale  Ebene  ABBE  durch  Q.  Der  Krümmungshalbmesser  der 
Loxodrnme  liegt  dann  nicht  allein  in  der  Ebene  Al,  sondern  muss 
zufolge  der  in  §.  15.  bewiesenen  Eigenschaft  dieser  Uurve  auch  in 
der  Ebene  JV  liegen . fallt  also  in  die  Durchschnittslinie  von  AJ  und 
2V.  Eben  so  muss  die  Richtung  des  Krümmungshalbmessers  der 
Ellipse  in  den  Durchschnitt  der  Ebenen  AI  und  Q fallen.  Wenn 

nun  r—  ^ ist,  so  ist  ausser  N und  Q auch  AI  vertikal,  und  dann 

fallen  also  die  beiden  Durchschnittslinien  von  AI  und  N einerseits, 
und  von  AI  mit  Q andererseits  als  Durchschnittsliuien  dreier  ver- 
tikaler, durch  den  nämlichen  Punkt  gelegter  Ebenen  wirklich 
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zusammen.  Wenn  dagegen  r<^  ist,  so  ist  M nicht  vertikal, 

also  kann  dann  weder  die  eine  noch  die  andere  der  eben  gedach- 
ten Durchschnittslinien  vertikal  sein.  Beide  können  aber  nun  auch 
nicht  zusammen  fallen,  weil  ja  sonst  die  Durchschnittslinie  der 
Ebenen  N und  Q gleichfalls  mit  ihnen  zusammenfallen  müsste, 
wahrend  doch  diese  dritte  Durchschuittslinie  offenbar  in  allen  Fal- 
len vertikal  laufen  muss. 


lieber  die  Projection  einer  geraden  Li- 
nie auf  einer  Ebene,  auf  einer  Fläche 
überhaupt,  und  auf  der  Oberfläche 
eines  elliptischen  Sphäroids  insbe- 
sondere. 

Von 

dem  Herausgeber. 


I. 

Projection  einer  geraden  Linie  auf  einer  Ebene. 


§•  1. 

In  Bezug  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
der  xyz  seien 

. 1)  r/  = «o:+«l,  z — bx-^bt 

die  Gleichungen  der  gegebenen  geraden  Linie,  und 

2)  Ax  + By-\-Cz-{-J)=Q 

sei  die  Gleichung  der  gegebenen  Ebene. 

Die  Gleichung  der  projicirenden  Ebene,  deren  Durchschnitts- 
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linie  mit  der  "««ebenen  Ebene  die  gesuchte  Projection  der  gege- 
benen geraden  Linie  auf  der  gegebenen  Ebene  ist,  sei  ferner 

3)  + 5,ji  + fl,  =0. 

Da  diese  Ebene  auf  der  gegebenen  Ebene  senkrecht  steht,  so  hat 
man  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie  die  Gleichung 

AAt+BBt  + CC^O, 

und  vreil  die  gegebene  gerade  Linie  ganz  in  der  projicirenden 
Ebene  liegt,  so  ist  für  jedes  x 


(A , -f • aBj  -( - bCi)x  ulB , \- b xC i — .0, 


woraus  sich  die  beiden  Gleichungen 

Ai  aBi  + 6C,  =0 , a,B,+b,Ci  + Di=0 

ergeben,  so  dass  man  also  nun  zwischen  den  vier  unbekannten 
Grössen  A, , B,,  C\  , Dt  die  drei  folgenden  Gleichungen  hat: 

r AA,  +Bß,+CC,=0, 

4)  \ A,  + aBt  -f-  bC-i  =0, 

( a1Äl+6,C1  + I>i=0. 

Aus  diesen  Gleichungen  erhalt  man  aber  sogleich 
(Ab-C)Al+(Bb-Ca)Bi=  0, 
(Aa-B)Ai-(Bb-  Co)C.=  0, 

aiBi+biCi  + Di=  0; 

und  sieht  hieraus,  dass  dieselben  erfüllt  werden,  wenn  man 

/ At  — Bb—  Ca, 

\ Bi=—(Ab—  O, 

5)  < 

' j C,  = Aa-B, 

’ Di=za,(Ab-C)-b,(Aa-ß) 

oder 

/ A,  — Bb~Ca, 

\ Bi=-(Ab-C), 

) I Ci  =Aa  — B, 

’ Di  — — A(ah,—ba,)  \-Bbi—Ca, 


setzt.  Folglich  ist  nach  dem  Obigen 
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7)  (Bb-Ca)x 
-( Ab- C)y 
+ (Aa—  B)z 

— A (ab,  — ba,)-\-Bb,  — Ca, 

die  Gleichung  der  projicirenden  Ebene,  und  man  muss  nun,  um 
die  Gleichungen  der  Projection  der  gegebenen  geraden  Linie  auf 
der  gegebenen  Ebene  zu  finden , die  Gleichungen  der  Durch- 
schnittslinie der  projicirenden  Ebene  mit  der  gegebenen  Ebene 
entwickeln.  Die  Gleichungen  dieser  Durchschnittslinie  sind  aber 
nach  dem  Obigen  unmittelbar 

Ax-{- By-\-Cz-\-  D= 0, 

(Bb-Ca)x-(Ab-  C)y  + (Aa-B) z } _ 

— A(ab,  — ba,)  \-  Bb,  — Ca,  j ’ 

und  durch  Elimination  von  : und  y aus  diesen  beiden  Gleichungen 
erhalt  man  ohne  Schwierigkeit  als  Gleichungen  der  Projection  der 
gegebenen  geraden  Linie  auf  der  gegebenen  Ebene  die  beideu  fol- 
genden Gleichungen: 

8)  [A(Aa-B)-C(Bb-Ca)\x 

+ \B(Au-B)  + C(Ab-C)\y 

\ D{Au-B)+C\A{ab,  - bat)-Bb,  + Ca,\ 

\A{Ab-C)  + B(Bb—Ca)\x 

•f  ( C(Ab—  C)  + B(Aa-B)\z 

f D(Ab—  C)  — B\A{ab,  — ba,)  — ßb,  -f  Ca,  | 

oder,  wie  man  hieraus  leicht  findet: 

9)  {(A*  + B*  + C*)a-(A  + Ba+Cb)B\x 

-[A'+Bi  + C‘-(A  + Ba  + Cb)A)y  ^=0. 

+ (Aa-B)(Cb,+D)-(Ab-C)  Ca, 

\(A*  + B*  + C*)b-(A  + Ba+  Cb)  C\x 

-{Ai  + B*+Ct-(A  + Pa+Cb)A\z 

+ (Ab-C)(Ba,+/J)-(lAa-B)Bb, 

§•  2. 

Sind  x, , y, , r,  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  in 
der  gegebenen  geraden  Linie,  und  a,  ß,  y die  von  dem  einen  der 
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beiden  Theile  dieser  geraden  Linie , in  welche  dieselbe,  durch  den 
Punkt  (•£,#,!, ) getheilt  wird,  mit  den  positiven  Theilen  dreier 
durch  diesen  Punkt  gelegter,  den  primitiven  Axen  paralleler  Axen 
eingeschlossenen , 180°  nicht  übersteigenden  Winkel ; so  sind  die 
Gleichungen  der  gegebenen  geraden  Linie  bekanntlich 


10) 


x — x,_y  — y,  _x—  x, 
cos«  cos  fl  cos  y ’ 


und  man  hat  also  ira  Obigen 


cos  ß 
cos«’ 


b~ 


cos  y ' 
cos  « ’ 


cos  ß 

TT  TI . — 


COS  Ct 


*i,  *.=* I 


cosy 


su  setzen,  wodurch  man  für  die  Projection  der  gegebenen  geraden 
Linie  auf  der  gegebenen  Ebene  leicht  die  drei  folgenden  Gleichun- 
gen erhält: 


11)  {(A'  + B'  + C*)  cos  ß — ( A cos  a + B cos  ß 4-  C'cos y)  B j 

— {(A%  A-B*  -f  C1)  cos«  — (A  cos  «4-  B cos/34-  Ccosy ) A\yf 

) U> 

+ 1 (Z?cosy  — Ccosj3)xl-KC’cos«— ,4cosj')yl  f (/Icos^— ^cos«)r,)  Cf 
-J-  ( A cos  ß — B cos  ct)  D 

( (yP-fZ?4  4-  C*)  cos y —(  A cos  a -j- B cos ß A-  Ccosy)  C j y 
-|(y<»4-Ä*  + C»)  cosß  — (AcosaA--ßcosßA-  Ccosy)Bjz 
Al(Bcosy—  Ccosß)x,  4(  Ccos«— A cosy)y , 4'  (Acosß — J5cos«)i,)z4 
4-(l?cosy—  Ccosß)D 

j ( A1 4-  Ä*  + L"’ ) cos  a^(A  cos  ctAß cos ß 4-  Ccosy ) A | r 
-|(^*4-ßs  + O1 ) cos  y — ( ^ cos  « 4-  ßcos/54-  Ccosy)  C\x 
4 l(ßcosy— Ccos(3)ar,  4 (Ccosct—Aco*y)y,  {-(Acosß—Bcosa)zi)B 
A-(Ccosa  — A cosy)  D ' 

Wenn  die  gegebene  gerade  Linie  die  gegebene  Ebene  in  einem 
Punkte  schneidet,  so  kann  man  den  Punkt  (x,y,i,)  in  diesen 
Punkt  legen,  und  da  dann  der  Punkt  (ar,y,i,)  auch  in  der  Projection 
der  gegebenen  geraden  Linie  auf  der  gegebenen  Ebene  liegt,  so 
werden  die  Gleichungen  11)  erfüllt,  wenn  man  in  denselben  für 
-r.  y,  i respective  ,r,,  ylt  i,  setzt.  Zieht  man  aber  die  durch  diese 
Substitution  hervorgehenden  Gleichungen  von  den  Gleichungen  11) 
ab,  so  erhält  man  als  Gleichungen  der  Projection  der  gegebenen 
geraden  Linie  auf  der  gegebenen  Ebene  die  folgenden  Gleichungen : 
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x—xt 

(A‘  f ß*  f O)  cos  a — (A  cosa  |/icos  |3|6’cosy)  .1 


= y— y> - 

(A*  2f  * -f-  C")  cos  jS  — (A  cos  aj-Z<  cos  jS  + C cos  y 

Z — Zf 

~(A'  f /i  ‘ f C*)  cos  y — ‘(A  cos  o fß  COS  ß+  C cos  y)  6’  ’ * 
wobei  man  noch  zu  bemerken  hat,  dass  natürlich 
13)  Axt  + ZJt/i  -f  Czt  A-  D — 0 


ist. 

Bezeichnet  man  durch  cp , ip,  y die  INO1'  nicht  übersteigenden 
Winkel,  die  einer  der  beiden  Theile,  in  welche  die  Projection  der 
gesehenen  geraden  Linie  auf  der  gegebenen  Ebene  durch  den  Punkt 
getheilt  wird,  mit  den  positiven  Theilen  dreier  durch  die- 
sen Punkt  gelegter,  den  primitiven  Axen  paralleler  Axen  ein- 
schliesst;  so  sind  bekanntlich 

14) *—■ =y—y>  _ LriL 

1 cos  93  cos  ip  cos  7 

die  Gleichungen  der  Projection  der  gegebenen  Linie  auf  der  gege- 
benen Ebene , und  aus  diesen  und  den  Gleichungen  12)  erhalt  man 
daher  leicht  durch  Division: 

_____  cosqj 

(A*  -f-  B‘  -f  C‘)  cos  a — (A  cos  a )-  B cos  (3  + 6*  cos  y)  A 
cosip 

(A*  -f-  B%  -f-  C*)  cos  ß — ( A cos  a -f  B cos  ß -f-  Ccosy)  B 

_. cosy 

(A*  -f  B‘  f-  (J*)  cos  y — ( A cos  a + B cos ß -f-  Ccosy ) C’ 

oder , wenn  man  die  Nenner  dieser  drei  Brüche  der  Kürze  wegen 
respective  durch  F,  G,  H bezeichnet: 

cos  <p  COS  lg COS  X 

~F 

Weil  nun  bekanntlich 

cos  <p  ‘ -f  cos  1p1  -f  cos  y*  = 1 

ist,  so  ist  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf  ein- 
ander : 
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15) 


cosg>  = 4; 
cosif»  = + 
cos  X = ± 


V F‘+G‘  + H*  ' 
G 

VFH  G'  +//*  ’ 
II 

>r~F*+  G*+//.  * 


Nun  ist  aber,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

16)  K*  = A‘l  -j-  ß1  + C2  — ( /lcoso-f  B cos  ß -f-  Ccosy)* 

= sin  «-  + Z?a  sin  ßa  -f  C1  sin  y% 

. — 2 (AB  cos  a cos  ß -j-BCcos  ß cos  y -f-  CA  cos  y cos  o) 

= (A  cos  ß — B cos  a)1 
F (B  cos  y — Ccosß)' ‘ 

. • + ((’  cosa — .^cosy)'2 

setzt,  wo  K eine  positive  Grosse  bezeichnen  soll,  wie  man  leicht 
findet  : 


17)  F2  + G*  + //a  = (Ja  + .B,  + e*)A:*, 

und  folglich  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf 
einander : 


18) 


0089=^: 
COSIp^J; 
• cos  j;—  + 


BV  A^+B^+V1’ 

G 

KVA*  +B*  + C‘  ’ 

H 

KVÄ*+B‘  f C’2  ’ 


oder,  wenn  man  für  F,  G,  II  ihre  aus  dem  Obigen  bekannten 
Werthe  setzt: 

(cos m—  4 (^*  + B*  ~f  C‘)  cos  a — (A  cos a -f  B cos  ß -f-  Ccosy)A 

kvä*+B‘ +c>. 

_ | (A*FB*F  C2)casß — (AcosaF BcosßF  Ccosy)B 

COST|  — ± _____  r4_> 

/cos  -(  = 4 (^a 4- B‘  + C‘) cos y—(Acosa  + B cos ß + Ccos y) C 

\ k\ä*Tb*+ c* 

immer  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf  einander. 
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§.  3 

Bezeichnen  wir  jetzt  jeden  der  beiden  180°  nicht  übersteigenden 
Winkel,  welche  der  Theil  der  gegebenen  geraden  Linie,  dem  die 
Winkel  a,  ß,  y entsprechen,  mit  den  beiden  Theilen  ihrer  Projec- 
tion  auf  der  gegebenen  Ebene  einschliesst,  im  Allgemeinen  durch 
co;  so  ist  bekanntlich 

20)  cos  co = cos a cos  95 -f  cosjScosTp-f-cosycos};, 
und  folglich  nach  den  Gleichungen  19),  weil  bekanntlich 
cos  -f-  cos  ß*  -f-  cos  y‘l~\ 
ist,  wie  man  leicht  findet: 


‘2h  cosm=:4  A'  + B'  + C*—  (-^cosg-f  gcosjg  + Ccosy)* 
' - AffFfß-  + C‘ 

d.  i.  nach  16) 


22)  COSW  = J; 


V A‘+Bl  + C‘ 


Weil  nun  bekanntlich  K eine  positive  Grösse  ist,  so  sieht 
man,  dass  man  in  allen  obigen  Formeln  für  den  Theil  der  Projec- 
tion  der  gegebenen  geraden  Linie  auf  der  gegebenen  Ebene,  wel- 
cher mit  dem  Theile  der  gegebenen  geraden  Linie,  dem  die  Winkel 
a,  ß,  y entsprechen,  einen  90"  nicht  übersteigenden  Winkel  ein 
schliesst,  die  obern  Zeichen,  dagegen  für  den  Theil  der  Projection 
der  gegebenen  geraden  Linie  auf  der  gegebnen  Ebene,  welcher 
mit  dem  Theile  der  gegebenen  geraden  Linie,  dem  die  Winkel 
a,  ß,  y entsprechen,  einen  90“  übersteigenden  Winkel  einschliesst, 
die  untern  Zeichen  nehmen  muss. 

Bezeichnen  wir  daher  jetzt  den  90°  nicht  übersteigenden  Nei- 
gungswinkel des  Theil«  der  gegebenen  geraden  Linie,  welchem  die 
Winkel  a,  ß,  y entsprechen,  gegen  die  gegebene  Ebene  durch  f, 
so  ist  für  den  Theil  der  Projection  der  gegebenen  geraden  Linie 
auf  der  gegebenen  Ebene,  welcher  mit  dem  Theile  der  gegebenen 
geraden  Linie,  dem  die  Winkel  a , ß,  y entsprechen,  den  Winkel 
< einschliesst,  nach  dem  Obigen:  , 


23) 


(A*  + B*  -f  O)  cos  a — (A  cos  ci  | B cos  ß f C cos y)  A 
(A*  + /?J  -f  C *)  c osß — (A  cos  a-\-Bcosß  +■ Ccosy)B 

kva*+b*+<> 

(A*  +Z?*  + O)cosy — ( A cos a +B cosß  f-  Ccosy)  C 
A YA'+Bl  + C*  ' 


Digitized  by  Google 


300 


und  ausserdem  hat  man  nach  22)  die  Formel 

K 


24)  co8;=— 


YA‘  | IP  4 (> 


oder 


25)  cosi=tr i (^coso  f livosß  ) Y'cos  y )» 

Y 4*+®'+^ 

woraus  sich  unmittelbar  die  Gleichung 

. . A cos  a f 1i  cos  ß 4-  Ccos  y 
20)  sini=+ V--t-  _C=L^- 

ergiebt,  in  welcher  man,  da  sin  i immer  positiv  ist,  das  obere  oder 
untere  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenachdem  die  Grösse 

A cos  a f B cos  ß-\-C  cos  y 

positiv  oder  negativ  ist. 

Gezeichnet  man  die  Neigungswinkel  der  gegebenen  Ebene  ge- 
gen die  Ebenen  der  xy,  xz,  yz  durch  x,  k,  fi;  so  ist  bekanntlich 


cos  x*  = 


27) 


COS  i* : 
COS  fl * : 


A'  + B'  + C*’ 
B* 

A*  + B ‘ + O ’ 
A* 

A*  + B'  | C‘  * 


und  nach  dem  Obigen  ist  folglich , wie  man  nach  gehöriger  Sub- 
stitution dieser  Ausdrücke  mittelst  der  Formeln  23)  und  24)  ohne 
Schwierigkeit  findet : 


cos  q> 


cosjr 


cos  u 

A cos  a + B cos  ß 4-  C cos  y 

cos  i 

A cos  i 

__cos/3 

A cos  o4--®  c®8  ß + Ccosy 

cosi 

B cos  i 

_cosy 

A cos  er  4-  B cos  ß 4-  Ccos  y 

CO  9 t 

Ccos  i 

COS  fl’  , 


cos  x1 ; 


woraus  sich,  weil  nach  27) 

cos  x’  cos  Ä*  + cos  ft’  = 1 
ist,  auch  leicht  die  Gleichung 

29)  i4cos9>4-‘ßcos,<f'+Ccosx=0 

ergiebt. 


V 
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Die  Winkel  <p,  if>,  % entsprechen  immer  dem  Theile  der  Pro- 
jection  der  gegebenen  Linie  auf  der  gegebenen  Ebene,  welcher 
mit  dem  durch  die  Winkel  a,  ß,  y bestimmten  Theile  der  gegebe- 
nen geraden  Linie  den  90°  nicht  übersteigenden  Winkel  i ein- 
schliesst.  • , 

Die  Conrdinaten  eines  beliebigen  Punktes  in  dem  durch  die 
Winkel  a,  ß,  y bestimmten  Theile  der  gegebenen  geraden  Linie, 
dessen  Entfernung  \on  dem  Punkte  (ar^zj  wir  durch  q bezeich- 
nen wollen,  sind 

x,-f  pcosa,  .y,+pcos|3,  z.+pcosy; 

und  die  Gleichungen  einer  jeden  durch  diesen  Punkt  gelegten  ge- 
raden Linie  sind  folglich 

y—j/i  — QC08ß=;M(x—  xt  — pcosa), 

z — z,  — q cos  y—N(  x — x L‘ — 9 cos  a). 

Soll  diese  gerade  Linie  auf  der  gegebenen  Ebene,  deren 
Gleichung  ' 

A (x—xx)  + B (y— .y,)+  C(z— z,)=0 

ist,  senkrecht  stehen,  so  muss  nach  den  Principien  der  analyti- 
schen Geometrie 


B—AM,  C—AIS, 


also 


sein,  und  die  Gleichungen  der  durch  den  durch  die  Conrdinaten 

a:,-f  pcosa,  y,-f-pcos/J,  z,-fpcosy 

bestimmten  Punkt  gelegten,  auf  der  gegebenen  Ebene  senkrecht 
stehenden  geraden  Linie  sind  folglich 


y — yx — q cos  ß — -j  (.r — xx — q cos  «) , 


z — — ’Q  cos ( x—-Xt  — q cos«) ; 

oder 

x — xx  — o cos  a y — yx  — q cos  ß z — — 'pcosy 

A B ~ C~  ' 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  Conrdinaten  des  Durchschnittspnnkts 
dieses  Perpendikels  mit  der  gegebenen  Ebene  durch  X,  Y,  Z;  so 
haben  wir  zur  Bestimmung  dieser  Coordinaten  die  iolgenden  Glei- 
chungen : 
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X — ar, — (tco8«_  F — — pcos/3_  Z-— x, — pcosy 
A ß ~ C 

A ( X-x,)  + B(  F-y,)  + C(Z — r,)=0; 

aas  denen  man  leicht  durch  gewöhnliche  Elimination 

I 

pA  (A  cos«r-|  B cos ß -|-  Ccosy) 

A'+ir  + c*  ’ 

pß(A  cos  a f ß cos  ß -f  6'cok  y) 
^+/t,  + 6”  ’ 

pC(  ./l  OOS  CtAß  cosß  Ccos  y). 

A‘  f ß‘  + C*  ’ 

oder 

Ix. ß(A  cosß — Z?cosk)-(-C(.4cos)'— -Ccosa) 

A ~~ 9 A*+ß'  + C*  ' 

r __  C(Bcn&  y — Ccos  ß)  | A(ß  cos  a — A cos  ß) 

*~y'  Q A'+B'  + C*  ' 

7 A( Ccos  a — A cos  y)  -fß  (C cosß  — B cos y) 

z_i,  p zP+ß'  + C1  ~ ' 

erhalt.  , 

Ist  nun  erstens  C positiv,  so  ist  wegen  der  dritten  der 
Gleichungen  30)  die  Grösse 

A cos  « -}-  ß cos  ß f C cos  y 

positiv  oder  negativ,  jenachden^  1,+pcosy  grösser  oder  kleiner 
als  Z ist.  Wenn  dagegen  zweitens  C negativ  ist,  so  ist  wegen 
der  in  Rede  stehenden  Gleichung  die  Grösse 

A cos  a-\-B  cos  ß + Ccos  y 

positiv  odor  negativ,  je  nachdem  1,+pcosy  kleiner  oder  grösser 
als  Z ist. 

Getrachtet  man  von  jetzt  an  in  dem  Falle,  wenn 
C positiv 

ist,  i als  positiv  oder  negativ,  jenachdem  die  dritten  Coordinaten 
aller  Punkte  in  dem  durch  die  Winkel  a,  ß,  y bestimmten  Theile 
der  gegebenen  geraden  Linie  grösser  oder  kleiner  als  die  dritten 
Coordinaten  der  Fusspuokte  der  von  diesen  Punkten  auf  die  gege- 
bene Ebene  gefällten  Perpendikel  sind;  in  dem  Falle  dagegen, 
wenn 

C negativ 


iX—Xl  -f  pcosß 

Y=yt  +PCOS/J— 
Z=ii  -f  p cos  y— 
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ist,  i als  positiv  oder  negativ,  jenachdem  die  dritten  Coordinaten 
aller  Punkte  in  dem  durch  die  VVinkel  a,  ß,  y bestimmten  Theile 
der  gegebenen  geraden  Linie  kleiner  oder  grösser  als  die  dritten 
Coordinaten  der  Fusspunkte  der  von  diesen  Punkten  auf  die  gege- 
bene Ebene  gefällten  Perpendikel  sind ; so  kann  man  der  Gleichung 
26)  zufolge  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit 

Acosct  + B cosß  + Ccosy 
32)  sini=  VW+TF+C* 


setzen. 


Betrachten  wir  die  oben  durch  x,  A,  fi  bezeichneten  A\mkel, 
ohne  weiter  ihre  geometrische  Bedeutung  zu  berücksichtigen von 
jetzt  an  gewissemiassen  als  blosse  Hüllswinkel,  so  können  wir 


33) 


cos  x= 
cos  A = 
cos  fl 


C 

Y A*  + B*  + C*‘ 

B 

Y A'  + B'  + U1 ' 

A 


ya*+b*+& 

setzen , und  erhalten  nun  leicht  mittelst  der  Formeln  32)  und  33) 
sin  i _ A cos  « -|-  B cos  ß C cos  y 


34) 


cosx  • C 

sint  Acosa  + Bcosß  f Ceosy 

cosA  B 

sin  i A cos  « -f  B cos  ß -f-  C cos  y 

cosfi  A 


Mittelst  dieser  Ausdrücke  und  der  Formeln  28)  erhält  man  aber 
auf  der  Stelle-  ' . 


35) 


cos  tp 
cos  i jj 
cos  % 


6os  «—sin  i" cos  fi 
cos  i 

cos  ß— sin  icos  A 
cos  i 

_ cos  y— sin  i cos  x 
cosi 


Npch  dem  Obigen  ist  bekanntlich 

36)  cos  i=  cos  « cos  cp  + cos  ß cos  1/1+ cos  y cos  y, 
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und  diese  Gleichung,  in  Verbindung  mit  den  Formeln  35)  und  der 
bekannten  Gleichung 

cos  ß*  -p  cos  ß*  p cos  y*  = 1, 

führt  leicht  zu  der  Gleichung 

37)  sin i=  cos  ß cos  fr -p  cos  ß cos  1 p cos ßcos  x. 


II. 

Projection  einer  geraden  Linie  auf  einer  Fläche 
überhaupt. 


§•  4. 

Unter  der  Projection  einer  geraden  Linie  atif  einer  beliebigen 
Fläche  werden  wir  im  Folgenden,  um  jede  Zweideutigkeit  zu  ver- 
meiden, immer  die  Gesanuntheit  aller  derjenigen  Punkte  dieser 
Fläche  verstehen,  welche  auf  derselben  eine  solche  Lage  haben, 
dass  die  in  ihnen  auf  die  Fläche  errichteten  Normalen  die  gege- 
bene gerade  Linie  schneiden. 

Dies  vorausgesetzt,  seien  nun 

38)  * 

cos  ß cos  ß cos  y 

die  Gleichungen  einer  geraden  Linie  im  Raume,  wo  bekanntlich 
f,  ff,  h die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punkts  in  dieser  geraden 
Linie,  und  ß.  ß,  y die  180"  nicht  übersteigenden  Winkel  sind,  die 
der  eine  der  beiden  Theile , in  welche  die  gerade  Linie  durch  den 
Punkt  (ft;  h ) gctheilt  wird,  mit  den  positiven  Theilen  dreier  durch 
diesen  Punkt  gelegter,  den  primitiven  Axcn  paralleler  Axen  ein- 
schliesst.  Ferner  sei 

39)  u=F(x,y,z)~{i 

die  Gleichung  einer  beliebigen  krummen  Fläche,  und  (x,jy,  z,)  sei 
ein  beliebiger  Punkt  auf  derselben;  so  sind,  wenn  wir  der  Kürze 
wegen 

40)  th  = F(xi,y„tl) 

setzen,  und  alle  im  Folgenden  vorkommenden  Differentialquotienten 
partielle  Differentialquotienten  bezeichnen,  nach  den  Principien  der 
analytischen  Geometrie 

4i)  x~x'  ~ - i—  h 
' du , du,  ~ du, 

dx,  dy,  dz. 
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die  Gleichungen  der  Normale  der  durch  die  Gleichung  39)  cbarak- 
terisirten  krummen  Fläche  in  «lern  Punkte  (x,y,z ,).  Soll  nun  diese 
Normale  die  gegebene  gerade  Linie  schneiden,  d-  h.  soll  (a'Iylzl) 
ein  Punkt  der  Projection  der  gegebenen  geraden  Linie  auf  der  ge- 
gebenen krummen  Fläche  sein,  so  müssen  die  Gleichungen  38) 
und  41)  durch  dieselben  x, y, z erfüllt  werden,  und  man  wird  also 
die  Bedingungsgleichung,  dass  die  beiden  in  Rede  stehenden  Li- 
nien sich  schneiden,  erhalten,  wenn  man  aus  den  vier  Gleichungen 
38)  und  41)  die  drei  Grössen  x,  y,  z eliminirt. 

Es  ist  aber 


COS  ß . - 

'J—9=rzrSx--f)’ 


COS« 


, co  »v  / 

* — h = r-(x~f) 

cos  a 

und 

du, 

y'~^du,^X~ **)’ 
dx, 
du, 

dz,  , . 

Z-Z'=^X~X')i 

dx, 

also  durch  Subtraction  der  dritten  von  der  ersten  und  der  vierten 
von  der  zweiten  Gleichung: 


oder 


du i 

<*-**>’ 

dx, 

du, 

z,  — ‘h  — ~ (x— x,); 

coso  du, 

dx. 


yi—ff 


du, 

\x—f—(xt — /)}, 


cos  a ' ’ ' du, 

dx, 
du, 

dx, 

Tkeü  VI.  20 


Digitized  by  Google 


306 


woran«  leicht 

(x~f) ( COS  « — cos  ß) 

dy,  dxx  , 

(*-/•)  (^co»«-gcosy) 

und  hieraus  ferner  durch  Division  und  nach  gehöriger  Reduction 

0=(xx—f)(^i  cos  ß — ~~  cos y) 

, , * ,du,  du,  x 

+ ('/■—  ff)  COS  J-  — — ' COS«) 

+ (*i — A)  (^*  cos  « — cosß) 
dyx  dx, 

oder 

0 = K».-.9)^,-(^-ä)^|  cos« 

” '•  ■ co,ß 

+ !(-r‘  ) cos  y 

erhalten  wird.  Wenn  inan  nun  statt  x,,y,,:,  nur  x,y,t  setzt;  so 
erhellet  aus  allem  Vorhergehenden  auf  der  Stelle,  dass  die  Glei- 
chungen der  Projcction  der  durch  die  Gleichungen  38)  charakteri- 
sirten  geraden  Linie  auf  der  durch  die  Gleichung  39)  charakterisir- 
ten  Fläche  die  folgenden  sind: 

42)  n~F(x,y,t)  = 0,  ...  , 

0—(x—f)  cos  ß — f[“  cosy) 

+ (y— cos  r-~j£  cos«) 

. / L\  r du  du  o\ 

+ (l — A)  ( -j-  COS  « — -J-  cos  ß ) 

. , . dy  ax 

oder  . 
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43)  u=F(x,y,  x)=0, 

0=| (y—g)  h)  cos« 

+ ,(s— *>S“(a^£,C0*/ 5 

+\  (*— /)  \fy—^t-3)  co*  r- 


UL 

Projection  einer  geraden  Linie  auf  der  Oberfläche 
eines  elliptischen  Sphäroids. 


§•  5. 

Indem  wir  zuerst  nur  in  der  Kürze  das  elliptische  Sphäroid 
im  Allgemeinen  betrachten , nachher  aber  ausführlichere  Betrach- 
tungen über  das  elliptische  Rotationsspbäroid  insbesondere  anstellen 
werden,  sei  überhaupt 

“>  ©VflW-*  , 

die  Gleichung  der  Oberfläche  eines  elliptischen  Sphäroids,  so  ist 
im  Vorhergehenden 

und  folglich 

du 2x  du 2y  du 2z 

dx  u*  ’ dy  Ü’ ’ dz  ~ c* 

zu  setzen.  Also  sind  nach  42)  oder  43) 

■*>  ©+00^©-*' 

(x—f)  (~  cos  ß — jL  cos  y) 

Kjt— 9)  (-^  cos  y — 4-  cos  «)  ^ =0 

a c 1 

+ (*— A)’(^  cos«— ^-cos^) 


20  * 
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oder 


451  (f)’+ß)X;)'='- 


l(]T—ff)~—(z—A)  f-1l  cos  a i 

+ |(l—  k)  ~ — COS  ß 

+ !(*—,  f)  jL—  (y— g)  cos  y 

oder  auch 


I(S — A)cos/J— (y—  £)cosy|  ~ j 

f|(*— (l— Ä)COS«i  -|L  \ ~0 

+ Hy— g)cosa— (x— f)co*ß\  p-  | 

die  Gleichungen  der  Projecfion  der  durch  die  Gleichungen  38)  cha- 
rakterisirten  geraden  Linie  auf  der  durch  die  Gleichung  44)  cha- 
rakterisirten  Oberfläche  eines  beliebigen  elliptischen  Sphäroida. 

Für  die  Kugel  ist  a^=h=c,  und  die  Gleichungen  der  Projectioo 
der  durch  die  Gleichungen  38)  cbarakterisirten  geraden  Linie  auf 
der  Kugelflache  sind  also  nach  dem  Vorhergehenden,  wie  mau 
leicht  findet: 


48)  **+»*  + **  = o*» 

( hcosß — g cos  y)x 
+ (/■  cosy — • h cos  a)y 
+ {g  cos  a— fcos  ß)  z 

wo  aus  der  zweiten  Gleichung  erhellet,  dass  die  in  Rede  stehende 
Prnjection  ganz  in  einer  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  gehenden 
Ebene  liegt;  und  zugleich  überzeugt  man  sich  auf  der  Stelle,  dass 
diese  Ebene  die  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  und  die  gegebene 
gerade  Linie  gelegte  Ebene  ist,  was  auch  Alles  der  Natur  der  Sa- 
che ganz  gemäss  und  aus  den  ersten  Elementen  der  Stereometrie 
bekannt  ist. 
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§.  6. 

Um  die  Gleichungen  der  Berührungslinie  der  Projection  einer 
geraden  Linie  auf  der  Oberfläche  eines  beliebigen  Ellipsoids  in 
einem  gegebenen  Punkte  derselben  zu  finden,  wollen  wir  der  Kürze 
wegen,  ausser  wie  vorher 


auch  noch 

e=t(3f-j) co8° 
+!(*-/)  cos  r 

setzen;  so  ist 

du 2x  dtt "2y  du '2i 

dx  a?  ’ dy  6*  ’ dz  c* 

und,  wie  man  leicht  findet: 


de 

dx~ 


de  _ 
dz  ~ 


COS« 


Nach  den  Principien  der  Differentialrechnung  hat  man  nun  be- 
kanntlich zur  Bestimmung  der  Differentialquotienten 


dy 

dx 


und 


dz 

dx 


die  beiden  Gleichungen : 
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du  du  ily  du  dz  _q 
dx  ' dy  dx  dz  dx 
de  , de  dy  de  dz  y. 
dx*^  dy'  dx.  dz'  dx  ’ 

und  erhält  ans  denselben  mit  Hülfe  der  vorher  für 

. 1 ' ’M 

du  du  du  , de  de  de 
dx’Ty  dz  dx’.  dy’  dz 

gefundenen  Ausdrücke , wenn  der  Kürze  wegen 

-Kp-?)*-#“*?' 

\ ' 

gesetzt  wird , für  die  beiden  in  Rede  stehenden  Differentiahpiotien- 
ten  leicht  die  folgenden  Ausdrücke: 


<hJz 

dx 


A\ 

c* 


■K 


dz 

dx 


A 4 


-*h 


Sind  nun  Xi,Vi,ri  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
in  der  Projection  der  gegebenen  geraden  Linie  auf  der  Oberfläche 
des  Ellipsoids,  so  sind  nach  den  Principien  der  höheren  Geome- 
trie, wenn  der  Kürze  wegen 


i«) 

*■=!(?-?>.-  fl  “f 

-f  (£-#-* 
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gesetzt  wird. 


CH(a*-F)^~£i  Cosy 


By  Cy  H- 

a*  Ct  , 

y-yt  = -{z—Xy), 


50) 

/ 


2—1,=- 


oder 


X Xy 


51) 


A ii—  B 
Al  c*  Ä‘4* 


■v—  ff» 


(x — *,) 


Ay^-ß,  ZI  By  **  - 6’,  ^ C,  & - Ay  ^ 

c b‘  a . c * öa  a* 


die  Gleichungen  der  durch  den  Punkt  (XyVyiy ) gehenden  Beruh 
renden  der  Projection  der  gegebenen  geraden  Linie  auf  der  Ober- 
fläche des  Ellipsoids. 


. . . y 5-  7‘ 

Ohne  die  vorhergehenden  allgemeinen  Untersuchungen,  welche 
an  sich  interessant , für  meinen  nächsten  Zweck  für  jetzt  jedoch 
von  geringerer  Bedeutung  sind , weiter  auszuführen , will  ich  mich 
nun  sogleich  zu  der  Betrachtung  der  Projection  einer  geraden  Linie 
auf  der  Oberfläche  eines  durch  Umdrehung  einer  Ellipse  um  ihre 
zweite  Axe  entstandenen  elliptischen  Sphäroids  wenden. 

Weil  bekanntlich 


52) 


ga+y*  , * 

o*  + b% 


1 


die  Gleichung  der  Oberfläche  eines  durch  Umdrehung  eiuor  Ellipse, 
deren  erste  und  zweite  Halbaxe  a und  b sind,  um  ihre  zweite 
Axe  entstandenen  elliptischen  Sphäroids,  welches  wir  in  derKürze 
ein  Rotationsellipsoid  nennen  wollen,  ist;  so  sind  nach  46) 


53) 


I (y-.?)^-<»-A)  coso  | 

+((*-*)£ -(W)| rlcoejS  1=0 
+!(*-/)  Uosy  | 
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oder,  wie  hieraus  mittelst  einer  einfachen  Verwandlung  der  «wei- 
ten Gleichung  leicht  folgt: 


54) 


**+y" 

a1 


I g cos  y-\-(z  — A ) cos  ß\x  — \f cos  y -f-  ( z — A ) cos « j g a* 

t(x—  f)cosß  — (y—  gr)cosa|z  b‘ 


die  Gleichungen  der  Projection  der  durch  die  Gleichungen  38)  cha- 
rakterisirten  geraden  Linie  auf  der  durch  die  Gleichung  52)  cha- 
rakterisirten  Oberfläche  des  Rotationsellipsoids. 

Bestimmen  wir  aus  der  zweiten  der  beiden  vorhergehenden 
Gleichungen  z,  so  erhalten  wir 


55) 


( h cos  ß — q cos  y ) x + ( /cos  y — A cos  a)  y 

— j— 

fjcosa—  /cosß+  — — - — (xcasß—ycosa) 


und  folglich,  wenn  wir 


56) 


setzen : 


56)  T (1-  r»)(AcoBj3-9cosy)ar-f  (/cosy-Acosg)y 

gco8a—fcosß-\-e*(xcosß—ycosa) 


Führen  wir  nun  diesen  Ausdruck  von  t in  die  erste  der  Glei- 
chungen 54)  ein,  so  erhalten  wir  zwischen  x und  y die  folgende 
Gleichung: 

57)  (1  — e*)l(  Acos/J  — #cosy);r-f-(/cosy— Acosot)y  |* 

= («*  — — y 1 ) I ff  cos  a — /cos  ß -f-  c*  ( x cos  ß — y cos  «)  ] * 


§•  8. 

Setzen  wir  jetzt,  was  wegen  der  ersten  der  Gleichungen  54) 
offenbar  verstattet  ist: 

iU'i ■* :tn  tun  ■ * , . i - 

!x  — a cos  9 cos  .0 , 
y=osin©cosfl, 
z=6  sin  ß 

und  führen  diese  Ausdrücke  von  x,  «/,  z in  die  Gleichung  56)  ein, 
so  erhalten  wir  nach  einigen  leichten  Verwandlungen  die  Gleichung: 

50)  {gcosu— /cos/3)tangß 

= t ne*  cos  « sin  ß — (/cos  y — A cos  a ) 4^1— e* ) sin  © 

— |«c*cosjSsinß—  (gcosy—  AcosjS)V  1— e*  Icosö, 
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welche  die  Gleichung  der  Projection  der  durch  die  Gleichungen 
38)  charakterisirten  geraden  Linie  auf  der  Oberfläche  des  Rota- 
tionsellipsoids zwischen  9 und  ß ist.  Setzt  man 

K cos  (h  = ae*  cos  a sin  ß — (f  cos  y — h cos  «)  V 1— e*, 

ßsin<P=oe*cosj3sinß  — (^cos  y—  hcosß)V  t—e*; 

so  wird  die  vorhergehende  Gleichung 


61)  (g  cos  u—f  cos  /I ) tang  ß = ß sin  ( 9 — <t>). 

Auch  ist,  wie  man  mittelst  der  beiden  Gleichungen  00)  leicht 
findet: 

«cos«— /cos  g<?08c8in»-- cos  ßcoa?), 

J ' cosy  VF^e*- 


und  daher,  wenn  man  dies  io  die  Gleichung  61)  einführt,  nach 
einigen  leichten  Verwandlungen:  ' 


62)  tang  ß = - 


cos  y sin  ( 9 — <*> ) 1^1  — e* 
cos  « sin  0 — cos  ßcos  <t> 


oder  auch 


63) 


tang#= 


cos  ß — cos  ysin  9 cotß  Vl— e% 
cos  a — cos  y cos  9 cotß  V’  I— e* 


§.  9. 

Zunächst  wollen  wir  nun  den  Differentialquotienten 

de 

dSi 

entwickeln.  Differentiiren  wir  zu  dem  Ende  die  Gleichung  61),  so 
erhalten  wir: 


ßcos(9-*)(g-g)+sin(9-*) 
= ( g cos  a —fcos  ß ) secß*. 


dR 

da 


Durch  Differentiation  der  beiden  Gleichungen  60)  ergiebt  sich 

aber 

. dR  D . .d<P  . ~ 

cos#  — - —R  sinip——  =ne»cos«cosß. 

da  du 

sin  <f>  -f  R cos  <P  ^ = ae 2 cos  ß cos  ß ; 

und  hieraus  ferner  mittelst  gewöhnlicher  Elimination : 
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dR 

dSi 
, d<P 


= ae*  ( cos  acos<P  -f-  cos  ß sin  <I>)  cos  ß , 


R -y—  = — aet(  cos  a sin  & — cos  ß cos  #)  cos  ß. 

da 

* I 

Durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  iu  die  oben  «wischen  den 
Differentialquotienten 

dB  d’P  dR 
dli’  HÜ’  dß 


gefundene  Gleichung  erhält  man  aber 
Rcos(  0 — <P) 


de 

da 


t ( sin(0 — <P)  (cos  a cos  <P  + cos  ß sind»)  1 ^ 

^ ae  l-}-cos(0 — <P) (cosasin  <P — cos/Jcos<P)  ) 

= ( g cos  a — /cos  ß ) sec  &* 


oder 


Äcos(  & — O) 


dS 

ua 


-f-ae* 


| cosa(sin(0 — <P) cos  (P -f cos (0 — (P) sin  <P)j 
—cos  ß (cos( e — <P)  cos  (P  - 

= (gcosa — /cos/?)  sec  &*, 


>+cos(0— <P)sin  <P)j  cosß 
> — sin  (0 — <P)sin  <P)5 


d.  i. 


-f  ae*(cosasin  0 — cosßcos  0)cos  a 
=(ffcosa — /cos/J)see  a *; 

also,  wie  man  nach  einigen  leichten  Verwandlungen  findet: 


04) 


dS (r/  — ae'1  sin  0cos  )cosa — (f — ■ ae'1  cos  © cos  ß*)cos(? 


da 

Setzt  man 


03) 


Acos(  0 — <P)cos  a * 


1K’> cos  <P*'> = (-.-  k oi  — ae2) cos a , 
sin  ©cos  a% 


/?<■>  sin  ©(')=(■ 


cos  ©cos Ü1 


• ae*)  cos  ß ; 


so  wird,  wie  man  leicht  findet: 


d©  0 Ji(*)sin(0 — <P<'>) 

66)  jn=cos4i-j5 — — 

7 d&  R cos  (0 — <P) 
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5.10., 

Um  nun  ferner  auch  den  zweiten  Differentialquotienten 

• • ’ - d'8  ■'  . " 

dU* 

.1  I : 

zu  entwickeln,  wollen  wir  zuerst  die  beiden  Gleichungen  65)  diffe- 
rentiiren.  Dadurch  erhalten  wir  '1 

cos  <Po)  — rr; ßOsin  <P(1> — tts — 


dSl 


dSl 


ti  t: 


de 4 


3r; cos o tang  Sl  (l— Jcot  0cot  Sl 

sin  ©cos  ß3  ’ 

|.  ..i  •:  . . . ,1  ' ■ r :!  I ii'ti!  I • • *ti  \ 

sin  <PO)  cos  <ZX») 

aSl  aSl 

7 . ■ (IQ 

3/cos£ tang  & (1  + J tang  0cotß-^) 

i i . ■ .i 


cos  8 cos  Sl* 


und  hieraus 


J0, 


dß(')  eos  « tang &(  I ~-J  cot  0 cot  ß—) 


dSl 


sin  0 cos  Sl * 


cos  <P(  * > 


J0V 


3/cos  /Jtang  ß (1  + 3 tang  ® cot  Sl 


cos  0cos  Sl* 


siBOX"), 


,1Q 

3 q cos  a tang  Sl  ( 1 — J cot  0 cot  Sl  -j^ ) 

B&dW.  = _ ^ ' ^ sin  (PC» 

dSl  sin  0 cos  Sl* 


, ( » . • 1 

3/cos  ß tang  Sl  ( 1 -f  * tang  & cot  Sl  ---^) 


I 


(•os 0 cos  Sl* 


COH^Pi'1..  . 


Setzt  man  nun 


„ _ i 

/ 


67) 


ÄWcostPf*): 


ÄCJsindK*)- 


(IQ 

ycosa(l  — icotöcot  SIyq) 
»in0 

i 

(IQ 

f cos  ß(l  f 3 tang  0 cot  ii~^) 

COS0 
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so  wird 


( ^^L=3äW*?5??5cos(®(‘)_<1X*)),- 

l dSl  cos  Sl* 

) Ä(»>^lü=:3ÄC)!füISg8in(<p(.) — ^ij)  . 
v aii  cos  Sl 


und  folglich  auch 


oder  auch 


69) 

lang  (*<*>—  *(>» 

dßo 

da 

Ä(‘) 

da  ’ 

; 

r 

70) 

dW') 

da 

=tang($(*) — d>(0)  . 

dlR(') 
da  ’ 

wo  / wie  gewöhnlich  den  natürlichen  Logarithmus  bezeichnet 
Differentiirt  man  nun  die  aus  66)  sich  ergebende  Gleichung 


flcos(0  — 0)  ^ = Ä<,)sin  (0— *(»))  cosÄ, 


so  erhält  man 


71)  ßcos(0_*)|^ 

= — J2C)- sin  Äsin  ( 0 — #(')) 

- m- 

also  nach  66) 

72)  R'  cos(e~*)--g^. 

= — ÄßO  sin  ä cos ( S — <p)sin(» — #0>) 

+ßcos  Äcos(©— *){sin(ö-*0 ) +ß(‘)c0S(©-4i(  ■ ))(^. 

dSl  * dSl  dSl 

— Ä<I)cosÄsin(e — ,)){cos(e — <P)  ^ — ßsin  (e — <p)(~  — — )J. 

UH*  dSl  dQ.' 

Setzt  man  noch 

£ 

j ß(’)cos<p(*)=«e*cosacos  Sl , 

I R't'>  sin  tpd—  ae*  cos  ß cos  Ä ; 

so  ist.  wie  aus  dem  Obigen  leicht  erhellet: 


t 
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also 


74) 


dR 

da 

d<p 


= Ä<’>  cos(<p(*) — tp), 


75) 


dtp tang(ip(J) — tp)  dR 


da 


R 


da 


Führt  man  nun  diesen  Ausdruck  von  und  den  Ausdruck  von 

da 

'-(ihr  auS  'n  (l',e  Gleichung  72)  ein,  so  erhält  man  nach  einigen 
leichten  goniometrischen  Reductionen: 

76)  Ä’Cos(e-*)«ig. 

= — ÄßOsiuücos  (e — ff)sin(e — <£fI)) 

+ ÄÄ<,)C08ßC0S  ( tp — ,01.'))^. 

• da 

jyncogqSin(e— *»(l))cos(e— 0(>))  dR 
cos(<*> — &(’>)  da 

. r>  cos(e  — <ji)sin  (e— 0(*))  rfß(*> 

+ co  »W')~tpw)  Hä’ 


mittelst  welcher  Formel  der  zweite  Differentialquotient 

d'e 

da * 

ohne  grosse  Schwierigkeit  berechnet  werden  kann,  wenn  man  nur 
erst  mittelst  der  oben  entwickelten  Formeln  die  Differentialquotienten 

de  dR  rfßO 

da'  da’  da 

berechnet  hat. 


ff-  11 

Die  Gleichungen  der  dem  Punkte  {xly,ti)  der  Projection  der 
durch  die  Gleichungen  38)  charakterisirten  geraden  Linie  auf  der 
Oberfläche  des  Rotationsellipsoids  entsprechenden  Berührenden  die- 
ser Projection  sind  bekanntlich 
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Setzen  wir  nun  auf  ähnliche  Art  wie  im  Vorhergehenden 

IXy  =0008  0,  cos52, , 

»y,  = a sin  e,  cos52, , 
i,  *=6sin52, ; 

so  ist,  wie  man  durch  Differentiation  leicht  findet: 

. » l ..  > . 

dx,  = — a(sin  0,  cosßidfl,  -f  cos0,  sin52,r/52,) , 
dyl—  a(cos©,cos521tf©l  — sin©,sin521rf52>), 
rfi,  = Äcos52,  dSh; 


ff  ft , 


80) 


, sin©,  sin52,—  cos  ©.cos  52. -7=1 

rfy.  __  1 '/&, 

^Xl  cos©,  sin52,-f  sin©,  cosÜ,-^~ 

«52, 


dzi 

tlxl 


cos  52,  trl  — 


do  * 

COS©,  81052,-1-810©,  00852,-^ 

, r/52, 


oder 


dyy  , I- cot  €0152,^- 

-f-  = tang©,  . -j-L 

1-f  tang©,  cot52,^^  ■» 


81) 


*L; 

rlr, 


cot  52, 


cos©.  ...  „ dft. 

' l + tang©,cotß,^ 


Also  sind  nach  dem  Obigen 


1 — cot©,  cotß, 

, . du.  , , 

ff— yi=tang©, ^^(x—xy). 


82) 


cotß, 

I » — .. 


1-f  tang©,cotß, 

, <2ß, 



-Tl— e* 


v,|:  „ ilj'Cll  >fl  ▼ V,FU— - U,'  I HM 

;•/  )i  . i|:  :i  ! ■.  1 1-f  tang©,  cot.fi,  -~ 

■>ih nohnmili'null  ii‘tlniydwtn.dii'1  >■ hin*i|,ij<»>inMr,:dTfli>>'v 

die  Gleichungen  der  dem  Punkte  (xxyyZy)  der  Projection  der  durch 
die  Gleichungen  38)  charaktcrisirten  geraden  Linie  auf  der  Ober- 
fläche des  Rotationsellipsoids  entsprechenden  Berührenden  dieser 
Projection.  < 

Bezeichnet  man  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  die  der 
eine  der  beiden  Theile,  in  welche  die  in  Rede  stehende  Berührende 
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durch  den  Punkt  (#,#,*,)  getheilt  wird,  mit  den  positiven  Theiien 
dreier  durch  diesen  Punkt  gelegter,  den  primitiven  paralleler  Axen 
einschliesst,  durch  $>,,  i/;,.  %\ ; so  ist  bekanntlich 

cos  ip  | dt/,  cos  dz, 

cos  9p,  rfar,  ’ eosgi,  da;,  ’ j 

und  folglich,  wie  man  mit  Hülfe  der  Gleichung 

cos  tp\ -f-  cos  ipf  + cos  1 

leicht  findet,  mit  Beziehung  der  ohern  und  untern  Zeichen  auf 
einander: 


cos  9,  =± 


V'+(&)’+(e)s' 


83) 


C081p,  = ± 


dx. 


COS  z»  = dt- 


*2. 

«Le, 


v.  V 1+(2r)  +(fe) 

Nun  findet  man  aber  mit  Hülfe  der  Gleichungen  80)  leicht 

- »V* 

**> 


V" l-eVosÄKl+i  • ^i)(l  — • l^i)  ' 
_ , " . 1 1 ■ e rfl-V  « «Kö,  « 

■ 1 ' ! *"  ~ • d«,  . dl 

cos©,  sinfi, -f  sin©,  coeß.^gi- 

: ' «II'-  I r I I.  .. 

Also  ist  nach  dem  Obigen: 


l,f'l 

\ 


•)  Statt 

-C1+7;SXl-J-S) 

kann  man  hier  und  im  Folgenden  überall  auch 


•etien. 


K VdäxA  dü / 

f.  , . 
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cos 


COS 


e,  sinß,  f sine,  cosfl, 


. V-'— 

I cos^,=db 
c°sjc.=T 


I sin©,  sinß,  - cos  e,  cos  ß,^ 

*»)  < _ . aß. 

cosß,^i_e» 

\Fl -e*  cos  ß*  (I  + 1 . ^1)(1_  I .f^L)  ’ 
▼ dß,  e dß/ 

wo  die  obern  an  I untern  Zeichen  sich  auf  einander  beziehen. 
Setzt  man 


86) 


tangP.rrcotß.^I., 


sm 


Q,  — ecosß, \f~ n » 1 1 

» ' +e  23/U  e’dß/ 


so  ist,  immer  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf 
einander: 

08®,  = ± 8i"g'C”g(»,  -Pl) 

cos/*,  cos  Qt  ’ 

M ~ COS  P,  COS  Q,  ’ 

cos  %,  = -p  cogß,^~  (1-pe)  (1— e) 
cos  Q, 


meine 


Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich,  wenn  dt  das  allge- 
le  Differential  des  Bogens  der  Projection  der  durch  die  Glei- 

man  20)  aliopnlrtnvioietnn  iMin/lan  1 >»S  C 1 _ /V I n ..  a • 


chungen  38)  charakterisirten  geraden  Linie  auf  der  Oberfläche  des 
Rotationsellipsoids  bezeichnet,  auch  leicht 


oder 


die  Formel: 
88)  dt* =o*  { cos ß*de*  + ( 1 — e*  cos  ß*  ) dß*) 

89)  dt*  = a*  dß*  1 1 — e*  cos  ß*  f cos  ß*  (r^)* ). 


§.  12. 
des  dei 

y,x— .*,y=0. 


Die  Gleichung  der  Ebene  des  dem  Punkte  (*,«,*,)  entsprechen- 
den Meridians  ist 
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d.  i.  nach  78) 


;r  sin  0,  — j/cose,  =0, 


und  die  Gleichungen  des  in  Rede  stehenden  Meridians  sind  folglich: 

xsin@,  — 1/cosq,  --0, 

*3* +£->-•> 


00) 


oder,  wie  man  leicht  findet: 

arsin©,  — »/cos©,  = 0, 

— £ i-  ~ 1=0. 

a1  cos©,*  ' bl 

Folglich  sind  die  Gleichungen  der  durch  den  Punkt  (xlyixi) 
gehenden  Berührenden  dieses  Meridians: 


92) 


oder  nach  78): 


93) 


»/-?/.  = (A-x,)tang©,, 
b'x  i 


: — (X  — X,)- 


a‘z,  cos©. 


y-Vi—  (*-*,)  tang®, , 
, cot  .0 


s~Z,  = — (x  — *.) 


cos©, 


VT 


Bezeichnet  man  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  die  der 
eine  der  beiden  Theile,  in  welche  die  in  Rede  stehende  Berüh- 
rende durch  den  Punkt  (x,y,z,)  getheilt  wird,  mit  den  positiven 
Theilen  dreier  durch  diesen  Punkt  gelegter,  den  primitiven  paral- 
leler Axen  einschliesst,  durch  g>0,  i|;( 1 ),  jj(  1 ) ; 80  ist 


costfj(') 
cos  qpO 


tang©„ 


cosjd1) 

cosqpO 


cot  fl, 

COS0, 


t 1- 


und  folglich 


cosqpO— - dL 


cos©. 


t 1 + (1  — «*)  cot  ft,’ 


■ ...  . sin©, 

J cos -F — -•  • - 

ö4)  \ VI+XT— e’Jcotß,5 


cos  35(,)  = -F- 


cot  fl,V  1— c*  # 


V 1 -f  (1— e*)cotß,*  ’ 

mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf  einander 
Theil  VL  21 
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Bezeichnet  man  einen  jeden  der  180°  nicht  übersteigenden 
Winkel,  welche  die  durch  den  Punkt  (.r , y , r , ) gelegten  Berühren- 
den des  diesem  Punkte  entsprechenden  Meridians  und  der  Pro» 
jection  der  durch  die  Gleiclumgeu  38)  cliarakterisirten  geraden 
Linie  auf  der  Oberfläche  des  Gotationsellipsoids  mit  einander  ein- 
sehliessen , durch  I\ ; so  ist  bekanntlich  in  den  vorher  eiugeführ-  v 
ten  Bezeichnungen : 

cos  Ji  — cos  cpi  cosqpO-Fcos  ip,  cos  ipO  -f-cos  j;,  cos  jjO, 


also  nach  dem  Vorhergehenden 


95)  cos  — ■1-~^CWIS—  i — 

(l+7-5sf)(-7',75r> 


woraus  sich  ferner  sogleich  ergiebt 
9ß)  8inP,=J; 


„ d0< 
cos  .9.  — — - 
1 dü, 


V"1-*9 


in  welcher  letzteren  Formel,  da  sin  I\  immer  positiv  ist,  das  obere 
oder  untere  Zeichen  genommen  werden  muss . jenachdem 


cos  fl, 


d&, 

r/fl, 


eine  positive  oder  eine  negative  Grösse  ist 

Aus  den  beiden  vorhergehenden  Gleichungen  ergiebt  sich  aber 
auch  auf  der  Stelle 

n 

cos  fl, 


97)  taug  r,  = + 


r/fl, 


F 1 — c'  cos  fl,1 


oder,  wenn  man 


98)  sin  1 7,  —e cos  fl, 


setzt : 


99)  tangf, 


j cos  Slx  i/G, 
cos  l :, ' tl£l,' 


i 


5-  13. 

Wir  wollen  nun  auch  den  dem  Punkte  (x,  y,  r,)  der  Projection 
der  durch  die  Gleichungen  38)  cliarakterisirten'  geraden  Linie  auf 
der  Oberfläche  des  Botationsellipsoids  entsprechenden  Krümmungs- 
halbmesser r i dieser  Projection  zu  bestimmen  suchen,  indem  wir 
als  bekannt  voraussetzen,  dass  nach  den  Principien  der  höheren 
Geometrie,  wenn  der  Kürze  wegen 


Digitized  by  Google 


323 


100)  dy>  fhJi  d*xt  y 

\dsil  7HT7*  da,  dsi,*j  . 

, ( (,x'  (l‘z'  l,z<  5^l£i_V 

Wß.'rfß,*  dsi/das) 

i f ^y»  <**■  y 

V</ßi  'da,*  usi/dsf  ,*/’ 

wo  T,  eine  positive  Grosse  bezeichnen  soll,  gesetzt  wird: 


101)  r, 


(Jl-Y 

\dSl, ) 

Ty 


ist,  wo  die  Bedeutung  des  Svmbols  r,  leicht  von  selbst  erhellen 
wird.  Weil  nun  nach  71t) 

vi1“ — «(cos©,  sin  Sll  + sin0,  cosß, 

V5L  = ~fl(sin  0j  sinüj — cos  0!  cos  Ä, 

«id/ 

<hx 


= n V 1 — cos  &, 

tt  Sir  | 


ist,  so  ist,  wie  man  durch  fernere  Differentiation  leicht  findet: 


dzjr 

dSl. 


.——a 


cos  0,cosü,  — 2sin  0,  sinß.^i 

dSl , 

i f ros  01  cos  Sl‘(^y+ 8ln 0-  co®  -a,  f ’ 


r/y/i 

f/.ß,s 


= — n s 


[ sin01cosß,+2cos©1sinß1— 

dil, 


) ‘ 'dSl,  j 

! +sin  01  ~ cos  ö< cosß»  ) 


i. 


und  hieraus  erhält  man  ferner  nach  einigen  keine  Schwierigkeit 
darhietenden  Keductionen : 

d.r,  d2y,  dy,  d^x, 
dSiy  ‘dSl,*  7t& 7'  rfäy 

^ © (Hc08ßlS(Sr)  )+^(«in^gi-cosßlg>)  J , 

21* 
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=0^  l-e‘ 


dx,  d*z,  dz,  dtXj 
lä^dil,2  dil,' dil,* 

^ co80,a  + 'osa.1^))  j 

j -sin  G, cos  Sl,  (sin Sl,^^  — cos  £1,  (j 

di/,  diz,  dz,  d'i/i 
~dJT,'  d£l,*~  dH,  . d£l ,* 

sin0i(l  + cosß,5^^^-^  ) - 
-|-cos  0,  cosß,(sinili  — cos  £ 1 1 ) 


q,  sin  E,  = 1 h cos  ß,  * > 

dG  d*G  i 

p,  cosE,  = cos  .ß , (sin  JJ , cosß, 


dx,  d2y,  dy^_  r/V, 
d£l, ' dH,2  dH,  ' rfßi’ 

#/0 

- p,  aJ  (cos £!  fang  ß,  4 sin£i  ^^-)> 


dx , 

d*z, 

d1  x. 

dH, 

• dH,2 

dH , 

tlil ,* 

dy_i_ 

d'z. 

dz, 

’d'!lh 

dSi, 

dH ,* 

~ dil,  ' 

dil,* 

=rp!  o*  1 1— c1‘.stn(£1  — 0,), 


und  folglich 

103)  T,  = Q,a2^  l-c*+(cos£1tangß1+sin£,^)  . 

/ 

Weil  nun  nach  89) 

oder  nach  Einführung  der  Hiilfsgrössen  p,  und  E, : 
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(tir)  = a*  ( e‘ sin  £* — e*  cos  ■) 

ist,  so  ist  nach  101): 

104)  n: 


r;  ( o,  sin  E,  — e*  cosß,'1)! 


e» 


^ 1— «*+(cos£,  tangßI+sin£,^^l-) 


Bezeichnet  man  die  Coordinaten  des  Krümiuungsmittelpuukts 
durch  §i,rj,,f, ; so  ist  bekanntlich,  wenn  der  Kürze  wegen 


y\ 


Zr 


f dx. 

«Py, 

d*x, ' 

\ 

^dil, 

'riß,* 

dß, 

"dSl,\ 

/ dß, 

<dx. 

rPz, 

*, 

d‘x, ' 

\ &. 

<d£l. 

*d-ß,a 

dSl, 

'das. 

/ dß,  ’ 

' 'ty' 

d2x, 

dx  i 

d*?/  i' 

\ dx, 

. dSl, 

’ dÄ,* 

dß, 

'dß,*. 

/ dß, 

'dyi 

d*r, 

dg, 

<*> N 

i dz, 

,d£l. 

dSl ,» 

dß. 

-dß,*> 

> dSi,  ’ 

dz. 

d\r, 

dx, 

d*z, 

\ dx, 

. du , 

■ dß,* 

~ da. 

' «toi* 

) dSi, 

'dz, 

di/, 

d*!,’ 

\ ,h.h  . 

„ dß, 

' dß,* 

dß, 

• dß,». 

/ dß,  ’ 

oder,  wie  man  nach  gehöriger  Entwickelung  mittelst  des  Obigen 
leicht  tindet: 

sin  (JE,  — 0,) cosß, 

—cos  £,  sin  0,  sinii,  tang.Q, 

105)  A,  — Qiu*  ^ +cos(£i  + 0i)sinß,  -j— 

-f  sin£iCos0,cos-Q,^^i^ 

— p,  «5cs  sin(£,  — 0i)cosfl, , 
cos  (E,  — 0,)cosß, 

+cos  £,  cos  0,  sin  ß,  tang.Q, 

F.-p,«1  { +sin(£,+ ©Jsinß.-j-i- 
I J-sinE^inö,  cosß, 
p,  a’e * cos  (Ei  — ö, ) cosß, 
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gesetzt  wird: 


Ich  will  jetzt  diese  Untersuchungen  nicht  weiter  ausdehnen, 
behalte  mir  aber  vor  , in  einem  späteren  Aufsatze  auf  einige  An- 
wendungen zurück  zu  kommen , welche  sich  von  denselben  machen 
lassen,  wozu  die  im  Vorhergehenden  mitgetheilten  Entwickelungen 
völlig  genügen.  ° 


XXXIX. 

/tijc 

— =!tr+ const.,  oder 
=i!(®2)+const? 

Von 

dem  Herrn  Doctor  O.  Schlömilch, 

Frivatdorentcn  an  der  Universität  zu  Jena. 


Diese  Frage  lässt  sich  auf  folgende  Weise  beantworten.  Setzt 
man  in  einem  Integrale  wie 

fa  f(*)  tlx 
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f 

■x  — — , wo  i eiue  neue  Veränderliche,  m eine  Konstante  G pisse  ist, 
m 

so  wird  (<*=■-:  wenn  ferner  x—u  und  x~b  geworden  ist,  hat 
m 

z die  Wertbe  ma  und  mb  angenommen.  Datier  ist  jetzt 


(1) 


oder,  weil  es  in  einem  bestimmten  Integrale  ganz  gleichgültig  ist, 
mit  welchem  Buchstaben  die  Veränderliche  der  Integration  be- 
zeichnet wird, 

./> 'fa=/  <-)-•  " ■ 
kJ  ma 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  z.  B.  für  a — 0,  b—u,  m=  — 1, 


fix 

-1 


(2) 


Setzen  wir  nun 


J*~  = (p(x)  + const, ....  (3) 


so  ist 


I: 

f: 


~r  = («)  -<P  (0), 


— V 

~9(—  «)  -9(0) ; 


und  vermöge  der  Gleichung  (2) 


<jd(h)  — <jp(— m) (4) 

Man  hat  aber  eine  doppelte  Wahl;  entweder  <p  (.r)  — Ix , oder 
• fix  • 

(p(x)=ll(x*);  indem  aus  beiden  folgt  dtp  (x)  = — , wie  es  nach 

(3)  sein  muss.  Gleichwohl  sind  die  Functionen  Ix  und  \l(x*)  sehr 
von  einander  verschieden;  die  erstere  wird  nämlich  für  negative 
Werthe  der  Veränderlichen  imaginär,  während  die  zweite  für  ue- 
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gative  x die  nämlichen  VVerthe  gicbt,  wie  für  gleich  grosse  posi- 
tive x.  In  der  That  ist 

für  <p(x)  — lx,  <p (—  x)  = Ix  + / (—  1)  = Ix  + ( '2k  + 1) « V—  1 

oder 

cp  ( — u)  ~ lu  dL  (”2A*  + 1)  n V—  1, 
dagegen  für  <p(x)—\[(xt),<p(— x)  — ^l(— x*)=J(tr5) 
oder 


V (-«)=?>  (")• 

Da  nun  aber  nach  No.  (4)  <p(—u)  = <p(+u)  sein  soll,  so  kann 
man  <p(x)  nicht  ~lx  setzen,  sondern  muss  durchaus  cp(x)  = \l(x%) 
nehmen.  Es  ist  daher  nach  No.  (3) 

— = i l(x*)  -f  const.  und  nicht  =to-f-const.; 
x i 

Weiss  man  im  Voraus,  dass  x keine  negativen  VVerthe  an- 
nehmen wird,  so  kann  man  auch  die  zweite  Form  nehmen,  weil 
beide  Formen  für  positive  x identisch  sind;  dagegen  würde  es  to 
tal  falsch  sein,  sich  dies  auch  hei  negativen  x erlauben  zu  wollen. 
Welchen  Unterschied  dies  macht,  sieht  man  z.  II.  an  dem  Integrale 

t 

•Ix 

X 

dessen  Werth  nach  dem  Obigen  = 4/(3*)  — = 8 ist, 

während  er  bei  gewöhnlicher  Schreibweise  / (3) - — / ( — 2),  also  ima- 
ginär sein  müsste. 
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Xli. 

Uebungsaufgaben  für  Schüler.! 


\'un  dem  Herrn  Professor  Dr.  F.  Stegmann  au  der  Universität 

zu  Marburg.  . 

I)  Es  sei  über  dem  Durchmesser  AB  ein  Halbkreis  Au  Ma  li 
beschrieben  und  in  einem  beliebigen  Punkt  P zwischen  A und  B 
des  Perpendikel  PM  auf  den  Durchmesser  gesetzt,  welches  in  M 
den  Hainkreis  schneidet.  Wenn  man  nun  auf  der  Verlängerung 
dieses  Perpendikels  über  M hinaus  einen  beliebigen  Punkt  «S  an- 
nimmt und  die  zwei  Sehnen  AM.BM  nebst  den  zwei  Sekanten 
AS,BS  zieht,  welche  letztere  in  den  Punkten  v,  w die  Peripherie 

des  Halbkreises  durchschneiden,  so  wird  Bogen  Mu—Mw  sein, 

je  nachdem  AP— BP  angenommen  worden  ist. 

< 

II)  Wenn  man  in  einem  Kreis  eine  beliebige  Sehne  AC  zieht 
und  an  deren  Endpunkten  die  Tangeuten  AM  und  BM  construirt, 
deren  Durchschnittspunkt  M sei ; wenn  man  alsdann  von  dem  einen 
Endpunkt  C der  .Sehne  AC  eine  zweite  Sehne  gleich  der  Hälfte 
der  ersten,  nämlich  CB  — | AC  in  die  Peripherie  trägt  und  von 
deren  Endpunkt  B aus  die  Sekante  BM  zieht,  deren  zweiter 
Durchschnittspnnkt  mit  der  Peripherie  V heisse:  so  wird  V der 
Halbirungspunkt  des  Bogens  AUCB,  nämlich  A V—  B U sein. 

Es  sind  zwar  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  näm- 
lich die  Sehne  '( 'B  — { A ('■  von  C aus  entweder  iu  den  grösseren 
oder  in  den  kleineren  der  beiden  von  der  Sehne  AC  gebildeten 
Kreisabschnitte  eingetragen  wird,  für  beide  Fälle  lasst  sich  jedoch 
der  Beweiss  mit  ganz  denselben  Worten  führen. 

III)  Wenn  man  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel  von  den 
Endpunkten  eines  beliebigen  Durchmessers  AB  die  Verbindungs- 
sehnen AM  und  BM  nach  einem  beliebig  auf  der  Hyperbel  ange- 
nommenen Punkt  M zieht,  und  von  diesem  Punkt  M zugleich  Per- 
pendikel auf  die  Asymptoten  lallt;  so  wird  das  eine  dieser  Per- 
pendikel den  Winkel  AMB , das  andere  aber  den  durch  die  Ver- 
längerung von  AM  oder  BM  entstandenen  Nebenwinkel  von  AMB 
halbiren. 
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Lehrsatz  aus  der  Differenzialrechnung. 

Von  dem  Herrn  Doctor  O.  Schl  “>  milch,  Privatdocenten  an  der 
Universität  zu  Jena. 


Setzt  man 


"p„— 1 , °/>r = («  — 1) (n  — 2) (n—r)iir, 

wo  7ir  den  rten  Binomialkoefficienten  des  Exponenten  n bezeichnet, 
so  ist 

dn(e~ jt  ) : <txn 


I ”P  " 
Lx>" 


"p.  ■ ”p * 

a;2B-l  T X2B- 


"P”fl1  e-i- 
xn»  1 J * ' 


So  ist  z.  B.  für  «—4 

t-N  i 4 I"  1 12  , 36  24 ”1  I 

d (e-x  ):dx<  - lx  ~x,  + —*  ~ xiJ 


Wie  lässt  sich  dies  allgemein  beweisen? 


Herr  Anton  Ritman  zu  Wien  hat  mir  für  das  Archiv 
die  folgende  Aufgabe  mitgcthcilt. 

Man  denke  sich  einen  Kegel  mit  kreisförmiger  Grundfläche 
nnd  lege  durch  dessen  Axe  eine  auf  seiner  Grundfläche  senkrecht 
stehende  Ebene,  deren  Durchschnitt  mit  dem  Kegel  der  sogenannte 
Axentriangel  ist.  Lässt  man  jetzt  um  einen  beliebigen , aber 
gegebenen  Punkt  in  der  einen  der  beiden  in  der  Kegelfläche  lie. 
genden  Seiten  dieses  Axenlriamrels  eine  Ebene  sich  so  bewegen  ^ 
dass  dieselbe  immer  auf  der  Ebene  des  Axentriangels  senkrecht 
steht,  so  ist  der  Durchschnitt  mit  der  Kegelfläche  bekanntlich  je- 
derzeit ein  Kegelschnitt,  und  man  kann  nun  fragen,  welches  die 
geometrischen  Oerter  der  Brennpunkte  aller  dieser  Kegelschnitte 
sind.  G. 


Die  beiden  Gleichungen 


— -1-  - = - und  (ar— r)(u  — z)— x* 

* y z 


sind  immer  identisch. 
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XM. 

M iscellen. 

% 

Herr  A.  J.  H.  Vincent  (professeur  au  College  Saint -Louis) 
hat  die  Berechnung  der  Zahl  auf  eine  Uechnungsregel  gebracht, 
welche  sich  zwar  sehr  leicht  aus  ganz  bekannten  Sätzen  ergiebt, 
aber  desseuungenchtet  liemerkenswerth  ist  und  bei’m  Elementarun- 
terrichte berücksichtigt  zu  werden  verdient,  weshalb  ich  dieselbe 
im  Folgenden  mittheilen  werde. 

Bezeichnen  wir  die  Flächenräume  des  in  und  um  einen  Kreis, 
dessen  Halbmesser  r sein  mag,  beschriebenen 

necks,  ‘inecks,  4«ecks,  8wecks,  16/jecks,  .... 

respective  durch 

f tt  , F Zn  , F 4n  , F Sn  , F 1 Gn , .... 

und 

gn  • Szn,  S*n.  g»n  , S/Sn,  .•••  5 
so  ist  nach  einem  sehr  bekannten  Satze 

und  ; 

r»tf  Zn 

also 


Weil  nun  r’sr  der  Flächeninhalt  des  Kreises  ist,  so  sind,  wenn 
man  r — 1 setzt,  offenbar  jede  zwei  einander  benachbarte  Glieder 
der  Reihe: 

1 

Fn 

S»’ 

JL-tTrX 

TftT- V f^'gn 
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L=ir±y  L\ 

,Un  2 KSn  1 FmJ 

JL=\Tm 

t 4n  Y t 2n  2n 

-JL  = lfJL.JL\ 

J<n  - V.  (VZn  1 4nJ 


zwei  Gränzen,  zwischen  denen  der  Bruch  — Hegt.  Wie  aber  die 

7f 

Glieder  der  vorhergehenden  Reihe  nach  und  nach  aus  einander 
gebildet  werden,  fallt  auf  der  Stelle  in  die  Augen,  indem  man 
nämlich  vom  dritten  Gliede  an  jedes  Glied  erhält,  wenn  man  zwi- 
schen den  beiden  unmittelbar  vorhergehenden  Gliedern  abw  echselnd 
die  mittlere  geometrische  Proportionale  und  die  mittlere  arithme- 
tische Proportionale  nimmt. 

Setzen  wir  jetzt  r=^— , so  ist  der  Flächeninhalt  des  Kreises 


— , und  die  Flächenräume  des  in  und  um  den  Kreis  beschriebenen 

* i 

regulären  Vierecks  sind  respective  1 und  2,  so  dass  also  Fi  =1 
und  %4—  2 ist.  Bildet  man  nun  aus  1 und  nach  und  nach  eine 


Reihe , in  welcher  vom  dritten  Gliede  an  jedes  Glied  abwechselnd 
die  mittlere  geometrische  und  die  mittlere  arithmetische  Proportio- 
nale zwischen  den  beiden  unmittelbar  vorhergehenden  Gliedern  ist, 
so  sind  nach  dem  Vorhergehenden  jede  zwei  einander  benachbarte 

Glieder  dieser  Reihe  zwei  Gränzen,  zwischen  denen  — liegt.  Weil 


aber  — die  mittlere  arithmetische  Proportionale  zwischen  0 und  1 

2 

ist,  und  0 und  1 offenbar  auch  zwei  Gränzen  von  — sind,  so  kann 


man  die  Regel  zur  Berechnung  dieser  Grösse  auch  auf  folgende 
Art  aussprechen: 

Wenn  in a n a u s 0 und  1 nach  und  nach  e i n e Reihe 
bildet,  in  welcher  vom  dritten  Gliede  an  jedes  Glied 
abwechselnd  die  mittlere  arithmetische  Proportio- 
nale und  die  mittlere  geometrische  Proportionale 
zwischen  den  hei d e n unmittelbar  vorhergehenden  Glie- 
dern ist,  so  liefern  jede  zwei  einander  benachbarte 
Glieder  dieser  Reihe  zwei  Gränzen,  zwischen  denen 

der  Bruch  — enthalten  ist. 

■x 

Dies  ist  die  von  Herrn  Vincent  gegebene  Rechnungsregel. 

G. 
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Bemerkung  zu  einer  Stelle  im  Archiv  Theil  V.  S.  220. 

. Vor  Herrn  F.  Arndt,  Lehrer  am  Gymnasium  zu  Stralsund. 

Es  ist  dort  der  Satz  aufgestellt:  „Wenn  die  Sinus  der  Win- 
kel eines  ebenen  Dreiecks  eine  arithmetische  Progression  bilden, 
so  bilden  auch  jederzeit  die  Cotangenteu  der  halben  Winkel  dieses 
Dreiecks  eine  arithmetische  Progression.“ 

Herr  Director  ^iizze  hatte  ilie  Gi'ite,  mir  einen  Versuch  Aber 
die  Beweisführung  dieses  Satzes  vorzulegen,  und  war  zu  einem 
Resultat  i'ekommen,  welches  ihn  veranlasste,  starken  Zweifel  an 
der  Richtigkeit  der  Behauptung  zu  hegen.  Ich  erlaube  mir  dieser- 
haib,  meine  eigene  Entwickelung  mitzuthoilen,  aus  welcher  sich 
ergiebt,  dass  der  obige  Satz  allerdings  nicht  unter  den  gemachten 
Vorausetzungen  richtig  ist,  vielmehr  noch  ein?  neue  Annahme  hin 
zukommen  muss,  die  sich  auf  folgende  Weise  ergiebt. 

Aus  2sinj3  — sin« f- sin y folgt,  wenn  man  die  halben  Winkel 
einfiihrt,  2 sin  \ ß cos  J 0:=  sin  i(«  | y)  cos  ;(«  — -/),  oder  da  (wegen 
ß+  jS-f  y — 180  “)  sin  J («-J-  y)  — cos  i P ist  ? 

1.  sini/J=icos.i(ß  — y). 

Ferner  haben  wir 


cotg  ; « f cotg  i y — sm  ' (a  + V)  . 

' sin  i ß sin  iy 


sin  »a  sin  \ y 


2.  cos  l ß — sin  5 o sin  i y (cotg  J a f cotg  1 y). 


Dividirt  man  nun  2.  durch  1.,  so  entsteht,  nachdem  mit  2 multipli-  « 
cirt  worden , 


3. 


2 cotg  iß  — 


4 sin  «sin  ,Jy 
cos  i (a — y) 


(cotg  ' « + cotgj  y). 


Dies  ist  die  richtige  Gleichung.  Soll  sie  in  die  im  Archiv 
aufgestellte  übergehen , so  muss  zwischen  den  Winkeln  « und  y 
noch  die  durch  die  Gleichung 

4sin£«sin]y j 

cos  i (a  — y) 

ausgedrückte  Abhängigkeit  Statt  finden.  Statt  dieser  kann  man 
setzen 


oder 


• 4 sin  .t  «sin  \ y — cos  > «cos  I y -f  sin  £ «sin  ; y, 
also  3sin  i asin  ; y— cosi  ßcos  J y, 

4.  3— cotg  1«  cotg  iy. 


In  dem  Annuaire  de  l’Academie  Royale  des  Sciences 
et  helles  lettres  de  Bruxelles.  Dixieme  nnnee.  Bru- 
xelles. 18-14.  p.  129.  erzählt  Herr  Quetelet  in  seiner  interessan- 
ten Notice  nur  Alexis  Bouvard  gelegentlich  folgenden  Vor- 
fall, welcher  Herrn  Arago  in  seiner  Eigenschaft  als  Offizier  der 
Nationalgarde  in  den  Tagen  der  französischen  Revolution  passirte. 
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Pendant  ces  erneutes  M.  Arago  a couru  plus  d’un  (langer. 
Je  tiens  de  lui- meine  que , sur  un  des  ponts  de  Paris  et  dans  un 
instant  d’exasperation  populaire  cnntre  la  garde  nationale,  il  faillit 
etre  jete  dans  la  Seine  et  ne  dut  son  salut  qu  ä une  plaisanterie. 
Des  gens  du  peuple  le  soulevaient  dejä  pour  le  lancer  par - dessus 
le  parapet,  lorsque  il  leur  dit  avec  une  admiralile  presence  d’esprit : 
He  Dien ! he  hien ! (jue  faites-vous  donc?  Mais  je  ne  suis  pas 
nager!  moi!  Ces  inots  desaniierent  les  furieux,  et  l’on  finit  par  rire. 


Der  berühmte  Optiker  Robert-Aglae  Cauchoix  ist  am 
8tcn  Februar  1845  zu  Deuil  bei  Montmorency,  wohin  er  sieh  sei- 
ner durch  viele  und  grosse  Arbeiten  geschwächten  Gesundheit 
wegen  zurückgezogen  hatte,  gestorben.  Er  war  am  24sten  April 
17 1()  zu  Cormeilles* en - Parisis  geboren,  und  widmete  sich  im 
Jahre  1702  dem  Stande  eines  Optikers.  Seine  letzten  grossen 
Arbeiten  waren  zwei  grosse  Fernrohre,  das  eine  mit  einem  ein- 
zölligen, das  andere  mit  einem  dreizehnzölligen  Objectiv,  von  denen 
das  erste  die  Universität  Cambridge,  das  zweite  die  Sternwarte 
von  Armagh  in  Irland  besitzt. 


Sitzung  der  mathematisch  - physikalischen  Klasse  der 
Akademie  der  Wissenschaften  zu  München  vom 
Uten  December  1844. 

Herr  Akademiker  v.  Stein  heil  zeigt  der  Klasse  ein  von  ihm 
erfundenes  kleines  Instrument  vor,  Passagen  - Prisma  genannt, 
welches  auf  Reisen  zu  Orts-  und  Zeitbestimmungen,  so  wie  zur 
Regulirung-  des  Ganges  der  Uhren  mit  Vortheil  benutzt  werden 
kann.  Es  ist  dieses  Instrument  nur  2 Lotli  schwer  und  1 Cubik- 
zoll  gross.  Einfachheit  in  der  Construction  und  Transportabilität, 
so  wie  bedeutende  Sicherheit  und  Prärision  der  damit  anzustel- 
lenden Beobachtungen,  empfehlen  es  derAufmerk.samkeitderKlas.se. 


Preisaufgabe  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu 
Paris  für  1846. 

Des  geometres  auxijuels  on  doit  les  heaux  developpements, 
que  la  theorie  des  fonctions  elliptiques  a reyus  dans  ces  derniers 
temps,  ont  aussi  ouvert  la  route  pour  l’etude  de  nouvelles  transcen- 
dantes  d’ordre  superieur,  dont  les  plus  simples  ( nommees  par  M. 
Jacobi  fonctions  abeliennes  de  premiere  ( lasse)  sont  les  fonctions 
de  deux  variables  ä quatre  periodes  distinctes.  Meanmoins  cette 
etude  presente  des  difficultes  noiuhreuses.  et,  quoiqne  des  travaux 
recents  aient  un  peu  etendu  le  cercle  de  uns  connaissances  sur 
cet  ohjet,  on  est  encore  aujourd  hui  hien  loin  du  degre  de  per- 
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fection  que  nous  offre  la  theorie  des  fonctions  elliptiques.  Pour 
eocourager  les  efforts  des  geometres  dans  rette  mutiere  ä la  fois 
tres  im|)ortante  et  tres  del'icate,  l'Academie  la  propose  cnnuue 
sujet  du  grand  prix  de  mathematiques  ä decerner  eu  1846.  La 
question  peut  etre  enoticee  eil  ces  ternies: 

Perfectionner  dans  quelque  point  essentiel  la  theorie  des 
fonctions  abeiiennes,  ou,  plus  gdndralement,  des  transcendantes  qui 
resultent  de  la  consideration  des  integrales  de  nuantites  algebriques. 

Le  prix  consistera  en  une  meduille  d’or  ue  la  valeur  de  3000 
francs.  Les  memoires  devront  etre  arrives  au  secretariat  de  l’ln- 
stitut  avant  le  1er  Octobre  1846.  Ce  terme  est  de  rigueur.  LeA 
noms  des  auteurs  seront  contenus  dans  un  billet  cachete  qui  ne 
sera  ouvert  que  si  la  piece  est  couronnee.  La  comniission,  qui 
avait  ete  chargee  de  nroposer  le  sujet  du  j>rix  etait  compnsee  de 
AIM.  Ärago,  liinet , Poinsot,  Cauchy  et  Liouville,  rapporteur. 


• (/.  gf1 

Herleitung  des  Differentialquotienten  — -~».rn_1johne 
Unterscheidung  der  Art  des  reellen  Exponenten  n. 
Von  dem  Herrn  Professor  Dr.  Mutzka  zu  Tarnow  in  Galizien. 

Der  Differentialquotient  da  er  vermöge  seiner  Iledeutung 

llx 

— - lim  ^ 3 — für  lim  Ar — 0 ist,  muss  im  Allgemeinen 

Ax 


eine  gewisse  Function  von  x und  n sein,  die  wir  vorläufig  durch 
<p(x,n)  darstellen  und  zu  bestimmen  unternehmen  wollen.  Zu 
diesem  Zwecke  verwandeln  wir  in 


d . xn 
dx 


Mini 


(x  -f-  Ax ) n — x” 


Ax 


- cp  (x,n) , lim  Ax--0 


den  beliebigen  ( positiven  oder  negativen , ganzen , gebrochenen 
oder  irrationalen,  jedoch  immer)  reellen  Exponenten  n in  sein  ;ifa- 
ches,  pn,  indem  wir  p irgend  eine  absolute  ganze  Zahl  vorstellen 
lassen;  und  setzen  für  einen  Augenblick  zur  Abkürzung  x+Aj$— |. 
Dadurch  erhalten  wir,  immer  für  lim  Ax^O, 

, . ..  Jp»  — xrn  (i")p—(xn)p 

<P (*’/>”)= Lm  —J"  Ax 

daher,  weil  p absolut  ganz  ist, 

— lim-“-— f J 


und  hieraus 


rtfip 

:<p(x,n)  [pX*!P- 1 >} = />  — <p(x,n), 

cp(x,pn)__  q>  (x,  n) 

XPn  ' X" 
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Sehen  wir  nun  den  Quotienten  , in  so  fern  wir  darin 

xn 

bloss  auf  die  Veränderlichkeit  von  n Acht  haben,  als  eine  Function 
von  n an,  die  wir  mit  i jj(/t)  andeuten;  so  haben  wir  gefunden 

H)(pn)=p.H>{n). 

Die  Function  ip(n)  hängt  daher  von  dem  Exponenten  n so 
ab , dass,  wenn  dieser  sich  vervielfacht , auch  sie  eben  so  rielmal 
vervielfacht  wird ; mithin  ist  diese  Function  dem  Exponenten  di- 
rect proportionirt.  *) 

Noch  einfacher  erweist  man  diese  Proportionalität  wie  folgt. 
Lässt  man  in  der  Gleichung 


(I..Tn 

ilx 


<P  ( x,  n) 


den  Exponenten  n um  die  beliebige  Zahl  p wachsen , so  folgt 

</.  xn^  P ’d (xn  . xP  ) 


rp(x,n\p)~- 


xP 


ilx 

d.xn 

dx 


1 xn 


dx 

d.xP 

dx 


= XP  cp  (x , w)  d x”  cp  (x,  p) ; 

daher,  wenn  man  durch  xn  und  xP  nach  einander  theilt, 
<p(x,ti+p)  _ fp  (x  ■ n)  rp(x.  p) 

;rn  + p xn  xP 


Setzt  man  nun  wie  vorher  ' " - -=  i p (»),  so  erhält  mau 


ip(n  \ p)  = il> (m)  + ip (p). 

Die  Function  ip(«)  hängt  demnach  mit  dem  Exponenten  n so 
zusammen,  dass  zur  «Summe  jeder  zwei  solcher  Exponenten  die 
Summe  der  ihnen  angehörigen  Functionen  gehört;  mithin  ist  die 
Function  dem  Exponenten  direct  proportional.**) 

Solche  Proportionalität  drückt  man  aber  bekanntlich  am  ein- 
fachsten dadurch  aus,  dass  man  die  Function  gleich  stellt  dem 
Producte  aus  dem,  zum  Werthe  I der  Veränderlichen  gehörigen, 
Wcrthe  der  Function  in  die  Veränderliche  selbst ; daher  ist 


Nun 


ist  i[>  (1)  — 


9>(-r,l) 

x' 


und  y(*,l)  = ^=lim<*+^>-* 
dx  dx 


= 1, 


folglich  ip(l)  = -und  ip  (n)=  ~ ” . 


Hieraus  erscheint  nun  die  geforderte  Function  <p(x  ,n)  = nxn~i, 

und  sofort  ist  -^'T  —nx"-1. 
dx 


*)  Knar,  Anfiingsgriindc  der  Arithmetik.  Grätz  1829.  §.  529. 
**)  Knar,  ebendasclbiit,  §.  528. 
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XXII. 

Heber  die  Wissenschaft  der  extensi- 
ven Grösse  oder  die  Ausdehnungs- 
lehre. 


Von 

Herrn  Hermann  Grassmann, 

Lehrer  an  der  Friedrich  - Wilhelms  - Schule  zu  Stettin. 


Vorerinnerun  g des  Herausgeber«. 

Ich  hatte  Herrn  H.  Grassmann  aufgefordert,  die  eigentliche  Ten- 
denz seiner  kürzlich  herausgegebenen  Schrift:  Die  Wissenschaft 

der  extensiven  Grösse  oder  die  Attsdehiiungslehrc,  eine 
neue  mathematische  Uisci|ilin,  dargestellt  und  durch  An- 
wendungen erläutert  von  Hermann  Grassmann.  Erster 
Theil,  die  lineale  A u sdc  h n un  gsleli  re  enthaltend.  Leip- 
zig. 1844.  in  einem  hesondern  Aufsätze  den  Lesern  des  Archivs  mit 
möglichster  Kürze  und  Deutlichkeit  vor  die  Augen  zu  führen,  welchem 
Wunsche  Derselbe  im  Folgenden  zu  entsprechen  die  Güte  gehabt  hat. 
Die  Neuheit  des  Gegenstandes  lässt  mich  hoffen,  dass  Herr  Grassmann 
dadurch  vorzüglich  derjenigen  Lesern  des  Archivs , welche  dem  Studium 
des  ganzen  W'erks  eine  hinreichende  Zeit  zu  widmen  nicht  im  Stande 
sind  , einen  angenehmen  Dienst  geleistet  haben  wird,  und  zugleich  glaubte 
ich  auf  diese  Weise  am  besten  das  Meinige  zu  der  jedenfalls  zu  wün- 
schenden weiteren  Bekanntwerdiing  der  Schrift  und  der  in  ihr  vorgetra- 
genen Lehren  beizutrageu.  Möchten  daher  die  Leser  des  Archivs  dem 
folgenden  Aufsatze  ihre  Aufmerksamkeit  nicht  versagen ! 

Zugleich  soll  diese  Darstellung  die  Stelle  einer  ausführlichem  An- 
zeige der  Schrift  in  dem  Literarischen  llcrichte  vertreten.  G. 


I.  Tendenz  der  Ausdehnungsichre  als  solcher. 

1.  Meine  Ausdehnnngslehre  bildet  di©  abstrakt© 
Grundlage  der  Raumlehre  (Geometrie),  d.  h.  sie  ist  die 
von  allen  räumlichen  Anschauungen  gelöste,  rein 
mathematische  Wissenschaft,  deren  specielle  A ntven- 
(l n n st  auf  den  Raum  die  Raumlehre  ist. 

Die  Raumlehre,  da  sie  auf  etwas  in  der  Matur  gegebenes, 
nämlich  den  Raum,  zuriiekgeht,  ist  kein  Zweig  der  reinen  Mathe- 

Th«il  VI.  22 
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matik,  sondern  eine  Anwendung  derselben  auf  die  Natur;  aber 
nicht  eine  blosse  Anwendung  der  Algebra,  auch  dann  nicht,  wenn 
die  algebraische  Grösse,  wie  in  der  Funktionenlehre,  als  stetig 
veränderlich  betrachtet  wird;  denn  es  fehlt  der  Algebra  der  der 
Raumlehre  eigenthilmliche  Begriff  der  verschiedenen  Dimensionen. 
Daher  ist  ein  Zweig  der  Mathematik  nothwendig,  welcher  in  den 
Begriff  der  stetig  veränderlichen  Grösse  zugleich  den  Begriff  von 
Verschiedenheiten  anfnimmt,  welche  den  Dimensionen  des  Rau- 
mes entsprechen , und  dieser  Zweig  ist  meine  Ausdehnungslehre. 

2.  Doch  sind  die  Sätze  der  Ausdehnungslehre 
nicht  etwa  blosse  Uebertragungen  geometrischer 
Satze  in  die  abstrakte  Sprache,  sondern  haben  eine 
viel  allgemeinere  Bedeutung:  denn  während  die  Raum- 
lehre gebunden  bleibt  an  die  drei  Dimensionen  des 
Raumes,  so  bleibt  die  abstrakte  Wissenschaft  von 
diesen  Sch  ranken  frei. 

In  der  Raumlehre  können  durch  die  Bewegung  von  Punkten 
Linien , durch  die  der  Linien  Flächen , durch  die  der  Flächen 
Körperräume  erzeugt  werden,  aber  weiter  kann  die  Raumlehre 
nicht  fortschreiten.  Hingegen  stellt  man  sich  vor,  dass  an  die 
Stelle  des  Punktes  und  der  Bewegung  abstrakte,  vom  Raume 
unabhängige  Begriffe  eingefiihrt  werden  (s.  unten  no.  4 — 6),  so 
verschwinden  diese  Schranken. 


3.  Dadurch  geschieht  es  nun,  dass  die  Sätze  der 
Raumlehre  eine  Tendenz  zur  Allgemeinheit  haben, 
die  in  ihr  vermöge  ihrer  Beschränkung  auf  drei  Dimen- 
sionen keine  Befriedigung  findet,  sondern  erst  in  der 
Ausdehnungslehre  zur  Ruhe  kommt. 


Zwei  Beispiele  mögen  dies  erläutern.  1)  Zwei  gerade  Linien 
derselben  Ebene  schneiden  sich  in  Einem  Puukte,  ebenso  eine 
Ebene  und  eine  Gerade,  zwei  Ebenen  in  Einer  geraden  Linie, 
vorausgesetzt,  dass  die  Geraden,  oder  die  Ebene  und  die  Gerade, 
oder  die  Ebenen  nicht  zusammenfallen , und  die  Durchschnitte 
im  Unendlichen  initgerechnet  werden.  Werden  der  Punkt,  die 
Gerade,  die  Ebene,  der  Körperraum  beziehlich  als  Gebiete  erster, 
zweiter,  dritter , vierter  Stufe  aufgefasst,  so  liegt  darin  der  all- 
gemeine Satz  angedeutet,  dass  ein  Gebiet  von  nter  und  eins  von 
Ater  Stufe,  wenn  sie  in  einem  Gebiete  von  cter  Stufe,  aber  auch 
in  keinem  Gebiete  von  niederer  Stufe  vereinigt  sind,  ein  Gebiet 
( o f-  A — c)ter  Stufe  gemeinschaftlich  haben;  aber  die  Raumlehre 
kann  diesen  Satz  nur  für  c gleich  oder  kleiner  als  4 zur  Anschau- 
ung bringen.  2)  Der  Flächenraum  eines  Dreiecks  ist  die  Hälfte 
von  dem  eines  Parellelogramms,  dessen  Seiten  mit  zwei  Seiten 
des  Dreiecks  gleich  lang  und  parallel  sind,  der  Körperraum  des 
Tetraeders  1 von  dem  des  Spathes  (Parallelepipedums),  dessen 
Kanten  mit  3 in  einem  Punkte  zusaminentreffenden  Kanten  des 
Tetraeders  gleich  lang  und  parallel  sind.  Darin  scheint  der  Satz 
angedeutet:  der  Raum,  welcher  zwischen  » Punkten  liegt,  die  iu 
einem  Gebiete  nter  Stufe  (und  in  keinem  Gebiete  von  niederer 


Stufe)  vereinigt  sind,  ist 7-— — von  dem  Raume  eines  Ge- 
bildes  (einer  Figur,  eines  Körpers),  dessen  Begränzungsiinien 
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(Seiten,  Kante»)  den  von  einem  der  n Punkte  zu  den  übrige»  ge- 
zogenen geraden  Linien  gleich  und  parnllel  .sind.  Aber  auch  oie- 
ser  Satz  kommt  hier  nicht  in  seiner  Allgemeinheit  heraus.  — Hin- 
gegen in  der  Ausdehnungslehre  treten  in  diesen  beiden,  und  in 
allen  andern  Fallen,  die  ganz  allgemeinen  Satze  vollkommen  her- 
vor. So  nimmt  also  überall  die  Raumlehre  einen  Anlauf  zur  All- 
. gemeinheit,  stösst  sich  aber,  ohne  diese  Allgemeinheit  erreichen, 
zu  können,  an  den  ihr  durch  den  Raum  gesteckten  Schranken, 
welche  nur  die  abstrakte  Wissenschaft  der  Ausdehnungslehre  zu 
durchbrechen  vermag. 

4.  Das  der  Linie  entsprechende  Gebilde  der  Aus- 
dehnungslehre ist  die  Gesammtheit  der  Elemente,  in 
die  ein  seinen  Zustaud  stetig  änderndes  Element 
übergeht. 

Die  Linie  kann  als  Gesammtheit  der  Punkte  betrachtet  wer- 
den, in  die  ein  seinen  Ort  stetig  ändernder  Punkt  übergeht.  Sub- 
stituiren  wir  hier  dem  Punkte  allgemeiner  irgend  ein  Ding,  wel- 
ches einer  stetigen  Aenderuug  irgend  eines  Zustandes,  den  es 
hat,  fähig  ist,  und  abstrahiren  nun  von  allem  anderweitigen  Inhalte 
des  Dinges  und  aller  Besonderheit  dieses  seines  Zustandes,  und 
nennen  das  von  allem  anderweitigen  Inhalte  abstrnhirte  Ding  das 
Element,  so  gelangen  wir  zu  dem  aufgestellten  Begriffe. 

5.  Wenn  hierbei  das  Element  seinen  Zustand 
stets  auf  gleiche  Weise  ändert,  so  dass,  wenn  aus 
einem  Elemente  « des  Gebildes  durch  Eine  solche 
Aenderung  ein  anderes  Element  b desselben  hervor- 
geht,  dann  durch  eine  gleiche  Aenderung  aus  b ein 
neues  Element  c desselben  Gebildes  hervnrgeht,  so 
entsteht  das  der  geraden  Linie  entsprechende  Ge- 
bilde, das  Gebiet  zweiter  Stufe. 

Die  gerade  Linie  wird  von  dem  Punkte  konstruirt,  wenn 
dieser  seinen  Ort  stets  nach  derselben  Richtung  hin  ändert;  sub- 
stituiren  wir  daher  der  Richtung  die  Art  und  Weise  der  ,Aende- 
rung,  so  geht  der  aufgestellte  Begriff  hervor*). 

6.  Wenn  man  alle  Elemente  eines  Gebietes  nter 
Stufe  einer  und  derselben  Aenderungsweise  unter- 
wirft, welche  zu  neuen  (in  jenem  Gebiete  nicht  ent- 
halten en)  -El  cm  ent  en  führt,  so  heisst  die  Gesammt- 
heit der  durch  diese  Aenderungsweise  und  die  entge- 
gengesetzte erzeugbaren  Elemente  ein  Gebiet  (n-f-l)ter 
Stufe;  das  Gebiet  dritter  Stufe  entspricht  der  Ebene, 
das  vierter  dem  ganzen  Raume. 

Wenn  die  Punkte  einer  geraden  Linie  sich  alle  nach  einer 
und  derselben  Richtung  bewegen,  die  zu  neuen  (in  jener  Geraden 
nicht  enthaltenen)  Punkten  führt,  so  ist  die  Gesammtheit  der 
durch  diese  Bewegung  und  die  entgegengesetzte  erzeugbaren 
Punkte  die  Ebene;  und  wenn  man  ebenso  mit  den  Punkten  der 


*)  Soll  die  gerade  Linie  und  das  ihr  entsprechende  Gebilde  nach 
beiden  Seiten  unendlich  sein,  so  muss  der  Punkt  (das  Clement)  auch 
nach  der  entgegengesetzten  Richtung  ( Änderung»«  eise ) fortschreiten, 
was  wir  hier  der  Einfachheit  wegen  übergangen  haben. 

22* 
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Ebene  verfahrt , ko  erhält  man  den  ganzen  Kaum.  Substituirt  man 
hier  den  räumlichen  Begriffen  die  vorher  angegebenen  abstrakten 
und  hält  den  Fortgang  von  einer  Stufe  zur  nächst  höheren  allge- 
mein fest,  so  ergiebt  sich  der  obige  Begriff. 

II.  Tendenz  der  in  meiner  Ausdehnungslehre  angewandten 
Rcclumngsmcthode  an  der  Geometrie  erläutert. 

7.  In  meiner  Ausdehnungslehre  tritt  eine  eigen- 
thümliche  Rechnungsmethode  hervor,  welche  aut  die 
Raumlehre  übertragen  von  unerschöpflicher  Frucht- 
barkeit Ist,  und  hier  (in  der  Kaumlehre)  darin  besteht, 
dass  räumliche  Gebilde  (Punkte,  Linien  u.  s.  vv.)  unmit- 
telbar der  Rechnung  unterworfen  werden. 

Zum  Beispiel  wird  die  durch  zwei  Punkte  geführte  Gerade 
ihrer  Grösse  und  Lage  nach  als  Verknüpfung  jener  Punkte  und 
zwar  als  eine  eigeiithümliche  Art  der  Multiplikation  aufgefasst 
(s.  unten  no.  15.),  ebenso  das  zwischen  3 Punkten  liegende  Drei- 
eck seinem  Flächenranm  und  der  Lage  seiner  Ebene  nach  als 
Produkt  dreier  Punkte,  so  dass  dies  Produkt  null  ist,  wenn  der 
Flächenraum  jenes  Dreiecks  es  ist  d.  h.  die  3 Punkte  in  gerader 
Linie  liegen ; ferner  der  Durchschnittspunkt  zweier  gerader  Linien 
in  einem  unten  (no.  22.  und  Aufg.  18.)  näher  zu  bezeichnenden 
Sinne  als  Produkt  dieser  Linien. 

8.  Die  Tendenz  dieser  Rechnungsmethode  für  die 
Geom,etrie  ist,  die  synthetische  und  analytische  Me- 
thode zu  vereinigen,  d.  h.  die  Vorzüge  einer  jeden  auf 
den  Boden  der  andern  zu  verpflanzen,  indem  jeder 
Konstruktion  eine  einfache  analvtishe  Operation  zur 
Seite  gestellt  wird  und  umgekehrt. 

Zur  Erläuterung  diene  folgendes  Beispiel.  Bekanntlich  be- 
schreibt eine  Ecke  y eines  veränderlichen  Dreiecks,  dessen  beide 
andere  Ecken  a , ß sich  in  festen  geraden  Linien  A und  Ji  bewe- 
gen, und  dessen  Seiten  durch  3 feste  Punkte  a,  b,  c gehen,  einen 
Kegelschnitt.  Sind  a.  b,  c die  festen  Punkte,  durch  welche  be- 
zieldich  die  den  Eckeu  a,  ß,  y gegenüberliegenden  Seiten  gehen, 
so  sieht  man,  dass  (s.  no.  7.)  yuB  die  Ecke  ß,  yttBcA  die  Ecke 
a darstellt,  und  da  die  Punkte  «,  b.  y in  einer  geraden  Linie  lie- 
gen, also  ihr  Produkt  null  ist  (no.  7.),  so  hat  man  die  Gleichung 

yaBcAby  — 0 

als  Gleichung  eines  von  y beschriebenen  Kegelschnittes.  Man 
sieht,  dass  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  y vom  zweiten  Grade 
ist,  und  man  wird  schon  hierin  ein  auf  alle  algebraischen  Kurven 
gehendes  wichtiges  Gesetz  ahnen. 


III.  Einfachste  Rechnungsregcln  für  die  neue  Analyse. 

Die  Verknüpfungen,  die  in  diesem  Theile  der  Ausdehnnngg- 
lehre  Vorkommen,  sind  Addition,  .Subtraktion,  kombinatorische 
Multiplikation , kombinatorische  Division. 
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9.  Für  alle  Arten  der  Addition  und  Subtraktion 
gilt  das  gewöhnlich  e Kechnungsverfahren. 

10.  Für  alle  Multiplikation*-  und  Divisionsweisen 
gilt  das  Gesetz:  Statt  ein  Aggregat  von  Gliedern  mit 
einem  zeichenlosen  Ausdrucke  auf  irgend  eine  Weise 
zu  multipl  iciren  oder  zu  dividiren,  kann  man  ohne 
Aenderung  des  letzten  Ergebnisses  die  einzelnen 
Glieder  mit  diesem  Ausdrucke  auf  dieselbe  Weise*) 
multipliciren  oder  dividiren,  und  die  einzelnen  Pro- 
dukte oder  Quotienten  so  zu  einem  Aggregate  ver- 
knüpfen, dass  man  einem  jeden  das  Zeichen  desje- 
nigen Gliedes  vorsetzt,  durch  dessen  Multiplikation 
oder  Division  es  entstanden  ist;  ein  Zahlfaktor  kann 
überdies,  wenn  er  irgend  einem  Faktor  des  Produktes 
zugeordnet  ist,  auch  jedem  andern  oder  auch  dem 

Produkte  zugeordnet  werden;  endlich  ^ ist  allemal  1, 


wenn  A nicht  null  ist. 

11.  Ein  Produkt  a.b.c....  nenne  ich  ein  kombina- 

torisches, wenn  ausser  dem  Gesetze  no.  10.  für  das- 
selbe noch  das  Gesetz  gilt,  dass,  wenn  von  den  einzel- 
nen Faktoren  a,  b,  c, zwei  aufeinanderfolgende 

vertauscht  werden,  das  Produkt  entgegengesetzten 
Werth  anniinmt;  und  zwar  nenne  ich  a,  b,  c,....  und 
deren  Summen  oder  Differenzen  dann  Faktoren  erster 
Ordnung. 

Hiernach  ist  also  z.  B.  a.b.c.d——a.c.b.d. 

12.  Wenn  in  einem  kombinatorischen  Produkte 
zwei  Faktoren  erster  Ordnung  einander  gleich  sind, 
so  ist  das  Produkt  null. 

Z.  B.  a.b.b.d=  0 (wie  sich  auch  sogleich  ergiebt,  wenn 
man  in  dem  Beispiel  zu  no.  11.  b und  c gleich  setzt).  Folgende 
Aufgaben  mögen  zur  Erläuterung  dieser  Multijilikationsweise  dienen : 

■(ß 

_ . w 

notorische  Faktoren  erster  Ordnung  bezeichnen.  Man  erhfiit 
durch  Anwendung  der  Rechuungsregeln  (9  — 12)  schliesslich  den 
Ausdruek 


Aul g.  1.  uns  Komuinatonscne  Produkt  +«te,  +<*sc» ) 

iCi + ).(yi«,+^ jft  +y3Cj)  zu  entwickeln,  wenn 

et, ; ß,,  ßt<  ßil  Y i,  y«,  y3  Zanlgrössen;  e,,  e„,  e , aber  kombi- 


( o,/J.,y3  - o, ß,yt  + a,ß,yt  - a3ß%yt  -f  a.1ß3yl  - alßly,)e, . et.  e3. 


Aufg-  2.  Drei  Gleichungeu  ersten  Grades  mit  drei  Unbe- 
kannten durch  die  Kegeln  der  kombinatorischen  Multiplikation  zu 
lösen  (§.  45.). 

Die  drei  Gleichungen  seien 

i«i*+0ijr+yii  = ä., 

«,^  + /3a.V  + }'3*=Ö1. 


*)  Dieser  Ausdruck  bezieht  sich  nicht  nur  auf  die  Verknüpfungs- 
Weise  iin  Allgemeinen,  sondern  auch  auf  die  Stellung  des  Faktors  in 
dem  Produkte. 
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Man  inultipücire  die  3 Gleichungen  beziehlich  mit  3 kombina- 
torischen Faktoren  erster  Ordnung  e,,  et,  e,.  deren  Produkt  nicht 
null  ist,  addire  sie,  und  setze 

\ ß,e,  + Z3.'. + /**<’»  = *> 

I Yi«i  + y.<’*  +y»p i =c> 

\ +Ä,e,  = d; 

so  erhalt  man  die  Gleichung 

3 . . xa  +yb+zc=d. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  kombinatorisch  mit  b.  c , so  erhält 
man,  weil  b.b.c  und  c.b.c  nach  no.  12.  null  sind,  die  Gleichung 

x.a.  b.  c—d.  6.  c,  also  x=  - f -, 

• a.b.c 


und  auf  ähnliche  Weise  (indet  man  y und  z,  und  erhält 


4.... 


d.b . c a.d . c a.b.d 

, «=r y ;=r . 

a.b.c  a.b.c  a.b.c 


Diese  Ausdrücke  (in  welchen  die  Gesetze  der  kombinatorischen 
Multiplikation  kein  Heben  der  einzelnen  kombinatorischen  Faktoren 
gestatten ) siud  iiusserst  bequem  für  die  Analyse.  Will  man 
die  Unbekannten  in  der  gewöhnlichen  Form  ausgedrückt  erhalten, 
so  hat  man  nur  aus  Gleichung  2.  zu  suhstituiren.  nach  Aufg.  1.  zu 
entwickeln  und  nach  no.  11.  im  Zähler  und  Nenner  zu  heben; 

z.  B.  findet  man 


5 r-ö|ß,Y^  — 5lß^Y*+s>ßlY*-s*ß*Yl  +Siß>Yi—StßiY> 
atßiYi  — aißiY*  — + —**ßiY  i 

Man  sieht,  wie  dies  Verfahren  nicht  nur  überhaupt  für  u 
Gleichungen  ersten  Grades  mit  n Unbekannten  anwendbar  ist, 
sondern  wie  man  auch  bei  einiger  Geläufigkeit  hiernach  sogleich 
das  Endresultat  hinschreiben  kann , sobald  die  n Gleichungen 
gegeben  sind. 


IV.  Anschauliche  Begriffe  der  verschiedenen  Grössen  und 
Verknüpfungsweisen  in  der  Geometrie. 

13.  Die  räumlichen  Grössen  erster  Stufe  sind 
einfache  oder  vielfache  Punkte,  und  gerade  Linien 
von  bestimmter  Länge  un  d Richtung.  (§  13.  — § 20.) 

Sind  A und  B Punkte  , so  bezeichne  ich  die  g.  L.  von  A nach 
B,  so  fern  an  ihr  zugleich  Lange  und  Richtung,  aber  auch  nichts 
weiter,  festgehalten  wird,  mit  Ja  — A;  ich  sage  also,  dass  B—A 
dann  und  nur  dann  gleich  B,—A,  sei,  wenn  die  geraden  Linien 
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von  A nach  B und  von  A , nach  Ä,  gleiche  Lange  und  Rich- 
tung haben. 

14.  Die  räumlichen  Grössen  nter  Stufe  entstehen 
durch  kombinatorische  Multiplikation  von  n Grössen 
erster  Stufe,  welche  als  Faktoren  erster  Ordnung  an- 
genommen werden, 

ln  diesem  Falle,  wenn  nämlich  die  Faktoren  erster  Ordnung 
xugleich  Grössen  erster  Stufe  sind , nenne  ich  die  Multiplikation 
eine  äussere. 

15.  Sind  A,  B,  C,  D Puukte,  so  bedeutet  (§  106 — 115) 

1)  A.B  die  Linie,  welche  A und  B zu  Gränzpunk- 
ten  hat,  aufgefasst  als  bestimmter  Theil  der  durch 
A und  B bestimmten  unendlichen  geraden  Linie. 

2)  A.B .C  das  Dreieck,  dessen  Ecken  A,  B,  C sind, 
aufgefasst  als  bestimmter  Theil  der  durch  A,  B,  C 
bestimmten  unendlichen  Ebene. 

3)  A.B.  C.D  das  Tetraeder,  dessen  Ecken  A,  B,  C, 
.Dsind,  aufgefasst  als  bestimmter  Theil  des  unend- 
lichen Körperraumes. 

D.  h.  wir  setzen  A.  B=A,.  Bt . wenn  beide  Produkte  gleiche 
und  gleichbezeichnete*)  Theile  derselben  geraden  Linie  vorstellen ; 
ferner 

I 

A.B.C=Al.Bl.C„ 

wenn  beide  Dreiecke  gleiche  und  gleich  bezeichnete  Theile  der- 
selben Ebene  sind;  endlich 

A.B.C.B-A^Bj.^.D,, 

wenn  beide  Tetraeder  gleichen  und  gleichbezeichneten  Inhalt  haben. 

16.  Sind  a,  b,  c Linien  von  bestimmter  Länge  und 
Richtung,  so  bedeutet  (§  28 — 36) 

1)  «.6  das  Parallelogramm  , dessen  Seiten  gleich 
und  uara  Hel  a und  b sind,  und  zwar  aufgefasst  als 
Flächenraum  von  bestimmter  Grösse  und  Ebenen- 
Richtung**). 

2)  u.b.c  das  Spath  (Parallelepipedum),  dessen 
Kanten  gleich  und  parallel  a,  b,  c sind,  und  zwar 
aufgefasst  als  Körperraum  von  bestimmter  Grösse. 

D.  h.  wir  setzen 

..  a.b=al.bl, 

wenn  die  Parallelogramme,  welche  durch  diese  Produkte  darge- 
stellt sind,  in  parallelen  Ebenen  liegen,  und  gleicheu  und  gleich- 
bezeichneten Flächenraum  haben ; 

a.b.c=a,.bt.Ci, 

*)  Gleichbczciehnct  nenne  ich  zwei  Grössen , welche  entweder  beide 
positiven,  oder  beide  negativen  Werth  haben. 

**)  Von  zwei  parallelen  Ebenen  sage  ich,  dass  sie  gleiche  Ebencn- 
Rirhtung  haben. 
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wenn  die  durch  diese  Product«  dargestellten  Spathe  gleichen  und 
gleichhezeichneten  Inhalt  haben. 

17.  Die  Seite  (rechte  oder  linke),  nach  welcher 
die  Konstruction  einer  räumlichen  Grösse  er  folgte 
bestimmt  ihren  positiven  oder  negativen  Werth, 
nämlich 

1)  Zwei  Theile  derselben  Linie,  A.B  und  A, . B , , setzen 
wir  als  gleichbezeichnet,  wenn  B von  A aus  nach  derselben  Seite 
liegt,  wie  Z?,  von  Ax  aus. 

2)  Zwei  Theile  derselben  Ebene,  A.B.C  und  Al.Bl.Cl, 
setzen  wir  als  gleichbezeichnet,  wenn  C von  A.B  aus  nach  der- 
selben Seite  hin  liegt,  wie  C,  von  Ax  . Bx  ans,  oder  deutlicher, 
wenn  dem,  der  in  A stehend  nach  B sieht,  C nach  dersel- 
ben Seite  hin  liegt,  wie  (\  dem  liegt,  der  in  A,  stehend  nach 
B,  sieht. 

3)  Zwei  Körpertheile  A.B.C.l)  und  Ax . B, . (\  . />,  setzen 
wir  als  gleichbezeichnet , wenn  D von  A.B.C  aus  nach  dersel- 
ben Seite  hin  liegt,  wie  f)l  von  Al.Bl.C\  aus;  oder  deutli- 
cher, wenn  einer  menschlichen  Figur,  die  den  Kopf  nach  A.  die 
Füsse  nach  B , das  Auge  nach  C hin  gerichtet  ,iat,  der  Punkt 
li  nach  derselben  Seite  liegt,  wie  A>,  einer  Figur,  die  den 
Kopf  nach  At , die  Fiisse  nacn  ßlt  das  Auge  nach  (\  hin  gerich- 
tet liat. 

4 ) Zwei  parallele  Flaehenraurae  a . b und  al . bt  setzen  wir 
als  gleichbezeicnnet , wenn  die  Richtung  b von  der  Richtung  a aus 
nach  derselben  Seite  liegt,  wie  6,  von  a,  aus. 

5)  Zwei  Körperräume  a.b.c  und  a, . b,  ■ c,  setzen  wir  als 
gleichbezeichnet,  wenn  die  Richtung  c von  n.b  aus  nach  derselben 
Seite  hin  liegt,  wie  ct  von  a,  .ft]  aus,  d.  h.  wenn  einer  mensch- 
lichen Figur,  welcher  die  Richtung  « von  den  Fussen  zum  Kopfe 
geht , und  deren  Augen  in  der  Richtung  A,  vorwärts  sehen , die 
Richtung  c nach  derselben  Seite  liegt,  wie  die  Richtung  c,  einer 
Figur  u.  s.  w. 

18.  Es  giebt  sieben  Gattu  ngen  räumlicher  Grös- 
sen, in  vier  Stufen  vertheilt: 

!1)  Einfache  oder  vielfache  Punkte. 

2)  Gerade  Linien  von  bestimmter  Länge  und 
Richtung. 

3)  Bestimmte  Theile  bestimmter  unendlicher 
gerader  Linien. 

4)  Ebene  Flächenräume  von  bestimmter 
Grösse  und  Ebenen -Richtung. 

(5)  Bestimmte  Theile  bestimmter  unendli- 
III.  St.  ! eher  Ebenen. 

' 6)  Bestimmte  Körper  räume. 

IYT.  St.  7)  Bestimmte  Körperräume. 

Hier  kommen  die  Körperräume  zweimal  vor , theils  als  Grös- 
sen dritter  Stufe,  theils  als  Grössen  vierter  Stufe,  je  nachdem  sie 
als  Produkte  dreier  g.  L.  von  bestimmter  Richtung  und  Länge, 
oder  als  Produkte  von  4 Punkten  uufgefasst  werden. 

19.  Gleich  bezeichne te  Theile  eines  und  desselben 
Ganzen  geben  als  Summe  einen  ebenso  hezeichnetcn 


II.  St. 
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Theil  denselben  Ganzen,  welcher  so  gross  ist,  als 
jene  beiden  zusammengenommen.  (§.  8.).  _ 

Z.  B.  A.B  und  A,  . /ij  geben , wenn  sie  gleichgerichtete 
Theile  derselben  unendlichen  g.L.  sind,  zur  Summe  einen  ebeu 
so  gerichteten  Theil  derselben  Linie,  welcher  so  gross  ist,  als 
jene  beiden  Theile  zusammengenommen. 

•20.  Je  zwei  Grossen  denselben  Stufe,  aber  auch 
nur  solche,  können  addirt  werden;  der  Begriff  für  die 
Addition  solcher  Grössen  lässt  sich  allemal  bestim- 
men, wenn  man  die  vorhergegebene  Bezeichnung  die- 
ser Grössen  festhält,  und  die  Rechnungsregeln  aus 
111.  an  wendet. 

Aufg.  3.  Zwei  Punkte  A und  B zu  addiren. 

Setzt  man  AA~B=2S , so  erhält  man  B — .A=:‘2(S — A),  d.  h. 
S ist  die  Mitte  zwischen  A und  B.  Also  die  Summe  zweier 
Punkte  ist  die  doppelt  genommene  Mitte  zwischen  beiden. 

Aufg.  4.  Zwei  vielfache  Punkte  aA  und  ßB  zu  addiren, 
wenn  die  Coefticienten  er  und  ß positiv  sind,  d.  h.  den  Punkt  S 
zu  finden,  welcher  der  Gleichung 


aA  -f  ßB  — («+  ß)S 

genügt.  (§.  94  — 98). 

Soll  dieser  Gleichung  genügt  werden,  so  muss 
ß(B-A)=(a+ß)(S-A) 

sein,  und  umgekehrt  erhält  man  aus  der  letzten  die  erstere.  Au» 
der  letzten  folgt  aber  die  Konstruktion:  Man  nimmt  von  der  Linie 

ä 

von  A aus  den  Theil  , j (oder  von  B aus  den 


AB 


“Aß 


Theil 


o f ß 


),  so  ist  der  Endpunkt  dieses  Theiles  der  Punkt  S.  — Also 


„die  Summe  zweier  vielfachen  Punkte  mit  positiven  Koeflicientcn 
ist  ein  mit  der  Summe  der  Koefhcienten  multiplicirter  Punkt,  wei- 
cher in  der  geraden  Linie  zwischen  beiden  Punkten  so  liegt,  dass 
seine  Entfernungen  von  diesen  beiden  Punkten  sich  umgekehrt 
verhalten,  wie  die  zu  diesen  Punkten  gehörigen  Koefhcienten *).“ 

A u fg.  5.  Einen  Punkt  A und  eine  ger.  Linie  von  bestimmter 
Länge  und  Richtung  (' — B zu  addiren. 

Man  konstruire  eine  ger.  Linie  von  A aus,  welche  mit  C — B 
gleich  lang  und  gleich  gerichtet  ist:  diese  sei  D — A , so  ist  D 
die  gesuchte  Summe;  denn  da  C ■ — B—D — A ist,  so  ist 

A + ( C-B)-A  + (D—A)=  I). 


Also  „die  Summe  eines  Punktes  A und  einer  geraden  Linie  von 
bestimmter  Länge  und  Richtung  ist  der  Endpunkt  dieser  Linie, 
wenn  A ihr  Anfangspunkt  ist.“ 


i 


*)  Man  nicht,  da««  dieser  Punkt  der  Schwerpunkt  ist.  wenn  die 
Koefficicnten  Gewichte  vor» teilen. 
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Aufg.  6.  Einen  vielfachen  Punkt  aA  und  eine  g.  L.  von  be- 
stimmter Länge  und  Richtung  C — B zu  addiren 

Man  konstruire  eine  g.  L.  von  A aus,  welche  mit  C—ß 

gleiche  Richtung  hat,  aber  nur  -i  so  lang  ist;  diese  sei  D—A,  so 

ist  uü  die  gesuchte  Summe.  Denn  da 


C — B—«(D—A)  ist,  so  ist 
aA-{-(C—B)=aA-\-a(D—A)=aJ). 

Aufg.  7.  Zwei  ger.  Linien  von  bestimmter  Länge  und  Rich- 
tung B—A  und  I)—C  zu  addiren. 

Man  mache  E—B  = JJ  — C,  so  ist 


( B-A)  + (D-C)  = (B-A)+(E-B)-E-A . 

Also  „ zwei  Linien  von  bestimmter  Länge  und  Richtung  addirt 
man  , indem  man , ohne  die  Länge  und  Richtung  zu  verändern , 
auf  den  Endpunkt  der  einen  den  Anfangspunkt  der  andern  legt, 
dann  ist  die  g.  L.  vom  Anfangspunkte  der  ersten  zum  Endpunkte 
der  letzten  die  gesuchte  Summe.“ 

A u f g.  8.  n ger.  Linien  von  bestimmter  Länge  und  Richtung 
zu  addiren. 

Die  wiederholte  Anwendung  der  Auflösung  von  Aufg.  7.  fährt 
sogleich  zu  der  Liisuug  dieser  Aufgabe,  nämlich  „n  ger.  Linien 
von  bestimmter  Länge  und  Richtung  addirt  man , indem  man  die 
einzelnen  Linien,  ohne  ihre  Richtung  und  Länge  zu  ändern,  nach 
der  Reihe  stetig  d.  h.  so  an  einander  legt,  dass,  wo  die  eine  auf- 
hört , die  nächstfolgende  an  langt ; dann  ist  die  g.  L.  vom  Anfangs- 
punkte der  ersten  zum  Endpunkte  der  letzten  die  gesuchte  Summe.“ 
Aufg.  9.  Die  Summe  von  n Punkten  Au  At An  zu  fin- 

den, d.  h.  den  Punkt  S zu  finden,  welcher  der  Gleichung 

d i+  . ^»=nS 

genügt. 

Subtrahirt  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  nR,  wo  R 
ein  beliebiger  Punkt  ist,  so  erhält  man 

(Al-R)  + (A,~R)  + ....(Au-R)=n(S-R). 


Und  da  aus  dieser  Gleichung  wieder  die  erstere  sich  ableiten  lässt, 
so  folgt : „ Um  n Punkte  zu  addiren , zieht  man  von  einem  belie- 
bigen Punkte  R die  g.  L.  nach  den  n Punkten,  legt  sie,  ohne 
ihre  Richtung  und  Länge  zu  ändern , stetig  an  einander  und  zwar 
so,  dass  der  Anfangspunkt  der  ersten  auf  R fällt,  verbindet  R mit 
dem  Endpunkte  der  letzten  durch  eine  g.  L.  und  theilt  diese  Ver- 
bindungslinie in  n gleiche  Theile,  so  ist  der  erste  Theilpunkt  von 
R aus  der  Punkt  S.  dessen  »facbes  die  gesuchte  Summe  ist. 

Aufg.  10.  Beliebig  viele  vielfache  Punkte  aA,  ß B, zu 

addiren,  wenn  die  Summe  der  KoefficieDten  a-fß-f. ...  nicht 
null  ist. 

Setzt  man 

aA  f ßB  !-••••  = + 
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und  subtruhirt  auf  beiden  Seiten  ( a + ß....)R , wo  R ein  belie- 
biger Punkt  ist,  so  erhält  man 

a (A — R)F  ß(B—  Ä)  + . . •>  . — (a  -|-0  -J-. ,)(S — R). 

Also  da  auch  hieraus  wieder  die  erste  Gleichung  sich  ableiten 
lässt,  so  folgt  „die  Summe  von  beliebig  vielen  vielfachen  Punkten 
aA,ßB....,  deren  Koefficienten  - Summe  nicht  null  ist,  findet 
man , indem  man  von  irgend  einem  Punkte  R aus  die  Linien  nach 

A legt,  diese  dann  beziehlich  mit  a,  ß, multiplicirt *),  die  so 

gewonnenen  Linien,  ohne  ihre  Richtung  und  Länge  zu  ändern, 
stetig  an  einander  legt,  so  dass  der  Anfangspunkt  der  ersten  in  R 
fällt,  dann  R mit  dem  Endpunkte  der  letzten  verbindet  und  von 

der  Verbindungslinie  von  R aus  den  Theil nimmt,  so 

ist  der  mit  («  + /}....)  multiplicirte  Endpunkt  dieses  Theiles  die 
gesuchte  Summe.“ 

Au  fg.  11.  Die  Sgmme  von  vielfachen  Punkten  uA,  ß /?,.... 
zu  finden  wenn  a ß + ...  . = 0 ist. 

Man  subtrahire  von  aA+ßß 4-....  den  Ausdruck  (a + 8 -f  ...)  R, 
so  wird,  da  diese  subtrahirte  Grösse  null  ist,  der  VVerth  der 
Summe  nicht  geändert , also  ist 

aA+ßB  + ....  = a(A  — R)  + /3(D  — Ä)  + .... 

Also  „die  Summe  von  vielfachen  Punkten,  deren  KoefGcienten- 
summe  null  ist,  ist  eine  g.  L.  von  bestimmter  Länge  und  Rich- 
tung, die  man  dadurch  findet,  dass  man  von  einem  beliebigen 
Punkte  R die  g.  L.  nach  den  gegebenen  Punkten  zieht , diese 
mit  den  diesen  Punkten  zugehörigen  Koefficienten  multiplicirt,  und 
die  Produkte  addirt.“ 

Aufg.  12.  Zwei  Theile  A.B  und  C.D  von  Linien,  die  sich 
in  E schneiden , zu  addiren. 

Man  mache  E.F  gleich  A.  B und  E.  G gleich  C.D  , so  ist 
A.ß+C.D=E.F+E.G=E.(F+G)-'2E.S,  wenn  S die 
Mitte  von  F und  G ist  (vergl.  Aufg.  3).  Also  „zwei  Theile  von 
Linien , welche  sich  schneiden , addirt  man , indem  man  diesen 
Theilen  den  Durchschnittspunkt  als  Anfangspunkt  ■ giebt ; dann  ist 
die  doppelte  g.  L.  vom  Durchschnittspunkte  zu  der  Mitte  der  bei- 
den Endpunkte  die  gesuchte  Summe**).“ 

Aufg.  13.  Zwei  parallele  Linientheiie  A.B  und  C.D  I zu 
addiren.  wenn  beide  nicht  gleichiang  und  zugleich  entgegengesetzt 
gerichtet  sind. 

Wenn  A.B  und  C.D  parallel  sind,  so  muss  D — C gleich 
a(B — . A)  sein,  wo  a irgend  eine  positive  oder  negative  Zahl  ist. 


*)  Durch  solche  Multiplikation  mit  einer  Zahlgrösse  a ändert  sich, 
ivie  man  leicht  sieht,  wenn  a positiv  ist,  die  Richtung  nicht,  während 
die  Länge  im  Verhältnis«  l:a  sich  ändert;  und  ist  a negativ,  so  wird 
die  Richtung  die  entgegengesetzte. 

**)  Diese  ist  zugleich  die  Diagonale  des  Parallelogramms , welches 
jene  Linientheiie  zu  Seiten  hat,  woraus  man  sieht,  dass  die  Summe  der 
Linientheiie  die  zusammengesetzte  Kraft  ist,  wenn  die  Linientheiie 
Kräfte  vorstellen. 
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Da  nun  A.B  gleich  A . (B — A)  ist,  weil  A.A  nach  no.  12.  null 
ist,  so  hat  man 

A.B+C.D=A.(B—  A)  + C.(D  — C) 

—A.(B — A)+aC.  ( B—A ) 

= (A  + aC)(B—A). 

Ist  die  Summe  A f t*C  gleich  (l  + o)S  (vergl.  Aufg.  4.),  so  wird 
der  letzte  Ausdruck, 

= S.  (1  + o)  (B— A)  - S . (B—  A + D—  O , 

worin  eine  einfache  Konstruktion  jener  Summe  liegt. 

Au  lg.  14.  Zwei  gleich  lange  und  entgegengesetzt  gerichtete 
Linienthevle  A . B und  C.  D zu  addiren. 

Liegen  beide  in  derselben  ir.  L. , so  ist  die  Summe  null.  Ist 
dies  nicht  der  Fall,  so  ist,  weil  D — C=  — (ß — A)  ist, 

A.B\C.D-A.(B— A)  iC.(D—  C) 
=A.(B-A)—C.  (B—A) 
=(A-0-(B-A). 


Dann  ist  die  Summe  also  ein  Flächenraum  von  bestimmter  Grösse 
und  Ebenen -Richtung*). 

Aufg.  15.  Zwei  Flächenräume  von  bestimmter  Grösse  und 
Ebenenrichtung  a.b  und  c.d  zu  addiren. 

Sind  die  Ebenen  parallel,  so  können  sie  schon  nach  no.  19. 
addirt  werden,  sind  sie  es  nicht,  so  werden  beide  Ebenen  eine 
Richtung  gemeinschaftlich  haben.  Es  sei  e eine  g.  L.,  welche 
diese  Richtung  hat,  und  a.b  gleich  e.f,  c.d  gleich  e.g,  so  ist 

«.  b \c.d=e.f \-e  .g. 

Aufg.  16.  Zwei  Thcile  A.B.C  und  D.E.F  bestimmter 
Ebenen , die  nicht  parallel  sind , zu  addiren. 

Sind  die  Ebenen  nicht  parallel,  so  werden  sie  sich  schneiden. 
Es  sei  G.H  ein  Theil  der  Durchschnittslinie,  und  es  sei  A.B.C 
gleich  G.H.J,  D.E.F  gleich  G.H.K,  so  ist 

A.B.C+D.E.F-G.H.J+G.fl.K 

= G.U.(J+K)-2G.B.S, 

wenn  S die  Mitte  zwischen  J und  K ist.  Also  „Zwei  Theile 
nicht  paralleler  Ebenen  addirt  man . indem  man  sie  als  Dreiecke 
darstellt , deren  gemeinschaftliche  Grundseite  in  dem  Durchschnitt 
beider  Ebenen  liegt;  dann  ist  das  Doppelte  des  Dreiecks, 


*)  Wie  die  Summe  zweier  länientheilc , die  nicht  in  derselben 
Kbene  liegen,  zu  behandeln  «ei,  kann  ich  hier  nicht  auifuhren  (vergt. 
Ausdehn  ungsl.  §.  öl.  u.  §.  122.). 
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was  dieselbe  Grundseite  hat  , nnd  dessen  Spitze  die  Mitte  ist  zwi- 
• sehen  den  Spitzen  jener  Dreiecke,  die  gesuchte  Summe. 

Auf  g.  17.  Zwei  Theile  A . B . C und  D.  E.  F paralleler  Ebe- 
nen zu  addiren. 

Sind  die  Ebenen  parallel,  so  muss  ( E — D) .( F~  D)  gleich 
a(B — A).(C—A)  gesetzt  werden  können,  wo  u eine  Zahlgrösse 
ist.  Dann  ist 

A . B . C+ 1).  E.  F=  A . (li—A) . ( C—A ) + 1).  (£—  D) . (F — D)  *) 
= (A  +«/>).  (B  — A) . ( C—  A) 

= S.(1 +*).(«— A).(C~  A), 

wenn  (i-fa)S  die  Summe  von  A \txD  ist.  Der  letzte  Ausdruck  ist 

= S [( B-A ).  (C-A)  + (E — D) . (F — D)] , 

worin  wieder  eine  einfache  Konstruktion  liegt.  Ist  jedoch  a=— 1, 
d.  h.  sind  beide  Flächenräume  gleich  gross,  aber  entgegengesetzt 
bezeichnet,  so  ist  A \-al)  eine  g.  L.  von  bestimmter  Richtuug 
und  Länge  (Aufg.  ll.j;  ist  diese  gleich  U—G,  so  ist 

A.B.C+D.E.F- (//—  G).{B—A).  (C—  A), 

also  die  Summe  dann  ein  Körperraum. 

Aufg.  18.  Einen  Theil  A.B.C  einer  bestimmtet)  Ebene  und 
einen  Körperraum  (H—A) . (B—A) .{(} — A)  zu  addiren. 

A.B.  C+(D—A).(B—A).(C—A) 

= A.  (B-A).  (C-A)  + (D-A).(B-A).(C—A) 

= fi.{B-A)  + (C-A),  . 

woraus  der  Begriff  dieser  Addition  leicht  hervorgeht. 

21.  Ein  kombinatorisches  Produkt,  dessen  Fakto- 
ren erster  Ordnung  Grössen  (n — l)ter  Stufe  sind, 
welche  aber  alle  in  einem  und  demselben  Gebiete 
n t e r S t u f e liegen,  nenne  ich  ein  e i n g e w a n d t e s Pro- 
dukt, und  zwar  ein  auf  jenes  Gebiet  bezügliches, 

z.  B.  ein  kombinatorisches  Produkt  von  Linientheilen  in  der 
Ebene,  oder  von  Ebenentheilen  int  Raume. 

22.  Wird  von  jetzt  an  die  äussere  Multiplikation  durch  blos- 
ses Aneinanderschreiben . die  eingewandte  Multiplikation  durch 
einen  zwischen  die  Faktoren  gesetzten  Punkt  bezeichnet,  so  ver- 
stehen wir  unter  dem  eingewandten  Produkte  AB.AC, 
wo  A,  B , C beliebige  Grössen  sind,  das  Produkt 
ABC.A,  in  welchem  ABC  wie  ein  zu  A gehöriger  Koef- 
ficient  behandelt  wird,  vorausgesetzt,  dass  das  Pro- 
dukt auf  das  Gebiet  von  niedrigster  Stpfe,  in  welchem 
A,  B und  C zugleich  liegen,  bezogen  wird. 

A u fg.  19.  Das  auf  die  Ebene  ABC  bezügliche  Produkt 
zweier  Lmientheiie  AB.AC  zu  finden. 

*)  vergl.  no.  12. 
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Nach  no.  *22  ist  dasselbe  gleich  ABC.A ; d.  Ii.  „das  Produkt 
zweier  Linientheile , deren  Linien  sich  schneiden,  ist  der  Durch- 
schnittspunkt,  verbunden  mit  einem  Theil  der  Ebene  als  Koeffici 
enten.  “ Denkt  man  sich  einen  Theil  der  Ebene  als  Einheit  an- 
genommen. so  werden  die  Ehenentheile , mit  denen  die  Punkte 
behaftet  sind , wirkliche  Zahlgrössen  und  die  Produkte  erscheinen 
als  vielfache  Punkte;  doch  müssen  dann  alle  zu  vergleichenden 
Grössen  in  derselben  Ebene,  auf  die  sich  die  Produkte  beziehen, 
liegen  (wie  dies  in  der  Planimetrie  immer  der  Fall  ist). 

Aufg.  lit.  Das  Produkt  dreier  Linientheile  Aß,  AC , ßC 
in  Bezug  auf  die  Ebene  ABC  zu  finden. 

Aufl.  AB.AC.BC=  ABC.  ABC=(ABQ\ 

Aufg.  ‘21.  Das  eingewandte  Produkt  zweier  Ehenentheile 
ABC  und  ABI)  (in  Bezug  auf  den  Körperraum)  zu  finden. 

Au  fl.  ABC.  ABD=ABCI).  AB. 

Aufg.  ‘22.  Das  eingewandte  Produkt  dreier  Ehenentheile 
ABC,  ABD,  ACD  zu  finden. 

Aufl.  ABC.  AB  DA  CI)  - ABC  DA  B CD.  A = (ABCD)\A 

Aufg.  ‘23.  Das  eingewandte  Produkt  von  vier  Ebenentheilen 
ABC,  ABI),  ACD,  BCD  zu  finden. 

A u fl.  ABC.  ABD . A CD . BCD  = (ABCDy. 

An  in.  Das  Produkt  zweier  Ehenentheile  giebt  also  einen 
Linientheil,  das  dreier  einen  Punkt,  aber  jener  Linientheil  und 
dieser  Punkt  haben  dann  noch  einen  Raunith'eil  oder  ein  Produkt 
von  Raumtheilen  als  Koefticienten , und  nimmt  man  einen  Raum- 
theil  als  Eänheit  an,  so  gehen  diese  Koefticienten  in  wirkliche  Zahl- 
grössen über. 

Dies  etwa  sind  die  wesentlichsten  Begriffe,  welche  in  dem 
ersten  Theile  meiner  Ausdehnungslehre  Vorkommen.  Aber  es  ist 
unmöglich,  von  der  unendlichen  Fruchtbarkeit  dieser  neuen  Me- 
thode für  die  Behandluuo  nicht  nur  der  Raumlehre,  sondern  über- 
haupt aller  Wissenschaften,  welche  auf  räumliche  Verhältnisse 
zurückgehen , hier  auch  nur  einen  oberflächlichen  Begriff  zu  ^eben. 
Ebenso  wenig  konnte  ich  hier  die  Beweise  liefern , dass  in  der 
That  die  in  111.  gegebenen  Kechnungsregeln  für  die  einzelnen  hier 
dargelegten  Verknüpfungsu  eisen  gelten  , sondern  auch  hier  muss 
ich  auf  meine  ausführliche  Schrift  verweisen,  in  welcher  diese 
Beweise  in  aller  Strenge  geführt  sind;  und  wo  zugleich  die  Eut- 
wickelung  überall  in  der  Art  fortschreitet,  dass  alles  Willkühr- 
liche,  was  noch  in  der  Aufstellung  der  verschiedenen  Begriffe  zu 
liegen  scheint , verschwindet. 
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XLDI. 

Observation  geometrique,  au  suJet  du 
Probleme  traite  p.  331.  du  V.  vol.  de 
ce  Journal. 


Par 

Monsieur  le  docteur  J.  R.  Boy  man, 

A IVcole  «iiperienre  de  Halmedv. 


1. 

Decrivez  par  le  sommet  B d’un  angle  ABC  (Tab.  V.  Fig.  1.) 
un  cercle  quelconque,  qui  coupera  les  deux  cdtes  de  l’angle  en  A 
et  C,  dlevez  ä ces  points  les  jperpendiculaires,  qui  se  rencontreront, 
comme  on  sait , sur  la  circonference  en  un  point  D,  et  abaissez  du 
point  D la  perpendiculaire  DP  sur  la  droite,  qui  joint  les  deux  points 
A et  C.  Menez  en  outre  entre  les  deux  cdtes  de  l'angie  par  le  point 
P encore  une  droite  67/  ä volonte,  et  circonscrivez  au  triangle 
GBH  un  cercle,  qui  coupera  le  preniier  en  F.  Si  maintenant  on 
joint  DG,  I)U  et  FG,  FH,  on  trouvera  <,A DC—  <; 677/ ; mais 
comme  <JGFH  est  plus  petit  que  <,GDH,  on  aura  aussi  <,ADC 
plus  petit  que  <,GDU.  Ainsi  dans  les  deux  triangles  ADV,  et  GDI I 
on  a <JJ5Cplus  petit  que  <GDH,  DA  < DG,  DC<,DH,  donc 
AC<,GH,  Or  la  droite  GH  ayant  ete  menee  ä volonte  par  Io 
point  P,  on  est  conduit  au  theoreme  suivant: 

„Si  entre  les  cötes  d'un  angle  donne  on  tire  une  ligne 
„droite  quelconque  et  que  du  point  d’intersection  des  deux  per- 
„ pendiculaires  elevees  ä ses  extremites  sur  les  cdtes  de  l’angie 
„on  abaisse  sur  eile  la  perpendiculaire:  le  pied  de  cette  per- 
„pendiculaire  est  un  point  tel , que  la  ligne  droite  est  la  droite 
„la  plus  courte  qu’on  puisse  faire  pasner  par  ce  point  entre  les 
„cdtds  de  l'angie  donne. 


- 2. 

Maintenant  qu’aprös  avoir  tire  BP  on  decrive  sur  la  ligne  BP, 
comme  diametre,  un  cercle  qui  coupe  la  droite  AC  en  Q,  et  qu'on 
joigne  aussi  BQ:  alors  on  aura  A DPAco  ^ AQB  et  A DPC 
A CQB , d’oü  resultent  les  proportions  suivantes: 
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AP-.DP=BQA.Q, 

1)P\  CP—  CQ : BQ. 

Si  on  multi])lie  ces  deux  proportions  terme  n terme,  on  trouvera 
la  siiivante: 

AP:  CP=  CQ:AQ. 


De  la  resulte 

AP  + CP:  AP—CQ  + AQ:  CQ. 

ou  ce  qui  revieut  au  meine: 

AC:AP=AC:CQ, 

d’oii  Ton  conclut: 

AP-  CQ. 

Nona  venons  donc  de  deinontrer  le  theoreine  suivant: 

„Si  par  uii  point  entre  les  rotes  d un  angle  tjuelconque  on 
„mene  la  ligne  droite  la  plus  courte  et  qu'on  decrive  uii  cercle 
„mir  la  ligne  qui  joint  ce  point  au  sommet  de  l'angle,  rouime 
„diametre : la  droite  la  plus  courte  sera  coupee  par  la  circon- 
„ferenee,  de  maniere  que  les  deux  Segments  hors  du  cercle 
„sont  egaux.“ 


<i, 

D’apres  ce  qui  precede  il  n’y  a plus  de  difliculte  pour  tirer  la 
droite  la  plus  courte  par  un  point  P donne  entre  les  rotes  d’un 
angle , eonuiie  c’est  aussi  indique  dans  le  traite  eite.  Car  outre 
le  point  P ou  a aussi  le  point  Q,  qui  determine  sa  jioeition.  Mais 
ce  point  est  le  point  d’intersection  du  cercle  decrit  sur  la  ligne 
BP  comme  diametre  et  (puisqu'on  doit  avoir  AP—  C.Q)  de  l’hy- 
perlmle  meiiee  par  le  point  P,  laquelle  a les  cötes  de  l'angle 
ilonnec  pour  asymptotes. 
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XL1V. 

Betrachtnn^cn  einiger  Gegenstände 
der  Logik,  mit  besonderer  Rücksicht 
auf  ihre  Anwendung  in  der  Mathe- 
matik. 


Herrn  Dr.  Wilhelm  Matzka, 

Profenor  der  Mathematik 

an  der  k.  k.  |ihiloiaphiachen  Lehranstalt  zu  Tarnow  in  Galizien. 


Allgemein  erkennt  man  an , dass  einerseits  die  Mathematik 
und  vou  ihr  ganz  vorzüglich  die  reine  Geometrie  und  Statik  die 
beste  Schule  für  die  gründlichste  und  folgerechteste  Anwendung 
der  Logik  sei,  und  andrerseits  dass  die  Logik  durch  die  Bemü- 
hungen der  neueren  meist  deutschen  Philosophen  seit  Kant,  einen 
sehr  hohen  Aufschwung  in  ihrer  Ausbildung  genommen  hat.  Dess- 
ungeachtet  folgen  diejenigen  Schriftsteller  und  Lehrer  der 
Mathematik,  welche  ihre  Lehrgegenstäude  ausführlich  begründen, 
mit  sehr  geringer  Ausnahme,  noch  immer  der  Weise  Euklid’s  in 
den  zwar  für  seine  Zeit  ganz  vorzüglichen  aber  doch  nicht  unver- 
besserlichen Elementen  der  Geometrie ; was  um  so  weniger  zu 
billigen  zu  sein  scheint,  als  heut  zu  Tage  besonders  an  gelehrten 
Schulen  der  Zögling  schon  eine  höhere  wissenschaftliche  Vorbil- 
dung als  vordem  mithringt  und  als  man  durch  den  ungeheuren  Um- 
fang, den  die  theoretische  Mathematik  schon  erlangt  hat,  haupt- 
sächlich auf  übersichtliche  und  gedrängte  Darstellung  des  Lenr- 
ganzen,  jedoch  ohne  dabei  die  Deutlichkeit  und  Gründlichkeit 
ausser  Acht  zu  lassen,  hinzuarheiteb  sich  gedrungen  sieht.  Darum 
möge  es  mir  erlaubt  sein,  in  dem  wegen  seiner  Tendenz,  vorzüg- 
lich Lehrern  höherer  wissenschaftlicher  Bildungsanstalten  zu  die- 
nen, am  besten  hiezu  geeigneten  vortrefflichen  Archiv,  durch  fol- 
gende Winke  die  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  auf  die  Ver- 
besserung der  Anordnung  der  Lehrsätze  ihrer  Wissenschaft  und 
der  logischen  Form  ihrer  Beweise  zu  lenken. 


Tlieil  VI. 
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r. 

("eher  tin  mi  (telbare  Folgerungen  aus  hypothetischen 
Urtheilen  mittels  der  Umkehrung  oder  der  Contra- 
position. 

1.  Die  Umkehrung  eines  hypothetischen  Urtbeils  besteht 
in  der  Verwechslung  oder  Umstellung  des  Grundes  und  der  Folge, 
der  Bedingung  und  des  Bedingten ; indem  man,  die  Folge  als  Grund 
setzend,  auf  den  Grund  als  Folge  zurückschliesst.  Die  allgemeine 
Form  des  hypothetischen  Urtheils  ist  neulich: 

„Wenn  A ist,  so  ist  Ji 
daher  die  Form  seines  Umgekehrten: 

„Wenn  B ist,  so  ist  A “ 

Dieser  Schluss  aus  dem  Bestehen  der  Folge  auf  das  Bestehen 
des  Grundes  ist  jedoch  nicht  nothwendig,  sondern  bloss  etwa  zu- 
fällig richtig,  oft  sogar  ganz  unrichtig.  Denn  das  hypothetische 
Urtheil  spricht  nur  die  einseitige  Abhängigkeit  der  Folge  vom 
Grunde  aus  , setzt  aber  keineswegs  umgekehrt  die  Verknüpfung  des 
Grundes  mit  der  Folge  als  nothwendig  voraus.  In  dem  Wesen  des 
Grundes  liegt  es,  dass  er  die  Folge  nach  sich  zieht;  aber  die 
Folge  allgemein  gedacht  kann  in  besonderen  Fällen  verschiedene 
Gründe  haben.  Setzt  man  daher  eine  gewisse  Folge,  so  muss 
inan  daruni  noch  nicht  diesen  oder  jenen  bestimmten  Grund  setzen. 
Die  Folge  wird  im  hypothetischen  Urtheile  nur  gesetzt,  wenn  und 
wiefern  der  Grund  gesetzt  wird;  allein  dieses  Setzen  des  Grundes 
erscheint  an  sich  bloss  möglich  , nicht  aber  unbedingt  nothwendig.  — 
Die  Gültigkeit  eines  umkehrenden  hypothetischen  Urtheils  muss 
demnach  jedesmal  erst  eigens  geprüft  und  wo  möglich  erwiesen 
werden,  wenn  man  ihrer  versichert  sein  soll. 

So  z.  B.  beweist  die  Geometrie  den  Satz : 

„ Wenn  Parallelogramme  gleiche  Grundlinien  und  Höhen  haben, 
so  sind  sie  gleich;“ 

allein  umgekehrt  darf  man  nicht  schliessen: 

„ Wenn  Parallelogramme  gleich  sind , so  haben  sie  gleiche 
Grundlinien  und  Höhen;“ 

denn  dies  findet  nur  in  ganz  besonderen  Füllen  statt,  und  kann 
also  auch  gar  nicht  allgemein  bewiesen  werden.  Den  Satz  dagegen: 

„Wenn  Parallelojp’amme  von  gleichen  Grandlinien  gleiche  Hö- 
hen haben,  so  sind  sie  gleich“. 

darf  man  zwar  in  den  folgenden  umkehren: 

„ Wenn  Parallelogramme  von  gleichen  Grundlinien  gleich  sind, 
so  haben  sie  gleiche  Höhen ; “ 

allein  seine  Gültigkeit  muss  erst  nachgewiesen  werden. 

i.  Die  Contraposition  eines  hypothetischen  Urtbeils  be- 
steht in  der  Umtauscnung  sowohl  des  Grundes  als  auch  der  Folge 
mit  ihrem  contradictorischen  Gegentheile  und  in  der  nachherigen 
Umstellung  dieser  Gegentheile.  Man  folgert  also  hier  aus  dem 
Gegentheile,  dem  Nichtbestande,  der  Folge  das  Gegentheil,  den 
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Nichtbestand  des  Grundes;  oder  man  hebt  mit  der  Folge  auch 
den  Grund  auf.  Aus  dem  allgemein  hypothetischen  Urtheile 

„Wenn  A ist,  ist  Ba 
schliesst  man  nemlich: 

„ Wenn  B nicht  ist , ist  auch  A nicht.“ 

Diese  unmittelbare  Folgerung  aus  einem  hypothetischen  Ur- 
theile durch  Contraposition  hat  jederzeit  strenge  logische  Gültig- 
keit. Denn  eigentlich  ist  sie  ein  angekürzter  hypothetischer  .Schluss 
in  aufhehender  Schluss« eise  , ein  Enthymem  der  zweiten  Ordnung, 
in  welchem  der  Untersatz  fehlt,  durch  den  die  Folge  aufgehoben 
wird.  In  der  allgemeinen  Form  zum  aufhehenden  hypothetischen 
Schluss  vervollständigt  lautet  sie  daher  also: 

Obersatz:  „Wenn  A ist,  so  ist  B.“ 

Untersatz:  „Nun  ist  B nicht.“ 

Schlusssatz:  „Also  ist  auch  A nicht.“ 

3.  Durch  die  Contraposition  der  hypothetischen  Urtheile  oder 
der  durch  die  unmittelbare  Folgerung  des  Gegentheils  des  Grundes 
aus  dem  Gegentheile  der  Folge  eines  hypothetischen  Urtheils  kann 
man  in  der  Mathematik,  besonders  in  der  reinen  Geometrie,  wo 
die  meisten  Lehrsätze  hypothetisch  ausgesprochen  werden  oder 
sich  wenigstens  hypothetisch  aussprechen  lassen,  aus  sehr  vielen 
Lehrsätzen,  sobald  sie  erwiesen  sind , andere  unmittelbar  erschlies- 
sen ; ohne  dass  man  wie  Euklid  und  seine  Nachahmer , erst  noch 
eines  indirecten  Beweises  für  sie  bedarf  oder  über  ihre  strenge 
Gültigkeit  auch  nur  den  mindesten  Zweifel  zu  hegen  vermag.  Ge- 
wöhnlich wird  man  dabei , zur  Aufhellung  der  Einsicht,  bloss  den 
schon  bewiesenen  Lehrsatz  nachträglich , den  daraus  abzuleitenden 
Folgesatz  aber  anfänglich,  in  der  hypothetischen  Form  auszuspre- 
chen haben,  und  dem  letzteren  dann  erst  noch  den  angemessenen 
sprachlichen  Ausdruck  ertheilen. 

Durch  einen  solchen  Vorgang  drängt  man  nicht  nur  den  Lehr- 
gegenstand mehr  zusammen  — was  bei  dem  gegenwärtigen  Um- 
fange  der  zu  lehrenden  Wissenschaften  schon  höchst  Noth  thut  — - 
sondern  man  verschafft  auch  dem  Lernenden  einen  helleren  Blick 
in  die  Natur  des  Lehrgegenstandes  und  in  den  Zusammenhang 
seiner  Wahrheiten. 

So  z.  B.  beweist  man  in  der  ebenen  Geometrie  nach  Euklid 
einzeln  und  nach  einander  folgende  Sätze: 

a)  „Durch  denselben  Punkt  kann  mit  einer  Geraden  nur  eine 
einzige  Gerade  parallel  gezogen  werden.“ 

b)  „Eine  gerade  Linie,  welche  eine  von  zwei  parallelen  schnei- 
det, muss  auch  die  andere  schneiden.“ 

c)  „Zwei  gerade  Linien,  welche  zu  derselben  dritten  parallel 
sind,  müssen  auch  unter  sich  parallel  sein.“ 

Nun  sind  die  beiden  ersteren  Sätze  nichts  weiter  als  verschie- 
dene Ausdrücke  des  hypothetischen  Satzes: 

„Wenn  zwei  Geraden  sich  schneiden,  so  können  sie  nicht 
zugleich  zur  nemlichen  dritten  parallel  sein;“ 
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der  also  allein  zu  beweisen  kommt.  Und  daraus  folgt  sogleich 
ohne  allen  Beweis  bloss  durch  Contraposition  der  dritte  Satz  zu- 
nächst in  der  hypothetischen  Form: 

„Sind  zwei  Geraden  zu  einer  dritten  parallel,  so  schneiden  sie 
sich  nicht,  d.  h.  sie  sind  auch  zu  einander  parallel.“ 

Man  bedarf  daher  hier  nur  Eines  Beweises  statt  dreier. 

4.  Die  Umkehrung  eines  hypothetischen  Urtheils  fährt 
jedoch  dann  auf  ein  wahres  Urtheil,  oder  man  schiiesst  rich- 
tig von  dem  Bestehen  der  Folge  auf  das  Bestehen  des  Grundes, 
wenn  man  überzeugt  ist,  dass  nur  bei  dem  angeführten  Grunde 
die  Folge  nothwendig  besteht,  oder  dass  ein  bestimmter  Grund 
und  eine  gewisse  Folge  einander  gegenseitig  bedingen,  unumgäng- 
lich mit  einander  stehen  und  fallen. 

Hier  lässt  sich  nemlich  das  gegebene  hypothetische  Urtheil 
in  der  Form  aussprechen: 

„Nur  wenn  A ist,  ist  auch  /?;“ 
und  man  schiiesst  daraus  mit  voller  logischen  Strenge: 

„Wenn  Zf  ist,  muss  auch  A sein.“ 

Denn  in  einem  solchen  Falle  gilt  das  gegebene  Urtheil  eigent- 
lich folgenden  zweien  gleich : 

„Wenn  A ist,  ist  auch  Zf,“ 
und  , 

„Wenn  A nicht  ist,  ist  auch  B nicht.“ 

Aus  dem  ersteren  folgert  man  aber  mittels  seiner  Umkehrung: 

„Wenn  B ist,  kann  — unter  andern  — A sein;“ 
und  aus  dem  zweiten  Urtheile,  mittels  der  Contraposition: 

„Wenn  Zf  ist,  ist  auch  A;‘‘ 
mithin  aus  beiden  Urtheilen  zusammen,  wie  oben: 

„Wenn  B ist,  muss  auch  A sein.“ 

Z.  B.  der  Satz  der  Astronomie: 

„Nur  wenn  die  Erde  die  Gestalt  einer  Kugel  hat,  ist  ihr 
Schatten  auf  dem  verfinsterten  Monde  jedesmal  kreisrund,“ 

berechtigt  uns  zn  dem  Schlüsse: 

„Weil  der  Schatten  der  Erde  auf  dem  verfinsterten  Monde 
jedesmal  kreisrund  sich  zeigt,  so  muss  die  Erde  die  Kugelgestalt 
naben.  “ 

Ebenso  schiiesst  man  aus  dem  geometrischen  Satze: 

„Wenn  zwei  Parallelogramme  gleich  sind,  so  haben  sie  die 
Grundlinien  im  verkehrten  Verhältnisse  der  Höhen“ 

I 

mit  Sicherheit: 

„Wenn  zwei  Parallelogramme  die  Grundlinien  im  verkehrten 
Verhältnisse  der  Höhen  haben,  so  sind  sie  gleich.“ 
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5.  Diese  letztere  Schlussweise  wird  in  der  Mathematik,  beson- 
ders in  den  Anwendungen  der  Algebra  auf  Geometrie,  Mechanik, 
Physik,  Astronomie  u.  dgl.  und  in  der  höheren  Analysis  häutig 
angewendet.  i 

In  den  allgemeinen  algebraischen  Forschungen  dieser  mathe- 
matischen Doctrinen  erscheinen  nemlich  oft  gewisse  Grössen  in 
einem  solchen  Zusammenhänge,  dass  überhaupt  die  zwischen  ihren 
Zahlwerthen  bestehenden  Beziehungen  theils  durch  Gleichungen, 
theils  durch  Ungleichungen,  theils  auch  noch  durch  sonstige  Be- 
dingungen ausgesprochen  werden,  welche  zusammen  gefasst  ein 
System  von  Beziehungen  ausmachen , das  wir  kurz  mit  A bezeich- 
nen wollen.  Tritt  nun  dazu  in  einem  besonderen  Falle  noch  ein 
System  B von  solchen  Beziehungen  zwischen  einigen  oder  allen 
in  Betracht  genommenen  Grössen  oder  ein  System  particulärer 
Werthe  einiger  jener  Grössen,  und  verwandelt  sich  dadurch,  mit- 
tels der  algebraischen  Reductioncn , das  allgemeine  Svstem  A noth- 
wendig  in  ein  anderes  nun  mehr  particuläres  System  C‘,  so  gewinnt 
man  daraus  die  Ueberzeugung : 

„Wenn  zwischen  den  betrachteten  Grössen  insbesondere  das 
System  B von  Beziehungen  besteht,  so  besteht  zwischen  ihnen 
auch  das  System  C.  “ 

Hat  man  nun  das  System  B,  wie  es  gewöhnlich  geschieht , so 
allgemein  angenommen,  dass  nur  bei  seinem  Bestände  das  System 
C besteht,  was  aus  der  Art  der  Beziehungen,  aus  den  Formen 
der  Gleichungen  und  der  Beschaffenheit  der  darin  vorkommenden 
Rechnungsoperationen  meistens  dergestalt  einleuchtet,  dass  eine 
weitläufige  Erörterung  überflüssig  erscheint;  so  ist  eigentlich  der 
Satz  festgestellt : * 

„Nur  wenn  zwischen  den  in  Betracht  genommenen  Grössen 
das  besondere  System  B von  Beziehungen  besteht , kann  und  muss 
zwischen  ihnen  auch  das  System  C von  Beziehungen  bestehen. " 

Folglich  schliesst  man  daraus  mit  voller  Sicherheit  umgekehrt: 

„Wenn  das  System  C von  Beziehungen  besteht,  so  besteht 
auch  das  System  B.“ 

Meistens  sprechen  die  Analytiker  diesen  Folgesatz  nicht  erst 
noch  eigens  aus , sondern  benützen  ihn , wo  er  Anwendung  findet, 
ohne  weiteres  Bedenken. 

Beispiel  I.  In  der  Planimetrie  wird  der  Satz  erwiesen: 

„Parallelogramme  verhalten  sich  wie  die  Producte  ihrer 
Grundlinien  und  Höhen.“' 

Sind  nemlich  P,  p zwei  Parallelogramme,  A , a ihre  Höhen 
und  B,  b ihre  Grundlinien,  so  ist 

P:p  — AB:ab. 

In  dieser  Proportion  setzt  man  nun  insbesondere  P=p  und 
folgert  daraus  auch  AB  — ab  oder  A:a  wie  b:B. 

Man  hat  also  eigentlich  den  Satz  erwiesen: 

„Wenn  P=p,  so  A:a—b:B“ 

d.  h.  „Sind  zwei  Parallelogramme  gleich,  so  sind  ihre  Höhen 
den  Grundlinien  verkehrt  proportional; 
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und  hieraus  folgert  man  sogleich  ohne  ferneren  Beweis  umgekehrt: 

„Wenn  A:a  = 6:  B , so  P—p; 

d.  h.  „WTenn  zwei  Parallelogramme  ihre  Höhen  den  Grundlinien 
verkehrt  proportional  haben,  so  sind  sie  gleich.“ 

Beispiel  2.  Bezeichnen  a,  b,  c die  Seiten  eines  geradli- 
nigen Dreiecks  und  a,  ß,  y die  in  derselben  Ordnung  ihnen  gegen- 
überliegenden Winkel,  so  beweist  die  Trigonometrie  den  allgemei- 
nen Satz:  = 26c.  cos  u.  Nimmt  man  nun  das  Product 

26e.cosa=0  an,  was  nur  dann  sein  kann,  wenn  cos«=0,  also 
0 = 90“  ist;  so  erhält  man  den  Satz:  Wenn  a=90u,  so  ist  a*  = 6* 
-f  c’,  d.  h.  den  bekannten  pythagoräischen  Lehrsatz. 

Allein  man  folgert  daraus  auch  sogleich  umgekehrt: 

„Wenn  a'  — b*  + c’.  so  a=90“;“ 

d.  h.  „Wenn  in  einem  Dreiecke  die  zweite  Potenz  des  Zahlwer- 
thes  einer  Seite  so  gross  ist,  als  die  zweiten  Potenzen  der  Zahl- 
werthe  der  beiden  andern  Seiten  zusammen  genommen  ; so  liegt 
der  ersteren  Seite  ein  rechter  Winkel  gegenüber.“ 

Beispiel  3.  Die  analytische  Geometrie  stellt  zu  einer  Linie 
oder  Fläche,  für  eine  gewählte  Art  von  Coordinaten  , eine  Gleichung 
oder  ein  System  zusammen  gehöriger  Gleichungen  auf,  wodurch 
jene  Linie  oder  Fläche  analvstisch  vollständig  charakterisirt  wird ; 
folglich  erweist  sie  eigentlich  den  Satz: 

„Wenn  eine  Linie  oder  Fläche  für  eine  gewisse  Art  von  Coor- 
dinaten diesen  angeführten  Charakter  besitzt;  so  kommt  ihr  die 
hier  abgeleitete  Gleichung  oder  dieses  System  simultaner  Gleichun- 
gen zu.“ 

Sie  schliesst  daraus  aber  auch  noch  umgekehrt: 

„Wenn  einer  Linie  oder  Fläche,  bei  der  angewiesenen  Art  von 
Coordinaten,  diese  bestimmte  Gleichung  oder  dieses  bestimmte 
System  von  simultanen  Gleichungen  zukommt,  so  besitzt  sie  den 
vorher  beschriebenen  Charakter.  “ 

So  beweist  z.  B.  die  Lehre  von  den  Kegelschnitten,  dass  in 
der  Parabel , wenn  v den  Parameter  eines  Durchmessers  und 
x,  y die  hier  gewöhnlichen  schiefwinkligen  Coordinaten  vorstel- 
len , die  Gleichung  y * ==  px  besteht.  Andrerseits  lehrt  die  Balli- 
stik oder  die  Dynamik,  dass  im  leeren  Raume  eio  schief  gegen 
den  Horizont  geworfener  Körper  eine  Linie  durchläuft,  deren  Glei- 
chung die  Form  y%  = px  hat;  mithin,  schliesst  sie,  beschreibt 
dieser  Körper  eine  Parabel. 


II.  - 

Von  der  Umkehrung  mehrerer 
zusammenhängender  allgemeiner  disjunctiver  und 
hypothetischer  Urtheile. 

1.  Höchst  wichtig  ist  folgender,  zuerst  von  Haube r *)  aufge- 
stellter Satz,  nach  dessen  Anleitung  man  aus  mehreren  zusammen- 


*)  Vergleiche  deaien  Scholae  logico- matheniatir.ae.  cap.  7.  Stutt- 
gart. 1829,  nnd  DrobUr.h  Logik.  Leipzig.  1836.  S.  162. 
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hängenden  allgemein  bejahenden  disjunctiven  und  hypothetischen 
Urtheilen  mittels  Umkehrung  andere  unmittelbar  folgern  kann. 

Seien  als  gültig  anerkannt : 
erstens  folgende  zwei  disjunctive  Urtheile: 

Der  Begriff  S kann  nur  entweder  a oder  b oder  c,  oder  s.  f.  sein. 

Der  Begriff  £ kann  nur  entweder  a oder  ß oder  y oder  s.  f.  sein; 

zweitens  folgende  hypothetische  Urtheile: 

Wenn  S,a  ist,  so  ist  £,a; 

Wenn  S,b  ist,  so  ist  £,ßj 

Wenn  S,c  ist,  so  ist  £,y, 

u.  s.  w. ; 

dann  gelten  auch  umgekehrt  die  folgenden  hypothetischen 
Urtheile : 

Wenn  £,u  ist,  so  ist  S,a ; 

Wenn  £,ß  ist,  so  ist  S ,b; 

Wenn  £,y  ist,  so  ist  S,c; 
u.  s.  w. 

Es  genügt  nur  das  erste  behauptete  Urtheil : 

„Wenn  £,a  ist;  so  ist  £,  o“ 
zu  erweisen,  weil  die  übrigen  ihm  analog  sind. 

Indirecter  Beweis.  Wäre  der  Behauptung  zuwider  £ 
nicht  a,  so  müsste  £ entweder  b oder  c oder  d u.  s.  f.  sein. 

Wäre  S,b,  so  wäre  nach  der  Annahme  £,ß  also  nicht  £,a 

,,  Ä',c,  „ ,,  ,,  „ ,,  ^ , y also  nicht  £ , cc 

wie  bedungen,  u.  s.  w. 

Mithin  wenn  £,  a ist,  kann  S weder  b,  noch  c,  noch  d u.  s.  f. 
folglich  nur  a sein,  wie  behauptet  wurde. 

Directer  Beweis.  Aus  den  vorausgesetzten  beiden  dis- 
junctiven und  allen  hypothetischen  Urtheilen  folgt  der  Satz : 

Wenn  S nicht  a ist,  folglich  entweder  b oder  c oder  d 
u.  s.  f. , so  ist  £ entweder  ß oder  y oder  3 u.  s.  f.  also  nicht  a ; 
kurz:  Wenn  £ nicht  a ist,  so  ist  auch  £ nicht  a. 

Hieraus  folgert  man  aber  durch  Contraposition  sogleich  richtig 
den  behaupteten  Satz: 

Wenn  £,a  ist,  so  ist  £,o. 

2.  Aus  diesem  höchst  allgemeinen  Umkehrungsgesetze  lassen 
sich  für  die  Mathematik  viele  wichtige  Sätze  ableiten. 

Betrachten  wir  zunächst  zwei  mit  einander  zusammenhängende 
Gattungen  von  Grössen  in  Absicht  auf  ihre  gleichzeitigen 
Veränderungen.  Gewöhnlich  beweist  man  von  ihnen  folgende 
zwei  Sätze : 

1)  „Zu  gleichen  Grössen  der  ersten  Gattung  gehören 
gleiche  Grössen  der  andern  Gattung.“ 

2)  „Zu  ungleichen  Grössen  der  ersten  Gattung  gehören  ✓ 

ungleiche  Grössen  der  zweiten  Gattung;  und  zwar  gehört  zu 
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. - ,,  grossere 

einer  grosseren  Grosse  der  ersten  Gattung  eine  ,,  . 

8 8 kleinere 

Grösse  der  zweiten  Gattung. 

Hier  bedeutet  nun  S und  £ die  Vergleichung,  welche  zw  ischen 
zwei  Grössen  der  ersten  und  zweiten  Gattung  besteht ; a und  a 
das  Gleichsein  beider  Grössen,  b das  Grösser-,  c das  Kleinersein 
. , , „ „ . , Grösser-  . , Kleinersein  , 

...  der  ersten  Gattung,  ß das  K|einer.  und  y das  Gr-aaeTseia  >n 

der  zweiten  Gattung.  Mithin  folgert  man  nach  obigem  Umkeh- 
rungsgesetze  aus  den  erwiesenen  zwei  Sätzen  noch  diese  zwei 
zugehörigen : 

3)  „Zu  gleichen  Grössen  der  zweiten  Gattung  gehören 
gleiche  Grössen  der  ersten  Gattung.“ 

4)  „Zu  ungleichen  Grössen  der  zweiten  Gattung  gehören 
ungleiche  Grössen  der  ersten  Gattung;  und  zwar  gehört  zu 

• „ .„  - , „ . ..  . grössere 

einer  grosseren  Grosse  der  zweiten  Gattung  eine  , . . 

8 kleinere 

Grösse  der  ersten  Gattung.“ 


Beispiel  1.  Die  Algebra  beweist,  dass,  wofern  in  einem 
Products  ein  Factor  (der  Multiplicand)  ungeändert  bleibt,  n)  zu 

gleichen  zweiten  Factoren  (Multiplicatoren)  gleiche  Producte  und 
) zu  einem  grösseren  zweiten  Factor  (Multiplicator)  ein  grössere» 
Product  gehört.  Indem  sie  ferner  bei  der  Lehre  von  der  Theilung 
das  Product  in  den  Dividend,  den  ersten  Factor  in  den  Divisor 
und  den  zweiten  Factor  in  den  Quotienten  übersetzt ; folgert  sie 
sogleich,  dass,  bei  ungeändertem  Theiler  oder  Divisor,  a)  zu 
gleichen  Dividenden  gleiche  Quotienten  und  ß)  zu  einem  grösseren 
Dividenden  ein  grösserer  Quotient  gehört. 

Beispiel  2.  Die  Planimetrie  erweist,  dass  in  einem  Drei- 
ecke a)  gleichen  Seiten  gleiche  Winkel  und  b)  einer  grösseren  Seite 
ein  grösserer  Winkel  gegenüber  liegen.  Daraus  lässt  sich  daher 
sogleich  folgern,  dass  auch  umgekehrt  r)  gleichen  Winkeln  gleiche 
Seiten  und  d)  einem  grossem  Winkel  eine  grössere  Seite  gegen- 
über liegen  müssen. 


3.  Diese  Sätze  lassen  sich  nunmehr  leicht  auf  drei  oder 
mehrere  unter  einander  zusammenhängende  Gattungen  von 
Grössen  ausdehnen.  Seien  nemlich  die  beiden  folgenden  Sätze 
erwiesen : 


1)  ,.  Zu  gleichen  Grössen  der  ersten  Gattung  gehören  auch 
gleiche  Grössen  der  zweiten,  dritten,  vierten  und  so  fort  jeder 
andern  Gattung.“ 

2)  „Zu  einer  grösseren  Grösse  der  ersten  Gattung  gehört  bald 
eine  grössere  bald  eine  kleinere  Grösse  einer  jeden  andern  Gattung, 
jenachdem  diese  mit  der  ersten  in  gerader  oder  verkehrter  Ver- 
gleichung steht.“ 

Dann  folgert  man  daraus  umgekehrt  für  jede  übrige  Gattung 
zwei  Sätze  von  folgender  Form  : 

n)  „Zu  gleichen  Grössen  jedweder  anderen  Gattung  gehören 
auch  gleiche  Grössen  der  ersten,  mithin  auch  jeder  übrigen  Gattung.“ 
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b)  „Zu  einer  grösseren  Grösse  jedweder  anderen  Gattung 
gehört  bald  eine  grössere  , bald  eine  kleinere  Grösse  der  ersten, 
jenachdem  diese  zwei  Gattungen  in  gerader  oder  verkehrter  Ver- 
gleichung mit  einander  stehen  ; mithin  gehört  dazu  auch  entweder 
eine  grössere  oder  kleinere  Grösse  jeder  übrigen  Gattung,  je  nach- 
dem diese  mit  der  ersten  Gattung  m gerader  oder  verkehrter  Ver- 
gleichung steht. 

Beispiel  1.  In  der  Stereometrie  ^e,ve's*  man  von  den  schie- 
fen Geraden,  die  nebst  der  senkrechten  aus  einem  Punkte 
an  eine  j.-jjene  gezogen  werden  die  beiden  Sätze: 

o)  Schiele,  welche  mit  der  Senkrechten  gleiche  Win- 
k e I bilden , , sind  gleich  und  haben  ihre  Fusspunkte  von  dem  der 
Senkrechten  gleich  weit  ab  stehen. 

b)  Zu  einem  grösseren  Winkel  einer  Schiefen  mit  der 
Senkrechten  gehört  eine  grössere  oder  längere  Schiefe  und  ein 
grösserer  Abstand  von  der  Senkrechten. 

Hieraus  folgt  nun  umgekehrt: 

c)  Gleiche  Schiefen  bilden  mit  der  Senkrechten  gleiche  Win- 
kel und  stehen  von  der  Senkrechten  gleich  weit  ab. 

d)  Eine  grössere  Schiefe  bildet  mit  der  Senkrechten  einen 
grösseren  Winkel  und  steht  von  ihr  weiter  ab. 

e)  Schiefe,  welche  von  der  Senkrechten  gleich  weit  abstehen, 
bilden  mit  der  Senkrechten  gleiche  Winkel  und  H*md  gleich. 

f)  Eine  Schiefe , welche  von  der  Senkrechten  weiter  absteht, 
bildet  mit  dieser  Senkrechten  einen  grOesern  Winkel  und  ist  länger. 

Beispiel  2.  Die  Lehre  vom  Kreise  beweist,  dass 

а)  zu  gleichen  Winkeln  am  Mittelpunkte  gleiche  Kreisbogen, 
Kreisausschnitte,  Sehnen  und  gleiche  Winkel  der  Sehnen 
milden  Halbmessern  zu  ihren  Grenzpunkten,  gleiche  Abstände 
der  Sehnen  vom  Mittelpunkte,  gleiche  Sagitten  und  Kreisab- 
schnitte gehören;  und 

б)  dass  zu  einem  grösseren  erj,0[)encn  Winkel  am  Mittel- 

punkte auch  ein  grösserer  Kreisbogen  und  Kreisausschnitt,  eine 
grossere  c;n  kleinerer  ^y;nj£Cj  jer  se|,lie  mjt  jem  Halb- 
kleinere ’ grosserer 

messer  am  Grenzpunkte , ein  „ Abstand  der  Sehne  vom 

* grosserer 

Mittelpunkte,  eine  Sagitte  und  ein  y^;**^**  Kreisab- 

schnitt gehört. 

Daraus  kann  man  sogleich  umgekehrt  scbllessen , dass  wenn 
einer  d?r  genannten  Gegenstände  gleich  ist,  auch  jeder  andere  gleich 
sein  muss ; und  dass  z.  B.  einer  längeren  Sehne  ein  grösserer 
hohler  und  ein  kleinerer  erhobener  Winkel  am  Mittelpunkte,  ein 
kleinerer  Winkel  der  Sehne  mit  dem  Halbmesser  an  ihren  Grenz- 
punkten, ein  kürzerer  Abstand  vom  Mittelpunkte  u.  s.  f.  angehört. 

4.  Selbst  wenn  die  Abhängigkeit  der  betrachteten  Gattungen 
von  Grössen  in  bestimmteren  Formen  ausgesprochen  wird,  lässt 
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sich  das  angeführte  Umkehrungsgeaetz  noch  benützen,  wie  z.  B. 
bei  der  Proportional!  tiit  zweier  Gattungen  von  Grossen. 

Ist  nemlich  erkannt,  dass  zwei  Gattungen  von  Grossen  derge- 
stalt Zusammenhängen:  a ) dass  zu  gleichen  Grössen  einer  jeden 

Gattung  auch  gleiche  der  anderen  una  ß)  zu  einer  grösseren  einer 

jeden  Gattung  auch  eine  der  anderen  gehört  und  y)  dass 

zu  jedem  Vielfachen  einer  jeden  Grösse  der  ersten  Gattung  das 
Ebensovielfache  , , „ ,,  _ , _ .. 

der  ebensovielte  Theil  der  zuBehur*Se“  Gr<l88e  der  z"e,te"  Gattun« 
gehört;  so  gilt,  vermöge  des  erwähnten  Umkehrungsgesetzes, 
auch  der  Schluss  umgekehrt  von  der  zweiten  Gattung  auf  die  erste, 

und  beide  Gattungen  von  Grössen  heissen  dann  zu  einander  ver|£e|lrf 


proportional 

5.  Aus  allen  diesen  Beispielen  erhellet,  dass  hier,  so  wie  in 
ähnlichen  Fällen  die  Beweise , ja  sogar  die  blosse  Anführung  der 
umgekehrten  Sätze,  da  diese  für  sich  verständlich  sind,  überflüs- 
sig ist,  wenn  nur  dieses  Umkehrungsgesetz  als  dem  zu  Unterrich- 
tenden bereits  bekannt  vorausgesetzt  werden  darf,  daher  zu  diesem 
Zwecke  etwa  in  die  Vorrede  oder  in  die  Vorbegriffe  des  betreffen- 
den Lehrbuches  aufgenommen  worden  ist. 


III. 

Ueber  indirecte  Beweise  und  ihre  Ersetzung 
durch  direct e. 

I.  Directe  Beweise  lassen  bekanntlich  die  Wahrheit  ihres 
Satzes  als  Schlusssatz  aus  richtigen  Prämissen  unmittelbar  erken- 
nen ; indirecte  Beweise  dagegen  stellen  die  Gültigkeit  ihrer  Behaup- 
tung dadurch  ausser  Zweifel , dass  sie  zeigen , das  Gegentheil  der- 
selben sei  unmöglich , in  so  fern  es  andern  anerkannten  Wahrheiten 
widerstreitet.  Directe  Beweise  gewähren  daher  eine  befriedigende 
Erkenntnis»  des  nothwendigen  Zusammenhanges  der  Behauptung 
mit  ihren  Beweisgründen,  indirecte  aber'lassen  nur  den  Widerstreit 
des  Gegentheil«  der  Behauptung  mit  den  Beweisgründen  erkennen. 
Denn  directe  Beweise  zeigen , dass  und  warum  etwas  wahr  sei  und 
gerade  so  sein  müsse,  die  indirecten  aber  bloss,  dass  und  warum 
es  nicht  falsch  sei  und  nicht  anders  sein  könne.  Durch  den  direc- 
ten  Beweis  werden  wir  daher  weit  inniger  von  der  Wahrheit  des 
zu  beweisenden  Satzes  durchdrungen , als  durch  den  indirecten 
Beweis,  welcher  uns  bloss  das  Zugeständnis»  derselben  abnöthigt. 
Doch  sind  darum  die  indirecten  Beweise  noch  nicht  geradezu  ver- 
werflich ; denn  wo  sich  die  vorausgesetzten  Disjunctionen , von 
denen  man  eine  behauptet,  die  übrigen  «aber  widerlegt,  vollständig 
übersehen  lassen,  wie  vorzüglich  in  der  Mathematik,  passt  der- 
selbe immerhin.  Wünschenswerth  bleibt  es  jedoch  immer,  die 
indirecten  Beweise  überall,  wo  es  nur  angeht,  durch  directe  zu 
ersetzen  und  sie  nur  als  unumgängliche  Nothbehelfe  zu  gebrauchen. 
Wie  jenes  Ersetzen  wenigstens  in  manchen  Fällen  geleistet  wer- 
den kann,  soll  hier  gewiesen  werden. 
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2.  Haupthülfen  der  Vermeidung  indirect  er  Beweise  sind  die 
bereits  in  den  vorangehenden  zwei  Abschnitten  behandelten  Con- 
trapositionen hypothetischer  Urtheile  und  die  Umkehrung  hypothe- 
tisch - disjunctiver  Urtheile  ; da  die  daraus  fliessenden  unmittelbaren 
Folgerungen  sonst  indirect  erwiesen  werden  müssten. 

Man  wird  daher  überhaupt  das  indirect  zu  beweisende  logische 
Urtheil  vorerst  contraponiren  und  dieses  neue  (contraponirende) 
Urtheil  erweisen;  dann  folgt  daraus,  mittels  abermaliger  Contra- 
position, das  zu  erweisende  von  selbst.  Soll  das  kategorische 
Urtheil 

„A  ist  B“ 

bew  iesen  werden , so  wird  man  vorerst  das  contraponirende 
„Ein  Nicht -iS  kann  nicht  A sein“ 
begründen ; dann  folgt  jenes  unmittelbar  daraus. 

Ist  das  hypothetische  Urtheil 

„Wenn  A ist,  so  ist  B“ 
zu  erweisen,  so  zeigt  man  zuvörderst 

„Wenn  B nicht  ist,  so  ist  auch  A nicht.“ 

Sehr  oft  muss  aber  hierbei  noch  eine  Umgestaltung  des  Ausdruckes 
des  vorerst  zu  erweisenden  contraponirenden  Urtheils  vorgenom- 
men werden. 

Beispiel  1.  Dem  Satze: 

„Wenn  zwei  in  einer  Ebene  befindliche  Geraden  von  einer  drit- 
ten unter  gleichen  Wechselwinkeln  geschnitten  werden  (d.  h.  so, 
dass  jede  zwei  Wechselwinkel  gleich  sind  und  jede  zwei  Gegen- 
winkel *)  zusammen  genommen  zwei  rechte  Winkel  ausmachen), 
so  schneiden  sie  sich  nicht,  und  sind  also  zu  einander  parallel;“ 
schickt  Euklid  folgende  zwei  Sätze  voraus: 

„In  jedem  Dreiecke  ist 

1)  der  äussere  Winkel  grösser  als  jeder  innere  ihm  gegen- 
über liegende,  und 

2)  aie  Summe  jeder  zwei  Winkel  kleiner  als  zwei  rechte.  “ 

Beide  lassen  sich  nun  in  den  Satz  zusammenziehen: 

„ Wenn  sich  zwei  Geraden  schneiden , so  werden  sie  von  jeder 
dritten  Geraden  in  zwei  Punkten  dergestalt  geschnitten,  dass  auf 
derjenigen  Seite  der  Schneidenden,  auf  welcher  ihr  Durchschnitts- 
punkt liegt,  der  äussere  Winkel  grösser  als  sein  innerer  Wech- 
selwinkel und  die  Summe  der  inneren  Gegenwinkel  kleiner  als  zwei 
rechte  ist,  kurz,  sie  werden  unter  ungleichen  Wechselwinkeln 
geschnitten.  “ 

Daraus  folgt  demnach  der  anfangs  aufgestellte  Satz  unmittelbar 
bloss  durch  einfache  Contraposition  ohne  den  weitwendigen  Beweis 
Euklids. 


*)  Vergl.  Knar  Anfang« gründe  der  reinen  Geometrie.  Grätx.  1829. 
S.  42.  §.  160. 
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Beispiel  2.  Eben  so  folgt  sein  Satz: 

„Wenn  an  den  Berührungspunkt  einer  Geraden  mit  einer  Kreis- 
linie der  Halbmesser  gezogen  wird,  so  muss  dieser  auf  der  berüh- 
renden Geraden  senkrecht  sein" 

ohne  den  indirecten  Beweis,  den  er  giebt,  aus  dem  nächst  vorher- 
gehenden Lehrsätze : 

Die  gerade  Linie,  welche  auf  dem  Halbmesser  in  dem  End 
punkte  senkrecht  errichtet  wird,  berührt  die  Kreislinie; 

„jede  andere  Gerade  aber,  die  durch  eben  diesen  Punkt  (also 
schief  gegen  den  Halbmesser)  gezogen  wird,  schneidet  die  Kreis- 
linie noch  in  ginem  zweiten  Punkte.“ 

Denn  hieraus  folgt  durch  Contraposition  unmittelbar: 

„Wenn  eine  Gerade  eine  Kreislinie  in'  einem  Punkte  nicht 
schneidet,  sondern  berührt,  so  steht  sie  nicht  schief  auf  dem  Halb- 
messer dieses  Punktes“ 

und  dieser  Satz  ist  dem  zu  erweisenden  gleichgeltend. 

3.  Oft  kommt  zu  erweisen , dass  unter  mehreren  möglichen 
Gegenständen  einer  Art  nur  ein  einziger  eine  beschriebene  Eigen- 
schaft besitze.  In  einem  solchen  Falle  umgeht  man  den  indirecten 
Beweis  , wenn  man  darthut , dass , sobald  man  sich  ausser  jenem 
ausgezeichneten  (Jegenstande  noch  was  immer  für  einen  dieser  Art 
denken  will,  er  die  angeführte  Eigenschaft  nicht,  oder  das  Gegen- 
theil  derselben  besitzt.  Zuweilen  ist  dazu  erforderlich,  die  Defini- 
tion dieser  Eigenschaft  und  ihres  Gegentheils  in  dem  zu  erweisen- 
den Lehrsätze  zu  wiederholen. 

Beispiel  1.  Soll  der  Satz  bewiesen  werden: 

„Jede  begrenzte  Linie  hat  nur  Einen  Halbirungspunkt“, 
so  zeigt  man,  dass  jeder  andere  Punkt,  den  man  sich  ausser  dem 
angenommenen  Halnirungspunkte  denken  will,  die  Linie  in  zwei 
Theile  zerschneidet,  von  denen  einer  kleiner,  der  andere  grösser 
als  die  Hälfte  ist,  die  also  ungleich  sind. 

Beispiel  2.  Den  Satz: 

„ Durch  einen  Punkt  ist  auf  eine  Gerade  nur  eine  einzige  Senk- 
rechte möglich“ 

beweist  man,  indem  man  durch  diesen  Punkt  ausser  der  angenom- 
menen Senkrechten  noch  eine  beliebige  andere  gerade  Linie  führt 
und  von  ihr  nachweist,  dass  sie  mit  der  gegebenen  ungleiche 
Nebenwinkel  bildet,  also  nicht  senkrecht,  sondern  schief  auf  die- 
ser steht 

4.  Häufig  hat  man  zu  beweisen,  dass  irgend  einem  Gegen- 
stände, z.  B.  einer  Linie,  insbesondere  einer  geraden,  oder  einer 
Fläche , insbesondere  einer  ebenen , mehrere  solche  Eigenschaften 
zugleich  zukommen,  von  denen  jede,  an  und  für  sich  allein  betrach- 
tet, nur  einem  einzigen  derartigen  Gegenstände  anhaften  kann. 
In  einem  solchen  Falle  denkt  man  sich , nebst  dem  angenommenen 
mit  einer  derlei  Eigenschaft  begabten  einzig  möglichen  Gegenstände, 
noch  einen  weiteren  mit  einer  solchen  Eigenschaft,  von  der  bereits 
nachgewiesen  ist,  dass  mit  ihr  nothwendig  auch  jede  der  übrigen, 
also  auch  jene  vorausgesetzte,  verknüpft  ist;  und  schliesst  dar- 
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aus.  dass  jener  Gegenstand  mit  diesem  ganz  identisch  sein  muss, 
folglich  dass  auch  ihm  alle  übrigen  genannten  Eigenschaften 
zukommen. 

Man  habe  nämlich  allgemein  folgende  zwei  Urtheile  bereits 
festgestellt: 

1)  „Nur  ein  einziges  Subject  kann  jedesmal  eines  der  Merk- 
male a,  b,  c,  d....  einzeln  besitzen.“ 

2)  „Wenn  unter  gewissen  Umständen  ein  solches  Subject  das 
Merkmal  a besitzt,  so  kommen  ihm  auch  alle  übrigen  Merkmale 
b,  c,  d....  vereint  zu.“ 

Dann  gilt  auch  das  folgende  Urtheil: 

„Wenn  unter  denselben  Umständen  ein  Subject  S eines  der 
letzteren  Merkmale  b,  c,  </....  ohne  a besitzt,  so  besitzt  es  auch 
alle  übrigen, 

d.  h.  wenn  S,b  ist,  so  ist  auch  S,acd.... 
wenn  S,c  ist,  so  ist  auch  S,abd.... 
wenn  S,d  ist,  so  ist  auch  S,abc.... 
u.  s.  f.“ 

kurz  die  Merkmale  a,  b,  c,  d...  können  unter  diesen  Umständen 
nicht  von  einander  getrennt,  sondern  nur  vereint  bestehen  ; sie 
stehen  und  fallen  mit  einander.. 

Es  genügt  hier  nur  den  einen  Satz: 

„Wenn  S,b  ist,  so  ist  auch  S ,acd.. .“ 
zu  erweisen,  da  die  übrigen  ihm  analog  sind. 

Man  denke  sich  unter  den  hier  stets  bedungenen  Umständen 
das  einzig  mögliche  Subject  S' , dem  das  Merkmal  a zukommt; 
dann  besitzt  es  auch  das  Merkmal  b,  vermöge  des  zweiten  als 
erwiesen  vorausgesetzten  Satzes.  Allein  dieses  Merkmal  b kommt 
zufolge  der  Annahme  dem  Subjecte  S zu  und  kann  nach  dem 
ersten,  als  bereits  für  gültig  anerkannten  Satze,  nur  einem  einzigen 
Subjecte  eigen  sein;  folglich  muss  das  Subject  S mit  S'  einerlei, 
ganz  das  nemliche  Eine  sein;  mithin  kommt  diesem  Subjecte  S 
auch  das  Merkmal  n und  daher,  gemäss  dem  zweiten  Satze,  auch 
die  weiteren  Merkmale  c,  d....  zu. 

Beispiel  1.  Die  Planimetrie  erweist  folgenden  Satz: 

„Jede  Gerade,  die  in  einem  Dreiecke  zu  einer  Seite  parallel 

?eführt  wird , zerschneidet  die  beiden  anderen  Seiten  proportional“ 
d.  i.  so , dass  die  von  einer  gemeinsamen  Spitze  aus  auf  ihnen 
abgeschnittenen  Stücke  den  übrig  bleibenden  Stücken  und  den  gan- 
zen Seiten  selbst  direct  proportional  sind). 

Dieser  Satz  umgekehrt  lautet: 

„Eine  Gerade,  die  zwei  Seiten  eines  Dreieckes  proportional 
zerschneidet,  ist  zur  dritten  Seite  parallel“  und  wird  gewöhnlich 
indirect,  auf  folgende  Weise  aber  auch  direct  erwiesen. 

Jede  begrenzte  Linie  kann  von  einem  angewiesenen  Grenz- 
punkte zum  anderen  bin  in  einem  angegebenen  Verhältnisse  nur 
auf  Eine  Weise,  d.  i.  durch  einen  einzigen  Punkt,  in  zwei  Theile 
getbeilt  werden.  Man  kann  daher  den  Einschnitt  der  Geraden  in 
die  erste  Seite  entweder  frei,  oder  erst  durch  dieses  Verbältniss 
bestimmt  ansehen;  dann  theilt  auch  nur  Ein  Punkt  die  zweite 
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Seit«  in  demselben  Verhältnisse,  in  welchem  die  erste  bereite 
get  heilt  ist.  Durch  zwei  Punkte  ist  nur  Eine  Gerade  denkbar; 
also  hierauch  nur  Eine  Gerade,  welche  die  zwei  Seiten  in  gleichem 
Verhältnisse  zerschneidet.  Durch  einen  Punkt  ist  zu  einer  Gera- 
den nur  Eine  parallele  Gerade  möglich  ; also  durch  jenen  Thei- 
lungspunkt  der  ersten  Seite  auch  bloss  Eine  parallele  Gerade  zur 
dritten  Seite.  Diese  parallele  zerschneidet  aber  die  beiden  ande- 
ren Seiten  in  gleichem  Verhältnisse.  Mithin  ist  jene  proportional 
zerschneidende  Gerade  mit  dieser  parallelen  identisch,  d.  n.  selbst 
parallel  zur  dritten  Seite. 

Beispiel  2.  In  jedem  Dreiecke  hat  a)  jeder  Winkel  nur 
Eine  Halmrungslinie,  b)  aus  jeder  Spitze  lässt  sich  auf  die  gegen- 
über stehende  Seite  nur  Eine  Senkrechte  fhllen,  c)  jede  Spitze 
kann  nur  durch  Eine  Gerade  mit  dem  Halbiruntrspnnkte  der  Gegen- 
seite verbunden  werden,  und  d)  in  dem  Hatbirungspunkte  jeder 
Seite  lässt  sich  nur  Eine  Gerade  auf  die  Seite  senkrecnt  aufstellen. 

Nun  kommt  aber  im  gleichschenkligen  Dreiecke  am  Scheitel 
desselben  derjenigen  Geraden,  welche  die  erste  Eigenschaft  besitzt, 
auch  jede  der  drei  übrigen  zu ; mithin  sind  in  diesem  besonderen 
Falle  die  angeführten  4 Eigenschaften  unzertrennlich  mit  einander 
verbunden,  jede  einzelne  zieht  die  drei  übrigen  nach  sich.  Dar- 
nach ergeben  sich  als  vollkommen  begründet  die  bekannten  4 Sätze 
von  der  Halbirungslinie  des  Winkels  am  Scheitel  im  gleichschenk- 
ligen Dreiecke. 

•% 

5.  Zuweilen  hilft  man  sich  auch  schon  damit,  dass  man  den 
zu  erweisenden  Satz  nicht  im  voraus  vollständig  in  Zeichen  dar- 
stellt, die  ihn  erläuternde  geometrische  Figur  nicht  ganz  auszeich- 
net, sondern  erst  im  Beweise  die  nöthigen  Zeichen  oder  räumlichen 
Gegenstände  einführt.  So  z.  B.  lässt  sich  der  Satz: 

„die  Mitte  der  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  liegt 
von  den  Spitzen  desselben  gleich  weit  ab“, 

den  Euklid  indirect  erweist,  direct  erweisen,  wenn  man  den  rechten 
Winkel  durch  eine  Richtung  so  zertheilt,  dass  diese  mit  jeder 
Kathete  einen  eben  so  grossen  Winkel  als  die  Hypotenuse  bildet. 
Denn  diese  Richtung  schneidet  in  die  Hypotenuse  ein,  an  jeder 
Kathete  liegen  gleiche  Winkel,  also  in  den  entstandenen  beiden 
Dreiecken  diesen  Winkeln  gegenüber  gleiche  Seiten.  Mithin  ist 
jener  Einschnittspunkt  in  die  Hypotenuse  von  allen  drei  Spitzen 
des  Dreiecks  gleich  weit  entfernt,  und  also  auch  die  Mitte  der 
Hypotenuse. 

6.  Andere  Wege,  auf  denen  man  in  besonderen  Fällen  die 
indirecten  Beweise  umgeht,  gestatten  endlich  nicht  wohl  eine  all- 
gemeine Darlegung. 

So  z.  B.  der  Satz : 

„Wenn  zwei  in  einer  Ebene  enthaltene  unendliche  Geraden  von 
einer  dritten  unter  gleichen  Wechselwinkeln  geschnitten  werden, 
so  schneiden  sie  sich  nicht“, 

wird  bewiesen , indem  man  die  zu  beiden  Seiten  der  Schneidenden 
gelegenen  Paare  von  Richtungen,  was  hier  möglich  ist,  zur  Deckung 
bringt  und  nun  statt  des  hier  gewöhnlichen  indirecten  Beweises 
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direct,  wie  folgt,  schliesst  *).  Wenn  zwei  Paare  gerader  Linien 
mit  einander  ziisanimenfullend  gedacht  werden  können,  so  müssen, 
wenn  die  Geraden  des  einen  Paares  sich  schneiden,  auch  die  des 
anderen  Paares  sich  schneiden,  und  wenn  jene  von  einander 
getrennt  bleihen,  auch  diese  überall  aus  einander  bleiben.  Daher 
müssen  die  beiden  betrachteten  unbegrenzten  Geraden  entweder 
zu  beiden  Seiten  der  Schneidenden  getrennt  bleiben  oder  auf  beiden 
Seiten  Zusammentreffen.  Das  Letztere  ist  jedoch  undenkbar,  weil 
zwei  Gerade  höchstens  Einen  Punkt  gemein  haben  können;  mithin 
gilt  das  Erstere,  nämlich  die  Geraden  treffen  sich  nirgends. 


IV. 

Ueber  die  Vermeidung  der  inductorischen  Beweise 
in  der  Mathematik. 

1.  Die  Inductions- Beweise  werden,  wegen  ihrer  zu  grossen 
Weitläufigkeit,  in  der  Mathematik  nur  als  Nothbehelfe  verwendet, 
wo  andere  prücise  Beweise  mangeln  Denn  vorerst  muss  aus  meh- 
reren einzelnen,  an  oder  nach  einander  gereihten  Fällen  das 
Gemeinsame  oder  allgemein  Gültige  abstrahirt  und  als  in  einigen 
ersten  Fällen  gültig  nachgewiesen  werden.  Dann  ist  zu  erweisen, 
dass  sobald  dies  als  wahrscheinlich  hingestellte  Gesetz  bis  zu  einem 
gewissen  Falle  gültig  ist,  es  auch  noch  bis  zu  dem  nächst  folgen- 
den Falle  gelten  müsse.  Dadurch  erst  erlangt  man  die  l'eberzeu- 
gung,  dass  das  aufgestellte  Gesetz  oder  der  zu  beweisende  Satz 
allgemeine  Gültigkeit  besitzt ; und  der  Inductionsbeweis  heisst 
so  fort  vervollständigt.  Nicht  bloss,  dass  dadurch  der  Zug  des 
Beweises  sich  sehr  verlängert,  so  erfährt  man  durch  ihn  auch  nur, 
wie  jeder  folgende  Fall  mit  dem  nächst  früheren  zusammenhängt, 
keineswegs  aner  gewinnt  man  eine  helle  Einsicht  in  den  nothwen- 
digen  Zusammenhang  des  zu  erweisenden  Satzes  mit  seinen  Beweis- 
gründen; die  Kraft  des  Beweises,  der  nerrus  probandi,  wird 
gleichsam  verdunkelt  oder  versteckt  gehalten. 

2.  Wo  daher  der  inductorische  Beweis  sich  vermeiden  lässt, 
da  sollte  man  ihn  immer  durch  einen  auf  sein  Ziel  gerade  iosge- 
henden  directen  Beweis  ersetzen. 

Beispiel  1.  So  wurde  sonst  der  binomische  Lehrsatz  in  der 
Algebra  für  ganze  absolute  Exponenten  itiductorisch  erwiesen,  wie 
er  selbst  durch  lnduction  entdeckt  worden  war.  Allein  wie  voll- 
ständig und  richtig  der  Beweis  auch  hingestellt  werden  mag,  so 
gewährt  er  doch  dem  denkenden  Geiste  keine  deutliche  und  leben- 
dige Ueberzeugung,  weil  man  nicht  den  nothwendigen  Zusammen- 
hang des  Bildungsgesetzes  der  Coeflicienten  der  einzelnen  Glieder 
mit  dem  Bau  der  Potenzen  einsieht.  Heut  zu  Tage,  wo  die  Com- 
binationslehre  auf  den  hinreichenden  Grad  ausgebildet  ist,  wird 
jener  inductorische  Beweis  durch  den  directen  combinatorischen 
als  den  überzeugendsten  ersetzt. 


*)  Vergl.  De  Veley  cl^menta  de  jrdomdtrie.  8 •‘dit.  Gendve  1830. 
pug.  24.  mim.  29.  Ohm.  M.  ebene  Haumgrö*senlehre.  2 Aull.  Ber- 
lin. 1835.  S.  111.  §.  22. 
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Beispiel  '2.  Eben  so  kann  der  Satz: 

„Das  Product  mehrerer  Zahlen  gibt  durch  jede  Zahl  getheilt 
denselben  Rest,  wie  das  Product  der  Reste  der  Factoren  nach 
dem  nenilichen  Theiler“ 

inductorisch  erwiesen  werden,  befriedigender  aber  direct  auf  fol- 
gende Weise. 

Geben  die  Factoren  des  Productes  durch  den  Theiler  t getheilt 
die  Quoti  a,  b,  und  die  Reste  ct,  ß,  y,....p,  so  sind  die 

nach  einander  folgenden  Factoren  «<•}-«,  6/f  p , cl-fy, mt  \ p, 

daher  das  Product  selbst 

(«<  + «)  (6f  + |3)  (c<  + y)....(mt+p). 

Denkt  man  sich  nun  die  Multiplication  ausgeführt  und  das 
Endresultat  nicht  reducirt,  so  liefert  in  jedes  Theilproduct  dieses 
nicht  reducirten  Endproductes  jeder  der  zweigliedrigen  Factoren 
ein  Glied,  sein  erstes  oder  sein  zweites;  daher  muss  es  ein,  und 
zwar  nur  ein  einziges,  Theilproduct  geben,  welches  bloss  die  zwei- 
ten Glieder  der  Factoren , also  gar  kein  erstes  Glied  eines  Factors, 
in  sich  vereint  und  daher  = a ßy . . . fi  ist.  Jedes  der  übrigen 
Theilproducte  aber  muss  wenigstens  aus  Einem  Factor  das  erste 
Glied  in  sich  aufnehmen , folglich  sowie  dieses  erste  Glied  selbst 
durch  den  Theiler  t theilbar  sein;  mithin  nimmt  es  auf  den  Rest 
des  ganzen  Productes  gar  keinen  Einfluss,  sondern  bloss  jenes  ein 
zige  Theilproduct  aßy....fi,  nemlich  das  Product  der  Reste 
der  einzelnen  Factoren. 

3.  Die  neuere  höhere  Analysis  nimmt  es  mit  der  Induction 
gewöhnlich  nicht  sehr  genau  und  dies  nicht  ganz  ohne  Recht 
Sehr  oft  ersieht  man  nämlich  an  den  Gliedern  einer  Reihe,  an 
mehreren  nach  einander  folgenden  Ausdrücken  oder  Gleichungen, 
welche  aus  einer  Untersuchung  nach  und  nach  sich  entwickeln, 
ein  bestimmtes  Hildungsgesetz  so  deutlich  ausgesprochen , dass  es 
für  nutzlose  Weitläufigkeit  gehalten  würde,  wenn  mau  die  vollkom- 
mene Gültigkeit  dieses  Gesetzes  erst  noch  umständlich  aachweisen 
wollte,  da  man  doch  den  Gang  der  successiven  Entwickelung 
leicht  überschaut  und  an  der  Richtigkeit  der  ohne  Mühe  hinzu- 
stellenden allgemeinen  Formen  solcher  Ausdrücke  oder  Gleichungen 
auch  nicht  den  mindesten  Anstand  findet.  Belege  hiezu  geben 
z.  B.  die  Reibenentwickelungen  der  Exponentiellen,  Logarithmen, 
Sinus,  Cosinus  u.  dgl.  mittels  der  Methode  der  unbestimmten 
Coeflicienten. 


V. 

Ueber  die  Umgehung  der  logischen  Divisionen  und 
Distinctionen  in  mathematischen  Beweisen. 

Die  logische  Division  fordert  die  vollständige  Aufzählung  aller 
einem  höheren  Begriffe  untergeordneten  und  einander  selbst  beige- 
ördneten  Begriffe.  Von  ihr  wird  in  der  Mathematik  häufig  Gebrauch 
gemacht , wenn  die  Gültigkeit  eines  Theorems  für  alle  verschiede- 
nen möglichen  Fälle  erwiesen  werden  soll.  Es  lässt  sich  jedoch 
nicht  verkennen , dass  dadurch  der  Beweis  weitläufig  und  mühsamer 
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zu  übersehen  ausfallt.  Darum  bleibt  es  vortheilhaß,  dergleichen 
Einteilungen  und  Unterscheidungen  überall,  wo  es  ohne  Beein- 
trächtigung der  Strenge  und  Allgemeinheit  des  Beweises  geschehen 
kann , bei  Seite  zu  bissen.  Wie  dies  in  einzelnen  Fällen  zu  leisten 
sei,  soll  hier  gezeigt  werden. 

Beispiel  1.  Ein  in  der  Mathematik,  besonders  in  der  Geo- 
metrie, oft  vorkonmiender  Fall  ist  der,  wo  die  Gleichheit  zweier 
Grössen  A und  B indirect  zu  erweisen  ist  Hier  schliesst  man 
gewöhnlich  also:  „Könnte  A nicht  = B sein,  so  müsste  entwe- 
der A>ß  oder  A-t^B  sein.“  Und  dann  zeigt  man,  dass  weder 
jenes  noch  dieses  bestehen  kann.  Allein  immer  lässt  sich  der 
Nachsatz  hier  so  wenden:  „Wären  die  Grössen  A und  B ungleich, 
so  müsste  eine  aus  ihnen  die  grössere  sein  ; sei  diese  die  A,  näm- 
lich A > B.  “ Hat  man  dann  nur  dieses  Eine,  dass  die  zwei  Grös- 
sen nicht  ungleich  sein  können,  erwiesen,  so  müssen  sie  noth- 
wendig  einander  gleich  sein. 

Beispiel  2.  Der  planimetrische  Satz: 

„Parallelogramme  von  gleichen  Grundlinien  und  Höhen 
sind  gleich“ 

wird  von  Euklid  erwiesen , indem  er  die  Parallelogramme  auf  einer- 
lei Grundlinie  zwischen  dieselben  zwei  parallelen  Geraden  stellt 
und  dabei  die  hier  möglichen  drei  Fälle  unterscheidet,  je  nachdem 
ein  Grenzpunkt  der  zur  Grundlinie  parallelen  Seite  entweder 
zwischen  die  Grenzpunkte  oder  auf  einen  Grenzpunkt  oder  end- 
lich ausserhalb  beider  Grenzpunkte  der  analogen  Seite  im  andern 
Parallelogramm  zu  liegen  kommt.  Man  bedarf  jedoch  dieser  Unter- 
scheidung gar  nicht,  wenn  man  die  Parallelogramme  nicht  als 
Summen,  sondern  als  Unterschiede  congruenter  Trapeze  und  Drei- 
ecke darstellt  *),  indem  man  bloss  die  beiden  Dreiecke,  deren  Con- 
gruenz  man  jedesmal  erweisen  muss,  von  dem  entstandenen  ganzen 
Trapeze  abzieht,  wornach  theils  das  eine,  theils  das  andere 
Parallelogramm  übrig  bleibt.  Aehnlich  verfährt  man  auch,  wenn 
man  erweisen  will,  dass  Parallelepipede  von  gleichen  Grundebenen 
und  Höhen  gleich  sind  **). 


*)  Vergl.  Lest  i o T.  Geometrical  Analysis,  Vega  Vorles.  über  Mathe- 
matik. T Auf!.,  heransgcgclicn  von  Matzka.  Wien  18.15. 

**)  Vergl.  Nr.  IV.  meines  Aufsatzes  im  Archiv.  Bd.  4.  Heft  4.  S.  3fi2. 
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XLV. 

Goniometrfsclie  Auflösung  dreier  Glei- 
chungen von  der  Form  aac  + oy+  ca 
= i,  «1o;4-ftitf+Ci«=*i^2+»2+a!2=Ä* 

V on 

dem  Herausgeber. 


Wegen  der  dritten  der  drei  aufzulösenden  Gleichungen  ist  man 
berechtigt 

1, X=  COS  tp  COS  tp, 

y = sin  tpcostp, 
z — sin  ip 

zu  setzen,  und  hat  dann  bloss  die  beiden  folgenden  Gleichungen 
aufzulösen : 

a cos  tp  cos  ip  -f  b sin  tp  cos  ^/  + csinifi  = f, 
o,  cosqpcosifi  + Ä!  sinqpeosi/z  + c,  sin  i = 

Bringt  man  diese  Gleichungen  auf  die  Form 

{(o  cos  tp  + Asin  tp)  cos  i/;  + c simfi = i, 

( a , cos  tp  + 6,  sin  tp)  cos  ^ + c,  sin  tg= f, ; 

und  bestimmt  aus  denselben  sinif;  und  cost|>  durch  gewöhnliche 
algebraische  Elimination,  so  erhält  man: 

_ ~ l'gi)c08<P  + (^t'  — »ft,)sin(p 

sin  ip  — (aCi  _ca,)co8qp  +(6c,  — c6i)sin<jp’ 

cii  — ic , 

C°8^  = — 

— cfli)cosgj  + (^Ci  — c6|)sin<p 


Weil  nun  sin  ip’-f  cosi|>*=l  ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 
5)  |(ae,-ca,)*-(ni, -ffli)1)  cosg>* 

+ l(6c,—  cbi)*  -(bii  -ibly  \ sin  tp* 

- 2 1 (aii  - ia,)  (6i,  - ib ,)  - (ac,  - cfl,)  tyc,  - c6,)  1 sin  tp  cos  tp 
= (cii  — ici)* , 
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aus  welcher  Gleichung  <p  bestimmt  werden  muss.  Setzt  man  aber 
in  derselben 

008(55*  = 1(1  + cos  2<p),  sinq5*  = J(l  — cos2<p),  sin  9 cos  9=  isin2q); 
so  erhält  sie  folgende  Gestalt : 

6)  2 1 (ai,  — ia,)  (6t,  — i'A , ) — (oc,  — ca,)  (bc,  — cb,) ) sin  2 tp 

— { ( ac , — ca,)*  — (bc,  — c6,)*  — (ai,  — ia,)*  -f  (bi,  — t’6,)*  I cos2()5 
= (ac,  — ca,)*  -f-  (6c,  — c6,)*  — (ai,  io,)*  — (6t,  — 16, )* 

— 2(ct,— tc,)*. 

Berechnet  man  jetzt  den  Hülfswinkel  0 mittelst  der  Formel : 

7)  tang  0 = 

(ac, — ca,)*  — (6c,— c6,)* — (at, — to,)*  -f  (6t, — t6 ,)« 

2(  (ai,  —ia,)  (bi,  — ib,)  — (ac,  — co,)(6c,  — c6,)| 

so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Reductionen  zur  Berechnung 
von  tp  den  folgenden  Ausdruck: 

8)  sin  (2  tp — 0)  = 

(acl-coi)*-K6c,— c6,  )*—(«>', —ig,)*— (6t, — 16,)*— 2(ci,— ic,)J 
2 1 (at, — ia,)  (6  t, —16, ) — (ac,  —ca,)  (bc,  —cb,)\ 

Nach  einer  sehr  bekannten  arithmetischen  Transformation  erge- 
ben sich  aber  hieraus  zur  Berechnung  von  <p  die  folgenden  Aus- 
drücke. Man  berechne  zuerst  die  Hüllsgrössen  A,  B,  C mittelst 
der  Formeln: 


Ö) 


|q(c,-f  t',)  — a,  (c  + i))\a(c,—i,)  — a,  (c— 1)| 

— 2 1 (ai,  — ia,)(bi,  — ib,)  — (ac,  — ca,)  (bc,  — cb,)  | ’ 
1 6(c,  -f- 1,)  — 6,  (c-f  Q)  |6(c,  — »,)  — 6,  (c  — 1)| 

— 2|  (oi,  — ia,)(6i,  — ib,)  — (ac,  — ca,)  (bc,  — c6,)|  ’ 

c_ (c»,  — tc,)* 

(ai,  — ia,)(bi,  — ib,)  — (ac,  — ca,)  (bc,  — cb,)  ’ 


dann  hat  man  zur  Berechnung  von  ß und  <p  die  folgenden  Ausdrücke: 


10) 


tang  ßr=A  — B, 

sin  (2  <p  — ß)  — (A-\-B — C)  cos  0. 


Die  Grösse  ip  findet  man,  nachdem  man  tp  gefunden  hat,  mit- 
telst der  Formeln  4),  oder  besser  mittelst  der  aus  denselben  Mes- 
senden Gleichung : 


11)  tang  tf; 


ai , — to, 
Ct,  — fc, 


bi,—tb,  . 

cos® : : — sin®. 

^ ct, —ic,  T 


Setzt  man 


12)  tangw  = 


bjj_ 

ai. 


24* 
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so  ist 


13)  tangif»  = 


ai,  — in  i 
cii  — ici 


cos  (9  — to) 

COS  CO 


Die  Möglichkeit  der  Auflösung  hängt,  wie  sogleich  aus  den 
Gleichungen  10)  geschlossen  wird,  davon  ab,  dass  der  absolute 
Werth  der  Grösse 

(A+B—  Qcos8 


nicht  grösser  als  die  Einheit  ist,  eine  Bedingung,  die  wir  daher 
von  jetzt  an  im  Folgenden  als  erfüllt  voraussetzen  wollen. 

Bezeichnen  wir  nun  durch  u den,  absolut  genommen,  klein- 
sten Werth,  welchen  ‘2<jp—  0 der  zweiten  der  Gleichungen  10)  zu- 
folge haben  kann . so  ist  bekanntlich,  wenn  k eine  beliebige  posi- 
tive oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet,  entweder 

> — 0 = u f 2 kn 


oder 

•2<p—  0=(-2A-  + l)»—  w. 


und  folglich  entweder 

‘2<j>  = k +0  + 2 kn 


oder' 

2tp  — (2  k + 1 ) n — (u  — 0) ; 


also  entweder 

<p  = i(u  + 0)  + kn 


oder 

9 = 1 (n  — w + 0)  -f  kn. 

Daher  ist  entweder 

sin  9 = (—  l)1  sin  4 («  + 0) , cos  9 = (— 1)*  cos  4 («  + 0) 

oder 

sin9  = (— 1)*  sin4(Jt— «+®),  cos 9 -- (— 1)‘ cos J (n — u -f  0). 

Folglich  ist  nach  4)  entweder 

(au  — i«,)  cos  *.  (h+  0)  f(W,  —»&,)  sin  4 (w -f  0) 

81,1  (öcT— ccn)  cos)  («  + 0)  f (6c,— <6, ) sin  4 («  f 0)  ’ 

cii  — ic, 

cos 9=  (— 1)*(-— ^cos  4 («  -f  0)  + (6c,  — c6.)  sin  ) (u  + 0) 

oder 

(ai,  —ia,)  cos  4 (n—u+9)  + (bi , — 1'6, ) sin  4 (j-ii  | 9) 
s,n  ? = (ac , — ca , ) cos  4 (n — u + ©)  -f  (6c,  — c6 , ) sin  4 (n  — u +9) ’ 


Digitized  by  Google 


373 


coatlt— ( 1)* £?*_!£> . 

' (ac, — ca, )coa\(n — u~H*)  -f-(6c, — c6,)sin) (n—u  f«)' 

Also  ist  entweder 


X=z  COS  < p COS  lf> 

(cf  i — iCi)  cos  i (u  -f  ©) 

(ac,  — ca,)  cos  !(«  + &)  4*  (6c, — cb,)  sin  \ (u  + 9)’ 


y = sin  <p  cos  ip 

(cf,  — fei)  sin  , (n  4 9) 

— (ae,  — c«i)cosi(i<+©)+(6c, — cb,)  sini(u  + ©)’ 

z=sinip 

— (at‘>  — f»i)  cos  j (u  -j-  Q)  -f  (bi,  — ib,)  sin  , (« -f  9) 

— (aci  — ca,)  cosi(u  + ö)  + (6c, — cb,)  sini(«-|-©) 

oder 

x — cos  tp  cos  if> 

(cf  i — ic,)cos  ) (n — »<-(-©) 

(aci — ca ,)cos1(ä — «+©)  + (bc, — cb,)  sini(« — m + ö)’ 


y = sin  9)  cos  i|> 

(cf, — fei)  sin 4 (n  — »-f-©) 

(ac,  — ca,)  cos  J (n — « -f-©)  -\~(bc,  — cb,)  sin  4 (ti — u -f  ©)’ 

2 — sin  ip 

_ (af i — ia,)  cos  4 (n  — « -f©)  + (bi , — ib , ) sin  j (« — u-\-  ©) 

~ (ac,  — ca, ) cos  4 (it  — u -f ©)  -f  (bc , — cb,) sin  £ (» — u +©)  ’ 

Aus  dieser  Betrachtung  geht,  weil  überhaupt 


X = C08  «JJCOSlp: 


y = 8ing>COS1p=:- 


(cf,  — ic ,)  cos  y 


(ac,  — ca,)costp-\-(bc,  — cb,)nhup’ 

(cf,  — fc,)sin<p 

(ac,  — cai)cosqj+(6c,  — c6,)sing>’ 


. (ai, — ta,)  cosa>-f  (6t,  — ib,)ainw 

T (ac, — ca,)  cos 91  + (6c, — cöjsuxp 

ist,  unzweideutig  hervor,  dass  man  zur  Erreichung  völliger  Allge- 
meinheit bloss 


14)  <33  = 


(!(«  + ©) 

I i(*— M-f©) 


zu  setzen  braucht. 

Wenn  mau  ib  mittelst  der  Formel  13)  berechnet,  und  den,  abso- 
lut genommen  kleinsten  Werth  von  ip  durch  v bezeichnet,  so  ist, 
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indem  k wieder  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl 
bezeichnet , 

15)  Tf>=v-{-kn, 


and  folglich 

sin«g  = ( — l)*sinv,  cosip=( — 1)*cosp, 


woraus  man  sieht,  dass  die,  geraden  und  ungeraden  Werthen  von 
k entsprechenden  Werthe  von  sin  und  von  cos  tfi  immer  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen  haben.  Ob  man  nun  für  k eine  gerade 
oder  ungerade,  übrigens  an  sich  willkührliche,  ganze  Zahl  setzen 
muss,  ist  nach  den  Vorzeichen  zu  beurtheilen,  welche  sin  if>  und 
cos  ig  in  Folge  der  Formeln  4)  haben  müssen. 
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XLV1. 

Ueber  die  Genauigkeit  der 
Ketten  - Messungen. 

(Dritter  Nachtrag  zur  Ausgleichungsrechnung  *). 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Gerling  zu  Marburg. 


In  meiner  Ausgleichungs-Rechnung  (S.  44)  habe  ich 
darauf  aufmerksam  gemacht , dass  wir  noch  im  Dunkeln  darüber 
seien,  wie  der  mittlere  Fehler  der  Kettenmessungen  mit  der 
Länge  der  gebrauchten  Kette  und  der  Länge  der  gemessenen 
Linie  Zusammenhänge;  und  dass  also  hier  verdienstliche  Unter- 
suchungen noch  anzustellen  blieben. 

Diesem  Geschäft  hat  sich  Herr  W.  Handschuh  aus  Fulda 
nun  unterzogen,  welcher,  nachdem  er  bereits  längere  Zeit  als 
Kataster -Geometer  gearbeitet,  jetzt  hier  studirt.  Derselbe  über- 
brachte mir  nämlich  hei  seiner  Herkunft  eine  Reihe  von  200  Mes- 
sungen, welche  er,  veranlasst  durch  jene  Bemerkung,  im  vorigen 
Herbst  im  Fuldaischen  angestellt  hatte,  und  deren  Ergebnis»  ich 
den  Praktikern  im  Folgenden  mittheile. 

Hr.  H a n d s ch  u h hatte  in  einem  nach  dem  Augenmaass  ebenen 
Wiesen-Thal  mit  ziemlich  festem  Untergrund  fünf  Linien  abgesteckt, 
von  20,3;  49,5;  65,0;  79,9  und  100,0  Ruthen, 


und  jede  derselben  zehnmal  mit  der  fünfruthigen,  mitderdreiruthigen 
und  der  zweiruthigen  Kette  gemessen,  indem  er  bei  jeder  einzelnen 
Messung  die  letzten  Ueberschiisse  an  einem  Zollstab  ablas,  und 
nach  je  zehn  Messungen  seine  Kette  an  einer  Normal-Ruthe  revi- 
dirte,  sie  auch,  wenn  sich  Abänderungen  zeigten,  sammt  den 
Messungen  berichtigte. 

Zu  diesen  150  Messungen  hatte  er  nun  aber  noch  weitere  50 
hinzugefügt,  zu  dem  Zweck  eines  entscheidenden  Versuchs  über 
das  Verhältnis»  der  Genauigkeit  in  den  Ketten-Messungen  und  den 
Maass-Stab-Messungen.  Jede  der  obigen  Linien  wurde  nämlich  auch 


*)  Die  beiden  ersten  siche  Thcil  VI.  Heft  2.  S.  141. 
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zehnmal  mit  zwei  Ituthcn-Stnben  durchgemessen,  so  dass  der  eine 
auf  dem  horizontalen  Boden  angedrückt  gehalten  und  der  andere 
dann  vorsichtig  daran  gestossen  wurde. 

Ich  lasse  nun  zuerst  die  Original  - Beobachtungen  hier  folgen : 


Original  - Beobachtungen. 


Erato 

Linie. 

Zweite 

Linie. 

Dritte 

Linie. 

Vierte 

Linie. 

20,32-4 

49,506 

64,934 

79,910 

100,000 

20,322 

49,517 

64,985 

79.880 

99,991 

20.353 

49,500 

64,956 

79.912 

100.030 

20,327 

49,512 

65,000 

79,891 

100,000 

Fünfruthige 

20.330 

49,468 

65,034 

79,895 

100,030 

Kette. 

20.330 

49,460 

65.000 

79.850 

100,050 

20,342 

49,450 

64,970 

79,8-44 

100,010 

20,331 

49,477 

64,955 

79,850 

100.020 

20,346 

49,450 

64,925 

79,885 

100,030 

20,334 

49,440 

64,930 

79,851 

100,000 

20,360 

49,467 

64.900 

79,860 

100,065 

20,340 

49,490 

64.920 

79,850 

100.115 

20,340 

49,480 

64.900 

79,860 

100,050 

20.340 

49,510 

64,910 

1 79,873 

100,025 

Dreiruthige 

20,345 

49,490 

64.960 

79,860 

99,965 

Kette. 

20,315 

49,500 

64,900 

79,850 

100,065 

20.330 

49,530 

64,890 

79,875 

100,070 

20,320 

49,535 

64,920 

79,860 

100,120 

20,335 

49,550 

64,960 

79,855 

100.037 

• 

20,320 

49,490 

64,960 

79,850 

99,960 

20,355 

49,490 

64.880 

79,885 

100.000 

20,330 

49,470 

64,920 

79.885 

100.00t 

20,320 

49,440 

64,860 

79,900 

100,004 

20,350 

49,445 

64,875 

79,875 

99.996 

Zweiruthige 

20,320 

49,460 

6-4,880 

79,915 

100,020 

Kette. 

20,330 

49,453 

64,870 

79,880 

99,990 

20,340 

49,435 

64,910 

79,862 

100,005 

20,335 

49,443 

64,905 

79,856 

99,995 

20,330 

49,465 

64,890 

79,850 

99.991 

20,330 

49,485 

64,880 

79,865 

100,000 

20,360 

49,544 

65,000 

80,000 

100,180 

20,360 

49,540 

64,996 

80,012 

100,180 

20,360 

49,541 

64,990 

80,013 

100,180 

20,355 

49,543 

64,989 

80.012 

100,160 

20.357 

49,542 

64.996 

80.006 

100,176 

20,353 

49,543 

64.990 

80,003 

100.160 

20,356 

49,542 

64,991 

80,006 

100.163 

20,355 

49,549 

65.000 

80,003 

100,170 

20,356 

49,543 

(»4,993 

80,004 

100,160 

20,360 

49*543 

' 64,987 

80,006 

100,165 

Qigitized  by  Google 


Wir  haben  nun  diese  Messungen  gemeinschaftlich  in  Rech- 
nung genommen  auf  folgende  Weise. 

Zuerst  nahmen  wir  die  arithmetischen  Mittel  aiis  je  zehn  Mes- 
sungen und  fanden: 

fünfruthige  Kette  20,3339  49,4780  64,9689  79,8768  100,0161 
dreirethige  „ 20,3345  49,5042  64,9220  79,8593  (100,0472) 

zweireihige  „ 20,3340  49,4586  64,8870  79,8743  100,0002 

Maass- Stäbe  20,3572  49,5430  64,9932  80,0065  100,1604. 

Hiezu  ist  zweierlei  zu  bemerken,  a)  Die  Messungen  der  fünften 
Linie  mit  der  dreiruthigen  Kette  wurden  „nach  dem  Erfolg  ausge- 
schlossen weil  sich  für  die  Abweichung  der  protocollarische 
Grund  fand , dass  ein  eingetretenes  Regenwetter  den  ßodeu  er- 
weichte und  die  Genauigkeit  beeinträchtigte.  Oben  ist  deshalb  das 
betreffende  Mittel  in  Parenthesen  eingeschlossen.  b ) Die  Mittelaus 
den  Maass-.Stab-, Messungen  zeigen  sich  sämmtlich  etwas  grösser  als 
die  aus  den  Ketten  - Messungen.  Diese  Erscheinung  erklärt  sich 
wahrscheinlich  aus  dem  kleinen  Unterschied  der  hier  gebrauchten 
Maass-Stäbe  von  dem  Normal-Stab,  worauf  die  Ketten  regulirt  waren, 
oder  auch  daraus,  dass  die  Ketten  bei  der  Regulirung  nicht  ganz 
dieselbe  Spannung  hatten,  welche  die  Kettenzieher  ihnen  nachher 
im  Felde  gewohnheitsmässig  gaben.  Sie  ist  aber  für  den  Zweck 
der  Vergleichung  der  Genauigkeit  offenbar  ganz  unschädlich , indem 
es  hiebei  nicht  auf  das  absolute  Maass  ankommt. 

Die  gewonnenen  Mittel  benutzten  wir  nun  zur  Berechnung  des 
mittleren  Fehlers  (m  nach  §.  16.  und  §.  20.)  für  die  einzelne  Messung 
in  der  einzelnen  Linie,  und  fanden 

fünfruthige  Kette  0,0100  0.02S6  0,0357  0,0260  0,0188 
dreiruthige  „ 0,0136  0.0265  0,0276  0,0083 

zweiruthige  „ 0,0115  0,0189  0,0190  0,0211  0,0085 
Maass-Stäbe  0,0026  0,0024  0,0046  0,0044  0,0088. 

Hieraus  scheinen  nun  drei  Thatsachen  hervorzugehen,  die 
wir,’  bis  weitere  Beobachtungen  darüber  etwa  anders  bestimmen, 
für  entschieden  halten  müssen.  Nämlich: 

1)  Es  ist  irrig,  wenn  man  glaubt,  der  mittlere  Fehler  sei  un- 
abhängig von  der  Länge  der  Kette.  Im  Gegcntheil  zeigt 
sich  hier,  dass  die  Genauigkeit  im  Allgemeinen  abnimmt, 
wenn  man  mit  einer  längere  Kette  misst 

2)  Es  ist  irrig,  wenn  man  den  mittleren  Fehler  der  Länge  der 
gemessenen  Linie  proportional  setzt,  lni  Gegentheil  zeigt 
sich  hier,  dass  er  in  längeren  Linien  geringer  sein  kann  als 
in  kürzeren. 

3)  Es  ist  auch  irrig , wenn  man  glaubt , die  Ketten-Messung  sei 
im  Allgemeinen  der  Maass-Stab  - Messung  beim  Auflegen  auf 
den  Boden  vorzuziehen.  Im  Gegentheil  zeigt  sich,  dass  ein 
in  beiderlei  Messungen  gleich  geübter  Geometer  mit  dem 
Maass-Stab  auch  bei  unmittelbarem  Auflegen  auf  den  Boden 
bedeutend  genauer  misst  als  mit  der  Kette. 

Um  die  Verschiedenheiten  der  obigen  mittleren  Fehler  besser 
zu  übersehen  verzeichneten  wir  nun  4 Curven,  bei  welchen  die 
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gemessenen  Längen  der  Linien  als  Abscissen , jene  m als  Ordina- 
ten  aufgetragen  waren.  Hiebei  zeigt  sich  für  die  Maass-Stab- 
Messungen  ein  langsames,  beinahe  stetiges  Ansteigen;  so  dass 
man  in  erster  Annäherung  wohl  den  mittleren  Fehler  der  gemesse- 
nen Länge  proportional  setzen  darf.  Dagegen  findet  sich  bei  den 
Ketten-Messungen  ein  ziemlich  gleichförmiges  Ansteigen  nur 
bis  zu  66  Ruthen  gemessener  Länge;  von  da  an  fallt  die  Gurre 
für  die  dreiruthige  Kette  rasch , die  für  die  fünfruthige  Kette  lang- 
sam, die  für  die  zweiruthige  Kette  aber  steigt  noch  ein  wenig,  um 
nachher  auch  namhaft  zu  fallen.  Demnach  sollte  es  beinahe  schei- 
nen, als  sei  der  mittlere  Fehler  von  der  gemessenen  Länge  perio- 
disch abhängig.  Offenbar  sind  aber  der  Beobachtungen  viel  zu 
wenig,  als  dass  man  berechtigt  wäre,  ein  so  auffallendes  Resul- 
tat dadurch  schon  für  entschieden  zu  halten,  wenn  gleich  anderer- 
seits es  auch  nicht  geradezu  für  absurd  erklärt  werden  darf. 

Von  dem  Anscniiessen  einer  Formel  an  diese  Curven  mussten 
wir  abstehen , Indem  sie  dazu  weder  ausgedehnt  noch  regelmässig 
genug  schienen.  Doch  wurden  uns  zwei  Umstände  bei  dieser  Gele- 
genheit klar,  welche,  wenn  sie  früher  schon  zur  Sprache  hätten 
kommen  können,  Herrn  Handschuh  veranlasst  haben  würden,  die 
Messungen  etwas  anders  einzurichten , und  deshalb  für  den  mög- 
lichen Fall  einer  Wiederholung  dieser  Arbeit  hier  angeführt  zu 
werden  verdienen.  Nämlich 

n)  F.s  würde  gewiss  bequemer  für  die  Bearbeitung  und  vielleicht 
auch  sicherer  für  das  Resultat  gewesen  sein , wenn  die  Längen 
der  gemessenen  Linien  näher  in  arithmetischer  Progression  gestan- 
den hätten.  Ich  würde  also,  wenn  die  Arbeit  jetzt  erst  zu  machen 
wäre,  Vorschlägen,  für  die  fünfruthige  und  die  zweiruthige  Kette 
die  Linien,  statt  der  obigen  Längen,  möglichst  genau  zu 

20;  40;  60;  80  und  100  Ruthen 
zu  nehmen,  für  die  dreiruthige  Kette  aber  zu 

21;  39;  60;  81  und  99  Ruthen. 

b)  Bei  den  Ketten-Messungen  haben  wir  es  eigentlich  wenig- 
stens mit  zw  ei  verschiedenen  Fehlem  zu  thun,  welche  einzeln  zu 
untersuchen  bleiben,  dem  der  vollen  Kettenlänge,  welcher  sich  so 
oft  wiederholt  als  die  Kette  ausgelegt  wird,  und  dem  des  Ueber- 
schusses  über  die  letzte  Auslegung.  Bezeichnet  man  nun  ersteren 
Fehler  mit  mt,  letzteren  mit  mu,  die  Anzahl  der  vollen  Auslegun- 
gen mit  a.  den  mittleren  Fehler  der  gemessenen  Längen  mit  m/; 
6o  gilt  bekanntlich  (siehe  S.  71,  82  und  90)  die  Formel 

mi~.  V amt  nie  f mumn. 

Demnach  war  es  nicht  dem  Zwecke  vollständig  entsprechend, 
dass  in  den  verschiedenen  Linien  die  Ueberschüsse  verschieden 
waren.  Hr.  Handschuh  würde  gewiss  aus  diesem  Grunde,  wenn 
er  die  Arbeit  jetzt  erst  zu  machen  hätte,  lieber  solche  Linien 
wählen,  die  entweder  bis  auf  einen  kleinen,  mit  dem  Zollstock  zu 
messenden  Unterschied,  runde  Summen  von  Kettenlängen  darstell- 
ten  oder  die  doch  alle  einerlei  Ueberschuss  hätten. 

So  wie  die  Sache  jetzt  aber  lag,  probirten  wir  erst,  ob  sich 
die  Hypothese  rechtfertigen  lasse,  dass  das  m«  bei  diesen  ßeob- 
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achtungen  als  constante  Grösse  betrachtet  werden  dürfe,  indem 
wir  die  drei  betreffenden  mt  und  das  mu  aus  den  sämmtlichen  obi- 
gen mt  mittelst  der  vorstehenden  Formel  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  suchten.  Dies  führte  aber  zu  dem  Wider- 
spruch, dass  mu  ma  negativ  ausfiel. 

Wir  begnügten  uns  also  damit,  das  n<tl=0  zu  setzen,  und  dann 
die  mt  einzeln  su  suchen.  Dies  gab  uns 

für  die  fünfruthige  Kette  ritt  = + 0,006830 
„ „ dreiruthige  „ „ ± 0,004044 

„ „ zweiruth  ige  „ , „ ±0,0027*20. 

Mit  diesen  Werthen  berechneten  wir  nun  rückwärts  die  mt  und 
erhielten  statt  der  obigen  unmittelbar  aus  den  arithmetischen  Mit- 
teln abgeleiteten 

für  die  fünfruthige  Kette  0,0137  0,0205  0,0246  0,0265  0,0305 

„ „ dreiruthige  „ 0,0114  0,0186  0,0213  0,0237 

„ „ zweiruthige  „ 0,0086  0,0134  0,0154  0,0170  0,0193. 

Die  Abweichung  zeigt  sich  hier  aber  ungefähr  noch  eben  so 
gross , als  wenn  man  aus  den  obigen  m ftir  jede  Kette,  ohne  Rück- 
sicht auf  die  Verschiedenheit  der  gemessenen  Längen,  wieder  das 
arithmetische  Mittel  genommen  hätte.  Man  wird  also  ausser  den 
drei  oben  angeführten  Thatsachen  nur  noch  als  genähertes 
Resultat  angeben  können: 

dass  die  mittleren  Fehler  der  drei  Ketten-Längen  sich  wde 
7:5:3  zu  verhalten  scheinen. 

Bei  Messung  einer  und  derselben  Linie  verhält  sich  nun  die 
Anzahl  der.  Auslegungen  wie  i : 1 : 1.  Durch  Multiplication  mit  den 
Quadratwurzeln,  dieser  Zahlen  fandeWman  also  das  Verhältnis«  der 
mittleren  Fehler  der  Messungen,  nahe  wie  31:29:21  oder  wie  8 : 7 : 5. 

Es  mag  sein,  dass  die  Resultate  noch  sehr  verschieden  aus- 
fielen , wenn  die  Arbeit  mit  Benutzung  dieser  ersten , durch  Herrn 
Handschuhs  Verdienst  gewonnenen  Erfahrung  wiederholt  würde, 
jedenfalls  glaubte  ich  diese  selbst  aber  den  I’ Taktikern  vorerst 
mittheilen  zu  müssen. 
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Disqulsitiones  de  conirrnentils 
omniam  graduum  et  residuls  ordinis 
cujuscunque. 


Auctore  Friderico  Arndt, 

Praeceptore  Gjmnasii  Sundcnaii. 


1. 

ln  commentatione  ea,  quae  inscribitur:  De  Potestatum  perto- 
dis  etc.  (Archiv  der  Mathematik  und  Physik.  Tom  II.  p.  1.)  ar- 
gumentatus  sum , congruentiam  tu  gradus  x*  = 1 secundum  modu- 
Fum , qui  est  numeri  prinii  imparis  potestas  aiiqua  vel  ejus  dupium. 
tot  admittere  radices  divers  as , quot  unitates  sint  divisori  comnmni 
maximn  numerorum  t et  pn~ 1 (p— 1). 

Nunc  quidem  restat , ut  disquisitionem  hanc  ad  modulos  exten- 
dam,  qui  sunt  numeri  2 potestates.  Primum  igitur  quaestio  sese 
offert,  quot  radices  sint  congruentiae  af  = 1 (mod.  2"),  ubi  expo- 
nentern  n numero  2 majorem  accipere  proderit. 

Perspicuum  est , radicein  numerum  imparem  esse  oportere,  quem 
forma  exniberi  licet  2m  A 1,  ita  ut  sit  m uni  täte  major  atuue  A 
numerus  impar.  Gongruentia  autem,  quam  nobis  proposuimus, 
resolvi  possit  necne,  ex  forma  pendebit,  quam  potestas  t,a  radicis 
induat.  Quam  ut  reperiamus,  sit  primum  t impar  eritque  ex  theo- 
remate  binomiali 

(2-  A ± 1)  « =2‘»  A*  ± t, . 2 («->)■»  h ‘-1  + 1, . 2 <*-•>■  A *-•  ± etc. 

, +<.2™  A±I , 


unde  manat 

(2”  Ä ± 1)  * = 2* A (2 <*-* > » A <->  ± t, . 2 (*-»)» A *-•  + etc.  + 1)  ± 1 , 

denotantibus  , t, , tlt  etc.  coefficientes  binomiales,  quos  integros 
esse  constat.  Quum  autem  numerus  uncis  conclusus  sit  impar, 
potestas  (21"  AJ:  1)*  formae  crit  2"  A'J;  1,  denotante  A'  numerum 
imparem. 
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Sit  deinde  t numerus  par  vel  fonnae  2 * f,  ubi  f impar,  quo- 

facto  erit  ( 2"*  A I)f  = ( (2*  A i 1 Y ) ; atqui  (2m  h + 1/  estj  for- 

mae  2“  A'  + l,  ubi  A'  impar,  ergo  restat  disquiramus  formam  potes- 

tatis  (2™  A'  ±1)  * . Jam  vero  quadratum  radicis  formam  induit 
2tmh't  + 2m+1  h!  -f  1 vel  hanc  2™+  1 /#/  (2m— 1 A'  i 1)  f I , ubi 
2"*— 1 A'  J 1 est  impar,  quoniam  m — 1>0,  ergo  forma  quadrati  haec 
erit  2"+  1 A"  -f- 1 denotante  A"  numerum  imparem.  Siinili  modo  qua- 
dratum hujusce  numeri  i.  e.  potestas  4,a  numeri  2mA';£l  erit  for- 
ma e 2m+*A"' + 1,  quadratum  huiusce  i.  e.  potestas  8ra  numeri 
propositi  2"‘A'j;l  ent  formae  2ml3A/,’-fl  etc.,  ita  ut  sint  A"', 
hlf  etc.  numeri  impares. 

Ex  quo  scquitur , potestatem  (2mA±l)t,  si  t sit  par  = 2 f, 
formam  induere  2™  + ^ A + l,  denotante  A numerum  aliquem  imparem. 


2. 


Quodsi  in  congruentia 

«*  = 1 (mod.  2") 

t est  numerus  impar,  ei  radicem  x statuas  formae  2"AJ;1,  erit 
(1.)  2mA'  ±1  = 1,  ergo,  si  euperiue  siguum  accipias,  2mA'  = 0,  ei 
vero  inferiue,  2mA' — ’2~0. 


Nunc  licet  radicem  modulo  minorem  accipere  vel  2fA  + 1 <2"; 
si  igitur  radix  est  formae  prioris  2mA-fl,  eemper  debet  esse 
m<n;  si  vero  radix  fonnae  posterioris  2”A — 1,  id  certe  contendi 
potest,  numerum  m exponentem  n non  superare,  tumque  modo  ei 
aequalem  esse  posse,  quando  A = l. 

Supponamus  primum , numerum  A non  evanescere , quo  facto 
pro  signo  superiore  congruentia  2mA'=0  (mod.  2")  locum  habere 
nequit,  quia  m<n  atque  etiam  A'  non  cvanescit. 

Deinde  si  A evanescit,  radix  erit  1 manifestoque  congruentiae 
propositae  satisfacit.  Quod  denique  attinet  ad  signum  inferins,  non 
potest  esse  2mA' — >2=0  (mod. 2") ; baberetur  enim  2m— lA' — 1 
=0  (mod. 2*—  *),  q.  e.  a.  quoniam  m — 1>0  ideoque  2m~ 1 h'  — 1 
numerus  impar. 


Ex  bis  omnibus  potest,  congruentiam  unam  solum- 
modo  radicem,  nempe  1,  admittere,  quando  expon  ens 
t sit  impar. 

Si  vero  t est  numerus  par  = 2 ^ f,  ubi  f impar,  sequittir  ex 
§§.  22.  10.  Commentationis  jam  commeraoratae,  exponentem,  ad 
quem  numerus  impar  pertineat  secundum  modulum  2",  numeros*  l 
et  2"  — *,  ergo  etiam  norum  divisorem  communem  maximum  metiri, 

quo  designato  per  2^  omnes  numeri  modulo  minores  ad  eumque 

primi  inter  exponentes  1,  2,  2*,  25,  ....2*,  ad  quos  pertineant,  dis- 
tributos  fore. 

Ad  exponentem  1 autem  unus  modo  numerus  pertinet  nempe  1, 
ad  exponentem  2 tres  numeri,  qui  sunt  2*— 1 — 1,  2"— 1 -\-l,  2" — 1, 
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ad  exponentem  2*  pertinent  2*  numeri,  et  in  genere  ad  exponentem 

2W  pertinent  totidem  numeri,  ui  modo  9 > 1.  Hinc  multitudo  omnium 
radicum  congruentiae  x1  ~ 1 (niod.  2*)  aequiparabit  summ  am 

l+3+2a  + 2,  + ....+2a, 

quae  valorem  obtinet  2^+l,  quam  ob  rem 

Congruentia  x*  ~ 1 (mod.  2"),  si  exponens  est  par, 
tot  radices  habet,  quot  unitates  dupium  divisoris  com- 
munis maximi  numerorum  t et  2*— *• 

Casus  denique,  in  quo  mudulus  est  2 vel  4,  breviter  jam  per- 
stringendus  est. 

Congruentia  manifeste  j^~l':(mod.  2)  unam  modo  radicem  ad- 
mittit,  nempe  1,  nec  minus  haec  :r*  = l (mod. 4)  quando  t impar, 
quando  vero  par,  duas  nempe  1 et  3. 

Exempl.  1.  Sunt  4 radices  congruentiae  i'sl  (mod. 2*  =32) 
nempe  1,  J5,  17,  31,  quarum  1 ad  exp.  1 pertinet,  tresreliqui  ad  2. 

Exempl.  2.  Congruentia  a;'*=l  (mod.  2*  = 16)  admittit  8 ra- 
dices, quae  sunt  1,  3,  5,  7,  11,  13,  9,  15,  quarumque  1 pertinet 
ad  exponentem  1;  7,  9,  15  ad  2 atque  3,  5,  11,  13  ad  4. 


3. 

Quando  congruentia  A (mod.  m),  denotante  A humerura 
ad  modulum  primum , resolubilis  est , semper  totidem  admittet  radi- 
ces , quot  radices  simplicior  haec  i'sl  (mod.  m).  Hujus  etenim 
radices  sint 

cd,  , tu,  , (Oi , o tOj  etc. 

atque  oi  radix  quaelibet  congruentiae  prioris,  tum  dico  primum 
producta 

o>b>i,  c»oit,  mw, , mm j,  etc. 

vel  eorum  residua  minima  radices  fore  congruentiae  af  = A. 

Näm  quum  sit  w*  = A,  atque  ex.  gr.  «#,*=1,  erit  (wo»i y~A, 
i.  e.  me),,  radix  sieque  deinceps. 

Deinde  sunt  omnia  illa  producta  incongrua  vel  eorum  residua 
minima  inaequaiia;  nam  si  naberetur  in  genere  esset 

« (w^  — w^)=0,  ergo  Uj-a)^=0,  quoniam  o>  ad  modulum  pri- 
mus  est.  Sed  illud  suppositioni  repugnat,  ergo  et  tocu^  sunt 
incongrua. 

Vice  versa,  quando  z est  radix  congruentiae  propositae,  s ali- 
cui  productorum , quae  modo  dixi , congruus  fiet.  Quoniam  scilicet 
m ad  o>  primus  est,  numerus  exstat  0 talis,  ut  sit  to&=x,  vel 
talis,  ut  sit  (a9)t~zt  i.  e.  (u>0)  *=A.  Jam  vero  est  w‘  = A,  id- 
eoque  erit  ®*  = 1.  Qua  re  hic  9 congruentiae  satisfacit  x*=l, 
vel  9 debet  congruus  fieri  alicui  radicum  tu,,  u„  o„  o,,  etc.  Ex 
quo  «0  vel  z alicui  productorum  oho,  , ww2  etc.  congruus  fiet. 
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Unde  colligitnr,  productia  Ulis  omnes  omnino  radices  congru- 
entiae  x*  =A  exhiberi,  ita  ut  totidem  hujns  sint,  quot  illius  x*~  1. 

Itaqne  congruentia  x t — A (mod.  2“)  unam  solum- 
modo  radicem  nabebit,  quando  t est  numerus  impar; 

Suando  vero  par,  tot  radices,  quot  unitates  habet 
uplum  divisoris  communis  maiimi  numerorum  t et 
2»-*. 


4. 

Residuum  ordinis  cujusvis  t inteliigimus  nume- 
ruro,  qui  potestafri  alicui  exponentis  t secundum 
moduluni  propos i tum  congruus  fit.  Itaque  n vocatur  resi- 
duum  ordinis  t pro  modulo  in,  quando  numerus  aliquis  a inveniri 

Sotest,  ita  ut  sit  a‘~  a (mod.  m).  Residua  trium  primorum  ordinum 
icuntur  residua  quadratica,  cubica  et  biquadratica. 

Quodsi  quaerantur  residua  minima  potestatum  exponentis  t, 
quarum  radices  sint  omnes  ad  modulum  primae  eoque  minores, 
quaestio  se  offert,  omnes  tales  potestates  sint  incongruae  necne? 

Tota  autem  haec  disquisitio  manifesto  in  eo  vertitur,  ut  deter- 
minetur,  quot  radices  admittat  congruentia  x*=A  (mod.  in) , deno- 
tante  A residuum  quodlibet  ordinis  t. 

Sit  enim  multitudo  radicum,  quas  dixi,  ©;  quoniam  ex  his 
omnibus  unum  idemque  gignitur  residuum  A,  patet,  multitudi- 
nem  omnium  residuorum  ordinis  t ad  modulum  primorum 

eoque  inferiorum  aequiparare  numerumy  integrum, 

denotante  rpm  multitudinem  numerorum  ad  modulum  m 
primorum  eoque  minorum. 

Denotante  igitur  p numerum  primum  imparem,  multitudo  resi- 
dnorum  quadraticorum  moduli  p erit  4 (p — 1),  quia  congruentia 
x*=A  (mod.  p)  duas  admittit  radices- 

Quia  congruentia  x*  =A  (mod.  p)  unam  modo  habet  radicem, 
quando  p formae  3n  + 2 , tres  vero  , quando  p formae  est  3n  -f  1, 
multitudo  residuorum  cubicorum  erit  aut  p — 1 aut  \ (p — 1),  prouti 
p est  formae  3«  + 2 vel  illius  3n  -f  1. 

Congruentia  x*  = A (mod.p)  habet  duas  radices,  quando  p est 
formae  4n-f-3,  quattuor  vero,  quando  p formae  4n-(-l,  ergo  multi- 
tudo residuorum  biquadraticorum  erit  aut  £ (p  — 1)  aut  J (p — 1), 
prouti  p est  formae  4n  f 3 aut  illius  4n  -f  1. 

Simili  modo  multitudo  residuorum  ordinis  5 erit  aut  p‘ — 1 aut 
J (p  — 1),  prouti  p formam  induit  5n-f2,  5n-f3,  5n  + 4 aut  hanc 
5n  -f  1. 


5. 

Manifesto  orone  residuum  biquadrnticum  erit  etiam  residuum 
quadraticum,  quam  propositionein  convertere  licet,  quoties  p est 
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formae  4«  +3.  Quod  ita  demonstro.  Quoniam  otnne  non-resi- 
dutun  quadraticum  etiam  non  - residuum  biquadraticum  pst , per- 
spicuum  erit,  residua  biquadratica  inter  residua  quadratica  modo 
occurrere  posse.  Horum  multitudo  cst  4 (p — 1).  ex  quo,  si  resi- 
dua nonuulla  quadratica  exstarent,  quae  non  essent  biquadratica, 
multitudo  residuorum  biquadraticorum  ipso  4 (p — 1)  minor  fieret. 
Atqui  haee  multitudo  est  4 (p  — 1),  quoties  p formae  4n  f 3 (4), 
ergo  onme  residuum  quadraticum  est  biquadraticum  et  vice  versa 
pro  modulo  primo  formae  4n-|-3. 

Clariss.  Gauss  (Theoria  residuorum  biquadraticorum  pag.  4 sqq.) 
hoc  theorema  ita  demonstrat: 

Si  a est  residuum  quadraticum  ipsius  p , statuamus  a — bb 
(mod.  p),  ubi  b vel  residuum  quadraticum  ipsius  p erit  vel  non- 
residuum;  in  casu  priori  b ~ cc,  unde  a~  c*,  i.  e.  a erit  resi- 
duum biquadraticum  ipsius  p;  in  casu  posteriori  — b fiet  residuum 
quadraticum,  quoniam  — 1 est  non -residuum  numeri  prhni  4»-f3 
atque  productum  ex  duobus  non-residuis  residuum  est,  faciendoque 
— b — cc,  erit  ut  antea  a = c*  atque  a residuum  biquadraticum 
ipsius  p. 

Porro  si  modulus  est  formae  4n-f-l,  exstant  ijuidem  4 (p  — 1) 
residua  quadratica,  sed  J (p — 1)  modo  biquadratica,  qua  re  dimi- 
dia  pars  quadraticorum  erunt  residua  biquadratica,  reliqua  non- 
residua  biquadratica.  ltaque  omncs  numeri  integri  per  modutum 
primuni  p non  divisihiles  in  tres  c lasses  sunt  distribuendi,  ita  ut 
in  prima  sint  residua  biquadratica,  in  secunda  non -residua  biqua- 
dratica, quae  tarnen  sunt  quadratica,  in  tertia  denique  non -residua 
biquadratica,  quae  sunt  etiam  non -residua  quadratica.  Et  quidem 
prima  classis  complectitur  \ (p  — 1)  numeros,  secunda  J (p  — 1) 
numeros,  tertia  vero  4 (p  — 1)  numeros. 


«. 

Sed  redeat  oratio,  unde  digressa  cst,  quod  totara  rem  ex  alti- 
ori  fonte  considerare  in  animo  est. 

Secundum  modutum  2",  ubi  n > 2,  exstant  2"— ' resi- 
dua ordinis  t,  quando  t est  impar,  quando  vero  t par, 
# 2«— 1 2"-* 

multitudo  residuorum  est  - ^ g , designante  6 divi- 

sorem  communem  maximum  numerorom  l et  2"—*. 

In  priori  casu  enim  congruentia  x1  = A (mod.  2*)  habet  unam 
modo  radicem,  in  posteriori  autem  2 <5  radices  (3). 

Exempli  gratia  sunt  8 residua  ordinis  3 vel  residua  cubica  mo- 
duli  24  = 16;  fit  etenim 

Potestas  1*  congrua  residuo  1 


. . . . 33 11 

. . . . 5» 13 

7» 7 

. . . . 9» 9 

. ...  11» 3 

. ...  13» 5 

. . . 15*- 15. 
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Attamen  non  plures  quam  2 exstant  residua  hiquadratica  moduli 

9a  - - * 

32=2*.  Hic  enim  est  ä = 4,  2"— *=8,  — = 2.  Quae  residua 
sunt  1 et  17  potestatibus  resp.  i4  et  34  congrua. 

Multitudo  igitur  residuorum  quadraticorum  moduli  2"  est  2"—*, 
qnod  in  §.  40.  De  Potestatum  Pcriodis  ex  alio  fönte  petiviinus. 


7. 


Postquam  multitudinem  tum  radicum  congruentine  x*~A  (mod. 
pn,  2 pn,  2"),  tum  residuorum  ordinis  cujuscunque  t determinavimus, 
progrcdimur  ad  locum  multo  difTiciliorcm , uni  dijudicandum  est, 
utruin  numerus  aliquis  propositus  residuum  sit  ordinis  cujusvis  t, 
an  non-residuum.  Kt  sane  in  doctrina  residuorum  tres  potissimum 
res  in  quaestionem  veniunt,  primuni  num  numerus  A sit  residuum 
ordinis  t an  non-residuum,  deinde  si  illud  locum  habet,  quae  sint  ra- 
dices  congruentiae  af  ~ A (mod.  m) , postremo  multitudo  residuo- 
rum indaganda  erit,  quae  tarnen,  uti  in  4.  ostendimus,  ex  multi- 
tudiue  radicum  congruentiae  nostrae  lacillinie  petitur. 

Jam  ut  ad  rem  veniam,  multitudinem  numerorum  ad  modulum 
p”  vel  2 pn  primorum,  ubi  p numerus  primus  impar,  designem  per 
cpm=pn~l(p  — 1),  atque  per  d divisorein  communem  maximum 
uumerorum  t et  q>m.  Tum  aico 

1.  Si  A sit  residuum  ordinis  t secundum  modulum 
;i*veI2/>",  semper  congruentiam  locum  habere 

<pm 

A T s 1. 


(fm 

2.  Vice  versa,  si  congruentia  A & = 1 locum  habet, 
semper  A erit  residuum  ordinis  t. 

Qua s propositiones  ita  demonstro.  Quod  attinet  ad  primarn, 
numerus  aliquis  « poterit  inveniri  ejusmodi , ut  habeatur  a‘  ~ A. 

<pm  (pm  t 

ex  quo  sequitur  (al)  & ~A  vel  a* 


• <Pm 


Eist  vero  L numerus 
0 
t 

integer,  unde  -£• (pm  multiplum  ipsius  <pm,  ideoque  ^m=l,vel 

<fm  ° 

A 1. 


Secundo  loco  quicunque  numerus  ad  m primus,  qui  est  resi- 

9 » 

dunm  ordinis  t,  congruentiae  x ^ = 1 satisfaciet  (ex  prima  parte) ; 
quam  ob  rem  restat  modo  ad  demonstrandum , non  - residua  ordinis 
t congruentiae  illi  satisfacere  non  posse.  Sed  hoc  inde  darum, 

quod  multitudo  residuorum  est  -p ; totidem  autem  sunt  radices  con- 

9m 

grucntiae  x & =1  (mod.  vi—pn,  2 pn),  quia  divisor  communis maxi- 
mus  numerorum  -p  et  <pm  est  p.  Quodsi  nonnulla  etiam  non- 


Theil  VI. 


25 


i 


Digitized  by  Google 


386 


9 » 

residua  radices  essent  congruentiae  x = 1 , quia  jam?^  radices 

eaeque  residua  exstant,  congruentia,  quam  dixi,  plures  quam  ~p 
radices  haberet,  q.  f.  n. 

fm 

Ergo  numerus  quicunque  A talis,  nt  sit  A & =1,  in  rcsiduis 
ordinis  t occurere  debet. 


8. 


Hoc  theorema  rationein  snppeditat  inveniendi,  num  — 1 sit 
residuum  ordinis  t an  non-residuum  inoduli  p*  vel  2 pn.  Sed  sim- 
plicitatis  gratia  modulum  esse  primum  imparem  p supponamus. 

Erit  enim  — 1 residuum  ordinis  t aut  non-residuum, 
prouti  — est  numerus  par  aut  impar,  designante  d 
divisorem  communem  maximum  numerorum  t et  p — 1. 

Quando  igitur  6 est  numerus  impar,  ideoque  — ^ - 
par,  semper  — 1 erit  residuum  ordinis  t inoduli  primi  p. 

Quodsi  exponens  t est  impar,  etiam  6 impar  esse  debet,  ex 
quo  sequitur  theorema  generale: 

Numerus — 1 semper  residuum  est  ordinis  cujus- 
vis  imparis  moduli  primi  imparis  p;  itaque  — 1 erit 
semper  residuum  cubicum,  residuum  quinti,  septimi, 
noni  ordinis  etc. 


Pro  exponente  t = 4 erit  ö aut  2 aut  4,  prouti  modulus  p 

formam  induit  4n  + 3 aut  formam  4n  -f  1.  In  priori  casu  V ^ - 

est  impar , in  posteriori  autem  simul  cum  n par  et  impar.  Quodsi 
n est  par,  modulus  formam  habebit  8m  + 1 , formam  vero  8 m -f  5, 
quando  n impar.  Unde  manat  propositio: 

— 1 est  non-residuum  biquadraticum  moduli  primi 
formae  4n  + 3 vel  forma  rum  8n  -f  3 , 8n  + 7 , atque  etiam 
moduli  8/1+5  non-residuum  bifjuadraticum  est  — 1; 
moduli  autem  8n + 1 semper  residuum  biquadraticum 
erit. 


Aliam  hujus  propositionis  demonstrationem , quae  theoria  resi- 
duorura  potestatum  nititur,  cf.  Gauss  Theoria  residuorum 
biquadraticorum.  Gottingae.  MDCCCXXYUI.  pag.  10.  sqq. 
Postremo  pro  < = ß erit  6 aut  2 aut  6 prouti  p est  formae  (in +5 


aut  formae  6n  + l; 


in  priori  casu  est 


par  aut  impar  simul 


cum  n,  in  posteriori  casu  idem  valet;  ergo  pro  p — 6n  -f-  5 erit 
— 1 residuum  aut  non-residuum  sexti  ordinis,  prouti  i (p  — 5)  par 
aut  impar;  at  pro  p — 6n  + 1 erit  — 1 residuum  aut  non-residuum 
sexti  ordinis,  prouti  l (p — 1)  par  aut  impar. 
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Unde  — 1 est  residuum  sexti  ordinis  moduli 
vis  lormae  12A-J-1,  12A-f5;  non -residuum  vero 
forma  praediti  12A-J-7,  12A-J-11. 


cujus- 
in  o d u i i 


9. 


1.  Quicunque  numerus  inipar  residuum  est  ordinis 
imparis  moduli  2". 

Kxstnut  enim  (♦>. ) 2*— 1 residua  ordinis  imparis  t,  totidemque 
nuineri  ad  moduluni  primi  eoqne  inferiores. 

2.  Quando  vero  ( est  par  atque  6 divisor  communis  maximus 

2o  — i 

numerorum  t et  2"—  *,  semper  congruentia  locum  habebit  A 
= 1 (mod.  2"),  si  modo  A est  residuum  ordinis  t moduli  2". 

Reperitur  etenim  numerus  a talis,  ut  habeatur  a*  — A,  ergo 

?r!  *2»—*  — 

talis,  ut  sit  («*)  & s“1*  = A & . Jam  vero  j est  inte- 

2«  — * 

„o-i  _ — z — _ . 

ger  atque  o r =1  (De  Potest.  Period.  §.  22.),  ideoque  A ° *• 

2»-—* 

3.  Si  numerus  A congruentiae  x ° BZ  1 non  satisfacit , A non 
potest  esse  residuum  ordinis  t moduli  2”. 

Exstare  autem  possunt  non-residua  moduli  2",  quae 

2»—* 

tarnen  congruentiae  x * = 1 sat  is  faciu  nt , i t a u t pr  o* 
positionem  in  2.  couvertere  non  I i c« a t 


Nam  quiun  multidudo  residuorum  ordinis  t moduli  2"  sit  20  ^-*(6.) 
2"—* 


omnesque  congruentiae  x ° bz  1 satisfaciant , radicum  autem  mul* 
2n—  * 2«— 1 

tituilo  sit  2 . — j — = — g — (3.)  i.  e.  alterum  tantum  multitudinis  re- 

2«-a 

siduorum,  manifesto  etiam  — j — non-residua  erunt  radices  congru- 


2« — s 

entiae  nostrae.  Multitudo  omnium  non-residuorum  est  2"— 1 j- 

2n — * ■m—’*  # 

vel  j — (2d — 1),  quorum— j—  congruentiae  satisfaciunt , ergo  ex- 

2« — * # 2**— * on— * 

stant  j-  (26  — 1) vel  ~~y~  (6  — i ) non  - residua  ordinis  t 

2»-* 


pro  modulo  2n,  quae  non  sunt  radices  congruentiae  x * ~ 1 (mo- 
dulus  2").  Hoc  in  causa  est,  cur  omnes  nuineros  iutegros  impares 
modulo  2"  inferiores  in  tres  classes  distribuam , quarum  prima  com* 
plectitur  residua  lu  ordinis  omnia,  secunda  non-residua  tH  ordinis 

2n— * 

moduli  2",  quae  tarnen  congruentiae  x ^ ~1  satisfaciant,  tertia 
denique  continet  numeros,  qui  sunt  non-residua,  atque  etiam  con- 


25» 
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gruentiae,  quam  dix'i , non  satisfaciant.  Multitudo  numerorum  pri- 
mae classis  est  y . 2"  , multitudo  numerorum  secundae  classis  est 

j.2“— *,  multitudo  denique  numerorum  tertiae  ciassis  est 


2" 


(d-i). 

Nunc  quidem  quaeritur,  ad  quam  classem  numerus  propositus 
impar  secundum  modulum  2n  (n  > 2)  referendus  sit  ? Facile  autem 
quaestionem  haue  decides,  si  ad  sequentia  animuni  attenderis. 


10. 


Quouiam  d nnmennn  2"~*metiri  debet,  perspicuuin  est,  ipsum 

2®  * . 

d potestati  alicui  numeri  2 aequalem  fore,  ex  quo  — j — erit  Sem- 
per et  ipse  potestas  numeri  2 aliqua,  dummodo  ne  sit  2n_  * — d. 


Quodsi  habetur  d — 2n~t , congruentiae  manifesto  x ^ — x 
= 1 satisfacere  non  potest  A,  nisi  est  A = 1,  quumqne  esse  opor- 
teat  t multiplum  ipsius  2"~*,  erit  pro  quocunque  .t  xc=rl  (mod.2“), 
quam  ob  rem  etiain  congruentiae  x*  A satisiieri  nequit,  nisi  est 
A — 1. 

Unde  manat  theorema: 


Quicunque  numerus  impar  modulo  2*  niinor  unita- 
tique  inaequalis  semper  ad  tertiam  classem  referen- 
dus est,  si  ordinem  t statuas  multiplum  numeri  2"~’. 

2n— ■ a 

Jam  sit  2*~  * non’  = d eritque  — x—  potestas  aliqua  numeri  2, 


quam  exhibeamus  per  2®,  ubi  0 nuraerum  n — 3 superare  nequit. 

Quodsi  numerus  aliquis  impar  A forma  exhibetur 

2*  — * 

24/iil,  ubi  h impar  atque  1,  congruentia  A — ^ = 1 

(mod,  2")  locum  non  habebit,  quando  est 

2"  * 

Sivero  A J-  0 > n , revera  erit  A ^ =1.  Nam  quum  A 
8it  = 2*/i±l,  erit  (1.)  A*#f ormae  2*+©  h'  + 1 , ubi  h'  impar,  esset- 

que  si  congruentia,  quam  dixi,  locum  haberet,  2t+®A'  = 0.  Atqui 
hoc  fieri  nequit , quum  sit  k -f  0 < n. 

Deinde  si  esset  A^=f  (mod.  2") , ita  ut  f unitati  non  esset 
congruus,  haberetur  2*+e  A'  p 1 ~f  vel  2*+ö A'—  (f— 1)=0, ideo- 

que  f — 1 = 0,  quia  A+0>».  lliud  vero  absurdum  est,  ergo  re- 
2n  — * 

vera  est  A & =1. 

Hinc  sequitur  (9.),  quemris  numerum  imparem 
formae  2lA  + 1 , ubi  h impar  et  A>  1 , ad  classem  tertiam 
referendum  esse,  quando  habeaturA-f-0<n,  quo  facto 
hic  numerus  etiam  non-residuum  ordinis  paris  t erit. 
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Si  v e r o ©st  A -f  © > n , numerus  A aut  ad  classem 
primam  aut  ad  secundam  pertinebit,  prouti  A e s t 
resiiluum  aut  non-residuum. 

Sed  mim  A in  prima  Hasse  sit  an  in  secunda,  facile  deciditur, 
si  A est  forniae  4m — 1.  Dico  ©nim,  'quemvis  n um  er  uni 
formae  Am — 1 nun  quam  residuum  ttl  ordinis  fore 
s ecu n dum  modulum  2".  t so m per  par  in  te  lli  gen  du. s est. 

Redigätur  t sub  formatn  2 ubi  f impar,  eritque,  si  radix 
eongruentiae  x1  = A exstet  formae  2*  h ^ 1,  x‘  form&e  2H  ' h!  -f  1, 
ita  ut  sit  h‘  impar.  Hinc  2*  + ^A' + l = 4r»  — l,ideoque2*+^  — *A' 
— 2m -p  1^:0  (mod.2*— 1 ),  q.  f.  n.,  quoniam  2*+i-  ‘Ä'  — 2/n  + l 
est  impar.  Unde  manat,  si  numerus  aliquis  A sit  residuum 
pari«  ordinis  secundum  modulum  2",  semper  — A fore  non-residuum. 

Etenim  A formam  induere  oportet  4m -f  1,  ergo  — A formam 
2*  — 1)  Tel  hanc  4m  — 1,  ex  quo  — A erit  non-residuum. 

Exemplum.  Sit  modulus  32=2%  ergo  n = 5,  t—6.  Erit 

6 = 2,  = 2»,  8 - 2. 

Erit  igitur  solummodo  A -f  S < 5 , quando  A = 2,  qua  re  ad  ter- 
tiam  classem  pertinent  numeri  formae  4m  i 1 , ubi  in  impar , i.  e. 
numeri  3,  5,  11,  13,  19,  21,  27,  29.  Reliqui  1,  7,  9,  15,  1 7,  23,  25, 
31  ad  Hasses  1 et  2 referendi  sunt,  satisfachrotque  eongruentiae 
x*  = 1 (mod.  32). 


11. 

Jam  vero  in  genere  possumus  determinare,  ad  quam  classem 
numerus  aliquis  A formae  2*  A i 1 referendus  sit 

Eteniin  si  k 4 < n , numerus  A semper  ad  tertiam 

classem  pertinet  (10). 

Si  vero  k-\-Q  ipso  n non  est  minor,  omnes  numeri 
formae  2*A-f-1  in  prima  sunt  classe,  ii  autem,  qui  for- 
mam  induunt  2*A  — 1 in  secunda  erunt  classe. 

Nam  omnes  uumeros  formae  2*  A — 1 ad  classem  secundam  per- 
tinere  ex  10.  patet.  Atqui  manifesto  totidem  sunt  formae  2*  A + 1 

3uot  hujusce  2*  A — 1 ; si  igitur  nonnulli  formae  2*  A -f- 1 ad  secun- 
am  classem  pertinerent , in  secunda  plures  numeri  exstarent,  quam 
in  prima  classe,  quod  fieri  nequit,  quum  (9.)  totidem  sint,  nerape 

in  ambabus  classibus. 

Unde  manat,  quemvis  numerum  A ejusmodi,  ut  sit  formae 
2*  A J- 1 simulque  A fore  residuum  ordinis  paris  t moduli  2" 

Quando  k + 9 < n,  numerus  propositus  semper  erit  non-residuum ; 
quando  k f 9 > n , etiamtum  numerus  non-residuum  erit , si  formam 
liabet  2*  A — 1. 

Licet  manifesto  accipere  A + 0=»  vel  k = n — 0,  quo  facto  A 
potest  esse  numerus  integer  quicunque. 

f) 

Jam  vero  est  2 = :-y—  ideoque  2"~öA-f-l  = 46A-f-l.  Exquo 

tandem  sequitur  theorema  elegans,  quod  totam]  residuorum  ordinis 
paris  doctriuam  pro  moduio  2n  exhauriat:- 
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Quivis  numerus  inipar  formae  45A  + 1 est  residuuni 
ordinis  paris  t moduli  2",  reliqui  vero  numeri  sunt  non- 
residua,  denotante  h immer  um  integrum  quemcunque  et 
3 divisorem  comraunem  niaximum  numerorum  t et  2*— *. 

Quicunque  autem  numerus  impar  residuuni  est  ordi- 
ii  is  im  paris  moduli  2"  (9.). 

Exempli  gratia  pro  <=2  erit  S — 2;  ergo  quando  potestas 
aliqua  numeri  2 altior  quam  secunda  pro  modulo  assumitur,  onines 
numeri  impares  formae  8A  + 1 erunt  residua  quadratira , reliqui 
vero  non-residua.  Cf.  Comm.  meam  de  Potestatum  Periodis.  pag.  29. 

12. 

Quod  multitudo  residuorum  ordinis  paris  est  — j— (6.),  proA  om- 
ties  numeri  integri  0,  1,  2,  3,  4, ponendi  sunt  usque  ad  ^ 

O 

— 1 ; qua  re  simul  residua  reperimus  ipsa.  Sunt  eniin  haec : 

1,  43+1,  83  + 1,  123  + 1,  163  + 1,  203  + 1 cett.  4(2»-*-3)  + l. 

13. 

Ut  omnia,  quaq  ad  hoc  de  residuis  eruimus,  complectamur 
hae  inde  manant  propositiones : 

Congruentia  x*  — A (mod.  p",  2 pn)  tum  modo  resolvi  potest, 
p"~~  (p  — 1) 

quando  A 8 unitati  fit  congrua  exstantque  3 radices  diver- 
sae,  denotante  3 divisorem  communem  niaximum  numerorum  t et 

pn  1 (p— 1).  Multitudo  residuorum  ordinis  fest  ~ 1 (p— 1). 

Congruentia  x*  = A (mod.  2»),  ubi  n > 2,  semper  resolubilis 
est,  quando  t impar,  exstatque  una  solummodo  raaix.  Multitudo 
residuorum  est  2»-'  eritque  quivis  numerus  impar  residuuni.  Si 
vero  t est  par,  congruentia  tum  modo  resolvi  poterit,  quando  A for- 
mam  induit  43A+1.  Multitudo  radicuin  erit  23  raultitudoque  resi- 
duorum ordinis  t aequiparabit  mimenim 

O 

t ongruentiam  denique  x*  — A (mod.  4)  semper  resolvi  posse, 
quando  t impar , quando  vero  t par  resohibilem  esse  aut  non-resolu- 
bdem,  prouti  A formae  sit  4m+  1 aut  bujusee  4m— 1 per  se  patebit. 

14. 

Denotante  i numerum  aliquem  imparem,  si  habetur  z = 2*A  + 1 
ubi  A inipar,  atque  i<43A  + l,  manifeste  erit  k <n  — 9 vel  A + ö 
<«.  Ex  quo  sequitur  (11.)  ' 

Numerus  qulcunque  impar  i sub  formam  reductus 
2 A + 1 1 1 a u t sit  k impar,  semper  ad  c lasse mtertiam 
p er t inet,  si  habetur  2<43A  + 1. 

Si  vero  non  estt<43A  + l,  numerus  i ad  classem 
prim  am  aut  secundam  refcrendus  est,  prouti  formam 
induit  4öA  + l aut  lianc  43A'  — 1,  designante  A'  numerum 
quemcunque  integrum. 
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Exempli  gratia  sit  modulus  24  = 32,  ergo  n=S,  1=6,  erit 
6 = 2,  porro  * = 27  = 4.7 — 1,  h = 7,  4<JA+1  = 57,  27  <57.  Ergo 
27  in  tertia  classe  reperitur.  At  vero  pro  *=17  erit  A = l,  4ÄA  + 1 
= 9 atque  * non  <4<5A  + 1.  Ergo  17  ad  primam  pertinet  classem. 
quia  J7=4dA'  + l. 

15. 

Si  autem  t sub  forraam  redigitur  ita  ut  f sit  iniitar , nia- 
nifesto  divisor  communis  maximus  6 erit  2 pro  n=3,  2*  pro 

w=4,  2*  pro  n = 5,  24  pro  »= 7 etc.,  2^~‘  pro  n = A+l  atque 
2*  pro  n>A+l.  Hinc  erunt  valores  numeri  45Ai;l  pro 


n=3 

2sA  + i, 

n—4 

2*Ä±1, 

n — 5 

2»A±1, 

n — 6 

. 2‘Ä  + l 

etc.. 

..  2i+I  A+l, 

»»=  A + l . . . . 

»i>  A+l  .... 

. . 2i  + * A±l. 

Si  accipias  signum  superius,  habebis  numeros  ad  classem 
primam  pertinentes,  ad  secundam  vero,  si  sumas  inferius.  Reliqui 
numeri  ad  tertiam  classem  referuntur. 


16. 

Potest  etiam  periodus  inveniri,  quae  omnia  residua  ordinis  t 
moduli  pn  vel  2 pn  complectatur.  Sit  enim  pn  vel  2 pn  = m,  <pm—pn~l 

(p — 1)  atque  g numerus  aliquis  ad  exponentem  pertinens,  de- 

notante  ö divisorem  communem  maximum  numerorum  t et  g>m. 

<fm 

Erit  g residuum  ordinis  t;  atque  etiam  g *,  g* , gl,  ...  g & , 
quorum  multitudo  quum  sit  neque  plures  numeri  residua  esse 
possint,  patet , illam  periodum  omnia  residua  involvere. 

17. 

Si  doctrinam  residuorum  potestatum  adhibere  velis,  theoremata 
art.  11.  et  14.  facilius  ita  probautur: 

gn  — » 

Sit  indoles  numeri  f ea , ut  habeatur  f & ~1  (mod.  2«),  quae- 

riturqne,  num  f ad  classem  primam  pertineat  an  ad  classem  secun- 
dam,  i.  e.  num  f sit  residuum  ordinis  paris  t an  non  -residuum? 
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Pertinebit  autem  f ad  exponentem , qui  divisor  est  mimen 

2"—* 

—5-,  qua  designato  per  2"— 9 erit  f formae  2'f  £ ± 1 , denotante  k 
0 

nu Hierum  imparem  (DePertodis  Potest  §.  23.). 

Debet  autem  g>  ita  determinari,  ut  sit  5 numerus  integer  vel 

2*-» 

29  , 

ita  «t  sit  integer , quo  designato  per  h erit  f formae  4 5AA  + I 

vel  hnjusce  4 5 //Jl , denotante  h nunierum  integrum  queuciinque. 

2”  11 

Satisfaciunt  igitur  numeri  formae  45//;fcl  congruentiae  x 5 — I 

(mod.  2" ). 

Formae  autem  45//  — 1 ad  primani  classem  pertinere  nequeunt 
(10);  pertinent  igitur  ad  secundam  classem.  Formae  autem  45Afi 
ad  prirnam  classem  pertinent,  quia  totidera  numeri  exstant  formae 
45//  -f  1 quot  hnjusce  457/ — 1 atque  multitudo  uumerorum  in  am- 
babus  classibus  eadem  est  (9). 


18. 


Designeinus  nunc  classes,  quas  dixi,  per  A,  B,  C,  ita  ut  A 
sit  prima , B secunda , C tertia  classis. 

Productum  manifesto  ex  A in  A reperitur  in  A,  quia  (45A-f  1) 
( 45A'  f 1)  denuo  est  formae  45A  f 1. 

Productum  ex  B in  B debet  occurrere  in  A , quia  (45A-f  1) 
(45//' — ■ 1)  etianinunc  forniam  induit  45//  f 1. 

Productum  ex  numero  aliquo  classis  A in  numerum  classis  B 
necessario  invenitur  in  B,  quoniam  est  (45// -fl)  (45A'— -1)  formae 
45A' — 1,  quae  characterem  indicat  classis  B. 

Quanao  C in  A multiplicetur . habetur  numerus  ex  C,  idem- 
que  valet , quando  C in  B multiplicetur. 

Si  vero  C in  C multiplicetur,  numerus  inde  ortus  tum  in  A,  tum 
in  B,  tum  in  C occurrere  potest;  in  quam  autem  classem  referen- 
dus  sit.  hoc  modo  investigo. 

Primum  observamus , omnes  numeros  classis  C forma  exhi- 
beri  k f 45A , ita  ut  //  sit  numerus  impar  ipso  45  minor , qui  nul- 

lum  horum  -fl,— 1 aequiparat.  lam  congruentia  = l (mod.  45) 
admittit  25  radices  diversas  (2.),  quarum  hae  solummodo  let — 1 
fonnae  sunt  45Afl.  F.runt  igitur  2o — 2 vel  2(5—1)  radices  fomiae 
45A  -f  k , ita  ut  k ab  1 et — l sit  diversus;  quam  ob  rem  hae  qui- 
dem  radices  ad  classem  C pertinebunt.  Itaque  ad  classem  C per- 
tinebunt etiam  numeri  formae  45 AfA,,  numeri  tormae  45A-f  £„  numeri 
formae  45//-fA, , formae  45//-f/,\,  etc.,  designantibus  Ä, , k„  k3, 

k,  etc.  radices  congruentiae  x (mod. 45)  ab  let  — 1 diversas. 

o 

Debet  autem  esse  in  genere  45A  -f  k^  < 2”  , vel  A < — ——5. 

4<5 


ki 
45’ 
Ergo 


On — * 

V-i. 


ideoque  summus  valor,  quem  A obtineat,  erit 

2« — * 

forma  45AfAq  complectitur  numeros;  ex 
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quo,  s»  pro  ki  ponuntur  omnes  radices  congruentiae  1 (mod. 

Qu— s On — 1 

4 S),  habentur  — 2(d — 1)  = — g-  (S — 1)  numeri  ad  classem  C 
pertinentes. 

Totidem  autem  in  hae  classe  reperiuntur  neque  vero  plures 
(9.);  qua  re  omnes  prodibunt  numeri  classis  C,  si  methodum  se- 
quentem  adhibeas : . 

Quaerantur  radices  congruentiae  x*~l  (mod.  4d)  ab  l et  — '1 
diversae,  quarum  quaiibet  designata  per  k.,  omnes  numeros  exhi- 

beri  oportet  formae  A^  + 4d/t  modulo  2“  minores.  Tum  numeri  clas- 
sis C prodibunt  omnes,  si  pro  k ^ omnes  radices  congruentiae, 
quam  dixi,  ponuntur. 

Sint  igitur  z , z'  numeri  propositi  classis  C determinenturque 
horum  residua  minima  seeundum  modulum  i<5  ita  ut  sit  z = k^ 

(mod.  iS),  z'  = kp  (mod.  iS)  eritque  zz'  = k ^ (mod.  iS).  Quodsi 

habetur  k,k  =1  (mod. iS),  productum  zz'  ad  A pertinet,  ad  B 
vero,  si  k^  k^= — 1,  etad’C,  quandoA^  A> = f,  denotaute  /’numerum 
ab  let— <1  diversum. 

19 

Superest,  ut  radices  congruentiae  a^=l  (mod.  2")  invenian- 
tur , ubt  t est  numerus  par. 

Quaevis  radix  ad  exponentem  pertinet,  qui  nnmeros  t et  2“-*, 

ergo  etiam  horum  divisorem  communem  maximum  2^  simul  metia- 
tur.  Pertinehunt  igitur  radices  partim  ad  1,  partim  ad  2,  partim 

ad  2’,...  partim  ad  2*. 

lam  vero  omnes  numeri  ad  exponentem  2"~"  pertinentes  forma 
continentur  2mA  + 1 , denotante  h numerum  imparera,  qui  valores 
induere  possit 

1,3,  5,  7,..  2»-"  — 1. 

Quum  vero  differentia  numerorura  2mA+l  et  2*,(A — 2)  + l sit 
2"+!,  numeri  ad  2"-™  pertinentes  facillime  ita  computantur,  ut  in 
duas  classes  distribuantur,  cujus  in  altera  sint  formae  2ra  A fl , in 
altera  formae  2"  h — 1 ; in  utra^ue  autem  classe  numerum , qui  ali- 
quem  proxime  sequi tur,  habebis,  si  ad  eum  2"  + 1 addideris. 

Classes  igitur  hae  sunt : 

n — 2™  — 1 
6=o  + 2"+* 
c = 6 + 2"  + 1 
| rf  = c +2™+* 


o'=2™  + 1 
6'=o'+2»H 
c'  = 6'+2"+* 
(V  = c1  + 2"  I * 
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Ad  exponentem  2"— m autcm  semper  2*~m  numeri  pertinent, 
exceptu  casu,  in  auo  exponens  est  2.  Tum  enim  3 numeri  ex- 
stant,  nempe  2n  — ‘ — ■ 1 , 2"  — 1 -f-1,  2"  — 1.  Hae  considerationes 
statin»  viam  sternunt  ad  radices  inveniendas. 

Quaeratur  enim  divisor  communis  maximus  numerorum  t et 
2"— * , qui  sit  2^,determinenturque  adjumcnto  classium  A et  A'  nu- 
meri ad  exponentes  1,  2,  2*,  2’,  . . 2Ö  pertinentes. 

Exempli  gratia  congruentia  x*°~l  (mod.32.)  habet  8 radices, 
quae  ita  inveniuntur: 

Hic  est  d=2,  ideoque  divisores  ipsius  2^  sunt  1,  2,  4.  Ad 
ex[»onentem  1 pertinet  1,  ad  2 pertinent  2* — 1,  2*  + i,  25— -1  vel 
15,  17,  31.  Au  4 pertinent,  quia  m=3, 

a=2*— 1=7  a'  = 2»+l  = 9 

6 = a+2‘=23  6'  = a'+2‘  = 25 

Ergo  radices  sunt  1,  7,  9,  15,  17,  23,  25,  31. 


20. 

Inveni  etiam  aliam  metbodum  radices  indagandi,  ex  qua  multa 
alia  attentione  haud  indigna  manabunt. 

Dico  enim,  si  ad  exponentem  t secundum  modulum 
2"  numerus  a pertineat,  etiam  a(  ad  eundem  exponen- 
tem pertinere,  si  A sit  numerus  impar. 

Primum  patet,  potestatem  (ak ) ‘ certe  unitati  sec.  mod.  2» 
congruam  esse,  qua  re  restat  modo  ad  demonstrandum,  (ak  ) * esse 
inflmam  ipsius  a*  potestatem  unitati  congruam  vel  potestates 

, ak,  a*k,  a‘k,  ...  a,k 

incongruas  esse.  Fac  autem,  ut  habeatur  aet=  oe  *,  ubi  sunt 

9,  9'  numeri  inter  1 et  t siti,  eritquen^0  ®^*sl,  ideoque, 
quum  « ad  t pertineat,  (9  — ®')A-=0  (mod.  /).  Atqui  t ad  k pri- 
mus  est,  ergo  B — «'„0  (mod.  t)  q.  e.  a.  Pertinet  igitur  al  ad 
exponentem  t. 

Itaque  residua  minima  numerorum 

a,  a1,  as,  a T,  . . a1-1, 

quorum  multitudo  Jl,  ad  exponentem  t pertinent  omniaque  sunt  in- 
aequalia. 

Quum  jam  (De  Potest.  Period.  §.  24.)  semper  t numeri  ad  t 
pertineant,  exstabit  unus  certe  numerus  ad  t pertinens,  qui  nuili 
»Horum  sit  congruus,  quem  vocemus  b.  Unde  ad  t etiam  pertinent 
residua  inaequalia 

b,  b\  b\  6',  . . 6»-' 

quorum  multitudo  etiamnunc  jt. 
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Nullam  denique  ipsiua  b potestatem  alicui  ipsius  a congruam 
fore,  ita  demonstro. 

Primum  contendo,  semper  potestatem  aliquam  nurneri  a ex- 
stare  congruentiae 

xv —a&  (mod.  2") 

satisfacientem , ubi  suot  cp,  8 aliqui  ex  bis  i,  3,  5,  7,  . . t — -1. 

Etenim  quia  cp  tanquam  impar  ad  t primus  est,  numeru.s  fi 
ita  semper  potest  determinari,  ut  habeatur  yp  = ©(mod.  t)  vel 
q>H — esO  (mod.  t).  Est  vero  a'  = l (moa.  2“),  ergo  etiam 

affl~  =1  (mod.  2")  vel  arft~a(f  (mod.  2"),  qua  re  potestas 
t/*  huic  congruentiae  satisfacit. 

lam  vero  una  solummodo  radix  ei  satisfacit,  quia  <p  impar; 

ergo  si  ex.  gr.  haberetur  b'f  — ae  (mod.  2*),  esset  6s«1“,  con- 
tra ea  quae  supposuimus. 

Itaque  duas  classes  nacti  sumus 

(M)  . ...  a,  a1,  a4,  a’.  . . «*-* 

(M') b,  b',  b”,  b\  . . A*-' , 

quas  per  M et  M'  designavimus. 

Ceterum  observandum  est,  numerum  b ea  indole  affechuu  ut  * 

sit  A-J-  a=0  (mod.  2"),  nulli  postestatum  classis  M congruum  lieri. 

Natu  primum  est  a,  ideoque  b‘ ^za‘  =1,  quia  l par. 

Porro  nitlla  inferior  ipsius  b vel  — a potestas  quam  tfa  unitati  fit 
congrua. 

Potestates  enim,  quarum  exponentes  ambo  pares  vel 
ambo  impares  incongruas  esse  ex  suppositione  patet.  Restat 
igitur,  ut  probemus,  congruentiam  locum  habere  non  posse 

a9  = — av  vel a*  -f  =0,  designante  cp  numerum  parem,  ip 
vero  imparem.  Est  vero  si  ponatur  s=2*Aj;l,  ubi  h impar,  a* 
formae  2t+AA'-fl,  ubi  f—V-f  atque/-  impar,;  contra  ea  aV  formae 
2*/**+l,  ita  ut  sit  h"  impar.  Unde  manat,  quando  signnm  supe- 
rius  accipias,  2*+A—  'hn-\-\Lk~ 1 A(+i=0  (mod.  2t_1 ) , q.  f.  n. ; si 

vero  Signum  inferius  statuas,  habetur  2i(2^A'/+A')sO,2i30,A^n. 

Sed  etiam  hoc  lieri  nequit,  nisi  A=l,  uuo  in  casu  2" — 1 ad  exponen- 
tem  2 pertinet,  quem  excludimus.  Pertinet  igitur  — a ad  expo- 
nentem  t. 

Unde  classes  habemus 

* 

(M) «,  a5,  n5,  «T...  «*-* 

(M‘)  ..  .. — — a\ — a5,  — re'.  . . — a‘~ '. 

Pro  « quilibet  numerus  ad  l pertinens  accipi  poterit. 

Postremo  nullus  tenninus  classis  ( M ')  alicui  classis  (M)  con- 

gruus  erit.  Nam  si  haberetur  — nv , ita  ut  y>,  y>  ambo  sint 
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impares,  esset,  gl  a statuas  formae  2*AJ;1,  2*-»  A"4-2*— lA'  i 1=0 
(mod.  2*-1),  q.  f.  n. 

Ex  quo  tandem  sequitur , o tu  Des  numeros  ad  exponentem  t per- 
tinentes classibus  ( M)  et  (df ')  contineri ; nam  multitudo  termino- 
runi  est  t,  plures  vero  ad  t non  pertinent. 


21. 


Nunc  tandem  probabo,  clnssem  (A)  coogruere  cum  classe  (31) 
et  classem  (A1)  cum  classe  (M'). 

Numeri  classium  (A)  et  (A')  ita  etiam  possunt  repraesentari 


A. 


2”— 1 i 
3.  2-»— 1 / 
5.  2"— 1 t 
7.  2»— 1 ) 


A'. 


( 2" -fl  \ 

\ 3.  2”  + l / 
j 5.  2”+l  j 
( 7.  2-+1  ) 


ex  quo  patet,  formas  primae  classis  esse  2mA — 1,  formas  vero 
gecundae  2mA  -f  1. 

Iam  numerus  a in  classe  (M)  sit  formae  2mA— 1 eritque  (1.) 

etiam  formae  2mA  — 1,  denotantc  cp  numerum  integrum  impa- 
rem.  Hane  igitur  formam  indiumt  a‘ , ai,  etc.  neque  vero  al- 
teram  2mA-fl;  uam  si  haberetur  simul  2mA'-f  t=2m'  n — 1,  esset 
2™ A' — 2m,/i=2,  2m— 'A' — 2",,~‘A=1,  q.  e.  a.  Ergo  classes  (A) 
et  (AI)  congruunt,  similique  modo  classes  (A1)  et  ( 31'). 


22. 

Iielationes  quaedam  valde  insignes  inter  terminos 
periodoruni  radicesque  congruentiarum  purarum. 

1.  Summa  potestatum  exponentis  k omnium  termi- 
norum  periodi  numeri  cujusvis  a aut  per  moduluin  pri- 
mum  p divisibilis  est  aut  exponenti,  ad  quem  a perti- 
net,  congrua,  prouti  t ipsum  k non  metitur  aut  metitur. 

Demonstratio.  Summa  potestatum  exponentis  k terminorum 

a,  a%,  a’,  a*,  . . a* 


«*  -f-  «** + a,k  -f  a*k + . . -f-  a*k 


s(ak  — l)  = fl*(a,i—  1),  ergo  s(ak  — i)=0  (mod.  />). 


est 

vel  summa 
idcoque 
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Quodsi  t ipsura  k non  metitur,  esse  nequit  «*  = 1 (mod.  p), 
quam  oh  rem  tum  quidem  .t  per  p dividi  potent.  Si  vero  t nu- 
merum  k metitur,  erit  «*  = 1,  ergo  a**=  1,  etc.,  atque  s = i. 


Coroilarium.  Quando  g ad  exponentem 


6 


pertinet, 


est  d divisor  communis  maximus  numerorum  t et  p—  1,  ex 
sequitnr,  residua  ordinis  t sec.  mod.  p potestatibus  exhiberi 


ubi 

16. 


o>  a'>  a'>  o*>  ■ • 9 9 • 

Residua  igitur  periodum  constituunt,  qua  ex  re  etiam  summa  po- 
testatum  /■  ,arum  omnium  residuorum  ordinis  t secund.  mod.  p aut 

per  p divisibilis  erit  aut  uuniero  ^ (p  — 1)  congrua,  prouti  k per 

t non  divisibilis  est  aut  divisibilis. 


2.  Designante  etiam  nunc  5 divisorem  communeni  maximum 
numerorum  t et  p—  1,  congnientia  x*  = l (mod.  p)  adinittit  d ra- 
dices  diversas,  quarum  qualibet  ad  exponeutem  o pertinens  desi- 
gnata  per  ca  omnes  radices  exhibentur  potestatibus 

St 

ca,  co1,  a>3,  o>4,  . . co  . 


Ex  quo  sequitur  propositio  (1.): 

Summa  potestatum  k,arum  omnium  radicum  con- 
grnentiae  = t (mod.  p)  semper  perp  divisibilis  est,  si 
if  ipstim  k non  metitur. 

3.  In  comment.  De  Potestatum  Perioclis.  §.  43.  jam  demon- 
stravi,  productum  ex  omnibus  terminis  periodi  numeri  cujusvis  se- 
cundum  modulum  pn  vel  2p"  unitati  congruum  esse  positive  aut 

negative  acceptae,  prouti  multitudo  terminorum  sit  impur  aut  par. 

« 

Ergo  ex  16  manat  theorema: 

Productum  omnium  residuorum  ordiuis  t moduli 
p"  vel  2 p"  unitati  positive  aut  negative  suinptae  con- 
gruum est,  prouti  multitudo  residuorum  est  impar 
aut  par. 

4.  Quodsi  radices  congmentiae 

x‘  = l (mod.  p), 

sunt  co„  o>„  co],  ...  cofj , designaturque  summa  omnium  radicum 

per  —A,,  summa  combinationum  binarum  radicum  per  At,  summa 
combinationum  ternarum  per  -rA„  summa  combinationum  quater- 
narum  per  A,  etc.;  deincle  summa  radicum  per  S,,  summa  qua- 
dratoruin  per  St , summa  cuborum  per  S,,  summa  biquadratorum 
per  St  etc.,  ex  theoremate  Neutoniano  habentur  aequationes 
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8t  + — 0 

«,  + ^»«.+8^=0 

Äj  -f  A , <S|  -f - A%  Sx  -f-  3Ag  — 0 

tS,  + A%  Ss-|-i4|  S\  + 4^4—0 


s3— i +■'*«  Äd-»+  A*S3— > + 
^i+^i  Sg_%  + . 


. +(*-iM,_,=0 
+ ^_,S,+^a=0. 


lam  vero  (2.)  summac  S, , St,  S, , St,  etc.  Sg_t  sunt  — 0,  at 

Sj=8,  ergo  adjuinento  aequatiouum  erit  Ax=A%~At - Ag  ^~0. 

at  d-f-d-zl^  0. 

Hinc  erit  etiam 

— /t.rrO.  At=  0,  -A,~  0,  A,~ 0,  etc. 

Productum  omninm  radicum.  qnod  per  P designemus,  eritT  A^ 
prouti  d est  impar  aut  par,  ergo  resp.  P=±  1. 

Hinc  deducti  sumus  ad  theorema  elegans: 

Summa  omniurn  radicum  con^ruentiae  1 (mod. p), 

deinde  summa  combinationum  bi  na  rum,  ter  Darum,  qua- 
ternarum  etc.  radicum  semper  per  moduluni  priinum  p 
divisibilis  est.  Productum  vero  radicum  unitati  posi- 
tive aut  negative  acceptae  est  congruum,  prouti  raul- 
titudo  radicum  est  impar  aut  par. 

4.  Designetur  summa  combinationum  m elemeutorum  ad  clas- 
sem  n,am  per  nCm  eritque , quando  t significat  elementum  quod- 
vis,  ut  ex  theoria  combinationum  constat: 

Quodsi  habetur 

'cm=o,  *cm- o.  ...  i+“Cm=o 

erit 

r 'i* 1 Cm — ■*  -o,  ’rM_.  =o,  5rw_.  +**cm_i=?o, 

etc.,  ideoque 

ezz—  1 6m— > , •G.-.*-(,G»_i)*  = 0, 

0,  •C’m_.-('C„_.)‘-0. 
etc., 

-('Cm- i)»~I  =0,  tEz-CCm-,)”. 
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Ende manat,  c]uutn  "^'Gn-i  sit,  ('Gn—O^Tl.  Signo 

superiore  utendum  est  aut  inferiore,  prouti  m est  impar  aut  par. 
farn  vero  habetur  ‘Cm—  i =— t,  ergo  ( — 1 vel  £*=1. 

Ex  quo  habetur  propositio: 

Si  summa  numerorum  secundum  modulum  primum 
p incongru erum,  quorum  multitudo  m,  deinde  simul 
summa  combinationum  binarum,  summa  combiuationum 
ternarum  etc.  per  modulum  divisibilis  est,  productum 
vero  unitati  positive  aut  negative  acceptae  congruum, 
prouti  multitudo  numerorum  impar  aut  |>ar,  necessario 
quicunque  illorum  numerorum  crit  radix  congruentiae 
xm  = l (mod.  p). 

5.  Finem  huic  commentationi  imponam  demonstratione  propo- 
sitiom's , quae  sequitur: 

Productum  omniura  numerorum  ad  eundem  expo- 
ne.item  pertinentium  secundum  modulum,  qui  potestas 
ett  aliqua  numeri  2 altior  quam  secunda,  semper  uni- 
titi  secundum  hunc  modulum  congruum  est. 

Exniqjnemus  primum  casuin,  in  quo  exponens  t est  2.  Tum 
vero  ad  t pertinent  2n—l  — 1,  2“— '-fl,  2"  — 1 productumque 
/J=(2,("— 1)(2"  — 1),  quod  unitati  secundum  2" congruum  esse, 
statim  perspicietur. 

Deinde  sit  <>2  pcrtinebuntque  hi  numeri  ad  exponentem  i (20.) 


a,  a3,  a4,  aT,..  af~ * ; — a,— a3,  — a4, — a*~ 1 
vel  eorum  residua  minima.  Quoniam  ex  supp,  [y  semper  est  nu- 
merus  par,  erit  productum 


P~(a.  o3.  «3..  «*— *)  , = («1+l,+4+■•+t—,)  *, 


ideouue  P=a*lt.  Est  vero  af  = 1,  ergo  (o*)l*  = l,  i.  ©.  P=  1 
(mod. 2*),  q.  e.  d. 
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XliVIIl. 

Heber  die  Libelle  oder  das  Niveau*). 

Weil  die  Libelle  oder  das  Niveau  ein  für  alle  Messinstrumente  «o 
wirblige«  Werkzeug  ist,  ko  halte  ieh  es  für  zweckmäßig,  den  folgenden 
Aufsatz  zu  dessen  weiterer  Verbreitung,  und  weil  derselbe  wohl  stnst 
nicht  allen  Lesern  des  Archivs  zu  Gesicht  kommen  mochte,  in  dieser 
Zeitschrift  mitzutheilen.  G. 


Academic  des  Sciences  de  Bruxelles. 

Seance,  du  2 novembre  1844. 

Physique.  — Un  rapport  fait  dans  cette  seance  par  MM. 
Quetelet , (’rahay  et  Stans , couclut  ä l'impression  de  la  nute  sui- 
vante  de  M.  Liagre,  lieutenant  du  genie  beige,  sur  les  oscillations 
du  niveau  ä bulle  d’air  et  sur  les  inoyens  d'y  rem  edier. 

„On  a fait  iusqu'ici  peu  dattention  aux  deplacements  ou'e- 
prouve  la  bulle  d’un  niveau  fixe  sur  un  plan  horizontal  immobile, 
lorsque  l’une  des  extremites  de  cette  bulle  vient  ä recevoir  une 
temperature  superieure  ä celle  de  l’autre.  J’ignore  si  des  observa- 
tions  anulogues  ont  de  ja  ete  publiees,  mais,  dans  ce  cas,  elles 
doivent  etre  tres  peu  connues,  car  je  n’ai  vu  cette  particularite 
mentionnee  dans  aucun  ouvrage**),  et  l’on  est  gendralement  d’ae- 
cord  aujourd’hui , lorsque  l’on  observe  un  changement  quelconque 
dans  l'indication  du  niveau  adapte  ä un  instrument,  ä en  rendre 
responsable  l'instrument  lui  - meine , regardant  comnte  infaillible  la 
marche  de  la  bulle.  M.  Quetelet,  lorsque  je  lui  ai  parle  du  fait 


*)  L'Institut.  jonmnl  univcrscl  des  Sciences  et  des  sorietds  savantes 
en  France  et  a l’ßtrangcr.  Ire  Section.  Treixieiue  annee.  Nr.  590.  16. 
Avril  1845.  p 145. 

**)  J’ai  consultd  inutilement  sur  re  sujet  les  traitd*  de  phjsique  et 
d'astronomie  les  plus  recents  et  les  plus  es  time«,  notamment  le  Physika- 
lisches Wörterbuch  de  Gehler,  ct  l'Jtstrimomi*  physiaue  de  M.  Riet,  qni 
a consacrr  quarante  pages  de  son  exccllent  ouvrage  (tarne  II,  1844,  chap. 
IX , seit.  2)  ä developpcr  la  construction,  1c  nianiement  et  les  proprietda 
du  niveau  h bulle  d’air.  L. 


Digitized  by  Google 


-401 

en  question,  m'a  nppris  rju'il  avait  observe  Io  meme  pbcnomöne  il 
y a dix  ans,  pendant  qu'il  etait  occupe  ii  determiner  la  latitude  de 
Bruxelles  au  moyen  du  cercle  repetiteur,  mais  qu'il  n'avait  pas 
insiste  sur  rette  sincularite , parre  qu’il  rroyait  l'avoir  vue  rappor- 
tee  dans  un  ecrit  dout  le  titre  lui  ecliappe  aujourd’hui.  (/uni  qu'il 
en  soit , ninn  but,  en  jiresentant  rette  nute,  riest  null  erneut  u'e- 
taldir  mes  droits  de  pnorite  a ia  decouverte  du  phenomene  que  je 
signale,  mais  siinplement  de  donner  de  la  publicite  ä un  fait  que 
j’ai  constate  pour  ma  pari,  et  qui  merite  d'etre  counu.  Mon  desir 
cst  d'etre  utile  ä ceux  qui  se  servent  du  niveau  ä bulle  d’air  comme 
instrufncnt  de  precision , en  leur  insiiirant  de  la  deliunce  dans  son 
lnanienient,  et  de  les  mettre  en  irarde  contre  des  erreurs  qui,  dans 
des  circnnstanres  ordinnires,  sYlerent  lacileiuent  a plusieurs  se- 
rondes , et,  dans  des  cas  extremes,  ä une  minute  et  au  dein.“ 

„En  substancc,  ma  remaruue  neut  se  fnrmuier  en  ces  quel- 
ques mots ; „Un  niveau  ä bulle  d air  tres  bun  et  tres  sensible 
etant  cale  sur  un  plan  invariable,  si  l’une  des  extremites  de  sa 
bulle  vient  ä se  trouver  en  presence  d'une  teiuperature  su perieure 
ä celle  de  l’autre  extremite,  la  bulle  tout  entiere  marche  du  eilte 
d'oü  enmne  la  chaleur.“ 

.,  (’ettr  experienre  est  extremenient  facile  k repeter.  lorsque 
l’on  possede  un  niveau  un  |«?u  sensible.  II  suflit  de  le  caler,  et. 
de  placer  ensuite  la  main  ä un  eentimetre  environ  au  - dessus  d'une 
extremite  de  tu  bulle.  Au  liouj  de  cinq  h six  secondes  (plus  ou 
moins  suivant  la  chaleur  de  la  main  et  la  sensibilite  du  uiveau) 
on  verra  la  bulle  se  deplacer  lentement , man  her  vers  la  main  et 
suivre  celle -ci  dans  tous  ses  mouvements.  Ori  rend  cette  actiou 
plus  energiijue  eil  dirigeant  l’haieine  vers  celui  des  deux  bouts  que 
l'on  veut  faire  avancer.  En  moins  du  cinq  secondes,  j'ai  depluce 
ainsi  de  douste  millimetres  la  bulle  d’un  niveau;  chaque  millimetre 
de  l’echelle  rorrespondait  ä un  angle  de  quatre  secondes.“ 

„(’ette  ibservation  est  bien  simple,  et  ce pendant  je  ne  crois 
pas  uu’on  en  ait  jamais  tire  nucune  consequence.  Ne  voit-on  pas 
en  effet  toas  les  jours  des  ingenieurs,  charges  de  nivellements  tres 
precis,  nperer  avec  le  niveau  cercle,  sans  meine  preudre  ia  pre- 
caution  r'e  soustraire  leur  instniment  ä l’action  directe  des  rayons 
du  soleii,  en  sorte  uue  tantöt  l'une  des  extremites  de  la  bulle, 
tnntöt  lautre  est  la  plus  ecliauffee?  Si  les  erreurs  que  l’on  com- 
met  forcement  ainsi  deviennent  trop  palpables.  on  se  rejette  älors 
sur  l«s  dilatations  inegales  de  la  nionture  de  l’instrunient , ou  s’en 
preu«  au  mecauicien  *) , tandis  que  les  meines  irregularites  se 
serment  manifestees  si  l'on  avait  pu  se  servir  d’une  simple  fiole 
sars  aucune  monture.  “ 

„Tout  le  monde  connait  les  ecarts  inexplicables  auxquels  sont 
«ujettes  les  oliservations  de  latitude  (aites  ä l'aide  du  cercle  repe- 
riteur.  On  voit,  dans  la  Base  du  Systeme  metrique  (2evoL,  pages 
262  et  suiv.),  des  discordances  frappantes  entre  des  series  d’ob- 
servations  ne  latitude  faites  par  Delambre  avec  des  soins  scrupu- 


*)  M.  Renulicn,  mrraniricn  de  l’nhservatnire  de  Bruxelles , anqnel 
je  parlais  dernierement  de  ce  fait,  m’a  dit  que  plusieurs  ingenieurs 
sYtaient  plaints  a lui  de  ce  que  ses  niveaux  se  Jerangeaint  au  soleii.  J’ai 
roontre  a M.  Beaulien  qu’un  excellent  niveau  de  Fortin,  tittaclie  au  cercle 
repetiteur  de  l’observatoire , se  derangeait  a la  chaleur  de  sa  main.  L. 
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leux.  ('et  habile  observateur  se  demande  e il  est  possible  de  les 
expliquer  par  de«  refractions  extraordinaires  du  es  au  grand  froid 
qu  il  Faisait  alors.  “ 

„Ces  demiers  inots  suflisent  pour  me  rendre  campte  des  er- 
reurs  d’environ  dix  secondes  que  Üelamhre  a pit  faire  sur  des 
distances  tenithales  conclues  a I'aide  du  niveau.  Sans  [tarier 
d un  feu  de  bivouac  qui,  par  un  temps  si  rigoureux,  bri1la.it  proba- 
blement  ä quelque  distance  de  la  Station , nt  des  deux  bougies  qui 
servaient  k eclairer  le  reticule  et  le  niveau  du  cercle  repetiteur,  la 
chaleur  rayonnee  par  le  corps  de  l’observateur,  dans  un  temps  tres 
froid,  peut  facilement  devier  la  bulle  de  l(/\  d'autant  plus  que  la 
disposition  du  niveau , pour  la  determination  des  latitudes,  est  teile 
que  l’un  de  ses  bouts  est  tourne  vers  l’observateur,  et  l’autre  dans 
une  direction  opposde,  Ajoutons  enün  que,  par  un  grand  froid, 
la  bulle  devient  plus  sensible,  et  que  l'allougeincnt  considerable 
quelle  prend  permet  aisement  qu’une  de  ses  extremites  s'echauffe 
plus  que  l’antre.“ 

„II  faut  donc  eviter  de  faire  de  pareilles  observations  dans 
un  lieu  ferme . ä travers  une  ouverture  etroite ; car  il  s’etahlit  alors 
un  courant  d’air  qui,  venant  frapper  l’une  des  extremites  de  la 
bulle  du  niveau , la  deplace  necessairement.“ 

„Pour  bien  m’assurer  de  1’effet  que  les  Variation«  de  la  tem- 

fierature  pcuvent  avoir  sur  un  niveau  expose  k l'air,  j’ai  opere  de 
a maniere  suivante.  Sur  une  forte  pierre  de  taille  servant  d appui 
exterieur  ä une  fettetre  de  premier  etage,  j’ai  place  deux  niveux 
a bulle  d’air.  Les  deux  instrumens  etaient  situes  sur  le  prolonge- 
ment  l un  de  l’autre,  et  separes  jiar  un  intervalie  de  vingt  centi- 
metres  environ.  l/extremite  de  efaaeun  d’eux  etait  distante  de  22 
cent.  du  montant  le  plus  voisin.  lls  etaient  expose«  vers  le  sud, 
mais  la  direction  de  leur  axe  faisait  avec  la  merid'ienne  un  angle 
de  40"  comptes  du  nord  en  passant  par  l’ouest.  Le  aiveau  n”  la 
une  longueur  de  22  centimetres  et  un  diametre  interieurde  19*",  4; 
la  plus  petite  longueur  de  sa  bulle  a ete  de  22"™,  5 par  une 
temperature  de  36“  environ ; sa  plus  grande  longueur  d»  74""  par 
12°,  3.  On  voit  qu’il  renferme  tres  peu  d’air  et  oue  L majeure 
partie  de  sa  bulle  est  formee  de  vapeur  d’alcool.  Le  niveau  n"  2 
a la  meme  longueur  que  le  precedent,  mais  son  diamere  n’est 
que  de  14"™,  7.  Sa  bulle  varie  de  17“",  5 k 50"“  aux  hmpdra- 
tures  respectives  de  36°  et  12“,  3.  Les  fioles  en  verre  u etaient 
garnies  d’aucune  armature  ui  support:  je  m’affranchissais  par  - la 
de  toute  cause  d’erreur  due  aux  dilatations  inegales  du  metd  par 
la  chaleur,  ou  du  bois  par  l’humidite.  Elles  etaient  posees  str  la 
pierre  formant  l’appui  de  la  fenetre , mais,  pour  les  fixer,  j’avais 
place  au  - dessous  de  leurs  extremites  deux  petites  couches  de  ciie, 
epaisses  d un  denii - millimetre  environ,  adnerentes  ä la  fois  k n 
pierre  et  aux  fioles.“ 

„Pour  eviter  qu’on  atribue  les  oscillations  de  la  bulle  a un 
mouvenient  periodique  de  la  pierre  de  support  ou  du  bätiment, 
cause  [)ar  la  chaleur  du  soleil,  je  ferai  remarquer  de  suite  que  les 
deux  biillea  marchaient  en  sens  inverse,  c'est-a-dire  qu'elles  se 
rapprochaient  pendant  le  jour  et  se  fuyaient  pendant  la  nuit  Ce 
fait,  que  j'avais  provu,  est  ce  qui  rn’a  engage  k operer  avec  deux 
niveaux  au  lieu  u'un  seid.  En  effet,  pendant  lajournee,  les  rayons 
solaires  reflechis  par  la  couleur  blanclie  du  montant  a concenträient 
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la  chaleur  vers  le  milieu  de  l’appui  horizontal,  et  attiraient  les 
den*  bulle«  vers  ce  point  milieu.  La  nuit,  au  contraire,  les  deux 
montants  conservaient  uoe  temperature  supdrieure  k eelle  de  l’air 
ambiant,  et  attiraient  les  bulies  ä leur  tour.“ 

„Mes  observations  ont  commencd  le  5 septembre  et  fini  le  16: 
j'ai  note  chaque  jour,  ä 15  ou  16  epoques  differentes,  la  position 
du  milieu  de  la  Dulle  de  cbacun  des  deux  niveaux.  Kn  regard  de 
chaque  resultat , j’indiquais  la  temperature  donnee  par  un  thermo- 
metr*  centigrade  place  ä l’ombre  du  montant  b.  J'ai  forme  ainsi 
des  tableaux  oü  la  inarche  des  niveaux  est  comparee  ä celle  du 
thermomdtre,  et  je  les  ai  trouvdes  toutes  deux  parfaitement  con- 
cordantes.  Enfin , pour  permettre  de  mieux  saisir  d’un  seul  coup 
d’oeil  la  liaison  intime  qui  existe  entre  les  Variation«  de  la  tempe- 
rature et  les  ddplacements  des  bulies,  j’ai  traduit  graphiquement 
les  resultat.«  de  mes  tableaux.“ 

„J’ai  cherche  vainement  ä me  donner  ä moi  - mente  une  expli- 
cation  completement  satisfaisaute  du  phdnomene  qui  fait  l’objet 
de  cette  communication : c’est  un  sujet  de  recbercne  tres  interes- 
sant. et  qui,  suivi  avec  soin  et  discutd  avec  sagacite,  pourrait 
pent -dtrc  jeter  un  jour  nouveau  sur  la  theorie  (les  ondes  calo- 
rifiques.“ 

„Je  nie  suis  donc  borne,  apres  avoir  bien  constate  le  fait, 
a t lieber  de  remedier  ä un  defaut  qui  enleve  une  grande  partie 
de  ses  avantages  n un  instrument  prerieux.  Le  moyen  que  je 
vais  proposer  me  semble  resoudre  le  probleme  aussi  completement 
que  possible.“ 

„Un  niveau  ä bulle  d’air  est  enveloppd  d’une  seconde  fiole, 
d’un  diamdtre  double  de  la  premidre.  Les  deux  cylindres  se  tou- 
chent  tout  le  long  de  la  generatrice  infdrieure,  en  «orte  que  la 
eeneratrice  supdrieure  du  veritable  niveau  se  confond  avec  Taxe 
de  la  fiole  enveloppante.  Celle -ci  est  remplie  entierement  d’eau 
coloree  en  bleu : In  teinte  que  l’on  donne  ä l'eau  doit  dtre  aussi 
foneee  que  possible,  mais  jiermettre  cependant  de  faire  la  lecture 
des  divisions  traedes  sur  le  niveau  intdrieur.  Enfin,  l’une  des 
extremites  du  tube  enveloppant  est  fermee  ä l’aide  d’un  bouchon 
en  caouichouc,  qui,  par  son  elasticitd,  suit  le  liquide  colore  dans 
ses  cootractions  et  dilatations,  et  empdehe  que  la  grande  fiole 
eclate  en  ete,  ou  qu’il  s’y  forme  un  vide  en  hiver.  Par  ce  moyen, 
la  bulle  se  trouve  entouree  de  tous  les  cdtes  d’une  egale  quantite 
de  liquide,  au  milieu  duquel  eile  peut  dtre  consideree  conune  na- 
gea.it.  et  eile  est  soustraite,  dans  toute  sa  longueur,  aux  brusques 
inegal ites  de  temperature,  par  la  conductibilite  du  liquide  ambiant : 
la  couleur  bleue  donnde  ä l’eau  sert  a absorber  davantage  le  calo- 
rique  rayonnant.“ 

„Pour  m’a8surer  de  l’elTicacite  du  moyen  que  je  viens  d’in- 
diquer,  j’ai  commencd  par  exposer  un  niveau  ordinaire  ä la  chaleur 
artificielfe  provenant  d’une  lampe  ä mdche  cylindrique.  Un  ecran, 
pered  d'un  trou  circulaire,  et  interposd  entre  la  lampe  et  le  niveau, 
permettait  de  diriger  la  chaleur  sur  l’une  des  extrdmitds  de  la 
bulle.  Je  l’ai  deplacde  ainsi  de  11  divisions  en  deux  minutes.“ 

„J’ai  ensuite  enfermd  le  niveau  dans  une  enveloppe  sem- 
blable  a celle  que  je  viens  de  dderire,  mais  sans  y introduire  de 
liquide:  l'effet  de  la  chaleur  a dtd  plus  energique  que  dans  le 

Premier  cas;  la  bulle  s’est  deplacee  ae  14  divisions  en  deux  mi- 
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nutes.  En  effot,  l’enveloppe  cylindrique  faisait  fonction  de 
lentille.“ 

„En  troisieme  Heu,  j'ai  reinpü  il  "eau  claire  la  gründe  liole,  et 
j'ai  replacd  tont  le  Systeme  (Jans  les  meines  conditions  que  prece- 
deniment,  c’est-ä-dire  que  la  meine  distance  existait  entre  faxe 
de  la  mdche  et  celui  de  la  bulle.  Un  thernuunetre  place  pres  da 
niveau,  mais  soustrait  par  l’ecran  ä l’action  dt'  la  lampe,  et  un 
autre,  expose  directement  a cette  action,  imliquaient  dann  les  deux 
cas  les  meines  differences  de  temjierature.  Apres  quatre  minutes, 
la  bulle  ne  s’etait  deplacee  que  d une  division  et  un  quart.  “ 

„Enfin  j'ai  cnlord  ie  liquide  en  bleu  ä l'aide  du  sulfate  de 
cuivre  ammoniacnl , et  j’ai  dirige  pemlant  cinq  minutes  la  chaleur 
de  la  lampe  sur  la  meine  extreinite  de  la  bulle.  Au  bout  de  ce 
teiups,  j'ai  pu  voir,  en  in  aidant  de  la  inupe,  que  la  bulle  avait 
marche  de  buit  dixiemes  de  division  au  plus.  Aiusi,  l'effet  produit 
par  la  chaleur  n'est  plus,  dann  ce  cas,  que  les  trms  centiemes  de 
ce  qn'il  etait  sur  le  niveau  ordinaire.“ 

..Je  crois  donc  devoir  consciller  d'adnpter  la  raodification  que 
je  viens  d'indiquer  aux  uiveaux  destines  ä des  mesures  de  preci- 
sion : si  eile  rend  rinstrumeiit  un  peu  plus  Inurd,  eile  a l'avantage 
de  le  rendre  moins  fragile;  lorsqu  il  Im  arrivera  un  accident,  pres- 
que  toujours  la  liole  sera  preservee,  ce  sera  l'enveloppe  qui  se 
brisera , et  celle  -ci  est  bien  facilement  remplacee,  car  eile  n’a 
pas  besoin  d'avoir  une  forme  cylindrique  parfaite.“ 

„Je  terminerai  en  recommandant  a ceux  qui  se  servent  du  ni- 
veau coinme  instrument  de  precision,  non-seulemeut  d eviter  qu'une 
des  extremites  de  sa  bulle  soit  soumise  ä une  temperature  »upe- 
ricure  ä celle  de  l’autre,  mais  encore  de  ne  pas  l'employer  lors- 
qu’il  vieot  d’etre  transporte  d un  Heu  chaud  dans  un  Heu  Iroid  ou 
reciproquement.  J'ai  remarque  en  effet  que  lorsque  l alcool  de  la 
fiele  subit  des  dilatations  ou  des  contractions  rapides,  la  bulle 
parait  ne  pas  se  contracter  ou  se  dilater  egalcment  de«  deux  cdtes 
a partir  de  son  point  milieu,  en  Sorte  que  son  centre  est  reelle- 
ment  deplace : et  ce  mouvement  de  transport  de  la  bull«  continue 
jusq'ä  ce  qu’eile  ait  acquis  une  longueur  constante.  J aitribue  ce 
fait  ä des  courant«  Interieurs  qui  s’etablissent  dans  le  liqüde  pen- 
dant  qu'il  s’echauffe  ou  qu’il  se  refroidit.‘ 

Anmerkung.  Aehnliche  Erscheinungen  wie  die  vorher  lie»|roche- 
nen  sind  übrigen»  auch  »chon  sonst  beobachtet  und  auch  ähnliche  Mittel 
xu  ihrer  Beseitigung  angewandt  worden.  M.  «.  x.  R.  die  Ahhanllnng 
von  C.  A.  F.  Peter»  über  den  Erteischen  Ycrtikalkrei»  der  Pulkovaer 
Sternwarte  in  dem  Bulletin  de  la  cla«»e  physiro-niatht-matique  de  l'Aca- 
dciuic  J.  de  Sb  Petersbourg.  Thl.  U.  ltÜ4.  p.  307.  * G. 
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\IiIX. 

Andeutungen  zu  planimetrisclien  Auf- 
gaben aus  der  Curvenlelire. 

Von 

Herrn  J.  Katzfey, 

Director  de*  Gymnasiums  zu  Münstereifel. 


Bei  der  Stundenzahl,  worauf  das  Studium  der  Mathematik  au 
den  meisten  Gymnasien  beschränkt  ist  und  wegen  der  übrigen 
Lehrfächer  beschränkt  bleiben  muss,  ist  es  rathsam  und  bereits 
vielfach  verwirklicht,  dass  der  Inhalt  dieses  Lehrgegenstandes 
auf  sein  Minimum  redueirt  und  davon  ausgeschieden  bleibe,  was 
immer  ohne  Nachtheil  des  Verständnisses  und  ohne  Verkümme- 
rung der  Allgemeinbildung»  ausfallen  kann.  Hiernach  ist  auch  die 
Lehre  von  den  Kegelschnitten  der  Hochschule  zu  überlassen,  un- 
geachtet des  Bedürfnisses  verschiedener  Sätze  dieser  Lehre  zur 
Behandlung  der  Physik.  Lassen  sich  nun  diese  Sätze  mit  den 
interessantesten  Eigenschaften  dieser  Curven  auf  rein  planimetri- 
schem  Wege  und  leicht  fasslich  den  Schülern  mittheilen ; so  ist 
hiermit  für  die  Wissenschaft  viel  gewonnen.  Dass  und  wie  dieses 
geschehen  könne , habe  ich  in  den  Abhandlungen  zu  unsern 
Herbstprogrammen  der  Jahre  18'2ti,  1833  und  1840.  sowie  in  meinem 
Lehrbuche  der  Mathematik  gezeigt.  Einen  andern  Weg  hierzu 
bieten  die  nachstehenden  Andeutungen,  nach  welchen  die  Prima- 
ner in  ihren  häuslichen  Aufgaben  zur  Kenntuiss  der  Elemente  der 
Carvenlehre  gebracht  und  die  Fleiesigern  zu  einer  angenehmen 
Selbstbeschäftigung  angezogen  werden  können. 


Genesis  und  Form  der  Curven  zweiter  Ordnung. 

§.  1.  Aufg.  Man  soll  beliebig  viele  Punkte  einer  Linie  be- 
stimmen , welche  einzeln  von  einem  Punkte  und  einer  Kreislinie 
oder  einer  geraden  Linie  in  Einer  Ebene  gleiche  Abstände  haben.  _ 
Zur  Auflösung.  Ist  er  Fall.  Der  gegebene  Punkt  ist 
in  der  Kreis-  oder  geraden  Linie.  Die  verlangten  Punkte  liegen 
in  der  geraden  Linie,  welche  die  gegeliene  Linie  unter  gleichen 
Winkeln  schneidet.  (Die  Axenliuie). 
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2t er  Fall.  Der  gegebene  Punkt  Ist  Mittelpunkt  des  gegebe- 
nen Kreises.  Die  verlangten  Punkte  liegen  in  einem  concentri- 
schen  Kreise. 

Bemerk.  Von  hier  ab  werde  die  gegebene  gerade  Linie  als 
Kreislinie  von  unendlichem  Durchmesser  betrachtet. 

3t er  Fall.  Der  gegebene  Punkt  liege  im  Radius  oder  in  der 
Verlängerung  desselben.  Sei  der  Axendurchmesser  gh  ( Taf. 
V.  Fig.  2,  3,  4.)  und  in  dem  Radius  gc  oder  in  dessen  \ erlänge- 
rung  der  gegebene  Punkt  b.  Daun  erhält  man  zuerst  die  Schei- 
telpunkte o,  e mittelst  ga  — ah,  ge  = eh ; jeden  andern  der  ver- 
langten Punkte  mittelst  br , er,  fn—zr  und  zn-Lbr. 

Mittelst  Verlängerung  der  Richtungslinie  br  erhält  man 
auf  der  andern  Seite  der  Axenlinie  den  Punkt  r,  wo  bv  — tr  wird. 

6.  2._  Lehrs.  Wenn  der  feste  Punkt  b (erster  Brenn- 
punkt) mi  Radius  des  Bildungskreises  (Direktrix)  liegt 
(Taf.  V.  Fig.  2.);  so  liegen  die  fraglichen  Punkte  in  einer  Linie,  welche 
in  sich  zurückläuft  und  zwischen  Kreisen  eingeschlossen  ist,  welche, 
um  den  ersten  Brennpunkt  b und  um  den  Mittelpunkt  der  Direktrix 
e (zweiter  Brennpunkt)  beschrieben,  sich  in  a berühren. 

Bew.  Es  ist 


6«>6i  (Eiern.  I.  19.); 
bz*>ba  (br>bg); 
bn  > ba. 

Somit  bn  > bl.  (W o l Schneidepunkt  ist ). 

Ferner  ist 

ac.  <gc , 

<rc. 

Sei  daher  k Schneidepunkt;  so  ist 
rk-ga 
— ba ; 

aber 

, bn  > ba 

bn  > rk 
m > &c. 

Erkl.  Die  Linie,  in  welcher  &c.  ist  eine  Ellipse. 

6.3.  Lehrs.  Wenn  der  erste  Brennpunktauf  der  Verlängerung 
des  Durchmessers  des  Bildungskreises  liegt,  (Taf.  V.  Fig  2.) ; so 
liegen  die  fraglichen  Punkte  in  zwei  Linien,  welche  in  einer  Win- 
kelebene unendlich  fortgehend  sich  den  Schenkeln  des  Winkels 
(Asymptoten)  allmälig  nähern,  ohne  dieselben  je  zu  erreichen. 

Bew.  Seien  a,  e (Taf.  V.  Fig.  5.)  die  Scheitelpunkte,  b,  c 
die  Brennpunkte,  bd , bt  Tangenten  der  Direktrix;  so  halbire  ae 
(die  Hauptaxe)  in  o (der  Curvenmittelpunkt)  und  liehe 
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von  o aus  Lothe  zu  den  Tangenten,  die  nach  beiden  Richtungen 
unendlich  fortgesetzt  werden  können;  seien  fkJLbd in  i und pq  l hi. 
Dann  lässt  sich  zeigen,  dass  die  fraglichen  Linien,  durch  a,  e ge- 
hend, innerhalb  der  Winkel  foo,  pok  unendlich  fortgeführt  wer- 
den  können,  ohne  die  Schenkel,  denen  sie  sich  allmälig  nähern, 
je  zu  erreichen. 

Zu  diesem  Zwecke  nehme  man  auf  der  fk  einen  beliebigen 
Punkt  i an,  ziehe  sc,  welche  die  Direktrix  in  r schneide,  bs,  br,  dt. 

Nun  ist 

bs—ds  (Eiern.  I.  4.); 

aber 

t£r>ri  (Eiern.  UI  S.) 

bs  > Tt. 

Also  liegt  der  dem  Radius  rc  entsprechende  Curvenpunkt  in 
der  Ebene  des  Winkels  foq.  Sei  nun  dieser  Punkt  n und  bn  ge- 
zogen, so  ist  bn  = rn  (§.  1.)  und  wenn  ni-l.br,  so  ist  bz—tr; 
somit  bz  < bi.  Darum  wird  die  bi  von  der  nz  geschnitten,  und  zwar 
unter  schiefen  Winkeln,  so  dass  zw,  is,  über  «,  s verlängert,  con- 
vergiren. 

Wird  nun  zwischen  rc,  de  ein  Radius  cv>  gezogen,  dessen 
Verlängerung  der  zn  vor  dem  Begegnen  derselben  mit  if  begegne, 
geschehe  im  Punkte  v;  so  ist  erweislich,  dass  bv < cu>  ist,  also 
der  bezügliche  Curvenpunkt  zwischen  zc  und  if  liegt,  somit  der  if 
näher  ist  als  Punkt  n. 

Ebenso  verhält  sich’*  in  Bezug  auf  die  oq  und  ähnlich  ln  Be- 
zug auf  die  po  und  ok. 

Da  nun  beim  Fortrücken  des  Punktes  s auf  der  unbegrenzten 
fk  die  Bestimmung  des  Punktes  n möglich  bleibt  (weil  caparallel 
fk);  so  kann  die  fragliche  Linie  unendlich  fortgesetzt  werden. 

Er  kl.  Die  Linie,  in  welcher  & c.  ist  eine  Hyperbel. 

§.  4.  Lehrs.  Wenn  die  Direktrix  eine  gerade  Linie  ist;  so 
liegen  die  fraglichen  Punkte  in  einer  Linie,  welche  vom  Scheitel- 
punkte aus  zu  beiden  Seiten  der  Axenlinic  in  stetiger  Abweichung 
von  dieser  und  der  Direktrix  unendlich  fortgesetzt  werden  kann. 

Zum  Beweise  genügt  das  A brn.  (Taf.  V.  Fig.  4.) 

ß.  5.  Lehrs.  Wenn  zwei  Kreise  excentrisch  in  einander  be- 
schrieben sind,  ohne  sieh  zu  berühren;  so  lassen  sich  zwei  Ellip- 
sen angeben,  deren  sämmtliche  funkte  einzeln  von  beiden  Kreisen 
gleiche  Abstände  haben. 

Bew.  Seien  b,  c (Taf.  V.  Fig.  6.)  die  Mittelpunkte  der 
Kreise , welche  die  Axenlinie  in  i,  k.  f und  g schneiden ; so  ziehe 
man  einen  beliebigen  Radius  cs  und  verlängere  denselben  um 
is—ib.  Beschreibe  nun  mit  cl  um  c einen  Kreis  und  In  Bezug  auf 
denselben  die  Ellipse,  deren  erster  Brennpunkt  b ist. 

Sei  nun  n ein  Punkt  dieser  Ellipse,  so  ziehe  Im,  welche  die 
Kreislinie  in  r schneide. 

Dann  ist 

bn  — nl  (Constr.  g.  jj.  1.). 
br—ls  (Aun.) 
rn—ns  &c. 
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Zieht  man  nun  die  rs,  «eiche  verlängert  die  Punkte  x.  u,  z 
gielit : dann  cz.  Int,  «eiche  über  u verlängert  die  er  in  e trifft;  so 
ist  wegen  A sei  oo  stir  CN?  Irru  csj  «rr  auch  t)  ein  Ellipsenpunkt  und 
uo=vz. 

Aus  demselben  (irunde  ist  bn parallelem  und  bu:ct=bx:  cxSüc. 

Nun  begegne  bn  verlängert  dein  Kreise  um  b in  u! . Dann 
ziehe  su' , « eiche  verlängert  die  Punkte  x1,  r',  z',  gebe,  und  ferner 
ziehe  z'c,  r'b , welche  verlängert  der  cs  in  »'  begegne. 

Hiernach  ist 


r'b:bu'=z'c: cs  (Radien,  * 

und 

Winkel  r'u'b  —-i'sc  (Corresp.) ; 

daher 

A r'bn'ooz'rs 

und 

r'b  parallel  :'e ; 

somit 

A r'n's  cv>  z'cs. 

Folglich  r'n'  — n's;  also  n‘  von  beiden  Kreisen  gleich  weit  air- 
stehend. 

Wird  nun  noch  mit  einem  Radius  = cs — r'b  um  b ein  Kreis 
beschrieben,  der  die  cs  in  l'  schneidet;  so  ist 

I 

r'b^Cs: 

Folglich 

rV  — r'b—n's — l's 

oder 


• bn!  =»'l. 

I 

Also  n'  ein  Ellipsenpunkt  für  die  Brennpunkte  b,  c bezüglich 
auf  den  eben  beschriebenen  Kreis. 

Andererseit  der  Axenlinie  erhält  man  die  Punkte  t>,  r'. 

Z u s.  W enn  die  Kreise  sich  berühren ; so  geht  die  zweite 
Ellipse  in  die  Hauptaxe  über. 

S.  6.  Lehrs.  Wenn  zwei  ungleiche  Kreise  in  einer  Ebene 
rieben  sind,  ohne  sich  zu  berühren;  so  lassen  sich  zwei 
Hyperbeln  angeben,  &c.  Alles  nach  Analogie  des  vor.  Paragraphen. 

Zn s.  i.  Wenn  die  Kreise  sich  berühren  &c. 

Zu s.  2.  Werden  die  Kreise  einander  gleich  genommen  &c. 

§.  7.  Lehrs.  Wenn  zwei  ungleiche  Kreise  in  einer  Ebene 
sich  schneiden;  so  lässt  sich  eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel  an- 
geben , &c.  J 1 

Zu 8.  Wenn  die  Kreise  einander  gleich  genommen  «erden; 
so  &c.  , 
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§.  8.  Lehr s.  Wenn  in  einer  Ebene  ein  Kreis  und  eine  gerade 
Linie  ausserhalb  oder  berührend  gegeben  sind;  so  lässt  sich  eine 
Parabel  angeben,  &c.  ' , 

Zu s.  Wenn  die  gerade  Linie  Kreissekante  wird;  so  erhält 
man  zwei  Parabeln,  die  dem  Satze  entsprechen. 


L 

lieber  die  Potenzen  mit  imaginären 
Exponenten. 


Von 

Herrn  L.  Baliauff, 

Lehrer  an  der  Bürgerschule  zu  Varel. 


In  einem  frühem  Aufsatze*)  suchte  ich  die  verschiedenen  Grund- 
begriffe der  allgemeinen  Arithmetik  auf  eine,  von  der  gewöhnli- 
chen abweichende  Weise  darzustellen,  liess  aber  damals  die  Po- 
tenzen mit  imaginären  Exponenten  unberücksichtigt.  Eine  mög- 
lichst elementare  Herleitung  des  Begriffs  dieser  Potenzen  soll  den  1 
Gegenstand  der  folgenden  Abhandlung  ausmachen. 

Es  sei  a eine  absolute,  rationale  oder  irrationale  Zahl,  also 
ein  Zeichen,  welches  eine  solche  Behandlung  der  Einheit  vor- 
schreibt, welche  sich  genau  oder  beliebig  angenähert  auf  eine 
Theilung  und  Vervielfältigung  derselben  zurückführen  lässt;  die 
Bedeutung  des  Zeichens  a1  ist  dann  in  der  erwähnten  Abhand- 
lung für  den  Fall  erklärt,  dass  x eine  positive  oder  negative,  ra- 
tionale oder  irrationale  Zahl  ist.  Die  dort  gegebene  Definition  er- 
streckt sich  aber  nicht  auf  den  Fall , dass  x eine  imaginäre  Zahl  * 
(von  der  Form  q>.  ^ — 1)  ist:  dieselbe  bedarf  also  für  diesen  Fall  noch 
einer  Erweiterung. 

Dieser  Erweiterung  stellt  sich  aber  eine  eigentümliche  Schwie- 
rigkeit in  den  Weg.  ln  a*  ist  nämlich  x kein  Zeichen,  welches 
unmittelbar  eine  Behandlung  der  Einheit  vorschreibt,  wie  z.  B.  in 
a-\-x:  sondern  ein  Zeichen,  welches  angiebt,  auf  welche  Weise 


*)  Thl.  V.  Nr.  XIX.  8.  259. 
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die  Einheit  nach  der  Vorschrift  von  a behandelt  werden  soll.  So 
schreibt  das  Zeichen  3 in  «3  nicht  vor,  dass  die  Einheit  3mal  ge- 
nommen werden  soll,  sondern  dass  die  durch  a angezeigte  Behandlung 
dreimal  wiederholt  werden  soll.  .Man  sieht,  dass  sich  diese  Er- 
klärung unmittelbar  gar  nicht  auf  den  Fall  ausdehnen  lässt,  dass 
der  Exponeut  eine  imaginäre  Zahl  ist.  Es  entsteht  daher  die 
Aufgabe,  den  Ausdruck  tt*  in  einen  andern  umzuforraen,  in  wel- 
chem x unmittelbar  eine  Behandlung  der  Einheit  vorschreibt; 
dann  kann  die  Erweiterung  der  Definition  keiner  .Schwierigkeit 
mehr  unterliegen.  Diese  Aufgabe  ist  durch  den  bekannten  Satz: 

0=0  ' I 

a*  — lim.  (I  fologn.  x)a  gelöst,  in  welchem  Ausdrucke  logn  den  na- 
türlichen Logarithmus  von  a bezeichnet.  Von  diesem  Satze  soll 
hier  zuerst  eine  einfache,  und  wie  mir  scheint,  recht  instruktive 
Herleitung  gegeben  werden. 

Es  sei  zuerst  a>l  und  <5  eine  positive  Zahl.  Dann  ist  a^>  1, 

also  a=  l + A,  wo  A eine  positive  Zahl  bezeichnet.  Da  A mit  d 
zugleich  0 wird,  so  kann  man  A — b.b  setzen,  wo  6 noch  von  6 
abhängt  und  erhält  dann: 

rt,=  l+ft.3......(l) 

Es  soll  nun  untersucht  werden,  was  aus  h wird,  wenn  6 un- 
endlich klein  wird.  Aus  (1)  folgt: 


und  es  fra^t  sich,  ob  sich  dieser  Ausdruck  für  <5=0  einer  be- 
stimmten Gränze  nähert. 


Man  setze  zuerst  S~ 


1 

n’ 


wo  n 


eine  unendlichgrosswerdende 


ganze  Zahl  bezeichnet  und 


1 


r * — w*. 

n 


Daun  ist 


«s-l+£, 


« - (1  ) _ 1 +«.  ( 1 - 1 ) . (1  - ~).  a-h 


Man  sieht,  "dass  in  dem  Ausdrucke  zur  rechten  Hand  alle 
Glieder  positiv  sind  und  dass  die  Anzahl  derselben , so  wie  die 
Koeffizienten  der  einzelnen  Glieder  um  so  grösser  werden,  je 
grösser  n wird.  Da  aber  die  Summe  aller  Glieder  immer  =n  ist, 
so  muss  un  mit  wachsendem  n immer  kleiner  werden.  Die  Glie- 
der der  unendlichen  Reihe: 


«i » Mj , «„ ...un,  in  inf. 

sind  alle  positiv  und  jedes  Glied  ist  kleiner  als  das  vorherge- 
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hende;  diese  Reibe  muss  daher  eine  positive  Gränze  m besitzen, 
so  dass 

1_ 

»=®  an— 1 

m = um  — j — 


ist. 


i=0  a8  | 

rn  ist  aber  zugleich  der  Werth  von  lim  —f—  . Um  sich  hier- 

o 


von  zu  überzeugen , überlege  man,  dass 


«*_  1 


eine  Funktion  von  ö 


ist,  die  nur  für  <5=0,  ein  Fall  der  bei  unserer  Betrachtung  nicht 
vorkommt,  eine  Unterbrechung  der  Kontinuitfit  erleiden  kann.  Für 

ein  unendlich  klein  werdendes  <5  kann  man  nun  — so  wählen,  dass 

n 

der  Zahlwerth  von  ö — — kleiner  ist  als  jede  angebbare  absolute  Zahl. 
Dann  kann  aber,  der  Erklärung  der  Kontinuität  gemäss,  a"  — 1 

n 

j 

j—  dem  Zahlwerthe  nach  kleiner  als  jede  noch  so  kleine  ab- 
solute Zahl  werden,  und  man  hat 


lim 


an  — 1 aß  — 1 


0; 


oder 


f=°  a9  — 1 "r*  an  — 1 

lim  — j — — llin  — ; : 


: m. 


Es  ist  daher,  für  a>0  und  ein  uneudlich  kleines,  positives ö: 

. 8= o » _ i 

<r=l+m.Ä,  wo  m—  lim — - — 

und  eine  bestimmte  Zahl  ist.  Dieser  Satz  gilt  aber  auch  für  ein 
negatives  <5  und  a<l.  Denn  ist  8 negativ  und  = — ö',  so  hat  man 


;1 — md'  = l + m.d; 


und  ist  a<l,  so  ist 


Ay=i+<ta(i)r=i=i+aS>*=i. 

\,n/  v v.av 


v=0|_„v  v=0| v 

= l-fö.  lim  : limn>'  = l + <}.  lim  =1 — m.d; 
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daher 


^=n^3=1+m*- 

Et;  ist  daher  streng  allgemein  für  jedes  absolute  « und  jedes 
unendlich  kleine,  reelle  <5: 

a?=  1 + in . ö (4) 

wo  m eine  bestimmte  Zahl  und 


fco  J | 

= lin*  V 


ist. 

Ist  x eine  beliebige  reelle  Zahl  und  n eine  unendlich  grosse, 
ganze  Zahl,  so  ist  nach  (4) 


daher : 


»=®  x n 

«*=  lim  (1+m-)  (5) 


fco  J 


Ist  lim 


c°-l  _ 


:1 , so  nennt  man  bekanntlich  e die  Basis  der 


natürlichen  Logarithmen.  Es  ist  dann 


<!*  = lim  (!  + “)  . e=iim  (1+i)  *) 


ft=® 


Da 

a*  = cxlo8°  — lim  (1+— °gU) (6) 

so  folgt  aus  der  Vergleichung  mit  (5) 


m — log  a. 

In  (6)  ist  nun  nz  auf  eine  solche  Weise  umgeformt.  dass  in 
dem  Werthe  von  nr . x unmittelbar  eine  Behandlung  der  Einheit 
vorschreibt.  Die  Gleichung  (6)  giebt  dann  unmittelbar  folgende 
Erweiterung  der  Definition  der  Potenz: 


*)  Der  BcweU,  da«»  (1  1 ) für  n unendlich  werdend  sich  einer 

n 

bestimmten  Gränze  nähert,  ist  schon  früher  im  Archive  Thl.I.  Nr.XXVUI. 
S.  204.  TI  hl,  III.  Nr.  XXXVI.  S.  327.  gegeben.  Ich  halte  cs  daher  für 
überflüssig  ihn  hier  za  wiederholen. 
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Es  sei  a eine  beliebige  absolute  Zahl,  x eine  beliebige  reelle 
oder  imaginäre  Zahl  (? . V — 1),  so  bezeichnet  man 


mit  a* . 


:r.Ioga" 

lim  (1+ 


Es  muss  nun  noch  gezeigt  werden,  wie  die  durch  af^~ 1 
vorgeschriebene  Behandlung  der  Einheit  an  einer  Grösse  wirklich 
ausgeluhrt  wird.  Es  sei  A ein  Strahl,  der  von  dem  Anfangspunkte 
der  Koordinaten  aus  nach  der  Richtung  der  ersten  positiven  Halb- 
achse gezogen  ist.  Den  durch  A'.(l  -f  <‘p'1'  ) dargestellten  Strahl 

erhält  man,  wenn  man  in  dem  Endpunkte  von  A' nach  der  einen  oder 
anderen  Seite  hin,  je  nachdem  ? positiv  oder  negativ  ist,  eine  Senkrechte 

errichtet,  dieselbe  = _ macht , und  den  Endpunkt  dieser 

Senkrechten  mit  dem  Anfangspunkte  der  Koordinaten  verbindet. 
Ist  u unendlich  gross,  so  erhalt  man  einen  Strahl,  welcher  der 
Länge  nach  =X  ist  und  mit  demselben  den  beschriebenen  Winkel 


^-“bildet.  X.äf ' '=  X.  Hn* ( 1 + ?_!Ü2£fL)"  erhfilt 
n ' 1 n ' 


man,  wenn 


man  dieses  Verfahren  «mal  wiederholt.  Obiger  Ausdruck  ist  da- 
her ein  Strahl,  welcher  mit  A gleiche  Länge  hat  und  mit  demsel- 
ben den  beschriebenen  Winkel  ? log  a bildet. 

ist  also  ein  Behandlungszeichen , welches  vorschrcibt, 
dass  ein  Strahl  um  deu  beschriebenen  Winkel  ? . log « gedreht 

werden  soll.  t. ^ 1 schreibt  daher  eine  Drehung  um  den  be- 

4/ — r 

schriebenen  Winkel  cp  vor.  e 1 ist  also  gleich  demjenigen  Be- 
handlungszeichen , welches  ich  in  meinem  frühem  Aufsätze  mit  t 
bezeichnet  habe. 

Hieraus  ergiebt  sich  auch  unmittelbar,  dass  X.ef^'  1 
~ A.  cos  cp  + A.sin  cp . V — 1 , also  cVV  — t = cos  cp  -|-  sin  cp  V-T 

ist.  Da  sich  nun  auf  bekannte  Weise  lim  (1  + ) —e  in  eine 

n ' 

unendliche  Reihe  entwickeln  lässt,  so  erhält  man  durch  Gleich- 
setzung der  reellen  und  imaginären  Theile  mit  Leichtigkeit  die 
bekannten  Reihen  für  cos?  und  sin?. 

Die  Definition  der  Potenz  lässt  sich  nun  auch  auf  den  Fall 
erweitern,  dass  man  für  den  Exponenten  ein  beliebiges  Behand- 
lungszeichen , wie  -j  etc.  setzt.  Ist  A ein  solches , so  hat  man : 

lim  (l+w)  , 

wo  es  dann  freilich  noch  zweifelhaft  bleibt,  ob  dieses  Zeichen 
eine  bestimmte  Bedeutung  hat  oder  nicht.  Für  diese  Potenzen 
lassen  sich  dann  mit  Leichtigkeit  diejenigen  Sätze  beweisen,  die 
für  gewöhnliche  Potenzen  gelten.  So  ist  z.  B. 
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*=«  £ n «=*  41  . 

= lim  (1+—  )X  lim  (1+— ) 


n * 


_ A n A'  n 
= lim  j(l+^~Ml+— ) 


="«»>  Un~^+ :!» *-A 


— lim  ( 1 -f 


i±£V_  /fJ'. 


vorausgesetzt  dass  nicht  zf.  /#'  eine  solche  Behandlung  der  Einheit 
anzeigt,  durch  deren  Ausführung  eine  unendlich  grosse  Grösse 
entsteht. 

Die  Erklärung  solcher  Potenzen,  wie  au  \ v^  1,  (af/A  — — 1, 
ist  theils  schon  in  dem  Frühem  enthalten  oder  muss  auf  die  ge- 
wöhnliche Weise  gegeben  werden. 

Die  Konstruktion  der  imaginären  Zahlen  ist  bekanntlich  zuerst 
von  Gau  88  gegeben  worden.  So  viel  ich  weiss,  ist  von  Gauss 
selbst  Nichts  darüber  im  Druck  erschienen  *).  Ich  kenne  diese  Un- 
tersuchungen nur  durch  eine  kurze  briefliche  Mittheilung  eines 
Freundes  (des  Herrn  Dr.  Wittstein)  und  durch  die  Abhandlung 
des  verstorbenen  Majors  M ü 1 1 e r im  Archive  (Thl.  I.  S.  397).  Die  Idee, 

die  Zeichen-^,  As  11.  s.  w.  wie  Zahlen  zu  behandeln,  ist  von  dem 
i/t 

verstorbenen  Doctor  Eichhorn  in  seinen  Principien  einer  all- 
gemeinen Funktinnenrechnung  (Hannover  1834)  vielleicht  zuerst 
ausgesprochen.  Cauchy  hat  von  dieser  Idee  bekanntlich  glänzende 
Anwendungen  auf  die  Theorie  des  Lichts  gemacht,  nennt  aber 
diese  Rechnungen  symbolische.  Ich  glaube , dass  dieselben  nicht 
mehr  oder  weniger  symbolisch  sind,  als  die  Rechnungen  mit  un- 
benannten Zahlen  überhaupt. 


*)  Hie  Abhandlung  Thl.  VF.  Nr.  XXXV.  und  deren  Anhang  konnte 
Herr  Hailanff  bei  Abfaaaung  de»  vorliegenden  Aufsätze*  noch  nicht  kennen. 
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LI. 

lieber  das  ballistische  Problem  *). 


Von  dem 

Herrn  Doctor  Dippe, 

Oberlehrer  am  Gymnasium  Fridericianura  *u  Schwerin. 


In  dem  Programm  des  Gymnasium  Fridericianum  in  Schwerin 
vom  Jahre  1813  habe  ich  eine  Lösung  des  ballistischen  Problems 
auf  die  Annahme  gestützt,  dass  der  Widerstand  der  Luft  der 
Geschwindigkeit  des  bewegten  Körpers  proporti  nal  sei. 
Ich  bin  weit  davon  entfernt,  diese  Annahme  ftir  richtiger  oder 
für  weniger  falsch  zu  halten,  als  die  gewöhnliche  Voraus- 
setzung; allein  ich  glaube  doch,  dass  diese  Untersuchung  nicht 
ohne  einiges  theoretische  Interesse  ist,  indem  theits  das  Gesetz 
jenes  Widerstandes  noch  gar  nicht  mit  hinlänglicher  Sicherheit 
bekannt  ist,  tbeils  die  von  mir  zum  Grunde  gelegte  Annahme  die 
einzige  ist,  hei  welcher  man  zu  einer  vollständigen  Lösung  des 
Problems  gelangen  kann.  Selbst  die  Praxis  scheint  hei  dieser  Auf- 
lösung nicht  ganz  leer  auszugeben , wenn  man  nur  von  den  aufge- 
stellten Formeln  nicht  mehr  verlangt , als  sie  bei  der  Unwahrschein- 
lichkeit, dass  die  ihnen  zu  Grunde  liegende  Annahme  richtig  sei, 
leisten  können. 

Der  Umstand  , dass  von  unsern  Programmen  nur  wenige  Exem- 
plare die  Gränzen  Mecklenburgs  überschreiten,  wird  mir  zur  Ent- 
schuldigung dienen , dass  ich  das  Wesentlichste  aus  jener  Abhand- 
lung hier  mittheile. 


Der  bewegte  Körper  sei  eine  Kugel,  und  die  beschleunigende 
Kraft  des  Widerstandes  sei 

fP> 

T’ 


*)  Ick  halte  cs  für  meine  Schuldigkeit,  za  bemerken,  dass  der  Ab- 
druck dieses  schon  seit  längerer  Zeit  in  meinen  Händen  befindlichen  Auf- 
satzes durch  unvorhergesehene  Hindernisse  bis  jetzt  verzögert  worden 
ist,  glaube  aber,  dass  derselbe  auch  nun  nicht  zn  spät  kämmt,  wenn 
auch  der  Gegenstand  selbst  nicht  ganz  neu  ist.  G. 
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wo  k eine  durch  die  Erfahrung  zu  bestimmende  constante  Geschwin- 
digkeit ist,  deren  Werth  von  der  Grösse  und  Dichtigkeit  der  Kugel, 
sowie  von  der  Dichtigkeit  und  besondern  Beschaffenheit  des  wider- 
stehenden Mittels  abhärigt,  während  <j  die  beschleunigende  Kraft 
der  Schwere  in  dem  widerstehenden  Mittel  bedeutet,  v aber  die 
Geschwindigkeit  des  bewegten  Körpers  ist.  Wenn  G die  beschleu- 
nigende Kraft  der  Schwere  im  leeren  Raum  ist , S aber  die  Dich- 
tigkeit des  Mittels,  d die  Dichtigkeit  der  Kugel  bedeutet,  so 
hat  man 

s>- 


Es  wird  t)  negativ,  wenn  d>r/  ist;  und  in  diesem  Falle  erhält 
auch  k einen  negativen  Werth , damit  der  Quotient  J positiv  bleibe. 

S. 

Da  ferner  der  Widerstand  um  so  geringer  wird,  je  kleiner  -^ist,so 
muss  der  Werth  von  k in  der  Weise  von  abhängen,  dass  k un- 
endlich gross  wird,  wenn  ^ verschwindet , also  wenn  die  Bewegung 
im  leeren  Raume  erfolgt. 

Um  die  Lösung  des  Problems  zu  vereinfachen,  nehmen  wir  an, 
dass  die  widerstehende  Flüssigkeit  keine  eigenthiimlichc  Bewegung 
habe,  dass  ihre  Dichtigkeit  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Kugel- 
babn  constant,  und  die  Richtung  der  Schwere  mit  dem  durch  einen 
Punkt  A der  Kugelbahn  gezogenen  Erdradius  parallel  sei.  Die 
Bahn  des  Kugclmittelpunktes  liegt  alsdann  in  einer  durch  AB  geleg- 
ten vertikalen  Ebene,  wenn  AB  die  Dichtung  angieht,  welche  die 
Kugel  im  Punkte  A hat.  ln  dieser  Ebene  legt  man  durch  A die 
Abscissennchse  AA  horizontal  und  die  Orilinatenachse  A 1’  darauf 
senkrecht,  so  dass  die  Ordiuaten  in  der  Richtung  nach  oben  posi- 
tiv genommen  werden.  Nach  Verlauf  der  Zeit  t sei  die  Kugel  mit 
der  Geschw  indigkeit  r in  einem  Punkte  C angelangt , dessen  Coor- 
dinaten  x und  _»/  sind;  der  zwischen  A und  C liegende  Theil  ihrer 
Bahn  sei  s,  und  in  C bilde  die  Richtung  ihrer  Bewegung  mit  AX 
den  Winkel  cp : dann  sind  nach  bekannten  Gesetzen  der  Mechanik 


d'  x qt> 
~dt*~~~k  C08tP’ 


d'y 

dl*~ 


gv  . 

— P—0 


die  Differentialgleichungen , aus  denen  die  Gesetze  der  Bewegung 

ds  fix  ” ™ 

hergeleitet  werden.  Nun  ist  bekanntlich  c = ^ , cos  <p  = -j-,  gjn  tp 
— folglich  hat  man  die  Integration  der  Gleichungen 


' dt' ~ k’ dt’  dt*—  k dt— 9 


k ' dt 


dt * 


k ■ dt 


zu  bewerkstelligen . und,  wenn  im  Punkte  A die  Geschwindig- 
keit =«  ist,  und  mit  AX  den  Winkel  BAX—a  bildet,  die  Con- 
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stanten  so  zu  bestimmen,  dass  gleichzeitig  t~0,  jr=0,  y—0, 
..  dt  dx  dy 

i = ~fo— cosa , ^y  = sin«,  mithin  die  horizontale 

( ( dx 

Geschwindigkeit  -^-^acos«,  die  vertikale  Geschwindig- 

dy  . 

kei  t sin  a werde.  i » > V 

Man  findet  durch  Integration  der  Gleichungen  1)  und  2) 

3)  ^ = acos«-^\  ’ 

4)  *jf—a  sino — — gt. 

■■  ' -■  ' • ■ - 

Aus  der  Gleichung  3)  erhält  man  durch  eine  neue  Integration 

* 

. k . ' ak  coso 

5)  t=  - log.  nat.  — j — — , 

ff  ° ak  cosa — gx 

.»"  • I 

« ak  cos«  ,,  — f‘ , 

6)  x*= — (1 — e * ),  - 

• * * 0 ,i  i - • . II 

wo  e die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  bedeutet.  ,.t 


oder 


Eben  so  erhält  man  aus  4) 
k 

7)  t=~  log.  nat. 


k-\-a  sin  a 


£-fasina — ^ — gt 


a\  l fA+asin«,. 

8)  y=k  |— T-— (1  — et)  — < j • 

Durch  Combination  der  Gleichungen  3)  und  6)  findet  man  die 
horizontale  Geschwindigkeit: 

V ' • ' 9)  ^5=:acoso!  e“"Tr,'  ■ 

* dt  * >1  -1  1 .'i  ■ . : . i'  .1, 

und  aus  4)  und  8)  die  vertikale  Geschwindigkeit: 

10)  (Ä  + a sina)  e ~ * —k. 

Endlich  erhält  mau  durch  Verbindung  der  Gleichungen  5)  und  7) 

ak  cos  c • A-f  osina 

ak  cosa — qx  ...  ay  ’ 

I ^ k+a  sma-r-  ^ — gl 

und  wenn  wir  aus  5)  für  t seinen  Werth  setzen  und  gehörig  redu- 
ciren,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung  der  Kugelbahn : 


<tl  k-\-a  sin  a k*, 

H y= x log.  nat. 

' 9 a cosa  g ° 


Tlieil  VI. 


ak  cos  a 
ak  cos  a — gx  ’ 

27 
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oder  Doch  einfacher: 


12)  y= 


k -f-  a «in  « 
a cos  a 


ff 


x + r log.  nat. 


Es  ist  also  die  Bahn  eine  ebene  Curve,  deren  Gleichung  in 
der  einfachen  Gestalt 


y = px  -f-  tf  log.  nat.  (1  — rx) 

erscheint , wenn  man  die  constanten  Factoren  der  Reihe  nach  mit 
p , q , r bezeichnet. 


§.  2. 

Eine  nähere  Untersuchung  der  obigen  Formeln  lehrt  nun  Fol- 

fendes.  Die  Gleichung  (12)  reducirt  sich  für  Jc  = <x>,  also  wenn  die 
lewegung  im  leeren  Raume  erfolgt , auf 

Gx' 

jf-tang«.*  — 2a,  cos,a. 


das  ist  die  Gleichung  der  Parabel,  welche  eine  mit  der  anfäng- 
lichen Geschwindigkeit  a unter  dem  Elevationswinkel  a fortgeschleu- 
derte Kugel  im  leeren  Raume  beschreiben  würde. 

Für  die  vertikale  Geschwindigkeit  erhält  man  den  Werth 


dp  . k i a sin  a 

-——asina-q — y — x , 

dt  ,v  ak  cos  u 


wenn  man  die  Formeln  (4),  (11),  (5)  in  §.  1.  combinirt. 
Werth  wird  Null , wenn 


1)  = 


a*  sin  2a 


2#  (i 


Dieser 


ist,  und  dieser  Werth  verwandelt  sich,  wenn  k=<x>  , g =G  wird, 
d.  h.  wenn  der  Körper  sich  im  leeren  Raume  bewegt,  in  die 
bekannte  Formel 

d * sin  2a 

*=  2 G * 


Die  Ordinate  des  höchsten  Punktes  der  Kugelbahn  findet  man, 
wenn  man  den  Werth  (1)  in  die  Gleichung  (12)  des  §.  1.  substi- 
tuirt , nämlich 


k*  /asina 

2) 


■ log.  nat.  (1  + 


i sin  » \ 
*~V 


Dieser  Werth  geht  für  A=*ce  über  in 

<J-  sin  ’a 

y '~~hg  ■ 
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Die  vertikale  Geschwindigkeit  erhält  von  diesem  Punkte  an 
einen  negativen  Werth  und  wird  immer  grösser,  während  die  Ordi- 
nate abnimmt,  so  dass  die  Kugel  sich  uer  durch  A gelegten  hori- 
zontalen Ebene  wiederum  nähert.  Sie  erreicht  dieselbe,  wenn 
y—0  wird;  die  Abscisse  dieses  Punktes  oder  die  Wurfweite 
muss  durch  Auflösung  der  transscendenten  Gleichung 


3) 


k -f  a sine 
«cos  er 


* +V  ,0g-  nat 


gefunden  werden. 

Nun  bat  aber  die  Auflösung  einer  transscendenten  Gleichung 
von  der  Form 

px  + q log.  nat.  (1—  rx)~0 

keine  bedeutenden  Schwierigkeiten;  es  ist  also  die  Wurfweite  als 
bekannt  anzusehen  für  jeden  Elevationswinkel  a und  für  jede  An- 
fangsgeschwindigkeit a,  sobald  der  t’oeflicient  k bekannt  ist.  Die- 
ser Uoefificient  kann  aber  gefunden  werden , wenn  man  bei  unverän- 
derter Anfangsgeschwindigkeit  unter  verschiedenen  Elevationswinkeln 
die  Wurfweiten  beobachtet  bat. 

Ferner  lehrt  die  Gleichung  (3)  in  6.  1.,  dass  die  horizontale 
Geschwindigkeit  abnimmt  und  für  die  Abscisse 


ak  cos  et 


verschwindet.  Setzen  wir  x*>x%,  so  finden  wir  Dach  (5)  in 
§.  1.  für  (einen  imaginären  Werth,  während  t — oc  wird  für  x=^xt ; 
zugleich  erkennen  wir  aus  Gleichung  (6),  dass  mit  wachsendem  t 
die  Abscisse  x sich  dem  Werthe  x*  in  der  Weise  nähert,  dass 
der  Unterschied 


x.~x- 


ak  cos  or 


5« 


e 


kleiner  wird,  als  jede  beliebig  kleine  Grösse,  indem  e*  unendlich 
gross  wird. 

Folglich  ist  die  mit  der  Ordinatenachse  parallele 
gerade  Linie 

ak  cos  a 
x— 


eine  Asymptote  für  den  auf  der  positiven  Seite  der 
Abscissen  abwärts  gehenden  Zweig  der  Curve.  Die 
Bewegung  nähert  sich  also  immer  mehr  einer  geradlinigen  verti- 
kalen Bewegung ; und  da  der  Ausdruck  der  vertikalen  Geschwin- 
digkeit (GL  (10)  in  §.  1.)  sich  dem  Werthe  — k unbegranzt  nähert, 
wenn  man  t zur  Gränze  oc  wachsen  lässt ; so  wird  die  Bewegung 

immer  mehr  gleichförmig.  Von  dem  Augenblicke  an,  wo 


27* 
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- 0 war.  nimmt  die  vertikale  Geschwindigkeit  in  der  Richtung  von 
oben  nach  unten  fortwährend  zu , ohne  den  Werth  — k in  endlicher 
Zeit  zu  erreichen  oder  jemals  überschreiten  /. u können.  Wir 
schliessen daraus , dass  A die  grösste  Geschwindigkeit  ist, 
w e I ch e d i e K u g e 1 in  dem  widerstehenden  Mittel  erlan- 
gen kann,  n eun  sie  ohne  a n f ä n g I i ch e G e s ch w i n d i g k e i t 
unter  dem  Einflüsse  der  Schwere  sich  senkrecht  ab- 
wä  rts  bewegt. 

Eine  weitere  Untersuchung  der  Gleichung  unserer  ballistischen 
Curve  zeigt  uns,  dass  der  auf  der  negativen  Seite  der 
Abscissen  liegende  Zweig  keine  Asymptote  hat. 

Zuvörderst  nämlich  ist  keine  vertikale  Liuie  Asymptote,  weil 
y für  einen  beliebig  grossen  negativen  Werth  von  x niemals  ima- 
ginär wird.  Verbindet  man  aber  die  Gleichung  der  geraden  Linie 

y=vx 

mit  der  Gleichung  der  Curve  (vergl.  (12)  in  §.  1.),  so  erhält  man 
für  x~ — * nach  gehöriger  Beseitigung  der  in  ÖXoo  liegenden 
Unbestimmtheit 

k L a sin  « 

^ n cos  a ". 


Wenn  also  der  auf  der  Seite  der  negativen  Abscissen  liegende 
Theil  der  Curve  eine  geradlinige  Asymptote  hat,  so  muss  dieselbe 

der  geraden  Linie  y — ^ cosg~ x Para^e'  sein.  Setzen  wir  aber 


• -fosino 

« x + q 

a «cos«  ' 

in  die  Gleichung  der  Curve,  so  Gnden  wir  für  x~ — ac  auch  y—xä. 
d.  h.  es  ist  keine  Asymptote  vorhanden. 


v.  §•  3. 

Da  unsere  Annahme  sich  von  dem  wahren  aber  unbekannten 
Gesetze  des  Widerstandes  noch  weiter  entfernt,  als  die  gewöhn- 
liche Voraussetzung : so  können  wir  nicht  erwarten , dass  die 
gewonnenen  Formeln  die  Resultate  der  Beobachtung  darstellen  und 
uns  z.  B.  die  wirklich  beobachtete  Wurfweite  eines  Geschüt- 
zes hei  dem  Elevationswinkel  n geben  werden,  wenn  wir  fiir  a die 
wahre  Anfangsgeschw  indigkeit  der  Kugel,  für  k die  wirk- 
liche grösste  Geschwindigkeit  einsetze»  wollten , welche 
diese  Kugel  beim  Falle  in  der  Luft  erreichen  kann.  Es  bleibt  also 
nur  übrig,  zu  untersuchen,  ob  die  gewonnenen  Formeln 
nicht  zur  angenäherten  Berechnung  der  Wurfweiten 
für  beliebige  Elevationswinkel  eines  Geschützes  die- 
nen können,  wenn  man  hei  demselben  Geschütze  mit 
unveränderter  Ladung  durch  Versuche  die  Wurfweiten 
•x1 , x"  und  die  Flugzeiten  t"  für  die  Elevationswinkel 
o',  a"  gefunden  hat. 
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Man  kann  ausgehen  von  den  Gleichungen 


„ akcoaa" — A|L 
x"^——(l-e  * )f 


«eiche  nach  (6)  in  §.  1.  gebildet  sind.  Hieraus  ergiebt  sich  die 
Proportion 


*':*"= cos  a'  (1 — e *):cosa"(l — e k ), 


und  daraus  die  Gleichung 

— #£  r'r 


1)  < 


x"  cos  er' 


a?'  i 


•1=0, 


COb  b 

in  welcher  « nicht  mehr  vorkommt.  Es  sei  —a -?=b,  e k—z. 

x cos  er 

Dann  hat  man,  um  k zu  bestimmen,  die  Gleichung 

2)  tv  — &r**+-6 — 1 = 0 

aulzulösen.  Es  wird  hierbei  immer  genügen,  für  t'  und  tf  die  ihnen 
zunächst  liegenden  ganzen  Zahlen  zu  setzen,  und  dann  Fourier’s 

• _ s 

Näherungsmethode  anzuwenden.  Da  z~e  k ist , und  k nicht  un- 
endlich gross  angenommen  werden  kann,  so  ist  s immer  ein 
positiver  achter  Bruch. 

Nachdem  k gefunden  ist,  erhält  man  a durch  eine  der  For- 
meln, von  denen  wir  in  diesem  Paragraphen  ausgegangen  sind. 

In  la  Fere  hat  man  1770  mit  einem  zwölfzölligen  Mörser,  des- 
sen Bombe  142  Pfund  wog,  als  Mittel  aus  je  4 Würfen  folgende 
Werthe  erhalten; 


ct = 50°,  x'  ~ 2982  Pariser  F uss , t — IQ  Secunden , 
ö*— 10°,  *"=1434  „ „ <"=  4 

Unsere  Gleichung  wird  für  diese  Werthe 
z14— 3,186  z4 +2,186  = 0, 

deren  Wurzel  ich  =:  0,96013  finde.  Setzt  man  nun  g—  30,196  Pari- 
ser Fuss,  so  wird 

• Ä = 742,24. 

Darauf  erhält  man  für  tr'  die  Anfangsgeschwindigkeit  n — 394,46 
und  für  ct"  eben  so  u= 394,47. 

Die  wahren  Anfangsgeschwindigkeiten  sind  wahrscheinlich  viel 
grösser  gewesen  ; diese  sollen  aber  jetzt  gar  nicht  ermittelt  wer- 
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den.  Nun  ist  nicht  zu  erwarten,  dass  die  gefundenen  Werthe  von 
a und  k die  Gleichung  der  Kugelbahn  befriedigen  werden,  wenn 

man  in  derselben  y^O  und  x=^«j  , “ — setzt.  Sie  würden  das 

nicht  einmal  thun,  wenn  die  Theofie  richtig  wäre,  weil  sie  aus 
Gleichungen  bestimmt  sind,  in  denen  sie  von  der  beobachteten  Flug- 
zeit abhängig  sind.  Sollen  aber  a und  k so  bestimmt  werden , dass 
sie  die  Gleichungen 


A-  + «sinci'  , . k* , . ,,  ex'  . 

-x  -\ — log.nat.  (1 7 r)=0, 

1 j “ ' akcosa"  ’ 


a cos  a' 


k±  a sin  a"  „ . k*  , , „ 

-^^y'-h-iog-nata. 


ak  cos  cf 


r)  = 0 


befriedigen,  von  denen  wir  die  erste  mit  u'=0,  die  zweite  mit 
«"=0  bezeichnen  wollen:  so  kann  man  die  vorhin  gefundenen 
Werthe  als  angenäherte  betrachten,  und  durch  Auflösung  der 
Gleichungen 

. du1  du1 


dH" 


du" 


u"+düJa+Jk^/:=z0 


Ja,  Jk  bestimmen,  so  dass  a-\-Ja,  k + Jk  den  wahren  Wert hen 
von  a und  k näher  kommen.  Man  kann  auch  k als  genau  ansehen 

und  a so  bestimmen,  dass  u'  + u"  möglichst  klein  werde;  ja  es 
wird  sogar  genügen  können,  k als  genau  bestimmt  anzusehen , and 
a so  za  bestimmen,  dass  entweder  u'  =0  oder  u"~0  wird. 

Wenn  «"=0  werden  soll,  so  wird  auch  ^u"— 0;  sieht  man 

also  u"  als  Function  von  a an,  und  bezeichnet  man  dieselbe  durch 


/■(«)>  so  hat  man 


»**  , 
ak  cos  cf'' 


und  die  Gleichung  f(a)  = 0 ist  aufzuiösen. 

qx*  ox//tan^o// 

Man  setze  ^0~=P> ]pr — — 9>  und  bilJe  ««gleich  die 

Differentialquotienten  von  f(a):  danu  ist 


f («)=^  + 9 + log-  nat.  (1  — ^) , 


/*(«)  = - 


/'"(«)= 


«'  (1-^) 

••“-Sr 
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In  dem  Ausdrucke  von  f(a)  erhfilt  log  nat.  (1  — einen  ima- 
ginären Werth , wenn  ~ > 1 gesetzt  wird  ; man  weiss  also , dass 
a>p  sein  muss.  Dann  behält  aber  f" (o)  für  alle  Werthe,  die  man 
für  a setzen  darf,  immer  dasselbe  Vorzeichen,  kann  folglich 
bei  der  Auflösung  der  transscendenten  Gleichung  f(a)=0  als  be- 
stimmende Function  angesehen  werden.  Die  von  Stern  in 
Crelle’s  Journal  Band  XXII.  mitgetheilte  Methode,  transscen- 
dente  Gleichungen  aufzulösen,  ist  bei  unserer  Gleichung  äusserst 
einfach.  Da  für  a—p  die  beiden  ersten  Glieder  in  f(a)  den  Werth 
1 + 9 annehmen,  während  log.  (I  — £)  = — 00  wird,  so  ist  für 
Werthe  von  a,  die  nur  wenig  grösser  sind  als  p,  der  letzte  Theil 
überwiegend  und  f(a)  negativ;  für  einen  Werth  dagegen,  wel- 
cher grösser  ist  als  die  YVurzel  a von  /(«)= 0,  wird  / (o)  positiv, 
während  f (<*) , f'{a)  ihre  Vorzeichen  nicht  ändern.  Ist  also 
p<«<0,  und  zugleich  a<a</3,  so  sind  die  Zeichenreihen 


n«)  /*(«)  m 

a — + — 

ß - + + 

Die  obere  Gränze  a Ist  dann  wegen  der  gleichen  Vorzei- 
chen von  f(u)  und  /"(«)  zugleich  die  äussere,  und  mao  findet  die 
neuen  Gränzen  ß'  durch  die  Formeln 


.m.  p-ßJM 


und  hieraus 


<»•  = 0' 


/•(«') 


ß*=ß 


, W) 
/’(«')• 


Hierbei  ist  immer 

a<et '<«" <«<....0*  <ß'  <ß, 

so  dass  man  der  Wurzel  immer  näher  kommt. 

In  dem  gewählten  Beispiele  setzen  wir  *=742,  während 
«"  = 10“,  x"=l334  Fuss  ist.  Man  findet  dann  sehr  schnell 


/•(376,25)=— 0,00001,  / (376,27) =+0,00001. 

Da  nun  der  Werth  a — 376,27  die  Gleichung  f(a)  =0  auch 
befriedigt,  wenn  man  «',  x‘  statt  «",  af  substituirt,  so  ist  hin- 
reichend genau,  um  die  beiden  Versuche  darzustellen: 

*=742,  0 = 376,27. 


§.  4. 

Soll  nun  die  Wurfweite  x berechnet  werden , welche  man  mit 
demselben  Geschütze  und  derselben  Ladung  bei  dem  Elevations- 
winkel n erhalten  würde,  so  hat  man  in  der  Gleichung  (3)  in  §.  2. 
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k | ssinn  . k*  . r.  f)X 

x f — log.  nat.  ( 1 f- J = 0 

acosa  9 «Ä  coscr 

fiir  k und  a die  eben  gefundenen  Werthe  einzusetzen  und  dieselbe 
nach  x aufzulösen.  Multiplicirt  man  den  Ausdruck  mit  , und 
setzt  mau 

. 1 gtonga , 

ak  cos  a ’ k*  ’ 

I ' ‘ - - , , » 

so  erhält  man 

(w +m');r -flog,  nat  (1 — mx)=0 ■ 

Nimmt  man  ferner  z — 1 — iux  und  bezeichnet  mau  den  Werth 
1 das  ist  mit  n,  so  hat  man  die  Gleichung 

»(1 — z)  -f  log.  nat.  z=0 
aufzulösen,  und  findet  dann  die  Wurfweite 

1 — z - 

x~ . 

m 

Man  wird  also  nach  folgenden  Formeln  zu  rechnen  haben: 


m 


JL 


w=l  + 


ak  cos  a’  *T  k 
<p  (z) = n (1  — z)  + log.  nat.  z, 

= ».  9>"(z)=—  f«. 


Die  Auflösung  der  Gleichung  <p(z)~0  hat  gar  keine  Schwie- 
rigkeit und  wird  noch  dadurch  erleichtert,  dass  z nur  ein  positi- 
tiver  ächter  Bruch  sein  kann,  indem  z=l  — nix  ist  und 
log.  (t  — mx)  nicht  imaginär  werden  darf. 

Wenn  man  für  diejenigen  Winkel  die  Rechnung  ausführt,  für 
welche  in  la  Fere  im  Jahre  1770  Versuche  augestellt  sind  *),  so 
erhält  man  folgende  Resultate: 


! >iu.  t; 
.ml  l-.i 


Elevation 
in  Graden. 

Wurfweite  in  l‘ar.Fu»»| 

Differenz. 
Kechn.  — 
Beob. 

berechnet 

beobachtet 

10 

1434 

1434 

0 

20 

2433 

2488 

— 5t 

30 

3004 

2994 

+ 10 

40 

3170 

3408 

— 238 

43 

3149 

3144 

f 5 

45 

3117 

3090 

+ 27 

50 

2982 

2982 

o 

\ 


MUC!  fit| 

n , Isilw 
lov  imod  • 


um  Ib.-Ü 


•)  Gehler,  Phy».  Wörterb.  I.,  p.  T5H. 


Digitized  by  Google 


425 


Die  Wurfweiten  fflr  10°  und  50°  sind  oben  benutzt,  um  die 
Constanten  n und  k zu  bestimmen.  Fiir  die  Winkel  über  50°  wer- 
den die  Differenzen  der  Rechnung  und  Beobachtung  bedeutender, 
nämlich  — 182,  — 194,  — • 242  für  die  Elevationswinkel  b0°,  70°,  75°. 

Es  scheint  hiernach  möglich,  auf  dem  angezeigten 
Wege  die  Wurfweiten,  welche  den  zwischen  «,  und 
liegenden  Elevations winkeln  zugehören,  mit  hinrei- 
chender Sicherheit  zu  berechnen,  wenn  die  zu  den  Win- 
keln a, , a,  gehörenden  Wurfweiten  durch  Versuche  ge- 
funden sind  und  die  Differenz  a, — at  nicht  zu  gross  ist. 


§.  5. 


I i 


n > 


Sofien  endlich  die  Gesetze  der  Bewegung  fflr  den  Fall  ermit- 
telt werden , dass  die  Widerstand  leistende  Flüssigkeit  selbst  in 
Bewegung  ist,  so  gehen  wir  von  der  Annahme  aus,  dass  unsere 
Kugel,  wenn  sie  unter  dem  Einflüsse  einer  gleichförmigen  Strö- 
mung von  der  Geschwindigkeit  V festgehalten  wird,  denselben 
Widerstand  leiste,  den  sie  selbst  erfahren  würde,  wenn  sie  in  der 
mhenden  Flüssigkeit  sich  mit  der  Geschwindigkeit  V bewegte. 
Dann  ist  die  durch  die  Wirkung  dieser  Strömung  entstehende 

beschleunigende  Kraft  gleich 

Die  Kugel  habe  in  einem  Punkte  A die  Geschwindigkeit  C und 
gelange  nach  Verlauf  der  Zeit  t zu  einem  Punkte  B.  Durch  A 
lege  man  die  drei  auf  einander  senkrechten  Coordinatenebenen  XA  Y, 
A AZ,  YAZ,  von  denen  die  erstere  horizontal  sei.  Die  Abstände 
des  Punktes  B von  diesen  Ebenen  seien  der  Reihe  nach  z,  y,  x\ 
der  Bogen  der  beschriebenen  Curve  zwischen  A und  B sei  s und 
die  Tangente  in  B habe  die  Richtung  Bl),  ln  der  Richtung  BI) 
würde  der  Körner  sich  mit  der  Geschwindigkeit  v weiter  bewegen, 
wenn  in  dem  durch  t bezeichneten  Augenblicke  alle  Kräfte  zu  wir- 
ken aufhörten  und  der  Körper  nur  nach  dem  Gesetze  der  Trägheit 
weiter  ginge. 

Nun  sei  während  der  Zeit  t der  Körper  einem  Winde  ausge- 
setzt , dessen  Geschwindigkeit  V ist  und  dessen  Richtung  die  Linie 
BE  angiebt.  Man  ziehe  durch  B die  Linien  BX' , BY' , BZ' 
parallel  mit  den  Achsen  AX,  AY,  AZ,  und  bezeichne  die  Win- 
kel DBX',  DBY',  DBZ'  der  Reihe  nach  mit  ait  fl,,  y, , sowie 
die  W’inkel  EBX1,  EBY1,  EBZ'  durch  ß9,  yt.  Dann  sind 
die  Gesetze  der  Bewegung  herzuleiten  aus  den  Gleichungen : 


d*x  9 

djr—f  ( V COS  CÜ2  — v cos  «| ) , 

l 

(F^08ßi  — c cos ßi) , 

rf*z  n , „ v . 

k (*  cos ft— rc°s Yi)—9 
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ds  dx  dy  ds 

Nun  ist  aber  bekanntlich  ^ — r,  = cos  al , ^ = cos  ßx , ^ 

— cos yl ; wir  erhalten  also,  wenn  wir  zugleich  yj=90°  setzen, 
uns  also  auf  den  Fall  beschränken,  dass  der  Wind  horizontal  weht: 

W g=f<r~*_£), 

d*i  n di 


Die  Constanten  der  Integration  bestimmen  wir  so,  dass  zu 

djc 

gleicher  Zeit  t,  x,  y,  t Null  werden,  während  Jff—  C cob  a = a, 

^ = C’cos/S=6, ^=Ccos y = c sein  soll.  Der  Kürze  wegen 

setzen  wir  Fcos  Oj  = a',  Fcos  ßt=ib'.  Wir  erhalten  dann  durch 
Integration  der  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  folgende  Formeln: 


4)  f log 

ö ~ dt 

, w k , b'-b 

5)  *=9  ,0g  iTT? 

0 ~dt 
.. k , F + c 

6)  1=» 108  r+f 

welche  mit  Leichtigkeit  in  folgende  umgewandelt  werden: 

dx  , “ X 

7)  £=<*'—  (a!—a)e  , 


_gt 

8)  d£=b'-(b'-b)e  *. 

, _«* 

9)  j' =(*+<?)«  * 


Durch  neue  Integration  leiten  wir  hieraus  her : 


10)  x=a't — ‘^(a'  — n)  1 1 — e * I, 

k ’ -7 

11)  y=zb't-~(fi'  — 6)|1  — e *|, 
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k ~k 

12)  i—-(k-\-c)  (1  — e 1 — kt. 

Durch  Gleichsetzung  der  Werthe  von  t aus  den  Formeln  (4) 
und  (6)  erhält  inan 

a'  — a 4 + c 


, dx  dt 
a~dt  k+<U 


woraus  sich  ergiebt 


(«'  — a^Jt + + c)  w ~ ^ak>  + =0- 


Hieraus  ergiebt  sich  durch  Integration: 

13)  (a'  — a)  z -f-  (4  -J-  c)  x — ( ak  -f-  a'c)  <=0. 
Eben  so  erhalten  wir  aus  (5)  und  (6) 

14)  (6' — 6)  z+(4  + c)y — (64 -f  b'c)t—0, 
und  aus  (4)  und  (5) 

15)  (a'  — a)y  — (6'  — b)  x — ( 6a ' — ab')  t— 0. 


Jetzt  sind  wir  so  weit  vorgeschritten,  dass  wir  die  Gleichun- 
gen der  Projectionen  unserer  Kugelbahn  erhalten  können.  Wenn 
Wir  nämlich  aus  den  Gleichungen  (13),  (14),  (15)  die  drei  Werthe 
von  t nehmen  und  den  ersten  substituiren  in  (10)  oder  (12),  den 
zweiten  in  (It)  oder  (12),  den  dritten  in  (10)  oder  (lt):  so  erhal- 
ten wir  die  Gfeichungen  der  drei  Projectionen  auf  die  Oordinaten- 
Ebenen,  nämlich: 


. i k (ak a'c)  , , k 
16)  a'z  + kx=— — — e 


oA  { a‘a 


g (A'-;»)»-f(A-fc)g 

17)  b'z  + ky=k  { 1 - e * M+*'C 


18)  a'y  — b'x— 


9 

k(baf — ab') 


(1  — e I. 


Bringen  wir  die  Exponentialfunction  in  jeder  dieser  Gleichun- 
gen auf  eine  Seite  allein  und  gehen  wir  dann  zu  den  natürlichen 
Logarithmen  über,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen  der  Projec- 
tionen unter  folgender  Form: 


19>  * = 


k (ak  -f  a c)  , 

7 rr  nat. 

ff(a  — a)  s 


ak  -J-  a'c 


. . na 

ak  + a’c  — -j-z — gx 

an,  . * + e 4(64  -|-6'c)  bk  + b'c 

201  •■=  <»*■  "*'• 


64+6'c 


ny 
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21  )9=*=±,x- 

a — «' 


/•(6n'  — ab') 
i/(a  — a') 


log.  nat.  — 


ba'  + ab' 


ia'-ab'-^ 


y+JT* 


Aus  den  gewonnenen  Formeln  ergeben  sich  die  Eigenthümlich 
Leiten  dieser  Bewegung  ohne  grosse  Schwierigkeit  Es  ist  ferner 
leicht,  die  Bleichung  der  ebenen  Curve  herzuleiten,  welche  beschrie 
ben  wird,  wenn  die  Richtung  des  Windes  und  die  Richtung  der 
Geschwindigkeit  im  Punkte  A in  eine  vertikale  Ebene  fallen.  End- 
lich gelangt  man  zu  der  Gleichung  (i‘2)  in  §.  1.  zurück . wenn  man 
die  Geschwindigkeit  des  Windes  Null  setzt. 


UI.  . 

lachtrag  zu  dem  Aufsatze  über  den 
Vortrag  der  Lehre  von  der  Auflösung 
der  Oleichungen  des  dritten  Grades. 

(Thl.  VI.  Nr.  I.  S.  1.) 

Von 

dem  Herausgeber. 


In  dem  vorher  genannten  Aufsatze  habe  ich  ganz  absichtlich 
mein  Augenmerk  vorzugsweise  auf  die  reellen  Wurzeln  der  eubi- 
sehen  Gleichungen  gerichtet.  Weil  jedoch  dieser  Aufsatz  nach 
einigen  mir  zugekommenen  freundschaftlichen  Mittbeilungen  nicht 
ganz  ohne  Beachtung  geblieben  und  hin  und  wieder  bei  m Unter* 
richte  benutzt  worden  ist,  so  erlaube  ich  mir  meinen  früheren 
Entwickelungen  jetzt  noch  die  folgenden  wenigen  Bemerkungen 
über  die  imaginären  Wurzeln  hinzuzufügen. 

Die  imaginären  Wurzeln  erhält  man , wenn  mau  von  der  Vor- 
aussetzung ausgeht,  dass  in  den  früher  gebrauchten  Bezeichnun- 
gen nicht  q \ q,—0  sei.  Dann  hat  man  zur  Bestimmung  der 
Grössen  p,  q,  p,,  q,  nach  S.  2.  bloss  die  vier  folgenden  Glei- 
chungen : 
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pp  i - ??i  = j«.  vux  +W  t=0; 

P3+Pia-9pv'—Zpiqi*=b,-f  '* vi; 

7*  + ?i  ’ —3p1?—  3p,s<ri  =0. 

Aus  der  zweiten  dieser  vier  Gleichungen  folgt 

' I 

2)  W».=f— /»?•• 

Multiplicirt  man  die  erste  der  vier  in  Rede  stehenden  Glei- 
chungen mit  9,  so  erhält  inan 

1 

PVP'  — ?9>=j «9» 

also  wegen  der  Gleichung  2): 

• iH-!  ’ 1 «•. 

3)  (p*  f V*)V‘  ~ ~ <j«7- ■ • » 


Multiplicirt  man  die  dritte  der  Gleichungen  1)  mit  q* , so  er- 
hält man 

P*V*  + V3Pi3— 3p?‘~  %VZP\V'~W  > 

• 

und  folglich . weil  wegen  der  Gleichung  2) 

, !•••.'{  , ’ j «»  ; • ,,  :*»»-'  I vi|* 

V,Px,—~P'Vx3y  V’P'Vi'^—PV'V'3 

ist:  ■ ‘ä  ‘ 1 ! ‘ ' •'  " 

4)  p(p* -3v*)(v* - V\*)=f>vt-  , -i  t - 


Multiplicirt  mhn  die  vierte  der  Gleichungen  1)  mit  7*,  so  er- 
hält man 

V'(V'  + Vx')— 3pV-3?Vi*?i— 1 0, 

v ' I • i* 

und  folglich,  weil  wegen  der  Gleichung  2)  i ( 

V'Px'^P*V' 

\ . . 

ist: 

5)  (7*— 3p4)  (7*4-71  )~ü. 

Weil  aber  nach  der  Voraussetzung  nicht  <jr -f-  y 1 =0,  d.  i nicht 
7=— 7,  ist,  so  ist  auch  nicht  7”=' — 7,1,  d.  1.  nicht  7*4-7i*— 0- 
und  wegen  der  Gleichung  5)  ist  folglich 
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6)  9»-3p*=0 

Daher  haben  wir  zwischen  den  drei  Grössen  p,  q,  q,  jetzt 
die  drei  folgenden  Gleichungen: 

(P4+9*)?i=-|  <*•)’ 
p(.p,-3qt)(q,-ql,)=bq,t 
?*  — 3p*  = 0. 

Aus  der  dritten  Gleichung  in  diesem  Systeme  folgt 

t 

also 

p'^q'—ip',  p*-Zq'  — -üp'-, 

und  nach  den  zwei  ersten  der  Gleichungen  7)  haben  wir  daher  die 
beiden  folgenden  Gleichungen: 

. 8)  4/>*0I  = — ^a$r,  ^pM(qt~ql,)=“~bq*i 

oder  i 

9)  «V  = -i728p•flrl^(6  + qp*)»,=%»,»I,• 

Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  die  beiden  folgenden: 

a'q * — — 1728/>*</.*,  216(6+8p*)p  V = 1728p»9l • ; 

also  durch  Addition: 

10)  (a* +218(6 +V)P,)?’=0. 


Ist  nun  nicht  ^=0,  so  ist 

11)  a*+216(6  + 8p*)p*=0. 


d.  i. 


12)  p»+iv=— 


Löst  man  diese  Gleichung  wie  eine  quadratische  auf,  so  er- 
hält man 


13)  p»=-AI4T^ÄW,«*{, 


also 
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Nach  der  dritten  der  Gleichungen  7)  ist 


und  weil  min  nach  dem  Obigen 

„ - P9x  . « P — « 

P'~  g ~3(p*+g')-i2p 

aq  a 

9t  ' TS^5  iq 


ist;  so  hat  man  die  folgenden  Auflösungen: 


Weil  nun  bekanntlich 


-r =/»  +/»i  + (7+?.)^“ 1 

ist.  so  ist 
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Durch  leichte  Rechnung  überzeugt  man  sich,  dass 


ist,  woraus  man  ferner  ohne  alle  Schwierigkeit  schliesst,  dass  die 
beiden  letzten  Werthe  von  .r  von  den  beiden  ersten  nicht  verschie- 
den sind,  und  mau  also,  wie  es  erforderlich  ist,  für  x nur  zwei 
Werthe  erhalt. 

Auch  ergiebt  sich  leicht,  dass  man  diese  Werthe  von  x auf 
folgende  Art  ausdrücken  kann: 


oder 
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Wenn  y=0  ist,  so  ist  wegen  der  dritten  der  Gleichungen  7) 
auch  p — 0,  und  wegen  der  ersten  der  Gleichungen  11  also  a = 0. 
Die  dritte  und  vierte  der  Gleichungen  1)  werden  in  diesem  Falle 


Pi(Pi*-3Vi*)=6,  <h  (yi’-3/O-O. 

Weil  nun  aber  nach  der  Voraussetzung  nicht  q -f  r/t  =0  ist, 
so  ist  nicht  0,=O,  und  folglich 

9,'— 3p.*=0,  9.*  = 3 />.’• 

Führt  man  diesen  Werth  von  qx*  in  die  erste  der  beiden  vor- 
hergehenden Gleichungen  ein,  so  erhält  man 

pi*~ — 16,  also  p ,r=  — iv*, 

und  folglich 

?,  = ±P,V3=T^VA. 

Also  ist  in  diesem  Falle  , . . , 

20)  x--\Vb.  (1±V3.Y~1) 

* 

oder 

21)  *=— J yb.(i±V^§). 

• ' • * - » .*  • . •-  . I :rii  - • 

Ganz  denselben  Ausdruck  von  x erhält  man  z.  B.  aus  18), 
wenn  man  a=0  setzt,  und  sieht  also,  dass  die  Gleichung  18),  so 
wie  eben  so  jede  der  Gleichungen  16),  17),  19),  ganz  allgemein 
gültig  ist,  d.  h.  für  jedes  reelle  a,  auch  für  a — 0 , gilt. 

Dass  sich  die  vorhergehenden  Ausdrücke  auch  aus  der  Glei- 
chung 6)  in  meinem  früheren  Aufsatze  herleiten  lassen  müssen, 
versteht  sich  von  selbst,  was  aber  füglich  dem  Leser  überlassen 
werden  kann.  Meine  Absicht  im  Vorhergehenden  war  nur,  die 
in  dem  früheren  Aufsatze  bei  der  Bestimmung  der  reellen  Wurzeln 
angewandte  Methode  noch  etwas  weiter  zu  verfolgen,  aus  welchem 
Gesichtspunkte  man  allein  das  Vorhergehende  zu  betrachten  hat. 


Theil  VI. 
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Heiter  bestimmte  Integrale. 

v «t 

V on 

Herrn  F.  Arndt, 

Lehrer  am  Gymnaainm  *n  Stralsund. 


Durch  gewöhnliche  Division  erhRlt  man  die  identische  Gleichung 

_a  «=«  j*+*+‘ 

r i+x— 

Multiplicirt  man  auf  beiden  Seiten  durch  dx,  und  integrirt  von 
,r=0  bis  x=l,  so  entsteht 


y-*iT«,/r  •=■  1!  ..  „ . , /%1x*+n+ldx 

. y.  -i+s- 

Differenziirt  man  nun  diese  Gleichung  nach  n,  die  resultirende 
Gleichung  wieder  nach  a u.  s.  f- , so  erhSlt  man  nach  und  nach 

, P 1 xaLrdx 

Jo  Hx 

*=»  i /*l  a^+"+*  IxiLr 

= -<-*>••  + 1+.  • 

y"*1  xa(lx)idx 

0 H* 

*=n  1 ■ , ' Z*1  (lx)*dx 

'■  =<-‘>--ai(S+rw>+<-,)rt  V.  — i+i — • 

j'ixa(lx)*dx 


1+.T 
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ii.  *.  «v.,  also  allgemein 


s: 


xailx)P—'  dz 

1+a: 


oiler 


=(-D^'.2.3..-(p-l).(— 1)-  X^i+THj-, 

t « 

(— l)e-‘  rtx*(Lr)p-',Lc 

1 fa 

=<-'VI.Miwit(-l)"-/t r+f — 


Untersuchen  wir  nun  zunächst  die  Grenze,  welcher  «ich  das 
auf  der  Rechten  angehängte  Integral  nähert,  nenn  n ins  Unend- 
liche zuninunt  Zu  dem  Ende  wende  man  auf  dasselbe  den  be- 
kannten Satz  an  ( ^ f(z)  dx—(ß — a)f\a-\-9(ß — «)),  wo  9 

»y  ° 

zwischen  0 und  1 liegt.  In  Bezug  auf  unser»  Fall  ist  dann 

y'*1x°+"+1(tr)P— ’rfa:  {)«+«>  t * (/$))•— 1 ... 

11  ■ . = 4 , und  dieser  Ausdruck  ver- 

O 1 I "T  1 

verschwindet  offenbar  für  n=co,  wenn  nicht  etwa  9 selbst  ver- 
schwindet. Fände  diess  Statt,  so  hätte  man  die  Grenze  von 
■EHt"*1  (l&)P~l  für  das  unendlich  abnehmende  9 zu  ermitteln,  und 
nach  bekannten  Principien  über  die  Auffindung  der  Grenzwerthe 
würde  inan  Null  als  Grenze  jener  Quantität  finden.  Das  obige  In- 
tegral verschwindet  also  stets  für  ein  unendliches  n. 

Was  ferner  die  Summe  ( — 1)"  - 7 — r;  , betrifft,  so  con- 
v ' »=0  (a+l+«)P 

vergirt  sie  nach  den  Principien  über  dieConvergenz  der  Reihen  gegen 

«=»  1 ’ 1 

eine  bestimmte  Grenze,  welche  durch  ( — 1)*  2 — — j— ; — r-  be- 

v ’ b=o  (a  f 1 -f  n)P 

zeichnet  werden  kann. 

Nach  dem  Obigen  ist  daher 

(_i)P-.  p^(Lc),-'dx  n" i 

— l)i/ 0 1-f-jr  n=o  (a-f-l-f-w)e 


1) 


2.3....  (p 


Ganz  ähnliche  Betrachtungen  ergeben  die  Gleichung 

(—  1)*-'  rlx*(lz)r-'dx  1 

2,3....  (p— •!),/ 0 l—x  (dfl-|-M)F 


In  dieser  Relation  darf  aber  p nicht  1 sein,  weil  dann  die 
Summe  auf  der  Rechten  unendlich  wird.  In  1)  kann  aber  p die- 
sen Werth  haben,  indem  die  betreffende  Summe  endlich  ist. 

• 28* 
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Setzt  man  — /—  für  Ix,  so  gehen  die  entwickelten  Gleichun- 
gen über  in  die  folgenden:  , 

a „ » 5* ! 

^ 2.3...(p-i)  J0  t+ar  ' »=«  (o+1+»)f’ 

1 Pix*(tJzy-'<lx  1_ 

' *2.3 ...(p — o i+*  n=0  (afl-Hl)*' 

Lassen  wir  nun  a sich  der  Null  nähern,  und  gehen  zu  den 
Grenzen  über,  so  wird 

5)  ! /"(tiry-V.  1 

2.3...(p“l)J  o 1+a:  »=o  (l-f-M)P  • 

6)  1 r , 1 

' ±3...(p—l\J 0 1— a:  «=o  (l-fw)P 

.1 

11. 

Die  Gleichung  1)  wird  für  p — i folgende: 

y^x-dx  , „ »=®  1 

o l+*—  * ^"«^o  a+t+n' 

Setzt  mnn  hierin  a:=tangqpa,  so  findet  man  nach  einigen  leich 
ten  Keductionen : 

Nimmt  man  hierin  für  a der  Reihe  nach  0,  2,  4,  6,  etc.,  so 
ergieht  sich : 

dip  =1—  J + i — { + etc., 

^t,Ttang  (padip=i— !+}— J+ etc., 
J^ntxng<p*d<p=l~  }+J— iY+etc.; 


allgemein 


etC‘ 


Deshalb  ist 
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• \ 

, , d<p  = \n , ' 

J*** t&agtptdtpzzl—  | n. 

f*  taug  (p*d(p = 1 — 1 + Jjt, 
n.  s.  w.;  also  allgemein  ' 

8)  So"  tan^2',,Uf>  =fy=i -‘2^+-2^-etc+(-1),'i,c- 

Auf  ganz  ähnliche  Art  wird , wenn  man  für  a succ.  1, 3,  5,  7, 
etc.  setzt: 

9)  J^*t — |^^+2^-etc.+(— l)*.i  log 2. 

In  beiden  Formeln  ist  <y  eine  positive  ganze  Zahl ; man  erhält 
dieselben  auch  durch  Anwendung  von  Keductionsformeln. 


III. 

Setzt  man  überhaupt  in  der  Gleichung  1)  <z=tangqp2,  so  ent- 
steht nach  einfachen  Reductionen 

10)  2.3. ■■■(;.> 1) J 0 *ang<P“(/ta»g<p)J '-'dtp 

= (~l)nJn  («+ 1+2«  )s-  , 

und  wenn  man  a sich  der  Null  nähern  lässt: 

ü)  2.3~!(7-i)  ,{V 


Setzt  man  in  der  Gleichung  2)  .rzrsinqp*,  so  entsteht  nach 
einfachen  Reductionen 

(-l)P-1  P\n  slDya(/sin<p)F-lrfy 
2.3...  cos  9) 

1_ 

— ^0  («+i+2«)r’ 

und  wenn  man  a sich  der  Null  nähern  lässt: 
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(— 1)p-'  /V  (/siny )p-' •lg, _•%<*>  1 

' <bJ&...(p—l)J0  cos  cp  ns=o  (1+2m)j*  ’ 


IV. 


Die  Summen  in  den  Gleichungen  5),  6),  13)  lassen  «ich  be- 
kanntlich durch  Bernou llische  Zahlen  ausdrücken , wenn  p 
eine  gerade  Zahl  ist.  Weiss  man  den  Ausdruck  für  die  Summe 
in  6),  so  können  die  Ausdrücke  für  die  übrigen  gedachten  Summen 
daraus  abgeleitet  werden.  Diess  zu  zeigen,  sei 


«=*  1 11  1 

(1+m)*~1^+2*»+  3*»  + etc" 

»«=t  1 1 11 

*1==(-1)  Jo  (1  + H)*?  i*7~  2*-r+3®7  “ etc  ’ 

) 

_»=*>  t 1.1,1, 

a~ufo  (1+2 «)*7  — 1*7  + 3*f+5*7  + etc; 


Man  findet  leicht  die  Relationen  s + *t  =2<y,  i — t, 
2*»  — 1 2%-'— 1 


aus  denen  sich  ergiebt  a=~  ,^— *,  «,= 
man  , 


Demnach  hat 


#- x 
t—  J’ 


2»?-1  B 


» (l  + n)*7  1.2.3..2<7 


14) 


B=® 

*1  =(-i)n  * 


1 


(2H-*-l) 


n* , 

V 


n=o  (l+«)*7  ~ 1.2.3..2? 


**», 


n=® 
0=  2 


lo— 

l (2*«  — l)  B 

o (l+2»)*f  ~ 2.1.2.3..2? 


indem  ’F  die  ^te  Bernoullische  Zahl  bedeutet. 

Somit  haben  wir  statt  der  Gleichungen  5),  6).  13)  die  folgenden . 

(2*7-‘— 1)  V „ 

J c ""i+*  = 2^ 

y’*  (fT)*7~'d!ar  2*7“'  ‘F'  . 

„ -1  ^r-^—Tq — 

P^n^lsmcp)*^' dcp (2*7 — 1)  ß 

,/o  cosip 


15) 


2 .ir, 


31*7  . 
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V. 

Die  Summe  in  der  Gleichung  11)  Ist  ein  Secantencoeflicient, 
weun  p ungerade  ist,  denn  man  iveiss,  dass 


2*  1 
sec  x — — • — ( — l)1*  o 

«,*=<>  l+2n 

24^,2  i*=®  1 

+ -J- (-1)». 

n3  n=o 


(1+2«)* 
. 2«**  »=*  , _ 1 

+ u.  s.  w 


Bezeichnet  man  also  den  (^-f-l)icu  Secantencoefiicienten  durch 

t+'  r+l  2*?+*  1 

C , so  ist  C = ^i-JSo  ( — 1)«.  (i+2»)«j+1J  11,80 

9+' 

t (l  + 2n)^t ' = 2^'  • ^b*11’  hat man nach  ll) 

....  /»1t...  ^ . 1.2.3..2  q.CiPH' 

16)  Jo  (/tang<p)*»rf(p  = ' : ' 


■ v < r . 


ii,  ( 7?,  mbe  v ‘:.  «;  <i  it  ii  >t  " 

;Jmfd  n'flr 

■ 


• jinid  i j;l ■■  i‘n‘!;  tliiit 
v v ■ ^ . 1,  J * 


.11 


' ni>  / i;t  / vwii'i  1 f -■  fd 

icso'l  aii)  ln»,  >"f:Urt»  '■ ■’inrJ 


•-  i »*  » - J l 


I 


■ I cc  I '*i 1 1 -i:(. 


dn'ti;  ■!*  ■ - i./i  ' 

i-  i >’->  orf»  1»,  >>  • * .ftfaiy  tf  ■ 

. ilOjJMW!  •!  ti  * i;j'  . • '>( 
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MV.  'I 

Nachtrag  zu  der  Abhandlung 
über  Systeme  von  Linsengläsern. 

(Tbl.  VI.  Nr.  X.  S.  62.) 

Tob 

dem  Herausgeber. 


Ueber  ein  Paar  der  in  meiner  vorher  genannten  Abhandlung 
bewiesenen  Fonnein  erlaube  ich  mir  in  dem  vorliegenden  kurzen 
Aufsatze  noch  einige  nachträgliche  Bemerkungen  zu  machen. 
Setzen  wir  der  Kürze  wegen 

1)  J — «jj(0 

so  haben  wir  nach  56)  oder  57)  der  genannten  Abhandlung  die 
Gleichung 

2)  (p<  > — Ft0)(Pl(6_F1<0)  = (y('))*. 

Hat  man  nun  aber  überhaupt  eine  Gleichung  von  der  Form 

(x  — a)(y  — b)  = z', 

so  lässt  sich  dieselbe  nach  einer  wohl  von  Möbius  zuerst  gemach- 
ten Bemerkung  immer  auf  die  Form 

—i  ...  ■*  * 

.r-fi — n * »/  + 1 — 6 z’ 

oder  auf  die  Form 


x — i — a "*  y — z — b 


bringen,  was  sich  leicht  durch  ganz  einfache  Rechnung  beweisen 
lässt.  Wenden  wir  dies  auf  die  Gleichung  2)  an,  so  erhalten  wir 
die  beiden  folgenden  Gleichungen: 
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1 , H 1 

ö)  p<»>  — fVi  -f  7«  + p,W  — + 


und 


4,  1 , 1 . 

*>  p{>  ) —}\l)  — JW  + p^O  — FjO  _ J(t)  ■ 


1 

■jvr 


und 


also 


Setzen  wir  nun 

5)  pO-FW  + 7<0=P<,>,  p,(0  — F, '0  + 7(0=/», (0 

6)  pO  — F0— 7(0=  p^O-F.W— 710=11*10, 

7)  p(,)  = F0—7(0+F1),  p,(0=F  (0_7i9  + F,(O 


und 

8)  p(’)=F0 + 7(0  + 27(0,  pjfO—FjW  +710+  77,(0, 

woraus  leicht  mit  Hülfe  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  t’oor- 
dinaten  einem  Jeden  die  eigentliche  Bedeutung  der  Brossen  /* 1 >, 
P,(0  und  TIC),  27,(0  erhellen  wird;  so  erhalten  die  Gleichungen 
3)  und  4)  folgende  Gestalt : 


9)  J_.  J _L 

^ PO>  + P,(0 — 7(0 


und 


10)  27(l)  27j(7)  ” jftö’ 

Für  F‘>  unendlich  wird  P,' 0=r7t0,  und  eben  so  wird  für  P,(0 
unendlich  PC‘)=7(0.  Für  //( 1 ) unendlich  wird  27,(0— — 7( 1 ), 
und  eben  so  wird  für  27, (*’)  unendlich  27(')=—  7(0.  Weitere 
Folgerungen  aus  den  beiden  vorhergehenden  Gleichungen  zu  ziehen, 
gehört  hier  um  so  weniger  zu  meinem  Zweck,  weil  dieselben  eines 
Theils  schon  aus  den  Arbeiten  anderer  Mathematiker  hinreichend 
bekannt  sind,  andern  Theils  ich  selbst  bald  ein  grösseres  selbst- 
ständiges Werk  über  diese  Gegenstände  zu  veröffentlichen  beab- 
sichtige. 

In  Betreff  der  Gleichung  66)  in  nminer  oben  gedachten  Abhand- 
lung, nämlich  der  Gleichung 

li1)  u(_,  3,(0  + 91,(0 (/HO-A1)) 

• wyW)M3TM(.*) . . . .w( •■) ’ 

bemerke  ich,  was  früher  mit  Unrecht  unterlassen  worden  ist,  dass 
dieselbe  sich  noch  wesentlich  vereinfachen  lässt,  wenn  man  statt 
der  Grösse  A1)  die  Grösse  ZV)  einführt. 

Weil  nämlich  nach  37)  und  64)  meiner  früheren  Abhandlung 


F(0— A1)—  *(/#(»))* 

K 2V(»)_ 


(//(«-*))* 

2V(i~') 
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ist,  80  ist 


(>w(‘-‘))* 


woraus  leicht 


3i(0+3t,(i)(|K1)-A1))=9»i(,)(p(1)-F(0), 

also  nach  dem  Obigen 

tf1),  fV  9ji(0 (p(*)  — F(0 ) — 

} ?,(})'~(—  ) • mq) m*) . • • üco 

folgt. 

Nach  den  beiden  Gleichungen  53)  meiner  früheren  Abhandlung, 
in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  62),  erhält  man  die  folgenden 
Gleichungen : 

3(°)=i, 

3(0=2V(0, 

3(*) = 3(0  iV(*)  - 3(0  (M&)\ 

3(0 = 3(»)  iV(*> — 3(0  ( Mi*))*, 

, . 3(4) = 3( 0 M*} — 3(0  ( M(*) )», 

■ U.  8.  W. 


Vergleicht  man  nun  diese  Gleichungen  mit  den  auf  fc>.  84.  be- 
wiesenen Gleichungen : 


81,0) =1, 

91,(0 =2V(0, 

31,(0= 31,(0  N(0  - 31,(0  ( Jf(0  )*. 
8»,  (0=31,  (0  JVC  0-31,(0  ( J*f(0)0 
gi,(0=31,(0  iV(0  -31,(0  ( Mi «)  )*, 

u.  s.  w. 


so  ergiebt  sich  auf  der  Stelle 

81,(0 =3(°),  31, (0=3(0,  31, (0=3(0.  5», (0=3(0,...,; 

also  allgemein 

h 12)  3lj(')=3(<— * )• 

Weil  nun  aber  nach  der  zweiten  der  Gleichungen  53)  meiner 
früheren  Abhandlung 

3(<-*)=3l(') 

ist,  so  ist  auch 
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13)  91,(0=31(0, 

und  man  kann  also  die  Gleichung  11)  'auch  auf  folgende  Art  aus- 
d rücken : 


oder 


H) -2« 3(f-0(?»(0-y(0) 

' 9i0)~l  ’ • d/(i)M2)7tf(0A/(*).. . ato.’ 


15) 


ttl-,  i y_.  3K0(P(0--FC- 

fiCO""'  f ' M1)  M?)  Af(s)  M(*)7779l(  < 


IV. 

, t 

lieber  eine  Methode  zur  Bestimmung 
der  Ausdehnung  der  Körper  durch 
die  Wärme. 

Von 

i 

dem  Herausgeber. 


An  die  eine  Wagschale  einer  genauen  Wage,  deren  Wag- 
schalen auf  gewöhnliche  Weise  unten  mit  Häkchen  versehen  sind, 
hänge  man  mittelst  eines  feinen  Fadens  einen  festen  Körper , senke 
denselben  in  eine  ihn  nicht  auflösende  Flüssigkeit  hei  drei  mög- 
lichst von  einander  verschiedenen  Temperaturen  , t2  > f*>  die  bei 
jedem  der  drei  Versuche  mit  einem  genauen  Thermometer  bestimmt 
werden  müssen , ein , und  lege  jedesmal  in  die  andere  Wagschale 
so  viele  Gewichte  G, , Ga,  Gj , dass  die  Wage  im  Gleichgewichte 
steht,  beachte  auch,  dass  bei  jedem  der  drei  Versuche  ein  gleich 
grosser  Theil  des  Fadens,  an  welchem  der  feste  Körper  hängt,  in 
die  Flüssigkeit  eingetaucht  wird. 

Bezeichnen  wir  nun  das  Gewicht  einer  Volumeneinheit  der 
Flüssigkeit  bei  der  Temperatur  0 durch  T,  und  die  cubische  Aus- 
dehnung der  Flüssigkeit  für  jeden  Grad  des  Thermometers  durch 
*;  so  sind,  wie  leicht  erhellen  wird,  die  Gewichte  einer  Volumen- 
einheit der  Flüssigkeit  bei  den  Temperaturen  f, , t* , ta  respective 

r r • r 
i +*<i’  i+*6’  !+*<»' 

Bezeichnen  wir  also  ferner  die  Volumina  des  in  die  Flüssig- 
keit eingetauchten  festen  Körpers  bei  den  Temperaturen  t, , fa. 
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resjiective  durch  Vt , Vt , V,  ; so  sind  die  Gewichte  der  hei  den 
drei  Versuchen  von  dem  eingetauchten  Körper  aus  der  Stelle  ver- 
triebenen Flüssigkeitsvolumina : 

rv,  rv,  rv, 

1 + ’ 1 i t + xt,  ’ 

und  wenn  wir  nun  das  Gewicht  des  Fadens  durch  y , den  Gewichts- 
verlust des  in  die  Flüssigkeit  eingetauchten  Theils  desselben  in 
der  Flüssigkeit,  welchen  wir  wenigstens  mit  grosser  Annäherung 
bei  allen  drei  Versuchen  werden  als  gleich  annehmen  können,  durch 
y bezeichnen;  so  sind  offenbar 


c*+r 

rv 

c*+r+Ä“(!7_y)’ 

rv. 


! + *<, 


■(ff—r) 


nach  einem  bekannten  hydrostatischen  »Satze  drei  Ausdrücke  für 
das  wirkliche  Gewicht  des  in  die  Flüssigkeit  eingetauchten  festen 
Körjiers,  wodurch  wir  die  Gleichungen 


rv. 


— Cjl 

= GS  + 


rv. 


oder 


1 + «#2 
rv^_ 
l + *f3 


1) 
(ff—Y) 
( 9 — Y ) 


r . rvx  rv,  _ rv, 

+ 1 f Xty  - + r+^  - °3 + 1+^ 


erhalten.  Bezeichnen  wir  nun  aber  die  cubische  Ausdehnung  uii- 
sers  testen  Körpers  für  jeden  Grad  des  Thermometers  durch  (*, 
mul  dessen  Volumen  bei  der  Temperatur  0 durch  V,  so  ist 

F,=(l  f ut,)  V,  V,=(i  + fi«  V,  F,  = (l  ft*/,)  V; 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden 


f-  ilicfi  rc (•  i rv- 


■ (2  lÜJ^rp 
6,»  + l +*1,™- 


Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich 

<*.  - g* — r ’ 

(2  __  Q — ^ py . 

Gl  g»  ti.xli)rv, 
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also  > i | I 

' G,  — Gt  _ l + *<i  1+  */* 

C, 1 + gt»’ 

1 + *<1  1 + X<3 

oder 

H *t*  G , - 6',  _(1  + g<,) (1  + x^ - (1  + x/i) (t  + ^ 

1 + x/3  • G[ - G3  -(1  + fU,)(l  + X«,) -(1  + X<,)  (1  + M) ; 

also,  nie  man  nach  leichter  Entwickelung  findet: 

1 f xf8  Gi  — Ga g — x 

1 "I"  xt3  Gf  63  fi — x fj  f3 

d.  i. 

1 i11^  G\  — Gi t\ — 1% 

1 -f  xf3  Gi  — Gj  <i  — <3 

Aus  dieser  nur  die  eine  unbekannte  Grösse  x enthaltenden 
Gleichung  erhält  man  ohne  Schwierigkeit 

1 v (^1  — M (fi  — ^3)  — (*i  — tj)(Gi  — G2) 

V '3  (t,  - h)  (G,  - G») — <*(/,  ^-G)(Gi  - 6’*) 

oder 

0,  Gt +(^, -t,)G,  + «,-yG3 

<1  (f4  — /3)  G’i  J-  <2  (*a  — *i)  G%  -f  h (*i  — fi)  Gi  ’ 

mittelst  welcher  Formel  also  x berechnet  werden  kann. 

Nimmt  man  statt  des  Fadens,  an  welchem  der  bei  den  Ver- 
suchen gebrauchte  feste  Körper  aufgehängt  wurde,  einen  feinen 
Draht , legt  den  festen  Körper,  nachdem  man  x bestimmt  hat,  in 
die  Wagschale,  an  welcher  derselbe  vorher  aufgehän"t  wurde, 
lässt  den  Draht  wieder  eben  so  weit  wie  bei  den  ersten  Versuchen 
in  die  Flüssigkeit  hineinhängen  und  legt  nun  in  die  andere  VVag- 
schale  so  viele  Gewichte  G,  bis  die  Wage  im  Gleichgewichte 
steht,  so  ist,  insofern  man,  wenn  der  Körner  nur  klein  ist,  seinen 
Gewichtsverlust  in  der  Luft  als  unmerklicn  vernachlässigen  kann, 
sein  wirkliches  Gewicht  offenbar  G — (g — v),  und  wir  haben 
daher  nach  dem  Obigen  die  drei  folgenden  Gleichungen: 


« ,>-fi.+4V 

(ff  y)> 

rv~ 

G (g  >0— k*  + 1 + x,2- 

~(ff  y)> 

rv 

G-(,-y)  = G3+r+^- 

-(ff  r); 

also  , wenn  man  für  F, , F2,  F3  ihre  aus  dem  Obigen  bekannten 
Ausdrücke  setzt : . 
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Also  ist 


oder 


also 


G — Gs  + 


t + *t* 


rv. 


r — r + rr 

G-G.  + J rv. 


G — G) 1 + *<*  Mjdj 

Ä— 6,—T+^-l+rt’ 

G-G,  l + »fr  1 + rt.i 
G-GJ“l+«<rx  + ja1’ 


i + t**,  G-G, 

IM 

L+ei_i±f^  g-c, 

im  g — g» ’ 


(H-x<.)(G-Gl)-(l  + xtt)(G-GQ 
^ ^(l  + *(i)(G — G7)  — <1  (l  + *<*)(  G — G*) 

(l  + *<t)(G—  G,)— (1  + *tj)(G  — G,) 

** «,(lf  *«i)(G-G1)-f1(l+ **)  (G-  G0‘ 

Hat  man  bei  irgend  einer  bestimmten  Temperatur  t das  Vo- 
lumen SO  des  bei  den  Versuchen  angewandten  festen  Körpers  durch 
wirkliche  Abmessungen  ermittelt,  so  ist 

%-r(l  -f  pr)F,  also  F=~--; 

folglich  nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  findet: 


t 


4) 


r=(t  +pt) 


t+xf, 

1 + ^r 


G-Gt 

as  ’ 


r=a+(4T) 

r=(i+pr) 


1 -f  G— Gj 

1 + xfj  G — Gs 
l+/iV  O 5 

i ♦ 


wodurch  also  auch  das  Gewicht  einer  Voiumeneinheit  der  Flüssig- 
keit bei  der  Temperatur  0 bestimmt  ist. 

Wie  man  aus  der  cubischen  Ausdehnung  die  lineare  findet, 
braucht  hier  nicht  weiter  erörtert  zu  werden. 
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• «' 


JLV1. 

M i 8 c e I I e n. 


Wenn  die  Grössen  R,  9,9  aus  den  drei  Gleichungen  A — 
R cos  9 cos  9,  B—R  sin  9 cos  9,  C=R  sin  1 p bestimmt  werden 
sollen,  so  wird  dabei  gewöhnlich  noch  die  Erfüllung  der  Bedingung 
verlangt , dass  R positiv  werde.  Soll  diese  Bedingung  erfüllt  wer- 
den, so  muss  man  die  Winkel  9,  9 auf  eine  bestimmte  Weise 
nehmen.  Da  sichere  Regeln  hierfür  gemeiniglich  nicht  gegeben 
werden , so  wollen  wir  dieselben  hier  einmal  im  Folgenden  zusam- 
menstellen, indem  wir  dabei  zugleich  von  der  Annahme  ausgehen, 
dass  9 immer  positiv  und  von  0 bis  360°,  dagegen  9 positiv  und 
negativ,  aber  rücksichtlich  seines  absoluten  Werths  nur  von  0 bis 
90”  genommen  werden  soll.  Wollte  man  auch  9 stets  positiv  und 
von  0 bis  360°  nehmen,  so  würden  die  Regeln  anders  ausfallen, 
werden  sich  aber,  nach  Anleitung  des  Folgenden,  immer  leicht 
aufstellen  lassen , was  auch  zu  zweckmässigen  Uehungeo  im 
Gebrauche  der  Zeichen  beim  trigonometrischen  Unterrichte  Veran- 
lassung geben  kann.  » 

Zur  Bestimmung  von  9 hat  man  die  Formel 


tang  9 

Zur  Bestimmung  von  9 hat  man 


B 

A' 


tang  9 ==  cos  9 = ß sin  9 , V . 


und  R ergiebt  sich  mittelst  der  Formeln 
A B 


R — 


cos  9 cos  9 sin  9 cos  9 sin  9' 


Soll  nun  R positiv  werden,  so  müssen  die  Winkel  9,  9 unter 
den  oben  gemachten  Voraussetzungen  auf  folgende  Art  genom- 
men werden: 


1 
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A,  B.  V 
f + + 
+ + - 
- + + 

- + - 
- - + 

+ - + 

+ - - 


0 <9<  90°.  f 90«: 

0 <<p<  90°,  0> ip>  — 90°: 
90°<9<1H0«  0<tp<  + 90°; 
90°<9<180°,  0>if»>-90°; 
180« <<p <270°,  0<t<  + 90«; 
180°<g><l270°,  0>tp>  — 90°; 
270°<g><360°,  0<ip<-f90«; 
270»  < cp  <360«,  0>ip>— 90°. 


Nach  einer  Bemerkung  des  Herrn  J.  A.  Serret  in  Liouvil* 
je’«  Journal  de  Mathemati  ques.  T.  IX.  p.  436.  kann  da« 
im  Archiv.  Thl.  IV.  S.  116.  besprochene  bestimmte  Integral 


sehr  leicht  auf  folgende  Art  gefunden  werden. 

Man  setze  ar=tangq>,  so  ist  <p—  Are  taug  a-,  und  folglich 


Also  ist  offenbar 


. dx 


j / (1  + tang cp) dtp 

r% 

= i dcp+J 


/CQg(j?t-y). 
COS  <P 


/cos(i«  — (f)  dtp  — f i cos  (pdep. 


Aus  der  Natur  der  bestimmten  Integrale  erhellet  aber  sehr 
leicht,  dass 


/: 


ist.  Also  ist 


f i«  n 

I l cos  tp  dtp  ~ f 

Jo  Jo 

f 


l cos  cp  dtp  = / /cos  (1* — cp)  dtp 

/(!+*) 


1+^- 


wie  a.  a.  O.  gefunden  worden  ist. 


Greif »wald , gedruckt  bei  P.  ff.  K uni  kr. 
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Literarischer  Bericht. 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Jahp,  G.  A.:  Wörterbuch  der  angewandten  Mathematik,  irr  8 
3te  Lief.  Leipzig.  1844.  18  ggr.  8 ' ‘ 

(Wird  nächstens  ausführlicher  angezeigt  werden.) 


Kries,  Fr.:  Lehrbuch  der  reinen  Mathematik.  7te  Aufl 
223  Holzschnitten.  Jena.  1844.  1 Thlr.  18  ggr. 


Mit 


Montferner,  A.  S.  de:  Dictionnaire  des  Sciences  mathdmatinues 
pures  et  appliquees.  Deuxieme  dditioo.  Trois  volumes  in  4 nln« 
80  planches.  Pari..  1844.  36  fr.  P'US 


Arithmetik. 


Schenkel:  praktisches  Rechenbuch  für  Schüler  in  Volksschulen 
und  iu  den  unteren  Klassen  der  Realschuleu.  Nebst  Resultaten  8 
Braunschweig.  1844.  10  ggr. 


Schenkel,  J.:  Elementare  Arithmetik,  theoretisch  und  nraktisrh 
dargestellt  für  Lehrer.  Braunschweig.  1844.  8.  14  ggr. 


Hauschild,  J.  W.:  die  Arithmetik.  Ein  Handbuch  für  alle  Stände 
ftordhausen.  1844.  8 ggr. 

Baud  VI.  „„ 
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Sass,  J.  B.:  Proportionen  und  kaufmännisches  Rechnen.  Erste 
Abtheilung  der  Fortsetzung  des  „Rechenbuchs  für  Volksschulen“. 
8.  Altona.  1844.  ^ Thlr. 

, Derselbe:  Resultate  dazu.  £ Thlr. 

Humpoltz,  L. : Handbuch  der  Arithmetik  in  einer  gründlichen 
und  leichtfasslichen  Darstellung,  mit  vorzüglicher  Rücksicht  auf 
praktische  Anwendung.  Prag.  1844.  gr.  8.  1 Thlr.  12  ggr. 

Preyssinger,  P. : Leitfaden  zum  Unterricht  in  der  niederen, 
reinen  und  angewandten  Arithmetik.  2te  Aufl.  gr.  8.  Firn.  1844. 
18  ggr- 

Hartmann,  Dr.  P.  F.  G. : arithmetischer  Kursus  für  die  oberen 
Gymnasial- Klassen,  enthaltend  die  Grund-,  Rang-  und  Ordnungs- 
operationen mit  vielen  Oebungsaufgaben.  lste  Abtli. : Die  Gruud- 
operationen.  2te  Abtb.:  Die  Rangoperationen.  8.  1844.  Hildes- 

beim.  lj  Thlr. 

Anleitung,  leichtfassliche , zhhi  Gebrauch  des  Rcchenstabes  bei 
Multiplication,  Division,  verkehrter  und  gerader  Regel  de  tri,  Ge- 
sellscbaftsrechnuug,  Quadriren,  Wurzelausziehen,  Bestimmung  des 
geometr.  Mittels,  Verwandlung  von  Vierecken  und  Dreiecken,  Kreis, 
umfangs-  und  Flächenrechnungen,  Ellipsen,  Kugelobcrflächcn , Be- 
rechnungen des  freien  Falles,  dann  der  Körperinhalte  von  Würfeln, 
Prismen,  Cylinderu,  Kugeln,  Pyramiden  und  Kegeln,  endlich  der 
Auflösung  rechtwinkeliger  Dreiecke.  Eingerichtet  für  Sulche,  wel- 
che nur  im  Besitze  der  gewöhnlichen  Elementarkenntnisse  sind.  8. 
Wien.  1844.  * Thlr. 

Lehrbuch  der  Arithmetik  von  J.  G.  Brehmer,  Doctor 
der  Philosophie,  Oberlehrer  der  Mathematik  und  Phy- 
sik am  Pädagogium  zu  Putbus  auf  Rügen.  Stralsund. 
1844.  8. 

Der  Verfasser  hat  sich  in  dieser  Schrift  vorzüglich  eine  streng 
systematische  Entwickelung  der  Arithmetik  aus  einem  Principe, 
nämlich  aus  dem  Principe  des  Zählens,  welches  der  Verfasser  als 
besonderes  oder  determinirtes  Princip  der  Arithmetik  bezeichnet, 
heraus  zur  Aufgabe  gemocht,  weshalb  in  derselben  auch  das  Stre- 
ben nach  einer  philosophischen  Behandlung  der  Arithmetik  sehr 
deutlich  hervortritt,  worin  daher  auch  ihre  Eigenthümlichkeit  vor- 
züglich zu  suchen  sein  dürfte. 

Nach  einer  Einleitung  in  die  gesammte  Mathematik  wird  S.  12 
die  folgende  Erklärung  der  Arithmetik  gegeben : 

„Der  Gegenstand  der  Arithmetik  ist  die  Zablgrösse,  ihr  Princip 
das  Zählen,  welches  sich  sofort  als  Zuzäblen  oder  Wegzählen  dar- 
stellt; die  Arithmetik  ist  die  Wissenschaft  von  der  discreten  Ver- 
änderung einer  Zablgrösse  und  deren  Folgen,  sie  untersucht  1)  die 
.discreten  Veränderungen  selbst,  welchen  eine  Zahlgrösse  unterliegt, 
betrachtet  2)  das  iu  Folge  solcher  Veränderungen  immer  mögliche 
Verhältnis  zwischen  zwei  oder  mehreren  gegebenen  Grössen,  und 
bestimmt  3)  die  Zahlgrösse,  welche  zu  einer  gegebenen  Zablgrösse 
ein  gegebenes  Verhältnis  hat. 
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Jede  Veränderung,  welche  .mit  einer  Zahlgrösse  vorgenommen 
wirdi  heisst  auch  eine  Operation  oder  Rechnung.“ 

Auf  S.  14  wird  hierauf  die  folgende  Uebersicbt  des  ganzen  Sy- 
stems gegeben: 

Erstes  Buch.  Erste  Zählstufe. 

Cap.  1.  Erste  Operationsstufe. 

Cap.  2.  Erste  Verhältnissstufe. 

Cap.  3.  Erste  algebraische  Stufe. 

Zweites  Buch.  Zweite  Zäblstufe. 

Cap.  4.  Zweite  0|jerutionsstufe. 

Cap.  5.  Zweite  Verhältnissstufe. 

Cap.  6.  Zweite  algebraische  Stufe. 

Drittes  Buch.  Dritte  Zählstufe. 

Cap.  7.  Dritte  Operationsstufe. 

Cap.  8.  Dritte  Verhältnissstufe. 

Cap.  9.  Dritte  algebraische  Stufe. 

Anhang.  Beweis,  dass  nicht  mehr  Zählstufen  möglich  6ind. 

Viertes  Buch.  Verhältnisse  zwischen  mehreren  Grössen. 

Cop.  10.  Diese  Verhältnisse  nach  der  ersten  Zählstufe. 

Cap.  11.  Desgleichen  nach  der  zweiten  Zählstufe. 

Cap.  12.  Desgleichen  nach  der  dritten  Zählstufe. 

Dos  Weitere  über  diese  für  sich  freilich  nicht  ganz  verständ- 
liche Eintbeilung  muss  man  in  dem  Buche  selbst  aachlesen,  da  uns 
zu  weiteren  Erläuterungen  hier  leider  der  Raum  fehlt. 

Jedenfalls  verdient  das,  so  wie  in  dieser,  auch  in  mehreren 
anderem  neueren  Schriften,  deutlich  hervortretende  Streben  nach 
einer  streng  systematischen  Entwickelung  der  Arithmetik  aus  ei- 
nem Principe,  wozu  dieselbe  unter  den  mathematischen  Disciplinen 
vorzugsweise  geeignet  ist,  alle  Anerkennung.  Cebrigens  aber  kön- 
nen wir  deu  Lesern  des  Archivs  die  Versicherung  geben,  dass  die 
vorliegende  Schrift  sich  keineswegs,  wie  manche  andere  vorzüg- 
lich nach  einer  sogenannten  philosophischen  Darstellung  strebende 
Schriften,  in  ein  mystisches  Dunkel  hüllt,  sondern  vielmehr  überall 
sich  eine  völlig  klare  und  deutliche  Darstellung  znr  besondern  Auf- 
gabe macht,  weshalb  deren  Inhalt  auch  unter  der  Leitung  eines 
' geschickten  Lehrers  Schülern  an  hohem  Unterriclitsanstalteu  ohne 
alle  Schwierigkeit  recht  wohl  zu  völligem  Verständnis  wird  ge- 
bracht werden  können.  Zugleich  ist,  ohne  sich  irgendwo  auf  ein 
blosses  vages  philosophisches  Raisonnement  einzulassen,  was  na- 
mentlich bei  dem  mathematischen  Dnterricbte  auf  Schulen  sehr  ge- 
fährlich sein  würde,  überall  die  strenge  mathematische  Form  der 
Beweise  festgebalten , und  eine  hinreichende  Anzahl  erläuternder 
Beispiele  beigegeben  worden,  was  der  Schrift  ebenfalls  nur  zur 
Empfehlung  gereichen  kann. 

Lehrbuch  der  Arithmetik  mit  Einschluss  der  Algebra. 
Für  höhere  Lehranstalten  und  zum  Selbstunterricht.  Von 
Dr.  K.  G.  Reuschle,  Professor  am  Gymnasium  zu  Stutt- 

fart.  Erster  Theil  : Arithmetik.  Stuttgart.  1844.  8. 

Th lr.  3 ggr. 

Bei  der  Abfassung  dieses  deutlich  geschriebenen  Lehrbuchs  bat 
sich  der  Verfasser  vorzüglich  un  Ohm  gehalten,  und  stellt  als  lei- 
tende Grundsätze  seiner  Behandlung  in  der  Vorrede  die  drei  fol- 
genden auf : 1)  die  Zahl  ist  keine  Grösse ; 2)  alles  Rechnen  ist 

29* 
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nicht«  anderes,  als  ein  Uniformen  von  Zahienverbindungen;  3)  alle 
Zahienverbindungen  kommen  letzlich  auf  sieben  Arten  zurück,  zwei 
Zahlen  mit  einander  zu  verbinden.  Oebrigens  bat  sich  der  Verfasser 
keineswegs  sklavisch  an  sein  Vorbild  gehalten,  sondern  ist  in  mehr- 
fachen Beziehungen  seinen  eignen  Weg.  gegangen.  Ob  es  übrigens 
nicht  bin  und  wieder  zur  Abkürzung  und  Deutlichkeit  der  Beweise 
beigetrageu  haben  würde,  wenn  der  Gebrauch  allgemeiner  Symbole 
nicht,  wie  es  scheint,  absichtlich  vermieden  worden  wäre,  wollen 
wir  dahin  gestellt  sein  lassen.  ' 

Sass,  J.  ß.:  Buchstabenrechnung  nnd  Algebra.  2te  Abtheilung 
der  Fortsetzung  des  ,, Rechenbuchs  für  Volksschulen“.  8.  Altona. 
1844.  1 Thlr. 

Derselbe:  Resultate  dazu.  Ebend.  J Tblr. 

Sachs:  Auflösungen  der  in  Meier- Hirsch’s  Sammlung  von  Bei- 
spielen etc,  enthaltenen  Gleichungen  und  Aufgaben.  Zum  Selbst- 
unterricht bestimmt.  Sechste  Auflage.  8.  Berlin.  1844.  Thlr. 

Baltshausen,  II.:  Die  Grundlehren  der  Algebra,  theoretisch  ent- 
wickelt und  mit  einer  grossen  Anzahl  von  Beispielen  und  Aufgaben 
zur  praktischen  Einübung  derselben  versehen.  Mit  besonderer  Rück- 
sicht auf  den  Gebrauch  in  Schulen,  gr.  8.,  1844.  Solothurn. 

I Thlr. 

Derselbe:  Der  Schlüssel  zu  den  Aufgaben.  10  ggr. 

Proctmskn,  I,.:  Kurze  und  leichtfassliche  Anleitung,  Gleichno- 
gen  des  1.  und  2.  Grades  gufzusetzeu  und  aufzulöseu.  8.  Wien. 
1844.  8 ggr. 

Ingram  and  Trotter,  Elements  of  Algebra,  Theoretical  and 
Practical:  for  the  use  nf  Schools  and  Private  Students;  containing 
the  Fundamental  Rules,  Frnctions,  Involution  nnd  Evolution,  Surds, 
Kquations  of  all  Degrees,  Progression«,  Series,  Logarithms  nnd  their 
Applications,  Properties  of  Numbers,  Continued  Frnctions  and  their 
Ilses,  the  Indetcrminatc  or  Diophantiae  AualysiB,  Probabilities,  Life 
Annuities  etc.:  with  numerous  Exercises  uttder  eacli  Hend,  and  a 
large  Collection  of  Miscellaneous  Questions.  12.  Edinburgh.  1844. 
4 sh. 

Gütz,  J : Lehrbuch  der  Mathematik.  2ter  Theil : Differential- 
und  Integralrechnung,  gr.  8.  1844.  Leipzig.  20  ggr. 

(Bis  jetzt  ist  dieses  Buch  noch  uieht  in  unsere  Hände  gelangt, 
und  wird  später  ausführlicher  angezeigt  werden.) 

Bell.  A. : Mathemntical  tables,  consisting  of  logarithmic  nnd 
other  tables,  required  iu  the  various  branches  of  mathemntics. 
London.  3j  sh.  i 
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Geometrie. 


Lehrbuch  der  Mathematik  fiir  Gymnasien  und  Real- 
schulen nebst  vieleu  0 e bu ngsa u fguben  und  Excurseu, 
von  J.  H.  T.  Müller,  Scbulratbe  und  Director  des  Real- 
gymnasiums zu  Gotha.  Zweiter  Th  eil.  Erste  Abt  hei* 
lung,  die  Grundeige  nscbaften  der  unbegrenzten  geome- 
trischen Gebilde  im  Raume  und  die  gesummte  Planime- 
trie enthaltend.  Auch  unter  dem  besonderen  Titel: 

Lehrbuch  der  Geometrie  für  Gymnasien  und  Realschu- 
len, nebst  vielen  l’e  bu  ngsau  fga  he  n und  Excurseu,  von 
J.  II.  T.  Müller.  Erste  Abtkcilung,  die  Grundeigen- 

schuften  der  unbegrenzten  geo m c t ri sch en  Gebilde  im 
Räume  uud  die  ganze  Planimetrie  enthaltend.  Mit  zehn 
Kupfertnfeln  uud  den  zum  gesammten  mathematischen 
Unterricht  erforderlichen  vierstelligen  Hülfstafelu  als 
besonderer  Beilage.  Halle.  1844.  8.  1 Th  Ir.  6 ggr. 

Dieses  l.ehrbnch  der  Geometrie  ist  nach  eiuem  ganz  neuen 
Plaue  bearbeitet,  und  unterscheidet  sich  von  allen  übrigen  uns  be- 
kannten in  mehreren  wesentlichen  Punkten,  die  wir  jetzt  den  Le- 
sern in  möglichster  Kürze  vor  die  Angen  zu  führen  versuchen 
wollen. 

Iler  allgemeine  Grundgedanke,  welcher  bei  der  Abfassung  die- 
ses Werks  den  Verfasser  fortwährend  geleitet  hat,  ist  zuvörderst 
der,  dass  die  Satze  nicht  in  der  Folge,  wie  sie  sich  den  Bewei- 
sen uach  am  bequemsten  an  einander  reihen  lassen,  sondern  wie 
sie  sich  ihrem  Inhalte  nach  einander  am  besten  anscbliesscn , ge- 
ordnet worden  sind,  so  jedoch , dass  darunter  die  Folgerichtigkeit 
der  Beweise  durchaus  keinen  Abbruch  erleidet. 

Eine  nothwendige  Folge  aus  diesem  leitenden  Grundgedanken 
war  nun  aber,  dass  der  Verfasser  die  seit  Euclides  fortwährend 
festgehaltene  Trennung  der  sogenannten  Planimetrie  udd  Stereo- 
metrie von  einander  gleich  von  vorn  herein  ganz  nufheben,  und 
vom  Anfänge  au  den  Raum  als  Object  der  Geometrie  sogleich  in 
völliger  Allgemeinheit  auffassen  musste.  Die  Noth Wendigkeit  die- 
ser allgemeineren  Auffassuug  wird  hei  dem  Zwecke,  dessen  Errei- 
chung der*  Verfasser  sich  überhaupt  vorsetzte,  sogleich  einlcuchten, 
wenn  man  z.  B.  nur  überlegt,  dass,  wenn  von  den  möglichen  La- 
gen zweier  Geraden  die  Rede  war,  natürlich  die  kreuzende  Lage 
nicht  fehlen  durfte  ; bei  drei  Geraden  war  deren  Parallelität  im 
Raume  nicht  zu  umgehen ; an  die  Lehre  von  den  Winkeln  musste 
sich  als  das  durchaus  Analoge  unmittelbar  die  Lehre  von  den  Kei- 
len oder  Flächenwinkeln  anscbliessen ; drei  Ebenen  bedingten  die 
Aufuabme  der  Ecken;  u.  s.  w. 

Ueberhanpt  aber  musste  der  Verfasser,  wenn  er  sich  selbst  treu 
tjteihen  wollte,  die  meisten  geometrischen  Objecte  aus  allgemeine- 
ren Gesichtspunkten  auffassen,  als  dies  sonst  meistens  zu  geschehen 
»Hegt,  in  welcher  Beziehung  wir  hier  nur  u.  A.  die  gleich  anfäng- 
lich ganz  allgemeine  Darstellung  der  Lehre  von  den  Winkeln  her- 
Vorlieben,  welche,  worin  jeder  erfahrene  Lehrer  dem  Verfasser  voll- 
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kommen  beipflichten  muss,  für  den  künftigen  Unterricht  in  der  Tri. 
gonometrie  von  der  grössten  Bedeutung  ist,  und  zu  dessen  Erleich- 
terung  die  erspriesslichsten  Dienste  leistet. 

Aus  dem  Grundgedanken , welcher  bei  der  Abfassung  dieses 
Werks  leitend  war,  geht  endlich  auch  von  selbst  hervor,  dass  auf 
möglichste  Gruppirung  der  Sätze,  ferner  auf  das  Hervorheben 
des  Dualismus  in  der  Geometrie  besonderer  Fleiss  verwandt,  und 
auch  von  den  Analogi  een  so  oft  wie  möglich  Gebrauch  gemacht 
werden  musste,  so  dass  nämlich  die  für  die  Funkte  und  Geraden 
erwiesenen  Sätze  überall,  wo  es  tbunlich  war,  beziehungsweise  auf 
die  Geraden  und  Rhenen  übertragen  wurden. 

Nachdem  wir  jetzt  das  vorliegende  Werk , so  weit  es  die  uns 
vorgeschriebene  Kürze  gestattet,  im  Allgemeinen  zu  charakterisiren 
versucht  haben,  fühlen  wir,  bevor  wir  zur  Angabe  des  Inhalts  der 
einzelnen  Abschnitte  übergehen,  uns  gedrungen,  der  grossen  Con- 
sequenz,  mit  welcher  der  Verfasser  den  sich  selbst  vorgezeichneten, 
nicht  leichten  Weg  gegangen  ist,  die  rühmlichste  Anerkennung  zu 
Theil  werden  zu  lassen.  Und  bei  der  ungemein  grossen  Krweite- 
rung  der  Geometrie  in  neuerer  Zeit,  wo  es  auch  selbst  für  den, 
welcher  sich  fortwährend  speciell  mit  diesen  Gegenständen  beschäf- 
tigt, sehr  schwierig  ist,  die  Uebersicht  nicht  zu  verlieren,  kann 
über  den  Nutzen  eines  solchen  Werks  wie  das  vorliegende  keine 
Frage  sein;  vielmehr  ist  dasselbe  längst  ein  Bedürfnis  gewesen. 
Da  es  ferner  eine  wahre  Sünde  an  der  Wissenschaft  sein  würde, 
wenn  man  die  neueren  Eroberungen  auf  dem  Gebiete  derselben 
dem  Unterrichte,  für  welchen  dieselben  jedenfalls  von  der  grössten 
Bedeutung  sind,  noch  länger  entziehen  wollte,  so  ist  auch  in  die- 
ser Rücksicht  das  vorliegende  Werk  von  besonderer  Wichtigkeit, 
und  muss  den  Lehrern  uu  höheren  Unterrirhtsanstulteu  dringend 
empfohlen  werden,  wobei  wir  zugleich  die  Ueberzeugung  auszu- 
sprechen nicht  ansteben,  dass  schwerlich  auf  einem  anderen  Wege, 
als  dem  von  dem  Verfasser  eingescblagenen , dieses  Ziel  glücklich 
zu  erreichen  sein  dürfte. 

Nachdem  nun  der  Verfasser  in  dem  ersten  Abschnitte,  welcher 
die  Ueberschrift  führt:  Grundeigenschaften  der  unbegrenz- 
ten und  halbbegränzten  geometrischen  Grössen,  und  des- 
sen Zweck  und  Wichtigkeit  aus  den  vorhergehenden  gegebenen  all- 
gemeinen Andeutungen  über  den  Zweck  des  Werks  von  selbst  er- 
hellen wird,  eine  möglichst  breite  Basis  für  alles  Folgende  zu  ge- 
winnen versucht  bat,  geht  er  im  zweiten  zu  den  hegränzten 
ebenen  Figuren  über,  und  stellt  mit  absichtlicher  Vermeidung  der 
Congruenz,  ohne  die  eine  Figur  mit  der  anderen  zu  vergleichen, 
wodurch  natürlich  viele  Abweichungen  von  den  gewöhnlichen  Be- 
weisarten nöthig  gemacht  werden,  dem  Verfasser  aber  der  grosse 
Vortheil  gebracht  wird,  dass  später  die  Zusammenstellung  fremd- 
artiger Sätze  umgangen  werden  konnte,  die  hauptsächlichsten  Eigen- 
schaften der  hegränzten  ebenen  Figuren  zusammen. 

.Den  natürlichsten  Eintheilungsgrund  für  die  drei  übrigen  Ab- 
schnitte boten  die  verschiedenen  geometrischen  Verwandtschaften 
dar,  nämlich  die  Congmenz,  die  Gleichheit  mit  Einschluss  der  Affi- 
nitätsgleichheit, die  Aehnlichkcit  und  Affinität.  Die  Folgerungen 
aus  den  verschiedenen  Verwaudtsckaftscigenschaftcn  wurden  in  je- 
dem Abschnitte  abgesondert  nachgegeben,  so  dass  auch  hierbei  das 
Zusammengehörige  möglichst  bei  ciuauder  bleiben  konnte. 
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Einen  sehr  wesentlichen  Theil  des  Werks  bilden  endlich  die 
Anhänge  zu  den  einzelnen  Abschnitten,  welche  nicht  für  den  öffent- 
lichen Unterricht  bestimmt  sind,  und  in  die  Alles  verwiesen  wor- 
den ist,  was  mehr  die  Anregung  der  Selbstthätigkeit  der  Schüler 
zum  Zweck  bat.  Aber  auch  hier  hat  der  Verfasser  möglichst 
auf  die  Gruppirung  von  Sätzen  nnd  Aufgaben  gesehen,  und  je- 
den Gegenstand  uls  ein  kleines  abgeschlossenes  Ganzes  darzustellen 
versucht 

Den  sehr  reichen  Inhalt  der  einzelnen  Abschnitte  und  der  An- 
hänge speciell  anzugeben,  verbietet  uns  hier  leider  die  Beschränkt- 
heit des  Raumes,  weshalb  wir  aus  diesem  grossen  Schatze  nur  Ei- 
niges herausgreifen,  was  uns  besonders  auch  durch  seine  Neuheit 
bemerk enswertb  zu  sein  scheint.  Dahin  gehören  u.  A.  auf  S.  122 
vier  neue  allgemeine  Congruenzsätze  für  Dreiecke,  bei  denen  als 
drittes  Element  der  Congruenzbedingungen  die  Gleichheit  des  Flä- 
cheninhalts hinzugezogen  worden  ist;  S.  147  — 8.  151  eine  voll- 
ständige Zusammenstellung  oller  möglichen  Coordinatenmetboden; 
Manches  über  die  geometrischen  Oerter  und  die  harmonischen  Be- 
ziehungen, wobei  der  Verfasser,  auch  um  des  Folgenden  willen, 
mit  Recht  kein  Bedenken  trug,  den  Begriff  des  Sinus  und  Cosinus 
mit  aufzunebmeu ; die  an  verschiedenen  Stellen  gegebenen  Zusam- 
menstellungen geometrischer  Beziehungen,  u.  s.  w.  ln  den  Anhän- 
gen ist  auch  aut  das  Rücksicht  genommen  worden,  was  von  prak- 
tischer Bedeutung  ist,  z.  B.  auf  die  Theorie  des  Proportionalzir- 
kels, des  Pantographen  oder  Storchschnabels  und  des  Nonius  oder 
Verniers. 

Schliesslich  müssen  wir  noch  einer  sehr  mühsamen,  aber  auch 
sehr  verdienstlichen , und  namentlich  denen,  welche  ihre  Zeit  dem 
Studium  der  Werke  der  griechischen  Geometer  im  Original  widmen 
wollen,  sehr  nützlichen  Arbeit  gedenken,  welcher  sich  der  Ver- 
fasser unterzogen  hat,  indem  derselbe  nämlich  in  einer  Ausdehnung, 
wie  dies  wohl  noch  nicht  geschehen  ist,  überall  die  griechischen 
Kunstausdrücke  nebst  ihren  lateinischen  Bedeutungen  aufgenommen 
hat.  Die  durch  den  Mangel  an  allen  Vorarbeiten  nur  noch  ver- 
grösserte  Schwierigkeit  einer  solchen  Arbeit  ist  allein  derjenige 
gehörig  zu  würdigen  im  Stande,  welcher  die  Schriften  der  griechi- 
schen Mathematiker  seihst  aus  den  Originalen  kennt. 

Die  auf  ähnliche  Art  wie  bei  Kuuze’s  Geometrie  in  grosser 
Sauberkeit  ausgeführten  Fignrentafeln,  welche  auch  bei  anderen, 
vorzüglich  für  den  Unterricht  bestimmten  Werken  nachgeahmt  zu 
werden  verdienten,  gereichen  dem  Werke  ebenfalls  zu  besonderer 
Empfehlung. 

Nochmals  empfehlen  wir  dieses  neue  System  der  Geometrie, 
dessen  Fortsetzung  wir  mit  Verlangen  entgegen  sehen,  allen  denen 
angelegentlichst,  welche  Bich  für  die  Fortschritte  dieser  herrlichen 
Wissenschaft  und  deren  nngemein  grosse  Wichtigkeit  für  das  ge- 
summte Unterrichtswesen  interessiren. 

Zugleich  mit  dem  vorhergehenden  W'erke  sind  erschienen: 

Vi  ersteilige  Logarithmen  der  natürlichen  Zahlen 
und  Winkelfunctionen  nebst  den  GaussiBchen  und  an- 
dern Hülfstafeln  zur  Auflösung  der  höhern  numerischen 
Gleichungen  und  zur  Anwendung  derMethode  der  klein- 
sten Quadrate  von  J.  B.  T.  Müller,  Schulratke  und  Di- 
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rector  des  Gotbaischen  Realgymnasiums.  Halle.  1844. 
^ßiese  Tafeln  enthüllen : 

1.  Auf  S.  1 die  fünfstelligen  Logarithmen  der  gerade  am 
Häufigsten  vorkommenden  Zahlen  von  10000  bis  15000. 

2.  Auf  S.  2 und  3,  also  neben  einander,  die  vierstelligen 
Logarithmen  aller  Zahlen  vou  1 bis  10000. 

3.  Auf  S.  4 bis  9 die  Gaussischen  Tafeln  zur  einen  Hälfte 
in  einer  den  Gebrauch  wesentlich  erleichternden  Gestalt.  Ls  ver- 
ursachte nämlich  bei  der  zeitberigeu  Hinrichtung  der  Tafeln  für 
log  (a  — 6)  wegen  der  doppelten  (,'olumnen  nicht  allein  das  Auf- 
schlagen sondern  auch  die  jedesmal  aus  zwei  Rechnungen  beste- 
hende Interpolation  mehr  Zeitaufwand  und  grössere  Aufmerksam- 
keit, indem  die  durch  die  Zwiscbenrechnung  gefundene  Zahl  bald 
additiv,  bald  subtrnctiv  war.  Hm  dies  zu  vermeiden,  hat  der  Ver- 
fasser die  VYerthe  zu  log(a — 1>)  für  gleichmässig  fortschreitende 
Argumente  neu  berechnet,  und  dann  mit  den  Mattliiesen’schen  Ta- 
feln verglichen,  wobei  er,  so  wie  auch  hin  und  wieder  bei  der 
uachher  zu  erwähnenden  Formelsammlung,  von  Herrn  Director 
Hansen  durch  manchen  Wink  über  die  zweckmässige  Hinrichtung 
des  Ganzen  unterstützt  wurde.  Dadurch  ist  nicht  nur  das  Auf- 
schlagen, sondern  auch  das  Einscbalten  erleichtert  und  letzteres 
durchgängig  gleichförmig  geworden. 

4.  S.  10  und  11  die  vierstelligen  Quadrate  aller  Zihlen  von 
0 bis  1 durch  alle  Zebntausendtel. 

5.  S.  12  bis  15  die  Viertelquadrate  aller  Zahlen  von  0 
bis  2 durch  alle  Zebntausendtel,  welche  bei  der  Anwendung  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate,  so  wie  der  Gräfe'schen  Methode 
zur  Auflösung  der  numerischen  Gleichungeu,  eine  grössere  Erleich- 
terung als  die  Logarithmen  gewähren. 

6.  Die  Logarithmen  der  goniometrischen  Functionen, 
welche  in  einer  solchen  Ausdehnung  gegeben  wurden  sind,  ijass 
sie,  soweit  dies  hei  vierstelligen  Logarithmen  möglich  ist,  eine 
Schärfe  von  1 Necunde  gewähren. 

7.  Line  Tafel  der  Kreisbogen  in  Theilen  des  Halbmessers 
= 1 , so  wie  der  wichtigsten  Functionen  von  n. 

8.  Alle  natürlichen  goniometrischen  Functionen  von 
30  au  30  Minuten. 

9.  Eine  kleine  Tafel  der  dreistelligen  Logarithmen,  welche 
gerade  noch  Platz  fund. 

Eine  sehr  deutliche  Anleitung  zum  Gebrauche  der  sämmtlichen 
Tafeln,  so  wie  eine  Sammlung  der  wichtigsten  Formeln,  auch  für 
die  ebene  und  sphärische  Trigonometrie,  ist  der  Schrift  voraus- 
geschickt. 

Durch  die  mühsame  Zusammenstellung  dieser  so  vieles  Nütz- 
liche enthaltenden  SammluD^  abgekürzter  Tafeln  hat  sich  der  Ver- 
fasser nicht  bloss  um  die  Schulen,  für  weiche  gerade  eine  solche 
Sammlung  allerdings  ein  Bedürfnis  war,  sondern  auch  um  viele 
Praktiker  ein  dankbar  anzuerkennendes  Verdienst  erworben,  und 
wir  können  daher  nur  wünschen,  dass  sein  Fleiss,  sein  Eifer  und 
seine  Geschicklichkeit  durch  einen  recht  weit  verbreiteten  Gebrauch 
dieser  auch  äusserlich  sehr  gut  ausgestattelen  Tafeln  die  gebührende 
Anerkennung  linden  und  einigermassen  belohnt  werden  möge. 
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Grossmann:  Genetisches  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  Für 
Realschulen  und  Gymnasien.  Mit  2 Tafeln.  Stuttgart.  1845.  8. 
i Thlr. 

% 

Löschke,  K.  A.  J. : Geometrie  für  den  Schul-  und  Privatgebrauch. 
8.  Schweidnitz.  1844.  8 ggr. 

Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  Von  Dr.  Chr.  Nagel,  Rector 
der  Realanstalt  in  ülm.  4te  verbesserte  und  vermehrte  Aufl.  Mit 
16  lithogr.  Tafeln.  Ulm.  1844.  20  ggr. 

Lehrbuch  der  Stereometrie  uud  der  ebenen  Trigonometrie.  Von 
Dr.  Cb.  Nagel.  I.  Abth. : Stereometrie.  11.  Abth. : Ebene  Trigono- 
metrie. Zweite  Auflage.  Ulm.  1844.  8.  23  ggr. 

Finck,  P.  J.  E. : Geometrie  dlemeutairc,  suivie  de  la  Trigono- 
metrie rectiligne  et  spherique.  Troisieme  Edition,  ln  - 8.  Strass- 
bourg.  1844.  avec  12  pl.  4 fr. 

Adhemar,  J. : Descriptive  Geometrie,  deutsch  bearbeitet  mit  An- 
wendung der  isometrischen  Projectionslehre  von  Mollinger.  gr.  8 
Mit  80  Tafeln  in  Folio.  Solothurn.  1844.  8 Tblr. 


Praktische  Geometrie. 


Littrow,  J.  J.  v.:  Vergleichung  der  vorzüglichsten  Maasse,  Ge- 
wichte und  Münzen  mit  den  im  Oesterr.  Kaiserstaate  gebräuchlichen. 
2te,  für  Decimal-  uud  gewöhnliche  Rechnung  eingerichtete  Auflage 
von  L.  v.  Littrow.  gr.  8.  Wien.  1844.  J Thlr. 

(Sehr  vollständig  und  empfehlenswertb.) 

Cubik-Knekt  för  Uträkoiog  af  Fyrknntigt  och  Rundt  Wirke. 
Stockholm,  Berg ; 59  sid.  8:o,  b.  36  sk.  (liokli.  Westerlunds  filrl.) 

Andre,  E. : Kubik -Tabellen  für  olle  runden  Hölzer  in  denen 
man  richtig  und  schnell  ihren  wahren  Holzgehalt,  in  Kubik-Schu- 
hen,  findet.  Lex.  8.  Wien.  1844.  2 Thlr. 

Pfeil,  J.  F. : Tabellen  zur  Berechnung  des  Kubikinhalts  run- 
der und  vierkantig  geschnittener  Hölzer  nebst  Preisberecbnungs- 
tabelle  in  Thaler-  und  Guldenwährung.  Für  Forstbeamte  bear- 
beitet und  mit  einer  Gebrauchsanweisung  versehen.  8.  Leipzig. 
1844.  lj  Thlr. 
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Trigonometrie. 


Recht,  G. : Die  Elemente  der  Trigonometrie  und  der  Anwen- 
dung der  Algebra  auf  Geometrie,  gr.  8.  München  1844.  12  ggr. 


Mechanik. 


Compendium  der  populären  Mechanik  und  Maschi- 
nenlehre, von  Adam  Burg,  k.  k.  Kcgierungsrathe,  or- 
dent.  öffentl.  Professor  der  Mechanik  und  Maschinen- 
lehre am  k.  k.  polytechnischen  Institute  in  Wien.  Krster 
Th  e i I.  Mechanik  fester  Körper.  Beide  Theile  4 Th  Ir. 

Dieses  in  zweckmässiger  Kürze  abgefasste  Compendium  ver- 
dient seiner  Deutlichkeit  wegen  vorzüglich  Praktikern  empfohlen 
zu  werden,  da  es,  ohne  sich  übrigens  auf  weitläufige  Beschreibun- 
gen und  Berechnungen  zusammengesetzter  Maschinen  einzulassen, 
alle  wesentlichen  Grundlehren,  auf  die  es  bei  Maschineneinrichtun- 
gen in  den  gewöhnlicheren  Fällen  ankommt,  enthält.  Dass  die 
Anwendung  des  höheren  Calculs  überall  vermieden  worden  ist, 
versteht  sich  von  selbst.  Der  zweite  Theil  wird  die  Mechanik 
flüssiger  Körper  enthalten.  Die  schön  ausgeführten  Kupfertafeln 
sind  in  einem  besonderen  Hefte  beigegeben. 

Elementar  - Lehrbuch  der  Mechanik  fester  Körper. 
Nach  den  neuesten  Quellen  für  die  k.  k.  Artillerieschu- 
len bearbeitet  von  Anton  Fink,  Hauptmnnn  und  Profes- 
sor der  Mathematik  im  k.  k.  Bombardier- Corps.  Wien. 
1845.  8.  2 Thlr.  16  ggr. 

Dies  deutlich  geschriebene  Lehrbuch  enthält  eine  grösstentbeils 
analytisch  gehaltene  Darstellung  der  gewöhnlichen  Lehren  der  Sta- 
tik und  Mechanik  fester  Körper,  ohne  Anwendung  der  Differential- 
und  Integralrechnung,  mit  Rücksicht  auf  praktische  Anwendung. 
Dass  die  Lehre  von  der  Wrurfbewegung  und  andere  in.  der  Ar- 
tillerie besonders  in  Anwendung  kommende  Lehren  der  Mechanik 
ausführlicher  als  in  anderen  Elementar-Lehrbüchem  dieser  Wissen- 
schaft behandelt  worden  sind,  lässt  die  Bestimmung  des  Buchs  schon 
von  selbst  erwarten,  ln  der  Statik  geht  der  Verfasser  von  dem 
Parallelogramme  der  Kräfte  aus,  und  hat  sich  bei  der  Darstellung 
dieses  wichtigen  I’rincips  an  den  allgemein  bekannten  Beweis  von 
Duchayla  gehalten. 

Bicring's  Mechanik.  Heft  3.  Kopenhagen,  {•  Rbd. 

Buquoy,  Prof.  v. : Prodromus  zu  einer  neuen  verbesserten  Dar- 
stellungsweise der  höhern  analyt.  Dynamik,  gr.  8.  2te  Lieferung. 
1844.  8 ggr. 

(Erste  Lieferung  erschien  1842.  8 ggr.) 
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Coriolis,  G.:  Traitd  de  In  mecnniquc  des  corps  solides  et  du 

calcul  de  l’effet  des  mncliines.  Seconde  Edition.  In -4. , plus  '2  pl. 
Poris.  1844.  15  fr. 


Praktische  Mechanik. 


Schubert,  J.  A.:  Elemente  der  Maschinenlehre.  2te  Ahtheil. 
Von  der  Bearbeitung  fester  Körper  im  Allgemeinen,  von  den  einfa- 
chen Werkzeugen  und  von  den  Werkzeugsmaschinen,  gr.  8.  Mit 
35  Tafeln  in  Fol.  Dresden.  1844.  10  Tlilr. 


Astronomie. 


Astronomische  Briefe  von  J.  H.  Mädler.  Mitau.  1844. 
8.  18  ggr. 

Diese  astronomischen  Briefe  sind  zuerst  in  den  wissenschaftli- 
chen Beilagen  der  Augsburger  Allgemeinen  Zeitung  veröffentlicht 
wurden,  und  erscheinen  hier  nochmals  überarbeitet  uud  vervollstän- 
digt in  einer  geordneten  Sammlung. 

Comte,  Aug.:  Traitd  philosophique  d’ustronomie  populaire,  ou 
Exposition  systematique  de  toutes  les  notions  de  philososhie  astro- 
nomique,  soit  scientiiiques,  soit  logiques,  qui  doiveut  devenir  uni- 
versellement  familieres.  ln -8.  plus  une  pl.  Paris.  1844.  7 fr. 

Biot:  Trnile  dldmentaire  d’astronomie  physique.  4 volumes 

in -8.,  avec  4 atlas.  En  veute:  Tomei.  4me  ddition  nvec  10  plan- 
ches.  7 fr.  50  c.  Tome  II.  avec  atlas  de  23  pl.  12  fr. 

Narrien,  John:  Practical  Astronomy  and  Geodesy.  8.  Lon- 
don. 1844. 

Om  Bimmelskropparne  och  Deras  Rörelse;  eller  De  Första  Grün- 
derna  af  Astronomien  Populärt  Framställda  af  F.  Arago.  Ofwer- 
sättning  af  Clemens  Ullgren.  Calmar,  Wablin;  279  sid.  8.o,  med 
5 pl.,  h.  1 R:dr  32  sk.  (Bokh.  Loostrüms  fori.) 

Kreil,  K.:  Beobachtungen  über  den  grossen  Kometen  von 

1843.  gr.  4.  1844.  6 ggr. 

Jahn,  G.  A. : Leipziger  kleine  astronomische  Epbemeriden  für 

das  Jahr  1845.  8.  Leipzig.  1844.  16  ggr. 

Seidelin,  J. : Tabcl  over  Solens  Declinatioo  og  Tid-Equatio- 
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Den  til  bver  Dags  Saudmiddag  og  Middelmiddng,  samt  over  Man- 
nens ovre  Culiuinations  Middelklokkeslet  for  Greenwichs  Meridian 
i 1846.  32  ss. 

Littrow,  E.  L.  v.s  Kaieuder  für  alle  Stände  für  das  Jahr  1845. 
gr.  8.  Wien.  1844.  10  ggr. 

(Auf  den  nützlichen  Inhalt  dieses  Kalenders  ist  schon  früher 
mehrmals  hingewiesen  worden.) 

Die  Chronologie  in  ihrem  ganzen  Umfange,  mit  vor- 
züglicher Rücksicht  auf  ihre  Anwendung  in  der  Astro- 
nomie, Weltgeschichte  und  Urk  unden  lehre,  nebst  einem 
Vorschläge  zu  einer  streng  wissenschaftlich  geregelten 
Zeitrechnung,  durch  höhere  Arithmetik  begründet  und 
erläutert  von  Wilhelm  M atz  k a , Dr.  der  Philosophie,  k.  k. 
öffentl.  ordentl.  Professor  der  Mathematik  an  der  k.  k. 
philosophischen  Lehranstalt  zu  Tarnow.  Wien.  1844. 

8.  2 Thlr.  12  ggr. 

Dieses  mit  dem  grössten  Pleisse  und  der  grössten  Sorgfalt  * 
ausgearbeitete  Werk  enthält  eine  vollständige  Darstellung  der  ma- 
thematischen Chronologie  und  hilft  einem  wahren  Bedürfnisse  ab, 
da  in  Ideler’s  beiden  bekannten  Werken  (Berlin  1825  und  Berlin 
1831),  vortrefflich  in  ihrer  Art,  doch  mehr  das  Historische  als  das 
Mathematische  hervortritt.  Ganz  recht  hat  ober  der  Verfasser  des 
vorliegenden,  Werk*  getban,  dass  er,  wie  er  auch  in  der  Vorrede 
ausdrücklich  erklärt,  von  der  ihm  durch  Ideler  dargebotenen  histori- 
schen Grundlage  bei  seinen  mathematischen  Entwickelungeu  unmit- 
telbar ausgegangen  ist,  da  er  in  dieser  Beziehung  gewiss  keinen  bes 
seren  Gewährsmann  finden  konnte.  Die  Beschränktheit  des  Raums 
verbietet  uns,  den  reichen  Inhalt  dieses  Werks  hier  im  Detail  an- 
zugeben;  schwerlich  wird  aber  Jemand  in  demselben  über  irgend 
einen  Punkt  vergeblich  Belehrung  suchen.  Sehr  zweckmässig  sind 
unter  dem  Titel  Vorbegriffc  der  Chronologie  die  Lehren  der 
höheren  Arithmetik  oder  der  sogenannten  Zahlenlehre,  welche  in 
der  Chronologie  vorzüglich  zur  Anwendung  kommen,  im  Zusam- 
menhänge durgestellt  worden,  und  dabei  hut  der  Verfasser  zugleich 
durch  Einführung  zweckmässiger,  zumTbeil  neuer  Bezeichnungen  für 
möglichste  Abkürzung  der  allgemeinen  Rechnungen'gesorgt.  Dass 
in  einem  so  spcciell  und  gründlich  wie  das  vorliegende  seineu  Ge- 
genstand behandelnden  Werke  auch  manche  neue  Untersuchungen 
nicht  fehlen  können,  versteht  sich  von  selbst,  und  als  besonders 
verdienstlich  müssen  auch  noch  die  meist  neu  entworfenen,  in  einem 
besondern  Anhänge  bcigefiigteo,  so  wie  auch  hin  und  wieder  in  dem 
Werke  zerstreu’t  vorkommenden  Hülfstafeln  zur  Abkürzung  chro- 
nologischer Rechnungen  hervorgebohen  werden.  Ausserdem  ist  das 
Werk  auf  schönes  Papier  vortrefflich  gedruckt,  und  verdient  daher 
nochmals  in  jeder  Beziehung  der  Aufmerksamkeit  der  Leser  des 
Archivs,  auch  ausserhalb  Deutschland,  empfohlen  zu  werden,  da 
uns  wenigstens  auch  in  einer  anderen  Sprache  kein  so  vollständi- 
ges und  gründliches,  die  neueren  Forschungen  so  sorgfältig  und 
vielseitig  berücksichtigendes  Werk  üher  mathematische  Chrono- 
logie bekannt  geworden  ist. 

Bobrik , Dr.  Eduard:  Handbuch  der  practischen  See- 

fahrtskunde. Mit  einer  vollständigen  Sammlung  logaritbmischer, 
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geographischer  und  astronomischer  Tabellen,  Kupfertafeln  und  Kur- 
ten, und  einem  Wörterbuche  der  nautischen  Kunstausdrücke  in  den 
verschiedenen  europäischen  Seespracheo.  Zum  Selbstunterrichte  und 
für  Lehrer  in  der  geographischen  und  astronomischen  Steuer- 
mnnnkunde,  in  der  Jourualfübrung,  in  der  Zutakeluog  und  Len- 
kung des  Schiffs,  oder  in  der  practischen  Schifferkunde,  so 
wie  in  den  Vorbereitungen  durch  mathematische  und  physische  Geo- 
graphie; durch  Arithmetik,  Geometrie;  durch  Hydrostatik,  Hydrcdy 
namik  und  Schiffbaukunde.  2 Bde.  gr.  8.  8 Thlr. 


Physik. 


Baumgartner,  A.:  Die  Naturlehre  in  ihrem  gegenwär- 
tigen Zustande  mit  Rücksicht  auf  mathematische  Be- 
gründung. 8te  Aufl.  gr.  8.  2 Tbeilc.  Wien.  4 Thlr. 

Diese  bis  jetzt  erschienene  erste  Abtfaeilung  der  achten  Auf- 
lage enthält  die  Einleitung  und  die  zwei  ersten  Abschnitte  des  all- 
gemein bekannten  Werks. 

Orsteds  Naturlnrc,  2.  H.  Kopenhagen.  1844.  90  s. 

Faradny,  M. : Experimental  Researches  in  Electricity.  Vol.  2. 

8.  London.  1844.  9 sh. 

Kreil,  K.:  Magnetische  und  meteorologische  Beobachtungen 

zu  Prag.  4ter  Jahrgang,  gr.  4.  Prag.  1844.  3 Tblr.  12  ggr. 

Der  Kreislauf  des  Blutes  und  die  Planetenbahnen. 
Ein  physiologisch-mathematischer  Versuch  von  Dr.  med. 
König.  Weissensee.  1844.  8.  15  ggr. 

„Schon  längst  legte  ich  mir“,  sagt  der  Verf.  in  der  Vorrede, 
„in  Erwägung  der  unleugbaren  Thntsachen,  dass  das  Blut  in  sei- 
ner Bahn  oft  in  einer  der  Schwerkraft  entgegengesetzten  Richtung 
strömt,  was  weder  durch  Vcnenklappen,  noch  durch  Saugkraft, 
noch  durch  die  Muskelkraft  des  Herzeos  allein  befriedigend  zu  er- 
klären ist,  und  dass  zweitens  diese  Bahn  eine  in  sich  selbst  zurück- 
laufende geschlossene  ist,  die  Frage  vor,  ob  es  nicht  denkbar  sei, 
dass  es  im  menschlichen  Körper  eine,  der  allgemeinen  Schwerkraft 
analoge  Kraft  gebe,  durch  deren  Wirkung,  gleichsam  eine  Art  or- 
ganischer Gravitation,  der  Blutumlauf  so  vermittelt  werde,  wie  die 
Bahnen  der  Planeten,  und  welche  daher  den  Menschen  zu  dem  in 
der  Wirklichkeit  machte,  wofür  er  schon  so  lange  dem  Namen  nach 
gegolten  hat,  zu  einem  Mikrokosmus.  Die  Beobachtung,  dass  die 
Pulsfrequenzen  sich  umgekehrt  verhalten  wie  die  Quadratwurzeln 
aus  den  Körperlängen,  musste  mich  in  dieser  Idee  nur  bestärken, 
denn,  wenn  man,  wie  es  üblich  ist,  die  Pulsfrequenz  als  eineu  Aus- 
druck für  die  Blutgeschwindigkeit  ansieht,  so  enthält  diese  Beo- 
bachtung eine  unmittelbare  Bestätigung  derselben.  Dies  gab  dem 
nun  folgenden  Versuch,  die  erwähnte  Hypothese  durch  Anwendung 
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uuf  einen  concreten  Fall  so  viel  als  möglich  an  den  Prüfstein  der 
Erfahrung  zu  legen,  seine  Entstehung.“ 

So  weiiig  ich  selbst  wegen  Mangels  an  hinreichenden  anatomi* 
sehen  und  physiologischen  Kenntnissen  mir  ein  Urtbeil  über  diese 
Schrift  anmaassen  darf,  so  glaube  ich  doch  dem  Verf.  die  Bemer- 
kung schuldig  zu  sein,  dass  dieselbe,  wie  dies  öfters  bei  solcheD 
Schriften  der  Fall  ist,  keineswegs  in  das  Gebiet  luftiger  naturphi- 
losopkiscber  Reflcctionen  gehört,  sondern  dass  in  derselben  überall 
eine  gesunde  Anwendung  mathematischer  Sätze  und  Rechnungen 
hervortritt,  und  dass  dieselbe  daher  wohl  eine  nähere  Prüfung  durch 
einen  hinreichend  mathematisch  gebildeten  Anatomen  und  Physiologen 
verdienen  möchte,  was  ich  dem  Verf.  schon  um  seines  warmen  Ei- 
fers willen,  mit  welchem  er  in  der  Vorrede  der  Anwendung  der 
Mathematik  in  der  Arzneiwissenschaft  das  Wort  redet,  von  Herzen 
wünsche.  Bei  den  Herren  Aerzten  wird  er  da  freilich  meistens  tau- 
ben Ohren  predigen.  G. 


Vermischte  Schriften. 


Jahresbericht  für  die  Mitglieder  der  Hamburgischen 
Gesellschaft  zur  Verbreitung  mathematischer  Kennt- 
nisse. Fastnacht.  1844. 

Inhalt:  Bericht  über  die  zur  AufGndung  und  Bezeichnung  von 
Höhen  in  dem  abgebrannten  Theiie  der  freien  Hansestadt  Hamburg 
ausgeführten  und  für  den  nicht  abgebrannten  Tbeil  derselben  vor- 
geschlagenen Nivellirungen.  Von  dem  Herrn  Ingenieur  Röbbelin. 

— Nachtrag  zu  dem  Aufsatze:  „l'eber  die  Höben  einiger  Gebäude 
in  Hamburg,  im  Jahresbriefe  für  1842.“  Von  dem  Herrn  Conferenz- 
rath  Schumacher  in  Altona.  — Tafeln  zur  Verwandlung  Hamburgi- 
scher  Gewichts -Einheiten  in  Französische  und  Englische,  so  wie 
umgekehrt. 

Unterhaltungen  aus  dein  Gebiete  der  Naturkunde  von 

D.  Fr.  Arago.  Aus  dem  Französischen  übersetzt  von  Or. 

E.  F.  Grieb.  Sechster  Tlieil.  Sch  I u ss  des  Werkes.  Stutt- 
gart. 1844.  8.  I Thlr.  23  ggr. 

Dieser  Tbeil  enthält  die  vou  Arago  gehaltenen  historischen 
Lobreden  aut  Laplace  (S.  1 — S.  9),  Fourier  (S.  10  — S.  22), 
Alexander  Volta  (S.  23  — S.  114),  Thomas  Young  (S.  115 

— S.  157),  Humphry  Davy  (S.  158  — 188);  ferner  die  Höhen 
der  wichtigsten  Punkte  der  Erde  über  der  Meeresfläche 
(S.  189  — S.  196),  Tafeln  zur  Verwandlung  der  Barometer- 
und  Thermoraeterscaleu  (S.  197  — 199),  und  zur  Verwand- 
lung der  französischen  Maasse  (S.  200  — S.  208).  Hierauf 
folgt  eine  sehr  ausführliche  und  mit  grosser  Sorgfalt  verfasste  Hi- 
storisch-kritische Aualyse  des  Lebens  und  des  Arbeiten 
Sir  William  Herschel’s  (S.  209  — S.  489),  und  den  Beschluss 
machen  ein  Aufsatz  über  die  totale  Sonnenfin  sterniss  vom 
8ten  Juli  18-12  (S.  490  — 514),  und  der  in  der  Sitzung  der  De- 
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putirteukammer  vom  I6ten  Mai  1842  vod  Arago  erstattete  Bericht 
über  die  neue,  auf  Staatskosten  zu  veranstaltende  Aus- 
gabe der  mathematischen  Werke  des  ehemaligen  Insti- 
tutsmitgliedes Laplace  (S.  515  — S.  549).  — Man  sieht  hier- 
aus, duss  in  diesem  Tbeile  des  Interessanten  viel  enthalten  ist.  Die 
Debersetzung  könnte  hin  und  wieder  etwas  Qiessender  sein  und 
weniger  an  dus  französische  Original  erinuern,  liest  sich  jedoch  im 
Ganzen  gut. 

Gruithuisen,  Fr.  v.  P. : Naturwissenschaftlich -astronom.  Jahr- 
buch für  physische  und  naturbistorische  Himmelsforscher  und  Geo- 
logen mit  den  für  das  Jahr  1846  vorausbestimmten  Erscheinungen 
am  Himmel.  7.  Jahr.  Mit  2 lithogr.  Tafeln.  8.  München.  1844. 
2|  Thlr. 

Astronomisch  • meteorologisches  Jahrbuch  für  Prag 
von  Karl  Kreil.  Vierter  Jahrgang:  1845.  Prag.  1844.  8. 
1 Thlr.  8 ggr. 

Ausser  der  gewöhnlichen  astronomischen  Ephemeride  enthält 
dieser  Jahrgang  zwei  grössere  Abhandlungen  unter  den  Titeln: 
Erläuterung  des  Jahrbuchs  und  Geschichte  des  Entste- 
hens und  der  bisherigen  Leistungen  des  magnetischen 
Vereins,  von  denen  besonders  der  letztere  vielfaches  Interesse, 
und  zwar  nicht  bloss  für  Laien  in  der  Wissenschaft,  darbietet.  Der 
erste  dieser  beiden  Aufsätze  kann  eigentlich  als  eine  allgemein  ver- 
ständliche Erläuterung  des  Kalenders  betrachtet  werden,  und  wird 
daher  auch  für  ein  grösseres  Publikum  sehr  lehrreich  sein,  so  wie 
diesem  Jahrbuche  wegen  seines  allgemein  lehrreichen  und  verständ- 
lichen Inhalts  überhaupt  eine  möglichst  grosse  Verbreitung  zu 
wünschen  ist. 

Memoires  de  l’ucadämie  im  per.  des  Sciences  de  St.  Petersbourg. 
6 serie,  1.  partie:  Sciences  mathdmat.  et  physiques.  Tome  4.  in 
6 Iivrais.  4.  St.  Petersburg.  1844.  6 Thlr.  18  ggr. 


Nachricht. 


Die  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Petersburg  bereitet  eine 
neue  Ausgabe  aller  Werke  Eulers  vor.  Die  ganze  Sammlung  wird 
25  bis  28  Bände  in  gross  Quart  umfassen,  jeden  zu  80  bis  90  Bo- 
gen, und  soll  in  10  Jahren  vollständig  erschienen  sein.  Die  Her- 
ausgabe ist  einer  Commission  übertragen,  bestehend  aus  den  Aka- 
demikern Fuss,  Ostrogradsky , Struve,  Lenz,  Bouniakovsky  und 
Jacobi.  Besonders  bemerkenswert!!  ist  es,  dass  Herr  Fuss  eine 
grössere  Anzahl  noch  ungedruckter  und  bis  jetzt  unbekannter  Werke 
Eulers  oufgefunden  hat,  welche  der  neuen  .Sammlung  einverlcibt 
werden  sollen.  Die  Titel  der  wichtigsten  dieser  Werke  sind  fol- 
gende: 
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Fragineos  de  grauds  ouvrages. 

1.  Manuacrit  snns  titre,  contenant  les  chapitrea  1 a 16  d’oo 
Traitd  de  la  thdorie  des  oombrea.  587  §§.  Uz  pagea  in-4.  En 
latin. 

2.  Mannacrit  aana  titre,  aur  Papplicafion  du  calcul  diffdrentie! 
a la  gdomdtrie  dea  courbea,  deatine,  ä ce  qu’il  parait,  ä former  la 
troiaieme  partie  dea  JuatitutioDea  caiculi  differen  tinlia. 
L’enveloppe  contient  la  table  dea  chapitrea  1 i»  6,  raais  le  6me  et 
la  fin  du  5me  munquent.  179  §§.  104  pagea  in -4.,  et  8 feuillets 
de  figures.  En  latio. 

3.  Manuacrit  intituld:  Statica.  18  §$.  de  notions  prelimi- 
naires,  et  193  §§.  aur  Pequilibre  dea  forces  appliqudes  a uu  point. 
68  pagea  in -4.  En  latin. 

4.  Manuacrit  intituld:  Astronomia  mechanica.  Chapitre 

1 »7;  219  §§.  et  un  nppendice;  le  tout  182  pagea  in -4.  et  4 fcuil- 
leta  de  Ggures.  En  latin. 

5.  Manuacrit  aana  titre,  renfermant  les  chapitrea  1 a 7 d’un 

ouvrage  de  dioptrique.  141  88  pagea  in  4.  et  3 feuilleta  de 

Ggurea.  En  frauqais, 

6.  Manuacrit  intituld:  Thdorie  ge'oerale  de  In  dioptrique. 
186  §§.  48  pagea  in -4.  et  2 feuilleta  de  figures.  En  fran^ais. 

„NB.  Cea  deux  dernierea  pieces  paraisaent  entierement  diffe- 
rentes  et  du  grand  nuvrage  aur  la  dioptrique,  publid  en  latin  en 
3 volumca,  et  du  Prdcis  d’une  thdorie  generale  de  la  dio- 
ptrique, insdrd  daus  les  Memoires  de  PAcaddmie  de  Paris  de  Pan 
1765.  — Tous  cea  manuscrits  en  general  quoique  fragments,  ne 
80nt  cependant  pas  dea  brouillons  (a  l’exception  peut-etre  du  No.  3), 
mais  dea  copies  nettes,  tres  serrdes,  et  tellement  aoigneea  qu’on  peut 
les  lire  aana  la  moindre  difGcultd. 

Memoires. 

1.  Theorema  arithmeticum  ejusque  demonstratio. 

2.  Conaideralionea  circa  anulvsin  diophanteam. 

3.  Vera  aeatimatio  sortis  in  ludis. 

4.  Keflexions  aur  une  eapece  ainguliere  de  lotdrie  oommde  lo- 
tdrie gdnoise. 
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Liter  arisch  er  Bericht. 


Geschichte  der  üathematik  und 
Physik. 


S^dillot,  M.  L.  A.,  Materiaux  pour  servir  h I’histoire  com- 
tmrec  des  Sciences  mathlmatiques  chez  les  Grecs  et  les  ürientaux. 
Premiere  livraison.  In  8.  1844.  Paris. 


Systeme,  Lehr-  und  Wörter  hü  eher. 


Wörterbuch  der  a n g e w a n d t e n Mathematik.  Ein 
Handbuch  zur  Benutzung  beim  Studium  und  prakti- 
schen lietriebe  derjenigen  Künste  und  Gewerbe,  wel- 
che Anwendungen  der  reinen  Mathematik  erfordern. 
Zugleich  als  Fortsetzung  des  Klügel’schen  Wörter- 
buchs der  reinen  Mathem  atik.  Im  V er  ei  ne  mit  mehre- 
ren Gelehrten  und  Praktikern  herausgegeben  von  G.A. 
Jahn,  Ur.  philos.  und  Lehrer  der  Mathematik  zu  Leip- 
zig. Erster  Band.  A — L.  Mit  acht  Tafeln  Abbildun- 
gen. Leipzig.  1845.  3thlr.  18ggr. 

Als  Kluge!  im  Jahre  18011  sein  mathematisches  Wörterbuch 
begann , hatte  er  laut  der  Vorrede  zum  ersten  Theile  die  Absicht, 
dasselbe  in  drei  Abtheilungen  berauszugeben , von  denen  die  erste 
der  reinen,  die  zweite  der  angewandten,  die  dritte  der  technischen 
Mathematik  *)  gewidmet  seyn  sollte.  Es  war  ihm  aber  nur  ver- 


*)  M.  s.  über  diese  Eintheilung  den  Artikel  Mathematik  im  drit- 
ten Theile. 

% Band  VI,  30 
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gönnt,  die  erste  Abtheilung  bis  zu  dem  Buchstaben  p fortzufüh- 
ren, und  deren  Vollendung  anderen  Händen  zu  überlassen,  welche 
im  Jahre  1834  erfolgte.  Dreissig  Jahre  waren  also  seit  dem  An- 
fänge dieser  ersten,  nebst  den  Supplementen  aus  acht  Theilen  be- 
stehenden Abtheilung  verflossen.  Es  ist  schwer  die  Anzahl  der 
Blinde  zu  bestimmen  . welche  die  angewandte  und  technische  Ma- 
thematik umfasst  haben  würden.  Aber  zwölf  sehr  starke  Bände 
hätte  man  doch  mindestens  nur  auf  die  angewandte  Mathema- 
tik, nämlich  auf  die  mechanischen,  optischen  und  astronomischen 
YV  issenschaflen  rechnen  müssen  , wenn  dieselben  nur  einigermassen 
in  eiuer  der  in  der  ersten  Abtheilung  gegebenen  Bearbeitung  ent- 
sprechenden Wehte  hätten  bearbeitet  werden  sollen.  Ueber  den 
I; infang  der  technischen  Mathematik  wagen  wir  hier  gar  kein  Ur- 
theil  zu  fällen.  Ein  Werk  von  solcher  Ausdehnung,  dessen  Yöll- 
endung  in  einer  kurzem  Reihe  von  Jahren  nach  den  bei  der  ersten 
Ahtheilung  gemachten  Erfahrungen  gar  nicht  abzusehen  war,  zu 
beginnen,  musste  namentlich  bei  den  grossen  Fortschritten,  welche 
die  angewandte  Mathematik  täglich  macht,  um  so  mehr  sehr  be- 
denklich erscheinen,  weil  in  vielen  Theilen  eine  scharfe  Gränzlinie 
zwischen  Mathematik  und  Physik  gar  nicht  mehr  zu  ziehen  ist, 
und  ein  vielfaches  Hintiherstreifen  in  die  letztere  YY'isscnschaft,  die 
schon  ein  vollständiges  Wörterbuch  besitzt,  daher  nicht  wohl  um- 
gangen werden  kann.  Man  konnte  sich , wenn  etwas  geschehen 
sollte,  nur  darauf  beschränken , wieder  eine  Theilung  der  ange 
wandten  Mathematik  vorzunehmeD,  und  besondere  YVörterbücher 
der  Mechanik,  Optik  und  Astronomie  hcrauszugeben , mul  sollte 
es  noch  einmal  dazu  kommen , dass  eine  dieser  drei  Abtheiluugea 
wirklich  in  Angriff  genommen  würde,  so  würde  dies  jedenfalls 
zuerst  die  Astronomie  sein , da  für  diese  ein  ausführliches  Wörter- 
buch für  Theorie  und  Praxis  von  vielen  Seiten  her  als  ein  drin- 
gendes Bedürfnis«  erkannt  wird , und  in  ihr  nach  der  gegenwärti- 
gen Lage  der  Sache  wohl  noch  am  Ersten  eine  gewisse  Yölleo- 
«liing  zu  erreichen  seyn  dürfte.  Aber  auch  schon  diese  Abt  heilnng 
allein,  für  welche  bereits  mancherlei  Vorbereitungen,  auch  rück- 
sichtlich der  Herbeischaffiing  des  literarischen  Apparats  gemacht 
worden  sind,  würde  gewiss  wenigstens  sechs  Bände  umfassen.  Das 
vorliegende  jetzt  bis  zu  dem  Buchstaben  2 fortgeschrittene  Wörter- 
buch der  angewandten  Mathematik,  welches  sich  auf  dem  Titel  zugleich 
als  eine  Fortsetzung  des  Kl iigel’ sehen  ' Wörterbuchs 
der  reinen  Mathematik  ankünaigt,  soll  die  ganze  ange- 
wandte und  technische  Mathematik  umfassen , und  ist  im 
Ranzen  auf  9 bis  10  Lieferungen,  jede  von  etwa  10  Bogen,  über- 
haupt also  auf  zwei  massig  starke  Bände  berechnet,  aus  welchem 
geringen  Umfange  wohl  schon  von  selbst  hinreichend  hervorgehen 
dürfte,  dass  dasselbe  keineswegs  als  eine  Fortsetzung  des  Klü- 
gel'schen  YYÖrterbuchs  im  eigentlichen  Sinne  betrachtet  werden 
kann,  da  es  mit  diesem  in  jeder  Beziehung  streng  wissenschaftli- 
chen , auch  die  Geschichte  der  Wissenschaft  überall  ausführlich 
berücksichtigenden  Werke  einen  Vergleich  nicht  auszuhalten  im 
Stande  ist,  wie  jedem  Unbefangenen  der  flüchtigste  Blick  in  beide 
Werke  auf  der  Stelle  lehren  wird. 

Dieses  unumwundene  Urtheil  glaubte  der  Unterzeichnete  dem 
Klügefschen  Wörterbuche,  ganz  abgesehen  von  dem  nicht  unbe- 
deutenden Antheile,  welchen  er  selbst  an  diesem  in  der  Wissen- 
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schaft  einzig  dastehenden  Werke  hat,  und  zugleich  der  Verlags- 
handlung , welche  für  dasselbe  die  grössten  Opfer  gebracht 
hat,  schuldig  zu  seio,  auch  namentlich  deshalb,  well  eine  Fort- 
setzung desselben  in  einer  oder  der  anderen  Weise  von  den  un- 
mittelbar dabei  hetheiligten  Personen  noch  keineswegs  gänzlich 
aufgegeben , sondern  vielmehr  neuerlich  nur  erst  wieder  in  Anre- 
gung gebracht  worden  ist.  Nur  bedarf  eben  die  Art  und  Weise 
<ler  Fortsetzung  die  reiflichste  lleberiegung , und  den  Rath  ein- 
sichtsvoller Männer,  ehe  man  überhaupt  wagen  darf,  Hand  an’s 
Werk  zu  legen. 

Wenn  nun  aber  auch  das  vorliegende  Wörterbuch  durchaus 
nicht  eine  Fortsetzung  des  von  Kliigel  unternommenen  Werks  im 
eigentlichen  rönne  genannt  werden  darf,  so  ist  doch  auf  der  andern 
Seite  der  Nutzen  und  die  Verdienstlichkeit  desselben,  als  selbst- 
ständiges für  »ich  bestehendes  Werk  betrachtet,  in  gewisser  Be- 
ziehung nicht  zu  verkennen.  Dasselbe  liefert  über  die  sämmtli- 
ehen  wichtigeren  Theile  der  angewandten  und  technischen  Mathe- 
matik ganz  kurze  Artikel , die  nur  selten  theoretische  Ausführungen 
enthalten,  begnügt  sich  vielmehr  meistens  mit  einer  allgemeinen  Er- 
läuterung der  Begriffe  und  blossen  Angabe  der  wichtigsten,  die  un- 
mittelbarste Anwendung  gestattenden,  und  zu  derselben  nöthigsten 
Resultate,  und  dann  mit  der  Angabe  der  besten  Werke,  in  denen 
der  Leser  weitere  Belehrung  suchen  kann,  in  welcher  letzteren  Be- 
ziehung, wie  es  scheint,  ohne  die  literarischen  Notizen  auf  eine 
oft  sehr  nutzlose  Weise  zu  häufen,  meistens  eine  verständige  Aus- 
wahl getroffen  worden  ist.  Jedoch  ist  dabei  eine  gewisse,  in 
der  Mehrzahl  der  Bearbeiter  aber  hinreichende  Entschuldigung 
bildende.  Ungleichheit  nicht  zu  verkennen,  indem  u. A.  die  zu  den 
Kriegswissenschaften  und  der  Feuerwerkerei  gehörenden , uud  die 
kaufmännischen  Artikel,  meist  mit  einer  weit  grösseren  Aus- 
führlichkeit bearbeitet  worden  sind  als  die  meisten  eigentlich  ma- 
thematischen Artikel,  woftir  sich  viele  in  die  Augen  fällende  Bei- 
spiele anführen  lassen  würden,  wenn  dies  die  uns  hier  gebotene 
kürze  gestattete.  Ueberhaupt  ist  uns  wenigstens  das  ganze  Werk 
mehr  in  der  Art  eines  mathematischen  Gonversations-Lexikons  als 
eines  die  Wissenschaft  nach  allen  Seiten  hin  ergründenden  Werks, 
wie  doch  das  Klü'gel’sche  Wörterbuch  seiner  ganzen  Anlage  nach 
ist  und  sein  soll,  erschienen.  Aber  gerade  deshalb  kann  das- 
selbe für  einen  Jeden,  der  eine  augenblickliche  kurze  Belehrung 
über  irgend  einen  Gegenstand  wünscht,  in  vielen  Fällen  recht 
nützlich  sein  und  überhaupt  in  einem  gewissen  Kreise  recht  vor- 
thcilhaft  wirken  und  zur  weitern  Verbreitung  der  Wissenschaft 
beitragen,  weshalb  wir  es  besonders  allen  denjenigen  empfehlen, 
die  nicht  Mathematiker  von  Profession  sind,  aber  doch  für  die  ge- 
wöhnlichem Anwendungen  der  Mathematik  ein  lebendiges  Interesse 
haben,  namentlich  auch  allen  Praktikern  und  Künstlern,  so  wie 
unter  den  Lehrern  der  Mathematik  an  höheren  Unterrichtsanstal- 
teu  vorzugsweise  denen,  welche,  wie  die.«  häufig  der  Fall  ist  und 
begreiflicherweise  sein  muss,  ihre  Studien  hauptsächlich  der  reinen 
Mathematik  zugewandt  haben,  aber  doch  bei  ihrem  ihnen  meistens 
nur  wenig  freie  Zeit  übrig  lassenden  mathematischen  und  physi- 
kalischen Unterrichte  öfters  in  den  Fall  kommen  dürften,  eine 
augenblickliche  nur  wenig  Zeit  in  Anspruch  nehmende  nicht  tiefer 
eingehende  Belehrung  über  einen  Gegenstand  der  angewandten  oder 
» 30* 
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technischen  Mathematik  in  möglichster  Kürze  für  die  Zwecke  des 
Unterrichts  zu  wünschen.  Bei  der  Schnelligkeit,  mit  denen  die  fünf 
Lieferungen  des  ersten  Bandes  auf  einander  gefolgt  sind,  lässt  sich 
auch  einer  baldigen  Vollendung  des  zweiten  Bandes,  den  wir  seiner 
Zeit  gleichfalls  in  diesem  literarischen  Berichte  anzeigen  werden, 
wohl  mit  Sicherheit  entgegen  sehen  ; und  gewiss  wird  dieses  VVerk 
seiner  ganzen  vorher  näher  charakterisirten  Anlage  nach  das  Seinige 
zu  der  sehr  zu  wünschenden  immer  grösseren  Verbreitung  mathema- 
tischer Kenntnisse  in  den  gewöhnlichem  Kreisen  des  Lebens 
beitragen,  weshalb  wir  ihm  möglichst  schnellen  Fortgang  wünschen. 
Die  äussere  Ausstattung  ist  sehr  auständig.  In  dem  ersten  Bande 
haben  wir  u.  A.  in  dem  ziemlich  ausführlichen,  auch  die  neueren 
Untersuchungen  berücksichtigenden,  und  zu  dem  besten  im  ganzen 
Buche  gehörenden  Artikel  „Linsengläser“  die  Figuren  auf 
den  dem  ersten  Bande  beigegebenen  acht  Figurentafeln  vermisst, 
die  daher  in  dem  zweiten  Bande  noch  nachzuliefern  sein  werden. 

G. 


Arithmetik. 


Theorie  der  periodischen  Dccimalbrüche  nebst 
Tabellen  zur  leichten  Verwandlung  gewöhnlicher 
Brüche  in  Decimalbrüche.  Von  Dr.  E.  H.  Nagel,  Rec- 
tor der  Realschule  in  Ulm.  Ulm.  1845.  8.  20  ggr. 

Durch  Abfassung  dieses  Schriftchens , in  welchem  man  die 
Theorie  der  periodischen  Decimalbrüche  auf  eine  sehr  lässliche 
Weise  vollständiger  entwickelt  lindet  als  in  den  Lehrbüchern  der 
Arithmetik,  so  wie  durch  die  angchängten  Tafeln,  hat  sich  der 
Herr  VT.  um  den  arithmetischen  Unterricht  auf  Schulen  ein  Ver- 
dienst erworben. 

Peto,  T.,  neue  Potenziallehre  samint  dem  Beweise  der  Un- 
richtigkeit der  von  den  Mathematikern  bis  jetzt  angenommenen  De- 
finition vom  Potenziren.  Oedenburg.  1814.  6 ggr. 


J.  G.  Arbon,  (Lector  in  de  Wis-  en  Zeevaartkunde  liy  de 
Koninklyke  Marine,  Honorair  Lid  van  de  t'ommissic  tot  het  exa- 
minereu  der  Zee  - Officieren , enz.)  Verhandeling  over  de  binomiaat 
coeflicienten , bevattende  een  aantal  merkwaardige  eigenschappen 
van  dezelvc,  benevens  eene  beknopte  theorie  der  getallen  - reeksen, 
naar  de  binomiaal  - wet  geordend ; gr.  8.  Te  Rotterdam , by  de 
Wed.  A.  H.  Krap.  1844.  f 2,  40. 

San-Matino,  A gatin o,  Demonstrazione  del  teorema  fonda- 
mentale  della  teoria  delle  funzioni  analitic.be  di  Lagrange.  Cata- 
nia. _ ln  8. 
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Jerome  de  la  Lande’ 8 logarithmisch  trigonometrische 
Tafeln.  Vermehrt  durch  die  Tafeln  der  Gaussischen  Logarithmen ; 
durch  die  Logarithmen  der  Atomgewichte  unzerlegter  und  einiger 
zusammengesetzten  chemischen  Stoffe ; durch  die  Logarithmen  an- 
derer Zahien , die  in  der  Chemie  und  Physik  oft  gebraucht  werden 
und  durch  einige  mathematische  Formeln.  Herausg.  von  Heinr. 
Gottl.  Köhler.  ‘2.  Stereotypausg.  16.  Leipzig  1844.  14  ggr. 


Geometrie. 


Wolff,  F.,  Lehrbuch  der  Geometrie.  1.  Theil.  Ebene  Ele- 
mentar - Geometrie,  Trigonometrie,  Theilungslehre.  4.  verb.  Auf- 
lage, mit  7 lithogr.  Tafeln.  Berlin  1845.  gr.  8.  1 thlr.  16  ggr. 

Nagel,  l)r.  Chr. , Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  Ulin 
1844.  ‘20  ggr. 

Kauffmanu,  E.  F.,  Lehrbuch  der  Stereometrie.  Zum 
Gebrauche  beim  Unterricht  in  Realschulen  und  Gymnasien , sowie 
zum  Selbstunterricht.  2.  verbesserte  u.  venu.  Aull.  Mit  4 Kupfer- 
tafeln.  Stuttgart  1844.  8.  18  ggr. 

Lehrgebäude  der  niederen  Geometrie.  Für  den 
Unterricht  an  Gymnasien  und  höheren  Realschulen 
entworfen  von  Carl  Anton  Bretschneider,  Professor 
am  Realgymnasium  zu  Gotha.  Mit  neun  in  K u p f e r ge- 
stochenen Fi  gurentafeln.  Jena  1844.  2 thlr.  16  ggr. 

So  weit  es  die  Beschränktheit  des  uns  hier  » erstatteten  Raumes 
erlaubt , wollen  wir  versuchen  im  Folgenden  den  Lesern  des  Ar- 
chivs eine  möglichst  klare  Anschauung  von  diesem  in  vielen  Be- 
ziehungen ausgezeichneten  Werke  zu  verschaffen,  welches  der  Auf- 
merksamkeit nicht  bloss  aller  Lehrer  an  höheren  Unterrichtsanstal- 
ten,  sondern  überhaupt  aller  Derer,  welche  sich  für  die  Fortschritte 
der  Geometrie  in  formeller  und  materieller  Beziehung  intcressiren, 
sehr  empfohlen  zu  werden  verdient. 

In  einer  kurzen  Einleitung  wird  von  den  Grundbegriffen  und 
der  Eintheilung  der  Geometrie  gehandelt,  und  eiue  Uebersicht  der 
wichtigsten  Sätze  aus  der  allgemeinen  Grössenlehre  gegeben, 
welche  in  der  Geometrie  zur  Anwendung  kommen.  Den  ganzen 
Stoff  der  niederen  Geometrie  theilt  der  Vf.  in  zwei  Abtheilungen, 
welche  mit  den  Namen  Synthetische  Geometrie  und  Ana- 
lytische Geometrie  bezeichnet  werden,  und  jede  dieser  beiden 
Äbtheiiungen  zerfallt  in  drei  Bücher,  nämlich  die  Synthetische 
Geometrie  in  die  Geometrie  der  Lage,  die  Geometrie  der  Gestalt 
und  die  Geometrie  des  Maasses;  die  Analytische  Geometrie  in  die 
Goniometrie,  Trigonometrie  (ebene  und  sphärische),  und  die  Uoor- 
dinaten  - Geometrie  mit  Einschluss  der  Lehre  von  den  Kegelschnit- 
ten. Fünf  Anhänge  bcschliessen  hierauf  das  Werk:  I.  Die  wich- 
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tigsten  geometrischen  Constructionen  in  der  Ebene.  II.  Von  den 
geometrischen  Oertern  in  der  Ebene,  und  von  den  Kegelschnitten 
insbesondere.  III.  Von  der  Methode  der  Projectionen  um!  einigen 
damit  zusammenhängenden  Gegenständen.  IV.  Von  der  Quadratur 
der  Parabel  uml  Eihuse.  V.  Bestimmung  des  Flächeninhalts  sphä- 
rischer Dreiecke  und  Polygone. 

Schon  aus  dieser  allgemeinen  Angabe  des  Inhalts  sieht  man, 
dass  der  Vf.  sich  eine  systematische  Behandlung  der  Geome- 
trie zu  einer  ganz  besondern  Aufgabe  gemacht,  und  nach  einer 
möglichst  einfachen  und  naturgemässen  Verknüpfung  der  einzelnen 
Sätze  vorzüglich  gestrebt  hat,  weshalb  er  denn  auch  den  seit  alter 
Zeit  herkömmlichen  Unterschied  zwischen  ebener  Geometrie  und 
Stereometrie  gleich  von  vorn  herein  ganz  aufgegeben  hat,  was  ge- 
wiss in  der  vorher  angegebenen  Rücksicht  nur  vollkommen  gebilligt 
werden  kann.  Alle  einzelnen  Kapitel  sind  sehr  vollständig,  jedoch 
meistens  in  der  Art  bearbeitet  worden,  dass  die  betreffenden  Fun- 
damentalsätze,  welche  Jeder  unbedingt  kennen  muss,  von  der  wei- 
teren Ausführung  des  Gegenstandes  getrenut  worden  sind , was 
jedenfalls  dem  Unterrichte  sehr  forderlich  sein  muss  und  den  er- 
fahrenen Lehrer  bekundet.  Ihrer  grossen  praktischen  Wichtigkeit 
wegen  sind  die  Goniometrie  und  Trigonometrie  besonders  ausführ- 
lich dargestellt,  und  der  ersteren  ist  die  ihr  vollkommen  zuste- 
hende Würde  einer  für  sich  bestehenden  selbstständigen  Wis- 
senschaft mit  Recht  gesichert  worden.  Einen  geringeren  Raum 
hat  der  Vf.  dagegen  für  die  Coordinaten  - Geometrie  in  Anspruch 
genommen.  Die  Anhänge  enthalten  vieles  aus  der  sogenannten  neue- 
ren Geometrie,  und  in  Bezug  auf  dieselben  muss  noch  beson- 
ders lobend  hervorgehoben  werden , dass  in  dem  zweiten  Anhänge 
die  drei  Kegelschnitte  als  Oerter  in  der  Ebene  rein  geometrisch 
betrachtet  worden  sind , da  nach  unserer  Ueberzeugung  eine  rein 
geometrische  Darstellung  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  über- 
all einen  wesentlichen  Yheil  des  mathematischen  Elementar-  Un- 
terrichts bilden  sollte,  weshalb  wir  auch  gewünscht  hätten,  dass 
der  Vf.  diesem  Anhänge  eine  noch  etwas  grössere  Ausführlichkeit 
gegeben  hätte. 

Dass  es  an  vielen  eigenthümlichen  Darstellungen  und  Ausfüh- 
rungen nicht  fehlt,  versteht  sich  bei  diesem  Vf.,  dessen  frühere 
sämmtlich  durch  besondere  Eleganz  und  Nettigkeit  sich  auszeich- 
nende geometrische  und  namentlich  trigonometrische  Arbeiten 
bekannt  genug  sind , von  selbst,  weshalb  wir  uns  begnügen,  in 
dieser  Beziehung  hier  nur  Zweierlei  hervorzuheben , ohne  damit 
sagen  zu  wollen,  dass  nicht  noch  andere  ganz  eben  so  empfehlens- 
werthe  Ausführungen  an  vielen  Stellen  des  Buchs  anzutreffeu 
sein  sollten.  Einmal  meinen  wir  die  Lehre  von  der  Lage  der  Gera- 
den und  Ebenen  im  Raume,  welche  der  Vf.  ohne  alle  anderen 
Hülfsmittel  als  die  bekannten  Sätze  von  den  Winkeln  und  Paral- 
lellinien durcligeführt  hat;  und  dann  die  in  den  Vorbemerkungen 
zu  der  analytischen  Geometrie  gegebene  Entwickelung  der  geome- 
trischen Bedeutung  der  negativen  und  imaginären  Zahlen,  die  übri- 
gens, wie  der  Vf“,  in  der  Vorrede  auch  selbst  sagt,  ihren  eigent- 
lichen Urheber  nicht  verleugnet. 

Die  Vorrede  enthält  mehrere  sehr  richtige  pädagogische  Be- 
merkungen und  darf  hei’m  Lesen  des  Buchs  nicht  überschlagen 
werden.  Da  das  Buch  bei  dem  geometrischen  Unterrichte  auf  dem 
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Realgymnasium  zu  Gotha  als  Lehrbuch  zum  Grunde  gelegt  werden 
soll,  so  muss  dies  wegen  der  Reichhaltigkeit  seines  Inhalts  ein 
sehr  gutes  Vorurtheil  für  den  Zustaud  des  mathematischen  Unter- 
richts auf  dieser  Lehranstalt  erwecken. 

Die  äussere  Ausstattung  ist,  auch  was  die  F’gurentafeln  be- 
trifft, in  jeder  Beziehung  ausgezeichnet. 

(’ntalan,  Eugene,  Elemens  de  Geometrie,  avec  plancbes. 
Baris  1843.  5 fr.  50  c. 

Lardner,  Dr.,  Treatise  on  Geometry  and  its  Application  to 
the  arts.  London  1844.  8.  with  ‘200  figures.  6 sh. 

Newman,  F.  W.,  The  Difficulties  of  Elementary  Geometry, 
ospocially  those  which  concern  the  Straight  Line,  the  Plane,  and 
the  Theory  of  Paralles.  Oxford  1844.  8.  5 sh. 

Kuhn,  C. , Descriptive  Geometrie.  Mit  Einschluss  der  - 
Principien  der  Isometrischen  Projectionslehre , für  Schulen  und 
zum  Selbstunterrichte.  Mit  60  Tabellen  gravirter  Constructionen. 
Gross  Median -Quart- Velin.  Augsburg  1844.  3 thlr. 

0 1 i v i e r,  Th.,  Tours  de  Geometrie  descriptive.  2eme  Partie  avec 
Atlas  4.  Paris  1844. 

Boucharlat,  J.  L.,  Theorie  des  (’ourbes  et  des  Snrfaces  du 
second  Ordre,  ou  traitd  complet  d’application  d’Algebre  ä la  Geo- 
metrie. Paris  1844. 


Praktische  Geometrie. 


Die  praktische  Geometrie  ohne  Instrumente.  Mit 
einem  Anhänge  enthaltend:  Kreisbogen  undSegmen- 
ten-Tabellen  nebst  einer  Aufgabe  aus  der  Markschei- 
dckunst.  Ein  nützliches  Taschenbuch  für  praktische 
Geometer,  von  Friedrich  Pross,  Professor  der  Mathe- 
matik an  derkünigl.  polytechnischen  Schule  zu  Stutt- 
gart. Mit  5 Figurentafeln.  Stuttgart  1844.  20  ggr. 

Diese  kleine  Schrift  scheint  uns  nicht  bloss  für  praktische 
Geometer,  sondern  auch  für  Lehrer  an  höheren  Unterrichtsanstalten 
empfehlenswert!:  zu  sein,  weil  letztere  darin  manche  zweckmässige 
Leitungsaufgaben  für  ihre  Schüler  finden  werden.  Der  Inhalt  der- 
selben ist  folgender:  Lehrsätze  aus  der  theoretischen  Geometrie, 
das  Ziehen  und  Ausstecken  gerader  Linien,  das  Bestimmen  der 
Distanzen,  das  Errichten  und  Fällen  der  Perpendikel,  das  Ausmes- 
sen  und  Ausstecken  der  Winkel,  das  Zielten  der  Parallellinien, 
das  Ausmessen  der  Figuren , das  Vertheilen  der  Flächen , Kreis- 
bogen- und  Segmenten-Tafeln,  eine  Aufgabe  aus  der  Markscheide- 
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kirnst.  Hei  der  Losung  aller  dieser  Aufgaben  bedient  sich  der 
Herr  Vf.  keiner  anderen  Instrumente  als  der  Kette  und  Stäbe,  und 
ist  wegen  dieser  geringen  praktischen  Hfllfsmittel  natürlich  genö- 
thigt.  überall  die  besondere  Hülfe  der  Geometrie  in  Anspruch  za 
iielimen , aus  welchem  Grunde  eben  fast  alle  diese  Aufgaben,  wie 
schon  oben  bemerkt  wurde , sich  zu  zweckmässigen  geometrischen 
Uebungen  für  Schüler  eignen.  Unter  den  vorbereitenden  geome- 
trischen I -ehrsätzen  linden  .sich  einige  an  sich  bemerfcenswerthe 
Sätze,  und  vorzüglich  nimmt  der  Herr  Vf.  von  dem  folgenden  Satze 
seinen  Auslaut : Wenn  zwei  Dreiecke  einen  gleichen  Winkel  haben, 
oder  wenn  ein  Winkel  des  einen  Dreiecks  einen  Winkel  des  andern 
zu  zwei  Hechten  ergänzt . se  verhalten  sieb  die  Producte  der  diese 
Winkel  einschliessenden  Seiten  wie  die  Ueberschiisse  der  Sum- 
men der  Quadrate  dieser  Seiten  über  das  Quadrat  der  dritteu 
»Seite.  — Eine  noch  grössere  Mannigfaltigkeit  würde  der  Herr  Vf. 
den  behandelten  Aufgaben  und  deren  Auflösungen  haben  gelven 
können,  wenn  er  sich  an  Instrumenten  ausser  der  Kette  und  der 
Stabe  noch  den  Gebrauch  des  eben  so  einfachen  als  in  der  Praxis 
nützlichen  Winkelkreuzes  oder  der  Kreuzscheibe  (equerre  d’arpen- 
teur)  gestattet  hätte.  Endlich  wollen  wir  noch  bemerken,  dass 
eine  gleiche  Tendenz  mit  der  vorliegenden  Schrift  ein  anderes 
schönes , aber  wohl  nur  wenig  bekannt  gewordenes  Werkchen  hat, 
welches  ebenfalls  der  Aufmerksamkeit  der  Lehrer  an  höheren  Cn- 
terrichtsanstalten  bei  dieser  Gelegenheit  recht  sehr  empfohlen  zu 
werden  verdient,  und  folgenden  Titel  führt:  Solutions  peu 
conuues  de  differens  problemes  de  Gdoinetrie  pra- 
tique;  pour  servir  de  Supplement  aux  Traites  connus 
de  cette  Science;  recuoiflies  par  F.  J.  Servois,  Pro- 
fesseurde  Mathematiuues  aux  Ecoles  d’Artillerie.  A 
Metz  et  a Paris.  An  XII.  In  dieser  »Schrift,  in  welcher  sich 
mehrere  elegante  Auflösungen  geometrischer  Probleme  finden , ge- 
stattet sich  der  Vf.  den  Gebrauch  der  Piquets  ou  Jahms  avec  le 
Uordeau  ou  la  t’haine  und  tout  au  plus  des  Equerre  d’Arpenteur 

(1*.  IO- 


Trigonometrie. 


»Steiner,  Elemente  der  ebenen  Trigonometrien,  d.  Stereometrie- 
Breslau  1844.  8.  10  ggr. 

Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie  für  die  obe- 
ren Klassen  höherer  Lehranstalten,  so  wie  für  den 
Selbstunterricht.  Nach  einer  streng  wissenschaftli- 
chen Methode  b e u r b e i t e t und  mit  einem  Anhänge  ver- 
sehen von  Dr.  August  Wiegand.  Halle  1845.  8.  8 ggr. 

Ein  kurzes,  aber  recht  deutliches  Lehrbuch  der  ebenen  Tri- 
gonometrie, in  welchem  der  Herr  Vf.  sich  neben  der  Strenge  der 
Beweise  namentlieh  auch  deren  Allgemeinheit  hat  besonders  an- 
gelegen sein  lassen. 
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Meyer,  A.,  Le^ons  de  trigouometrie  spherique.  In  8.  a\ee 
une  planche.  Bruxelles  1844. 

Die  Gauss’schen  Gleichungen  der  Bogendreiecke 
und  zwei  merkwürdige  Sätze  vom  Raum.  Vom  Profes- 
sor I)r.  Georg  Paucker.  Mitau  1844.  8.  9 ggr. 

Eine  schöue  kleine  Schrift , die  insbesondere  auch  der  Auf- 
merksamkeit der  Lehrer  an  höheren  Unterrichtsanstalten  em- 
pfohlen zu  werden  verdient.  Der  Herr  Vf.  giebt  in  derselben  zuerst 
einen  eleganten  geometrischen  Beweis  der  Gausssischen  Gleichun- 
gen , die  unsers  Wissens  bisher  wohl  nur  analytisch  bewiesen 
worden  sind , and  entwickelt  dann  ebenfalls  grössteotbeils  nur  durch 
geometrische  Betrachtungen  verschiedene,  liesonders  aber  zwei 
oder  drei  merkwürdige  Sätze,  von  denen  der  erste  S.  30.  auf  fol- 
gende Art  ausgedriickt  wird:  Der  sechsfache  Inhalt  des 
Kau m Vierecks,  mit  dem  Halbmesser  der  umschriebe- 
nen Kugel  verbunden,  giebt  eine  Grösse,  welche  auf 
dieselbe  Art  aus  den  d re  i Verb  i n d u n gen  d er  G egen- 
kanten zusammengesetzt  ist,  wie  der  Inhalt  eines 
e heuen  Dreiecks  aus  den  drei  Seiten.  Der  Herr  Vf.  sagt, 
dass  er  diesen  Satz  bereits  im  Jahre  1813  bei  Gelegenheit  der 
Ausarbeitung  seines  stereonietrischen  Hefts  für  das  Gymnasium  zu 
Mitau  gefunden,  seine  Bekanntmachung  damals  aber  unterlassen 
habe , weil  er  ihm  in  seiner  Abfassung  zu  vereinzelt  erschien ; 
seitdem  habe  ihn  auch  Herr  Professor  Br  et  sc  h ne  i d er  zu  Gotha 
seinerseits  gefunden  und  in  diesem  Archiv.  Tbl.  I.  S.  (i.  bekannt 
gemacht,  jedoch  ohne  die  in  der  vorliegenden  Schrift  gegebenen  geo- 
metrischen Bew  eise.  Einen  zweiten  Satz  vom  Parallelepuiedon  drückt 
der  Herr  Vf.  S.  35.  auf  folgende  Art  aus:  Die  Endflächen 
und  Quer  fläche  n (Di  agonalpar  alleingram  me)  eines 
Scheibe  sraums  ( Paral  I el  epipedu  m s)  stehen  in  den- 
selben Beziehungen  zu  einander  wie  die  Seiten  und 
Querbänder  (l)iagonallinien)  einer  Z e i 1 u n g (Paralle- 
logramms). Ein  dritter  Satz  endlich  wird  S.  37.  auf  folgende 
Art  ausgedrückt:  Der  Inhalt  eines  Scheibenraums,  mit 
dem  Halbmesser  desselben  verbunden,  giebt  eine 
Grösse,  welche  auf  dieselbe  Art  aus  den  drei  Quer- 
flächen zusammengesetzt  ist,  wie  der  Inhalt  eines 
Dreiecks  aus  den  drei  Seiten.  Insbesondere  auch  wegen 
der  Zierlichkeit  der  in  derselbe»  augestelltcn  geometrischen  Be- 
trachtungen wünschen  wir  nochmals,  dass  diese  kleine  Schrift  von 
den  Lehrern  an  höheren  Unterrichtsanstalten  nicht  unbeachtet  blei- 
ben möge. 


Praktische  Mechanik. 


Schubert,  J.  A.,  Elemente  der  Maschinenlehre.  1.  Theil. 
2.  Dresden  1844.  10  thlr. 

Baud  VI.  30* 
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Lehrbuch  der  Anwendung  der  Mechanik  auf  Ma- 
schinen. Von  J.  V.  Poncelet.  Deutsch  herausgegeben 
von  Dr.  C.  H.  Schnuse.  Erster  Band.  Mit  ackt  litho 
graphirten  Tafeln.  Darmstadt.  1845.  8.  3 thlr. 

Dieses  Werk  eines  der  ersten  französischen  Mathematiker,  der 
sich  nicht  bloss  um  die  Mechanik,  sondern  bekanntlich  insbesondere 
auch  um  die  Geometrie  die  grössten  Verdienste  envorben  hat,  verdiente 
eine  Verpflanzung"  auf  deutschen  Boden  vollkommen,  weil  in  unserer 
Literatur  schwerlich  ein  eben  so  treffliches , mit  wissenschaftlicher 
Strenge  abgefasstes , Lehrbuch  der  praktischen  Mechanik  existiren 
dürfte,  und  weil  durch  die  Uebcrsetzung  gewiss  insbesondere  man- 
chem Praktiker  ein  angenehmer  Dienst  geleistet  werden  wird,  auch 
überhaupt  die,  durch  den  hohen  Preis  des  Originals  erschwerte, 
möglichst  grosse  Verbreitung  dieses  vorzüglichen  Werks  sehr  zu 
wünschen  ist.  Die  äussere  Ausstattung  der  Uebersetzung  ist  in 
jeder  Beziehung  'vorzüglich , und  wir  sehen  der  Fortsetzung  mit 
Verlangen  entgegen. 

Mosoley,  H.,  Illustrations  of  practical  Mechanics.  London 
1844.  8.  with  numerous  woodcuts.  8 sh. 


Optik. 


Brewster,  D.,  Treatise  on  Optics,  new  Edition.  London  1844. 
with  176  woodcuts.  6 sh. 

Rosse,  Earl  of,  The  Monster  Telescopes  with  an  Account 
of  the  Manufacture  of  the  Specula , and  full  Descrintions  of  all  the 
Machinery  connected  with  there  Instruments.  8.  Illustr.  with  en- 
gravings.  London  1844.  2 s.  ö d. 


Astronomie. 


Fleischhauer,  Versuch  einer  gemeinfasslichen,  nur  auf  Eie 
mentarkenntnisse  gegründeten  Volkssternkunde  für  Schule  und  Haus. 
Nach  den  neuesten  Ergebnissen  astronom.  Forschungen  bearbeitet. 
Erster  Theil:  Die  Sonnenweltordnnng.  Mit  einem  biogr.  Anhänge 
älterer  und  neuerer  Astronomen  und  Mathematiker.  12.  Darm- 
stadt 1844. 

Diesterweg.  F.  A.  W.,  Lehrbuch  der  mathematischen  Geo- 
granhie  und  populären  Himmelskundc.  Zum  Schulgebrauch  und 
Selbstunterricht.  Mit  5 Tafeln  und  3 Sternkarten.  2.  verm.  und 
verb.  Aull.  8.  Berlin  1844.  1 thlr.  4 ggr. 
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Wückel,  Populäre  Vorlesungen  über  die  Sternkunde.  Niirn- 
Irerg  1844.  1 thlr.  16  ggr. 

Hersehel,  John,  Treati.se  on  Astronomy,  new  Edition.  8. 
London  1844.  0 sh. 

Dent,  Edward  J.,  Le  Dipleidost-ope,  ou  Instrument  ineri- 
dien,  brevete.  8.  Paris  1843. 

Pearson.  W.,  An lntroduction  to  the  practical  astronomy.  2. 
vol.  London  1844.  4.  with  PI.  7 L.  7 s. 

P I a n t a m o u r , E.,  Observation»  astronmniqucs  faites  ä l’obser- 
vatoire  de  Geneve,  dans  l’dnnee  1841,  42.,  43.  4.  Genf  1814.  3 thlr. 

Plantainour,  E.,  Resultats  des  Observation»  magnetiques 
faites  ä Geneve  dans  les  äunees  1842  , 43.  gr.  8.  Genf  1844. 
1 thlr.  16  ggr. 

Smvth,  W.  H..  Cycle  of  Celestial  Objects,  for  the  Use  of 
Naval , Military , and  Private  Astronomers.  Observed , reduced, 
and  discussed.  2 vols.  8.  London  1844.  2 L.  2 s. 


Karsten.  H.,  kleiner  astronomischer  Almanach  auf  das  Jahr 
1843.  Rostock  1844.  12  ggr. 


Almanacco  nautico  per  l’anno  1843,  imblicato  dell'ingegnere 
dottor  Vincenzo  Gallo.  Anno  quiuto.  Triest  1844.  ln  8.  Con 
e tavola  incisa. 


Verzeichnis»  geographischer  Ortsbestimmungen 
nach  den  neuesten  Quellen  und  mit  Angabe  derselben 
von  C.  L.  v.  Littrow,  Director  der  k.  k.  Sternwarte  zu 
Wien  und  Professor  der  Astronomie  an  der  Universi- 
tät. Aus  dem  neuen  physikalischen  Wörter  buche  be- 
sonders abgedruckt  Leipzig  1844.  526  Seiten.  8. 

2 thlr.  12  ggr. 

Dies  ist  jedenfalls  «las  vollständigste  Verzeichnis»  geographi- 
scher Langen  und  Breiten , welches  die  gesaiumte  geographi- 
sche Literatur  bis  jetzt  besitzt,  und  (mit  grosser  Mühe  und 
Sorgfalt  zusammengestellt,  wodurch  der  Herr  Vf.  sich  ein 
grosses  Verdienst  um  die  Wissenschaft  erworben  hat;  dasselbe 
wird  künftig  ein  unentbehrliches  Hülismittel  für  jeden  Geographen, 
Astronomen  und  Physiker  sein,  und  in  den  Händen  keines  die- 
ser Gelehrten  fehlen  dürfen,  wenn  namentlich,  was  sehr  zu  wün- 
schen ist,  der  Herr  Vf.  sich  entschliesst , von  Zeit  zu  Zeit  Nach- 
träge zu  demselben  zu  liefern , insofern  späterhin , wie  dies  kaum 
anders  sein  kann,  theils  ganz  neue,  theils  genauere  Bestimmungen 


tischer  Ordnung  auf  einander,  und  daneben  in  vier  Rubriken:  1) 
die  m'irdliche  oder  südliche  Breite;  2)  die  östliche  oder  westliche 
Länge  von  Paris  in  Bogen  und,  was  besonders  des  astronomischen 
Gebrauchs  wegen  sehr  zu  loben  ist , 3)  auch  in  Zeit ; 4)  die  Angabe 


zu  seiner  Kenntnis»  gelangen.  Die  Einrichtung  dieses  Verzeich- 
nisses ist  sehr  bequem.  Zuerst  folgen  ohne  Rücksicht  auf  die 
Erdtheile  und  einzelnen  Länder  die  verschiedenen  Orte  in  alphabe- 
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<ler  Autorität  oder  der  Quelle  der  aufgeführten  Bestimmungen. 
Dann  sind  in  einem  zweiten  Verzeichnisse  die  verschiedenen  Orte 
nach  den  Erdtheilen  und  einzelnen  Ländern  wieder  in  alphabetischer 
Folge  zusanimengestellt,  natürlich  ohne  neue  Angabe  der  Längen 
und  Breiten , da  diese  in  dem  ersten  alphabetischen  Verzeichnisse 
leicht  aufgeschlagen  werden  können.  Dass  der  Herr  Vf.  sich  eifrig 
bemüht  hat,  überall  aus  den  besten  Quellen  zu  schöpfen,  und  dass 
zu  der  Abfassung  dieses  Werks  die  Herbeischaffung  eines  sehr 
bedeutenden  literarischen  Apparats  nüthig  gewesen  ist,  sieht  man 
aus  der  den  beiden  alphabetischen  Verzeichnissen  vorausgeschick- 
ten  Uebersicht  der  \ erweisungen ; aus  der  Vorrede  ergiebt  sich 
aber,  dass  dabei  auch  ein  ausgedehnter  Briefwechsel  und  gelegent- 
liche Nachforschungen  auf  Reisen  erforderlich  gewesen  sind,  wo- 
durch der  Werth  des  Buchs  nur  erhöhet  werden  muss.  Bei  dem 
Aublicke  dieses  so  vollständigen  Verzeichnisses  der  Längen  und 
Breiten  lässt  sich  schwer  der  Wunsch  unterdrücken,  dass  immer 
mehr  vervielfältigte  hypsometrische  Bestimmungen  den  Herrn  Vf. 
in  den  Stand  setzen  möchten , durch  ein  eben  so  ausführliches 
Verzeichniss  der  Höhen  über  der  Meeresfläche,  als  der  dritten 
Coordinaten,  w elche  zur  vollkständigen  Bestimmung  der  Lage  eines 
Orts  auf  der  Erde  noch  nüthig  sind,  das  sich  bereits  erworbene 
Verdienst  noch  zu  erhöhen. 

Handbuch  der  Schi  fffahrts-Kunde,  mit  einer  Samm- 
lung von  Seemanns-Tafeln,  einer  See-Karte  und  einer 
magnetischen  Karte.  Im  Aufträge  der  Hamburgi  sehen 
Gesellschaft  zur  Verbreitung  mathematischer  Kennt- 
nisse verfasst  von  C.  Rümker,  Director  der  Stern- 
warte und  Navigations-Schule  in  Hamburg.  Vierte 
Auflage.  Hamburg  1844.  5 t h I r. 

Da  dieses  Buch,  wenn  auch  in  dem  Kreise,  für  welchen  es 
zunächst  bestimmt  ist , wie  schon  die  wiederholten  Auflagen  deut- 
lich genug  zeigen,  bekannt  genug,  doch  nicht  zur  Kenntnis»  sehr 
vieler  Leser  des  Archivs  gelangen  möchte,  so  dürfte  hier  eine 
etwas  ausführlichere  Anzeige  desselben  wohl  am  Orte  sein,  da  es 
allerdings,  besonders  in  der  ihm  von  Herrn  Director  Rümker  in 
dieser  vierten  Auflage  gegebenen  neuen  Gestalt , recht  sehr  verdient, 
in  eitlem  grösser!)  Kreise  bekannt  und  auch  von  Lehrern  an  höhe- 
ren l’nterrichtsanstalten  überhaupt  nicht  unbeachtet  gelassen  zu 
werden. 

Dem  ganzen  Werke  ist  eine  für  den  beabsichtigten  Zweck  gewiss 
völlig  ausreichende,,  in  der  vorliegenden  neuesten  Ausgabe  viel  voll- 
ständigere, und  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Wissenschaft  weit 
mehr  als  in  den  älteren  Ausgaben  sich  anschliessende  Darstellung  der 
ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie  vorausgeschickt, 
wogegen,  was  jedenfalls  nur  vollkommen  gebilligt  werden  kann, 
die  in  den  älteren  Ausgaben  sich  findende  Einleitung  in  die  Arith- 
metik uud  Geometrie  ganz  wcggelassen  worden  ist,  da  es  andere 
Bücher  genug  giebt,  aus  denen  die  Schüler  der  Navigationsschulen 
diese  Dinge  auch  ganz  so,  wie  sie  dieselben  für  ihren  nächsten 
Zweck  gebrauchen , erlernen  können.  Bei  der  Entwickelung  der 
Beweise  dev  JSätze  in  beiden  Trigonometrieen  hat  der  Herr  Vf. 
sich  hauptsächlich  der  construetionellen  Methode  bedient,  wie  Jeder 
weis-s , der  die  Bedürfnisse  und  Wünsche  der  Schiffer  in  diesen 
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Dingen  einigernmssen  kennt,  ganz  in  deren  Interesse, -da  von  die- 
ser sehr  achtbaren,  meist  mit  einem  sehr  gesunden  Verstände 
begabten  Klasse  von  Leuten,  wenn  sie  überhaupt  sich  wissen- 
schaftlichen Bestrebungen  hingeben  , stets  eine  vollkommen  deutli- 
che und  klare,  dabei  aber  auch  möglichst  anschauliche  Einsicht 
in  die  Natur  des  Gegenstandes  verlangt  wird.  Unter  den  von 
dem  Herrn  Vf.  gegebenen  geometrischen  Darstellungen  finden 
sich,  namentlich  in  der  sphärischen  Trigonometrie,  mehrere,  die 
auch  in  einem  weiteren  Kreise  bekannt  zu  werden  verdienen,  so 
wie  auch  eine  grosse  Anzahl  vollständig  ausgeführter  numerischer 
Beispiele,  die  von  allen  Lehrern  an  höheren  Unterrichtsanstalten 
bei  inrein  trigonometrischen  Unterrichte  vortheilhaft  benutzt  werden 
können.  — Auf  die  T rigonometrie  folgt  die  >S  t e u e r m a n n s - K u n d e, 
und  wir  können  allen  Lehrern,  keineswegs  bloss  denen  an  Navi- 
gationsschulen , die  Versicherung  geben , dass  sie  in  diesem  Ab- 
schnitte eine  nicht  geringe  Anzahl  allgemein  interessanter 
trigonometrischer  Aufgaben  finden  werden , u.  A.  die  in  dem  Auf- 
sätze Nr.  XXX.  in  diesem  Hefte  des  Archivs  behandelte  Aufgabe,  * 
für  welche  Herr  Director  Rümker  sowohl  S.  72.  eine  eigne,  als 
auch  S.  81.  eine  von  Herrn  Hofrath  Gauss  ihm  mitgetheilte  ele- 
gante Auflösung  gegeben  hat.  Sämmtliche  Aufgaben  in  diesem,  so 
wie  überhaupt  in  allen  Abschnitten  sind  durch  vollständig  ausge- 
rechnete Beispiele  erläutert.  — Auf  die  Steuermanns  - Kunde  folgt 
unter  der  Ueberschrift  Astronomische  Vorkenntnisse  eine 
sehr  deutliche,  durch  sehr  gute  Zeichnungen  erläuterte  Darstellung 
aller  derjenigen  Lehren  der  Astronomie,  welche  vorzüglich  bei 
Beobachtungen  nöthig  sind , wobei  wieder  viele  schöne  durch  nu- 
merische Beispiele  erläuterte  Aufgaben  Vorkommen,  u.  A.  S.  151. 
des  Pothenot'schen  Problem  auf  der  Sphäre,  mehrere 
Aufgaben  von  Gauss  u.  dergl.  — Auf  diesen  Anschnitt  folgt  nuu 
der  letzte  ausführlichste  und  wichtigste  Theil  des  Werks,  welcher 
unter  der  Ueberschrift  Astronomische  Sch  iffs- Rechn  u n g 
eine  sehr  ausführliche,  im  höchsten  Grade  deutliche  und  durch  eine 
Menge  ausgerechneter  Beispiele  erläuterte  Darstellung  der  nauti- 
schen Astronomie  enthält,  wobei  wir  aber  bemerken  müssen,  dass 
wir  der  Meinung  sind,  dass  es  überhaupt  für  alle  diejenigen, 
welche,  bloss  mit  transportabeln  Instrumenten  ausgerüstet, 
sich  astronomischen  Beobachtungen,  namentlich  Zeit  , Längen-  und 
Breitenbestimmungen  widmen  wollen,  kaum  einen  besseren  prakti- 
schen, immer  aber  auf  die  strenge  Theorie  zurflekgehenden  Wegw  eiser 
geben  dürfte,  als  diesen  Theil  des  vorliegenden  Handbuchs,  wes- 
halb wir  dasselbe  namentlich  auch  allen  Lehrern  der  Mathematik 
empfehlen , die  in  demsellien  Alles  mit  grösster  Deutlichkeit  dar- 
gestellt finden  werden,  was  für  den  vorher  näher  bezeichneten 
Zweck  in  Bezug  auf  die  zweckmässigsten  Beobachtung«  - und 
Kechnungsmetboden , so  wüe  auf  Kenntnis«  des  Gebrauchs  und  der 
Berichtigung  der  Instrumente  zu  wissen  nöthig  ist.  — Eine  sehr 
vollständige  Sammlung  nautischer  Tafeln  ( XXX VI  Tafeln  auf  531 
Seiten)  beschliessen  das  Werk,  von  denen  wieder  ganz  dieselbe 
Bemerkung  gilt  wie  vorher,  dass  diese  Tafeln  nämlich,  die  wir 
leider  der  Beschränktheit  des  Raums  wegen  hier  nicht  einzeln 
anführen  können,  überhaupt  eine  für  alle  Beobachter  mit  transpor- 
tabeln Instrumenteil  sehr  nützliche  Sammlung  astronomischer  Tafeln 
bilden. 
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Einige*  dem  Herrn  Verfassers  vorzugsweise  Eigentümliche 
ist  schon  vorher  hervorgehoben  worden.  Die  Beschränktheit  des 
Raums  erlaubt  uns  nur  nocli  unter  mehreren  Anderen  auf  die  Er- 
klärung der  Merkator’schen  Projection  (S.  85.  und  S.  86.),  die  Re- 
duction  der  Zeit  des  Mittels  der  Höhen  auf  das  Mittel  der  Zeiten 
(!S.  181.),  und  auf  die  für  Löngenbestimmun"en  so  wichtige  Re- 
duction  der  Monddistanzen  nebst  den  dazu  gehörenden  Tafeln  hin- 
zuweisen. Besonders  machen  wir  auch  nochmals  anf  die  durch 
das  ganze  Werk  sich  hindurch  ziehende  mehr  synthetische  als 
analytische  Methode,  und  die  erläuternden  an  die  besten  englischen 
Werke  ähnlicher  Art  erinnernden  Holzschnitte,  so  wie  auch  auf 
die  grosse  Anzahl  numerischer  Beispiele  aufmerksam. 

Vergleichen  wir  endlich  im  Allgemeinen  diese  neueste  Ausgabe 
mit  den  früheren . so  zeichnet  sich  dieselbe  vor  diesen  durch  einen 
weit  wissenschaftlicheren  Charakter  auf  das  Vortheilhafteste  aus, 
ohne  dabei  etwas  von  ihrer  praktischen  Brauchbarkeit  zu  verlieren, 
und  legt  dadurch  zugleich  ein  höchst  erfreuliches  Zeugniss  von 
dem  übrigens  auch  anderweitig  hinreichend  bekannten  (tu.  s.  z.  B. 
das  Vorwort  des  Herrn  Conferenzraths  Schumacher  zu  Herrn  Rüni- 
kers  Sterncatalog.  Hamburg  1843.  4.)  trefflichen  Zustande  der 
Hamburger  Navigationsschule  ab. 

Ein  genaues  und  vollständiges  Druckfehlerverzeichniss  ist 
nachträglich  noch  gedruckt  worden , und  wird  von  den  Besitzern 
des  Buchs  auf  dem  Wege  des  Buchhandels  bezogen  werden  kön- 
nen , worauf  wir  hier  besonders  hinzuweisen  absichtlich  nicht  unter- 
lassen wollen. 

Je  schwerer  es  für  einen  scharf  begrfinzten  Kreis  von  Lesern 
zunächst  bestimmten  Büchern  gewöhnlich  wird  , sich  allgemeinem 
Eingang  zu  verschaffen,  desto  mehr  haben  wir  es  für  unsere  Pflicht 
gehalten,  diejenigen  Leser  des  Archivs,  welche  sich  überhaupt 
für  die  Anwendungen  der  Mathematik  interessiren,  auf  das  vor- 
liegende Werk  aufmerksam  zu  machen. 

Mittlere  Oerter  von  1*2000  Fixsternen  tür  den  An- 
fang von  1836,  abgeleitet  aus  den  Beobachtungen  aut 
der  Hamburger  Sternwarte  von  Carl  Rümker.  Ham- 
burg 1843.  4.  3 thlr. 

Dieser  Fixstern  - Catalog  ist  wohl  nur  jetzt  erst  vollständig  in 
den  Buchhandel  gekommen.  Alle  Beobachtungen,  auf  denen  der- 
selbe beruhet,  sind  allein  von  Herrn  Riimker  an  dem  vortreffli- 
chen Repsold’schen  Meridian  - Kreise  der  Hamburger  Sternwarte 
gemacht,  der  Im  Jahre  1836  aufgestellt  wurde,  welches  auch  der 
tirund  ist,  dass  alle  Fixxtempositionen  auf  den  Anfang  von  1836 
reducirt  worden  sind.  Es  lag  vorzüglich  in  Herrn  Rümker's  Ab- 
sicht, die  noch  in  der  Histoire  Celeste  und  in  Bessel’s 
Zonen  verkommenden  Lücken  zu  ergänzen,  und  zu  den  in  diesen 
reichen  Sammlungen  aufgehäuften  schätzen  neue  hinzuzufügen, 
weshalb  dieser  Catalog  wesentlich  nur  kleine  bisher  noch  nicht' 
bestimmte  Sterne  enthält,  ohne  dabei  schon  früher  bestimmte 
Sterne , die  sich  dem  Beobachter  darboten,  auszuschliessen.  Daher 
wird  dieser  neue  Sterncatalog,  welchen  Herr  Conferenzrath  Schu- 
macher in  Altona  auf  Herrn  Rflmkers  Wunsch  mit  einem  Vor 
wort  begleitet  hat,  insbesondere  bei  Kometen -Beobachtungen  künf- 
tig unentbehrlich  sein,  weshalb  auch  vorzüglich  auf  solche  kleine 
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Sterne  die  Aufmerksamkeit  gerichtet  worden  ist,  die  bei  früheren 
Kometen , z.  B.  dem  Halley 'sehen , als  Vergleichungssterne  gedient 
haben. 

Newton,  W„  Familiär  lutrnduction  to  the  Science  of  Astro- 
nnmy,  illustrated  by  munerous  Diagrams ; to  which  are  added 
Problems  on  the  Cse  of  the  Glottes,  and  a Description  of  the  Or- 
rery  and  Anuillary  Sphere.  3d  edition.  London  1844.  12.  3 sh. 

Weiland,  C.F.,  der  nördliche  gestirnte  Himmel. — Die  sicht- 
bare Seite  der  Mondoberflnche.  Planiglob.  Weimar  1844.  ar.  4. 
ä I«  Ngr. 

% 

Du  lins,  F.  J.,  Type«  de  calculs  de  navigation  et  d’astronomie 
nautique.  ln  4.  Saint  - Brieux,  1815.  2 thlr.  20  ggr. 


Physik. 


Brandes,  H.  W.,  Vorlesungen  über  die  Naturlehre , lur  Le- 
ser, denen  es  an  mathematischen  Vorkenntnissen  fehlt.  4.  Lieferung 
mit  Kupfern,  gr.  8.  Leipzig  1814.  1 thlr. 

Botto,  G.  I).,  Dementi  di  fisica  generale  esperimentale  ad  usn 
delle  regie  scuole  di  filosoGa.  Torino  1843.  In  8.  4 tavole.  5.  50, 

Stönel.  A.,  die  Lehre  vom  .Magnetismus  und  von  der  Elec- 
tricität,  für  Lehrer  an  Mittelschulen  und  Freunde  der  Naturkunde. 
Tangermünde  1844.  Mit  2 Figurentafeln.  8.  Iß  ggr. 

Herger,  J.,  die  Systeme  der  magnetischen  (’urven,  Isogonen 
und  lsodynamen,  nebst  anderweitigen  empyrischen  Forschungen 
über  die  magnetischpolaren  Kräfte,  ausgefQhrt  in  37  graph.  Darstel- 
lungen auf  31  Tafeln  in  Folio.  Leipzig  1844.  1.  Lieferg.  3 thlr. 

Lardner  and  Walker,  Treatise  on  Electricity,  Magnetisra 
and  Meteorology.  2 vol.  London  1844.  8.  12  s. 

Haldat,  docteur  de,  Recherches  sur  la  concentration  de  In 
force  maguetique  vers  les  surfaces  des  corps  magnetisds.  In  8. 
Nanci  1845. 

Nuovo  igrometro,  memoria  del  professore  G.  Alessandro  Ma- 
jocchi. Estratta  dagii-Annali  di  fisica,  chimica  etc.  ln  8.  con 
e tavola  litografica. 

Kämt/,  L.  F.,  A complete  course  of  Meteorology.  With 
Notes  by  Martins,  and  an  nytpendice  by  L.  Lalanne.  Translated, 
with  adilitions,  by  Charles  V.  Walker.  1 vol.  post  8vo  15  Plates. 
London  1844.  12  s.  6 d. 
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Chavaunes  <le  la  Giraudi&re,  Le  Vapeur  depuis  sa  d^couverte 
jusqu’ä  iios  iours.  Resume  historique  de  son  application  aux 
usines,  etc.  In  18.  plu8  une  pl.  Tours  1844. 

Oersteds  Naturlare.  2 H.  Copenhagen  1844.  90  s. 


Mathematische  Psychologie. 


Neue  Behandlung  des  mathematisch  - psychologi- 
schen Problems  von  der  Bewegung  einfacher  Vorstel- 
lungen, welche  nach  einander  in  die  Seele  eintreten. 
Zugleich  als  Beitrag  zu  einer  schärfern  Begründung 
der  mathematischen  Psychologie  Herbart’s.  Von 
Theodor  Wittstein,  Dr.  Phil.  Hannover  1845.  4. 

Bekanntlich  hat  Herbart  der  Psychologie  eine  mathematische 
Grundlage  zu  geben  und  diese  Wissenschaft  dadurch  schärfer  als 
früher  zu  begründen  gesucht.  Unter  den  Mathematikern,  die  sonst 
mit  Hecht  so  gern  Alles  eifrig  ergreifen,  was  eine  neue  Anwendung 
ihrer  Wissenschaft  darzubieten  verspricht,  ist  indess,  so  viel  uns 
bekannt  geworden  ist,  bis  jetzt  nur  Herr  Professor  Drob  i sch 
in  Leipzig  mit  Glück  auf  dem  von  Her  hart  eingeschlagenen  Wege 
weiter  gegangen.  Daher  ist  es  sehr  erfreulich,  dass  nun  auch  der 
Herr  Vf.  der  vorliegenden  Schrift  seinen  Scharfsinn  dieser  neuen 
Anwendung  der  Lehren  der  Mathematik  zuwendet.  Auch  ist  die- 
selbe allen  denen,  welche  die  mathematische  Psychologie  noch 

far  nicht  kennen  , vorzüglich  deshalb  zu  empfehlen , weil  der  Herr 
’f.,  ohne  sonst  irgend  etwas  vorauszusetzen . von  den  ersten  Be- 
griffen beginnt  und  namentlich  auch,  was  insbesondere  die  Mathe- 
matiker daukbar  erkennen  werden,  alle  diejenigen  Sätze  deutlich 
und  bestimmt  hervorhebt , welche  als  Axiome  der  neueu  Wissen- 
schaft zum  Grunde  gelegt  werden ; denn  nur  auf  diese  Weise  w ird 
es  möglich,  über  die  Sicherheit  und  Strenge  der  weiteren  Betrach- 
tungen gehörig  urtheilen  zu  können.  Ausser  der  erwähnten  kurzen 
Darstellung  der  Elemente  der  mathematischen  Psychologie  über- 
haupt, welche  den  Inhalt  der  Vorbegriffe  und  der  ersten  und 
zweiten  Abtheilung  bildet,  wird  daun  in  der  dritten  Abthei- 
lung  noch  eine  neue,  von  den  von  Herbart  selbst  und  nachher 
von  Drobisch  in  der  Schrift  Quaestionum  matheiuatico- 
psychologicarum  Fase.  1.  Spec.  IV.  gegebenen  Auflösungen 
verschiedene,  Auflösung  des  auf  dem  Titel  näher  hezeichneten  psy- 
chologischen Problems  gegeben.  Je  mehr  es  allerdings  zu  wün- 
schen ist,  dass  immer  mehr  Kräfte  sich  der  weiteren  Bearbei- 
tung der  mathematischen  Psychologie  zuwenden , desto  mehr  em- 
pfehlen wir  den  Lesern  des  Archivs  neben  den  frühem  Schriften 
von  Drobisch  auch  die  vorliegende  Schrift. 
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Heber  matliemathische  Methode. 


Untersuchungen  über  die  wissenschaftliche  Me- 
th  ode  mit  besonderer  Anwendung  auf  die  Mathematik, 
von  Dr.  Aloys  Mayr,  o 1 fen tlichem  ordentlichem  Pro- 
fessor der  Mathematik  und  Astronomie  an  der  Julius- 
Maximilians  - Universität  zu  Wiirzburg,  Würzburg. 
1845.  8.  1 Thlr.  12  ggr. 

In  den  nachfolgenden  Untersuchungen,  sagt  der  Herr  Vf.  in 
der  Vorrede , habe  ich  die  wesentlichsten  Fragen  filier  die  wissen- 
schaftliche Methode  erörtert,  die  Fragen  filier  die  Hilfsmittel  des 
Denkens,  filier  die  Definitionen  und  Zeichensprachen , filier  die 
Axiome  und  Beweise,  über  die  Auffindung  der  Lehrsätze  und 
über  die  Elementnrisirung  und  Ordnung  aller  Wissenschaften. 
Mehrere  dieser  Fragen  habe  ich  von  einem  neuen  Gesichtspunkte 
aus  betrachtet,  wie  die  Lehren  über  die  Zeichen  lind  Axiome;  für 
andere,  wie  für  die  Lehren  über  die  Analogie  und  Induction,  habe 
ich  bestimmte  und  unabänderliche  Gesetze  festzustellen  gesucht. 
Ich  war  bemüht,  die  Beweise,  sowohl  die  directen  als  die  indi- 
recten,  ihrem  innersten  Wesen  nach  aus  einander  zu  setzen,  und 
gleichsam  zu  zergliedern,  und  den  ganzen  Vorgang,  wie  er  in  allem 
Denken  stattfindet,  und  immerdar  stattlinden  wird,  zu  enthüllen 
und  aufzudecken.  Vor  allem  wünsche  ich  aber,  dass  die  Unter- 
suchungen über  die  bestimmten,  der  Mathematik  coordinirten,  Ver- 
nunft- \Vissenschaften  beachtet,  und  einer  ernsten  Prüfung  unter- 
worfen werden  mögen.  Ich  habe  die  Lehren  über  die  Methode 
mit  beständiger  Rücksicht  auf  die  Mathematik  untersucht  und  vor- 
getragen, und  die  gefundenen  Resultate  in  dieser  sichersten  und 
am  meisten  vorgeschrittenen  Wissenschaft  zu  erproben  gesucht, 
einmal  weil  in  ihr  die  meisten  Aussichten  auf  einen  günstigen 
Erfolg  gegeben  sind,  und  dann,  weil  es  besser  ist,  sogleich  zu 
bestimmten  Untersuchungen  überzugehen,  und  die  strengen  For- 
derungen der  Methode  an  sich  selber  zu  stellen,  anstatt  die  Un- 
tersuchungen im  Allgemeinen  zu  halten,  und  Forde  ungen  an  An- 
dere zu  machen,  die  man  vorher  nicht  an  sich  selber  gemacht  hat. 
Endlich  kann  es  für  eine  allgemeine  Methodenlehre  nur  erwünscht 
sein , wenn  sie  die  Probe  einer  wirklichen  Wissenschaft  aushalten 
kann.  Uebrigens  bin  ich  bemüht  gewesen,  die  Gesetze  in  solcher 
Allgemeinheit  zu  entwickeln,  dass  sie  nicht  für  die  Mathematik 
allein,  sondern  für  alle  Wissenschaften  gelteD  mögen. 
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Leber  diese  vorzugsweise  ein  philosophisches  Interesse  in 
Anspruch  nehmende  Schrift,  deren  eigentliche  Tendenz  vorher 
absichtlich  mit  den  eigenen  Worten  des  Herrn  Vfs.  angegeben  wor- 
den ist,  ein  bestimmtes  Urtheil  auszusprechen,  darf  sich  der  l.n- 
terzeichnete  nicht  anmaassen , weil  strenge  gründliche  umfassendere 
philosophische  Studien  ihm  seit  längerer  Zeit  ferner  gelegen  haben. 
Aber  so  viel  darf  derselbe  versichern,  dass  ihn  bei  der  Lectflre 
dieser  Schrift  die  nüchterne  und  deutliche,  mehr  an  altere  philoso- 
phische Schulen  erinnernde , ein  vages  philosophisches  Hasonne- 
nient  überall  verschmähende  Darstellung  wohlthuend  angesnroenen, 
und  er  selbst  aus  derselben  manche  Belehrung  geschöpft  hat  Er 
wünscht  daher  auch,  dass  diese  Schrift  insbesondere  auch  von 
Lehrern  der  Mathematik  an  hohem  Lnterrichtsanstalten  uicht  ganz 
unbeachtet  bleiben  möge,  welches  öfters  das  unverdiente  Loos 
solcher  die  Philosophie  mit  der  Mathematik  in  'X  erbindung  brin- 
genden oder  die  erstere  auf  die  letztere  anwendendeo  Schriften  zu 
sein  pflegt.  Auch  glaubt  derselbe,  dass  die  Mathematiker  in  «1er 
vorliegenden  Schrift  mehr  für  ihre  Wissenschaft  wirklich  Erspriess- 
lichcs  finden  werden  , als  in  manchen  andern  zu  seiner  Kenntnis» 
gekommenen  Schriften  von  ähnlicher  Tendenz,  so  sehr  dieselben 
auch  oft  auf  einem  hohen  Kothurn  einherschreiten  mögen. 


Geschichte  der  Mathematik. 


Storia  delln  scienze  matematiche  in  Italia,  di  Gugliolmo  Libri. 
Version*  di  Luigi  Masicri  dottore  in  fisica  e matematicn. — Milano 
1843—44.  Puntata  X'  e VI.  In  8.  1.  :$0. 

(M.  s.  Literar.  Bericht  Nr.  XVII.  S.  257.) 


Systeme,  lehr-  and  Wörterbücher. 


Rost,  F.  M.,  die  Elemente  der  Zahlen  und  Raumgrössen- 
lehre. 1.  13and.  Arithmetik  und  ebene  Geometrie.  2te  vermehrte 
Aull,  mit  3 Figurentafeln,  gr.  8.  Berlin  1845.  1 Thlr.  16  ggr. 

Le  hm  ns.  Dr.  1).  (’.  L.,  die  reine  Mathematik  und  die  mecha- 
nischen Wissenschaften.  — Zum  Leitfaden  für  den  Lehrer,  zur 
Ergänzung  für  den  Schüler  bearbeitet.  Mit  einer  Figurentafel, 
gr.  8.  Berlin  1845.  1 Thlr.  12  ggr. 

Revnaud,  Baron.  T raite  elementaire  de  mathematiques  et 
de  physique  suivi  de  notions  sur  la  chimie  et  sur  l'astronomie. 
4eme  edition.  Tom.  I.  Paris  1845.  7 fr.  50  c. 
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; Christie,  »S.  H..  Etementury  Course  uf  Mathematics,  fnr  the 
use  of  the  Iloyul  Military  Academy, -aud  for  Students  in  general. 
\ ol.  1.  Arithmetic  and  Algebra.  8vo.  London  1845.  '21  s. 

Element*!  di  liiatematica , continenti  1’aritmetica , la  geouietria 
solida  e piuna  e la  trigonometria  piana  e sferia.  Napoli.  Quattro 
volumi  in  8.  11.  20. 


Arithmetik. 


Pelliat,  A.  Examen  critique  de  l’arithmetique  et  expositiou 
de  la  theorie  rationelle  de  cette  Science.  Memoire  ad resse  a l’acad. 
des  Sciences.  Paris  1845.  4.  40  Cent. 

Olim,  Dr.  Martin,  Kurzes,  gründliches  und  leichtfassliches 
liech ueubuch  , brauchbar  in  allen  Bürger-,  Gewerbs-  und  Militair- 
Schulen , besonders  aber  an  lateinischen  Schulen  und  Gymnasien. 
Nebst  einem  Anhänge,  Tabellen  zur  Vergleichung  der  Maasse  und 
Gewichte  verschiedener  Lander  und  namentlich  der  Zollvereins- 
Staaten  enthaltend.  Zweite  vermehrte  und  verbesserte  Auflage- 
Erlangen  1845.  gr.  8.  10  ggr. 

Emerson ’s  Unterricht  im  Kopfrechnen,  für  deutsche  Schu- 
len bearbeitet  von  Dr.  Bassler.  8vo.  Leipzig  1845.  6 ggr. 

Erancoeur,  L.  ß.  Traite  d’arithmetique  appliquee  ä la 
banque,  au  commerce,  ü l'industrie  etc.  ln  8.  Paris  1845.  4 fr. 

Exercises  in  Arithmetic,  alter  the  Metbod  of  Pestalozzi.  Lon- 
don 1844.  1 s.  6 d. 

Lübsen,  H.  ß. , ausführliches  Lehrbuch  der  Arithmetik  und 
Algebra,  zum  Selbstunterricht  und  mit  Rücksicht  auf  die  Zwecke 
des  prakt.  Lebens  bearbeitet.  2te  verb.  und  verm.  Aull.  gr.  8. 
Oldenburg  1845.  1 tblr.  8 ggr. 

Lefebure  de  Fourcy,  Le<;ons  d'aigebre.  Cjnquieme  edi- 
tion.  In  8.  Paris  1844.  7 fr.  50  c. 

Youug,  .1.  11.  An  Elementary  Treatise  ou  Algebra,  Theore- 
tical  and  Practical ; with  an  Appendix  on  Probabilities  and  Life 
Annuities.  4.  edib , considerably  enlarged.  12mo.  Lond.  44.  6 sh. 

Arndt,  J.  A. , Beispiele  und  Aufgaben  aus  allen  Theilen  der 
Arithmetik  und  Algebra.  2.  Aull.  gr.8.  Leipzig  1845.  1 thlr.  6 ggr. 

Die  erste  Auflage  dieser  zu  empfehlenden  Aufgabensammlung  ist  im 

Literarischen  Bericht.  Nr.  II.  S.  23.  angezeigt. 

22  * 
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Poinaot,  M.,  Reflexions  sur  les  principe«  fumiamentaux  de 
la  theorie  des  nombres.  (Aus  Liouville  s Journal.) 

Theorie  der  independenten  Darstellungder 
Differential  quoti  enten.  Von  Reinhold  Hoppe 
zig.  1845.  S.  1 thlr. 

Es  ist  in  dem  Archive  öfters  darauf  hinge«  iesen  worden,  n ie  sehr 
in  der  Analvsis  noch  eine  vollständigere  Ausführung  der  Lehre  von 
den  hüher’n  Uifferentialnuotienten,  namentlich  eine  Darstellung 
derselben  für  die  verschiedenen  Functionsformen  in  allgemeinen 
Formeln  zu  wünschen  sei.  Denn  wenn  auch  für  die  ältere  Ana- 
lysis diese  Lehre  von  geringerer  Bedeutung  war,  weil  bei  den 
Keihencntwickelungen  durch  den  Maclaurin'schen  Satz  die  Unter 
Buchung  der  Oonvergenz  oder  Divergenz  der  Heihe  auf  eine  unver- 
zeihliche Weise  bei  Seite  gesetzt  wurde,  und  deshalb  bloss  die 
Werthe  der  Differentialquotienten  von  den  verschiedenen  Graden 
für  den  speciellen  Werth  Aull  der  unabhängigen  veränderlichen 
Grösse  zur  Anwendung  kamen,  so  erfordert  doch  das  gegenwär- 
tige strengere  Verfahren  der  neueren  Analysis  bei  der  nicht  mehr 
zu  umgebenden  Entwickelung  des  sogenannten  Restes  der  Maclau- 
rin’schen  Heihe  durchaus  die  Kenntniss  des  allgemeinen  »ten  Dif- 
ferentialquotienten der  betreffenden  Function  in  seiner  allgemeinsten 
Gestalt  für  jeden  Werth  der  unabhängigen  veränderlichen  Grösse 
x,  oder  die  allgemeine  Darstellung  dieses  «ten  Differentialquo- 
tienten in  independenter  Form  als  Function  von  r.  Uebrigens 
aber  ist  die  Kenntniss  der  allgemeinen  Werthe  der  hohem  Diffe- 
rentialquotienten auch  noch  für  manche  andere  Geschälte  der  Ana- 
lysis von  Wichtigkeit.  Daher  halten  wir  es  für  ein  verdienst- 
liches Unternehmen , dass  der  Herr  Vf.  der  vorliegenden  Schrift 
in  derselhen  die  Theorie  der  independenten  Darstellung  der  hohem 
Differentialquotienten  in  einer  solchen  Ausführlichkeit  im  Zusam- 
menhänge zu  entwickeln  versucht  hat,  wie  dies  früher  noch  Dicht 
geschehen  ist.  Das  wissenschaftliche  Interesse  dieser  von  dem 
mathematischen  Scharfsinne  des  Herrn  Vfs.  und  seiner  Gewandt- 
heit in  analytischen  Entwickelungen , namentlich  auch  in  der  Zu- 
rückführung  sehr  zusammengesetzter  Ausdrücke  auf  einfachere 
Formen,  theilweisc  durch  Einführung  zweckmässiger  Bezeichnun- 
gen, ein  recht  erfreuliches  Zeugnis»  ablegenden  Schrift  wird  aber 
jedenfalls  besonders  noch  dadurch  erhöhet,  dass  es  demselben 
gelungen  ist,  eine  allgemeine  Methode  zur  Herleitung  allgemeiner 
Ausdrücke  für  die  hohem  Differentialquotienten  zu  finden,  und  die- 
ses ganze  Geschäft,  mehr  als  dies  bisher  geschehen  ist,  auf  all- 
gemeine Principien  zurückzuführen  und,  gewissermassen  wenigstens, 
zu  einer  eigenthtimliclien  Reehnnngsmethode  abznrunden,  worüber 
hier  nach  dem  Zw  ecke  und  der  ganzen  Anlage  dieser  Literarischen 
Berichte  leider  etwas  Näheres  nicht  beigebracht  werden  kann, 
sondern  auf  die  Schrift  selbst  verwiesen  werden  muss.  Nur  so 
viel  wollen  wir  bemerken , dass  in  der  Einleitung  die  Theorie  des 
Summenzeichens  ausführlich  entwickelt,  und  A.  von  den  einfachen 
Summen;  B.  von  den  Doppelsummen;  C.  von  den  vielfachen  Sum- 
men; D.  von  der  Anwendung  des  Summenzeichens  auf  Summen 
unendlicher  Reiben;  E.  von  der  Anwendung  des  Summenzeicbens 
zur  Multiplication  der  Reihen , gehandelt  worden  ist  Ausser  den 
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ihm  eigentümlichen  Untersuchungen  hat  der  Herr  Vf.  auch  die 
mehr  vereinzelt  stehenden  Arbeiteu  seine»  Vorgänger  nicht  unbe- 
rücksichtigt gelassen,  und  besonders  im  letzten  (vierundzuanzigsten) 
Kapitel  von  denselben  gehandelt,  wenn  wir  auch  der  Meinung 
sein  müssen,  dass  er  in  dieser  Beziehung  noch  etwas  mehr  hätte 
thun  können,  was  aber  wohl  zum  Theil  in  einer  besonders  bei  jün- 
geren Gelehrten  leicht  zu  entschuldigenden,  nicht  vollständigen 
Kenntniss  der  betreffenden  Literatur  seinen  Grund  haben  mag. 

Ausser  liegen  ihres  vorher  hervorgehobenen  allgemein  wissen- 
schaftlichen Interesses  glauben  wir  die  vorliegende  Schrift  auch 
allen  den  Studirenden,  welche,  nachdem  sie  einen  Curaus  der 
Differentialrechnung  gehört  haben , sich  iu  diesem  wichtigen  Theile 
der  höheren  Analysis  noch  mehr  festsetzen  und  Uebung  in  allge- 
meinen analytischen  Entwickelungen  erwerben  wollen , aus  Uebcr- 
zeugung  empfehlen  zu  dürfen,  indem  sie  aus  dem  auf  verständige 
Weise  betriebenen  Studium  derselben  gewiss  einen  weit  grösseren 
und  weit  reellern  Gewinn  für  ihre  weitere  Ausbildung  schöpfen 
werden , als  aus  den  gewöhnlichen  Beispielsammlungen , weshalb 
wir  wünschen , dass  diese  Schrift  in  die  Hände  recht  vieler  solcher 
Studirender  kommen  möge. 

Zugleich  haben  wir  durch  die  vorhergehende  etwas  ausführ- 
lichere Anzeige  dem  Herrn  Vf.  das  Interesse,  mit  welchem  wir 
seine  Schrift  gelesen  haben,  an  den  Tag  legen  wollen. 

Thomas  Tate,  Treatise  oti  Factorial  Analysis,  with  the 
Summation  of  Series;  containing  New  Developments  of  Functions 
ctc.  London  1845.  4 sh. 

In  der  neuesten  Nummer  der  astronomischen  Nachrichten  (No 
529.  Bd.  XXIII.  S.  1.)  empfiehlt  Herr  Geheimerath  Bessel  als  die 
besten  jetzt  existirenden  Ingurithmischen  und  trigonometrischen 
Tafeln  unter  denen,  welche  die  trigonometrischen  Linien  von  Se- 
cumle  zu  Secunde  bis  auf  sieben  Decimalen  enthalten , die  kürz- 
lich von  dem  in  Diensten  der  Ostindischen  Compagnie  stehenden 
Capitaio  Herrn  Sh  ortrede  herausgegebenen,  schon  im  Lite- 
rarischen Berichte  Nr.  XIX.  S.  291.  kurz  angezeigten,  Tafeln.  So 
bald  ich  selbst  diese  Tafeln  erhalten  habe , werde  ich  von  den- 
selben eine  ausführlichere  Anzeige  in  dem  Literarischen  Berichte 
liefern.  G. 

J.  A.  Hansen,  (Onderwyzer  in  de  Wiskunde  tc  Deventer.) 
Tafels  tendienste  bij  het  meetkuiistig  rekenen,  bevattendede  Kwo- 
draten  en  Kubieken,  de  Kwadraat  - en  Kubiek worteis , en  de  Loga- 
rithmen der  getallen  van  1 tot  1000;  benevens  de  Logarithmus- 
Sinus  en  Tangen,  voor  de  vijf  eergte  of  iaatste  graden  voor  elke 
minuut,  overigens  van  10  tot  10  minuten;  kl.  8vo.  Te  Deventer, 
bij  J.  P.  ßrinkgreve.  1844.  f 0,40. 

Böhm,  J.  G. , logarithmisch  - trigonometrisches  Handbuch, 
gr.  8.  Innsbruck,  1845.  14  ggr. 
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Geometrie. 


Elemente  der  Geometrie,  oder  theoretische  und 
praktische  Planimetrie,  von  Dr.  Constaut  Wurzbach, 
vormals  Officier  in  der  k.  k.  Armee,  gegenwärtig  Uui- 
versitäts-Bibliotheks-Scriptor  und  Mitglied  der  phi- 
losophischen Facultät  an  der  k.  k.  Franzens  Universi- 
tät zu  Lemberg.  Mit  352  Figuren  auf  19  Tafeln.  Lem- 
berg 1845.  8.  1 thlr.  12  ggr. 

Diese  zunächst  für  den  Gebrauch  solcher  Zöglinge , welche 
sich  zum  Eintritt  in's  Militair  vorbereiten,  bestimmte  Schrift  ent- 
hält, ohne  irgend  eine  besondere  Eigenthiimlichkeit , die  gewöhnli- 
chen Elemente  der  ebenen  Geometrie  und  die  ersten  Anfangsgründe 
des  Feldinessens , so  weit  dabei  trigonometrische  Kenntnisse  nicht 
iu  Anspruch  genommen  werden,  in  leicht  verständlicher  Darstellung. 
Ausser  deu  gewöhnlichen  Messinstrumenten  sind  in  der  Lehre  vom 
Feldmessen  auch  eiuige  andere  kleine,  aber  zweckmässig  eingerich- 
tete Instrumente  besdirieben,  wie  z.  B.der  sogenannte  Katopter  zum 
Abstecken  senkrechter  Ordinaten  auf  einer  gegebenen  Auscissen- 
linie,  weicher  bekanntlich  aus  nichts  weiter  als  aus  einem  gegen 
eine  bestimmte  Visirlinie  unter  einem  Winkel  von  45“  geneigten 
ebenen  Spiegel  besteht  und  hiernach  gew  iss  leicht  von  einem  Jeden 
selbst  construirt  werden  kann,  aber  allerdings  allgemeiner  als 
bisher  eingeführt  zu  werden  verdient  , da  er  die  Stelle  des 
Winkelkreuzes  oder  der  Kretizschcibe  vertreten  kann , und  vor 
letzterer  jedenfalls  den  Vortheil  der  weit  leichteren  Transportabili- 
tät besitzt , da  man  ihn  in  der  Tasche  bei  sich  tragen  kann.  Ge- 
wiss w ird  übrigens  die  Genauigkeit  dieses  kleinen  sehr  zweckmäs- 
sigen Instruments  erhöhet  werden,  wenn  man  es  mit  einem  kleinen 
Fernrohre  versieht  und  die  uüthige  Vorrichtung  zur  C'orrection  der 
•Lago  des  .Spiegels  gegen  die  Visirlinie  anzubriugeu  nicht  versäumt. 
Alles  natürlich  auf  die  einfachste  Weise. 

Die  harmonischen  Verhältnisse.  Ein  Beitrag  zur 
neueren  Geometrie  von  C.  Adams  (Lehrer  der  Mathe- 
matik au  d e r G e w erbssc h u I e zu  Winterthur).  Erster 
Theil.  IM  i t 4 Kupfertaleln.  Winterthur  1845.  8. 

Meiner  Lehre  von  den  Transversalen  , welche  die  Leser  des 
Archivs  aus  Mr.  XV.  des  Literarischen  Berichts.  S.  230.  kennen, 
lässt  der  Herr  Vf.  jetzt  die  vorliegende  Schrift  filier  die  harmoni- 
schen Verhältnisse  folgen,  deren  erster  Theil  den  folgenden  Inhalt 
hat:  Erster  Abschnitt.  Die  Verhältnisse  und  Strahlenhüschel: 

a)  das  harmonische  Verhältnis«;  h)  das  anharmonische  Verhältnis«; 
c)  die  Involution.  Zweiter  Abschnitt.  Anwendung  der  harmoni- 
schen Verhältnisse  auf  geometrische  Figuren:  a)  geradlinige  Figu- 
ren : b)  det  Kreis.  — Der  zweite  künftig  erscheinende  Theil  w ird 
die  harmonischen  Verhältnisse  des  körperlichen  Baumes,  und  eine 
ausführliche  Theorie  der  Kegelschnitte,  der  dritte  (v ie 1 1 eich t 
noch  erscheinende  Theil)  die  Theorie  der  Flächen  des  zweiten 
Grades  enthalten.  Der  Herr  Vf.  bezeichnet  in  der  sehr  lesenswer- 
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then  Vorrede,  in  welcher  er  das  Verhältnis»  der  älteren  und  neue- 
ren Geometrie  zu  einander  auf  eine,  wie  es  uns  scheint,  sehr 
richtige  Weise  würdigt,  dieses  Werk  im  Allgemeinen  als  einen 
Versuch,  in  einem  einzelnen  Zweige  die  neuere  Geometrie  so  mit 
der  alten  zu  verschmelzen , dass  jene  ihren  Charakter  der  Allge- 
meinheit, diese  ihre  wohlbegründete  Strenge  der  Form  beibehält, 
und  dennoch  beide  ein  eng  verbundenes,  abgeschlossenes  und  or- 
ganisches Ganze  bilden,  wobei  sich  von  selbst  verstehe,  dass  er 
die  vorhandenen  ihm  zugänglichen  Hilfsquellen  benutzt  habe,  dass 
aber  manche  Partieen,  wie  z.  B.  die  Collineation,  in  ganz  neuer, 
rein  geometrischer , Darstellung  erscheinen.  Wir  könnet)  diesem 
Zwecke,  welcheu  der  Herr  Vf.  sich  bei  dem  vorliegenden  Werke, 
nnd  auch  schon  früher  bei  seiner  Lehre  von  den  Transversalen 
vorgesetzt  hat,  nicht  bloss  unsern  vollkommenen  Beifall  geben, 
sondern  haben  von  jeher  selbst  die  Ueberzeugung  gehabt , dass 
eine  solche  Verschmelzung  der  sogenannten  neueren  Geometrie 
mit  der  alten  dringend  Noth  thue,  wenn  erstere  wahrhaft  frucht- 
bringend wirken  soll,  weshalb  wir  der  Meinung  sind,  dass  die 
vorliegende,  von  uns  freudig  begriisste  Schrift,  einem  wahren  Be- 
dürfnisse theilweise  abhelfe,  und  der  Herr  Vf.  alle  Ermunterung 
verdiene , auf  dem  betretenen  Wege  rüstig  vorwärts  zu  schreiten. 
Zugleich  wird  er  dann  sehr  dankenswerthe  Vorarbeiten  zu  einem 
das  ganze  Feld  der  Wissenschaft  umfassenden,  völlig  consequent 
durchgeführten  Lehrgebäude  der  Geometrie  liefern , welches  frei- 
lich immer  noch  ein  sehr  fühlbares  Bedürfniss  bleibt,  wie  der 
Herr  Vf.  auch  selbst  in  der  Vorrede  angedeutet  hat.  Dass  die 
rechte  Zeit  zur  Herausgabe  eines  solchen  grossen  Werks  aber 
noch  nicht  gekommen  ist,  davon  sind  wir  ebenfalls  vollkommen 
überzeugt. 

Die  Darstellung  in  der  vorliegenden  Schrift  ist  sehr  deutlich, 
einfach  und  streng,  und  dass  dabei  überall  die  euklidische 
Methode,  welche  ihr  altes  wo|ilbegründetes  Ansehen,  so  .viel  man 
dasselbe  auch  zu  schmälern  sich  von  manchen  Seiten  her  bemühen 
mag,  doch  gewiss  niemals  verlieren  wird,  befolgt  worden  ist,  ver- 
dient besondere  Anerkennung,  und  wird  gewiss  zur  Erhöhung  des 
Nutzens,  w elchen  der  Herr  Vf.  durch  diese  Schrift  zu  stiften  beab- 
sichtigt und  gewiss  auch  stiften  wird,  wesentlich  beitragen.  Eben 
so  war  es  der  Tendenz  derselben  völlig  angemessen,  dass  analyti- 
sche oder  vielmehr  sich  algebraischer  Hiilfsmittel  bedienende  Be- 
trachtungen ganz  ausgeschlossen  worden  sind,  und  die  Darstellung 
durch  Proportionen  nach  der  Weise  der  Alten  consequent  durch-  * 
gcühirt  worden  ist.  Dass  endlich  auch  manches  Neue  in  dieser 
sich  auch  durch  ihre  äussere  Ausstattung  sehr  empfehlenden  Schrift 
enthalten  ist , haben  wir  schon  oben  angedeutet. 

Wir  glauben  daher,  dass  diese  Schrift  in  jeder  Beziehung  den 
Liebhabern  der  feineren  Geometrie  empfohlen  zu  werden  verdient, 
und  auch  wegen  ihrer  grossen  Deutlichkeit  von  gründlich  vorberei- 
teten Schülern  zu  ihrer  weitern  geometrischen  Ausbildung  mit 
grossem  Vortheil  benutzt  werden  kann,  eben  so  wie  des  Herrn 
Vfe.  früher  erschienene  Lehre  von  den  Transversalen. 

Lentherie.  Cours  de  geometrie  theorique  et  pratique.  Mont- 
pellier 1845.  In  8.  Avec  9 planches.  4 fr. 

Demonstration  geometrique  de  In  faussete  de  ce  principe: 
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Dans  tout  triangle  Ics  angles  ^gaux  sont  opposds  ä des  cito» 
dgaux,  et  r^ciproquement,  sur  lequel  reposent  norabreux  theoreine«. 
Avec  ligures.  Heforme  de  la  gdomdtrie.  Premier  age.  In  8. 
Tours  1844. 

L.  D u p i n , Stereometrie , ou  Decomposition  du  cube  en  po- 
lyedres  regulier« , irreguliers  et  corps  ronds  tbrniant  eutre  cux  plus 
de  120  polyedres,  anpliques  ä i’etude  de  la  geornetrie,  etc.  ln  12, 
avec  12  pl.  Paris  1844. 

G. P.  D andelin,  Memoire  sur  quelques  points  de  metaphy- 
sique  genmetrique  presente  ä l’acad.  le  3.  Dec.  Bruxelles  1842. 
4.  mit  3 Taf.  (Audi  im  17.  Bande  der  „Nouveaux  memoires  de 
l'acad.  de  Brux.“  abgedruckt). 

Guiot,  Auguste,  Elemens  de  perspective  lincaire,  compre- 
nnnt  la  thdorie  et  les  procedes  pratiques  de  cette  Science . etc. 
In  8.  plus  un  atlas  iu  4.  oblong  d'uu  quart  de  feuille  et  37  pl. 
Paris  1843.  15  Fr. 

Thomson,  J.,  First  Six  and  the  Eleventh  and  Twelfth  Book* 
of  Euclid’s  Elements,  with  Notsand  Illustrations,  the  Elements 
of  Plane  Trigouometry , and  an  Appendix;  in  Four  Books.  3d  edi- 
tion.  Part  1.  containing  the  First  Six  Books  ol‘  Euclid , and  the 
Elements  of  Plaue  Trigonometry.  12.  London  1844.  3 s. 

The  Elements  of  Euclid;  containing  the  First  Six  Books,  and 
the  First  Tiventy-  one  Propositinns  of  the  Eleventh  Books.  With 
the  Planes  Shaded.  F'rom  the  Text  of  Dr.  Simson.  12.  Cambridge 
1845.  G s. 

W.  Rutherford  & S.  Femvick,  elementaiy  Propositions  io 
the  geometrv  of  Coordinates,  both  of  two  and  three  dimensiocs. 
Lo  idon.  1845.  2 sh.  6 d. 

Dietrich,  Carl,  analytische  Geometrie  auf  der  Kugel.  gT- fi- 
lmt 1 Figurentafel.  Berlin  1845.  8 ggr. 

A Treatise  on  the  Application  of  Analysis  to  Solid  Geo- 
metry,  hv  D.  F.  Gregory  and  W.  Wal  ton.  London  1845. 
cloth.  10  s.  0 d. 

Lucas,  S.  P.  A.,  (auteur  de  la  „Quadrature  du  cercle“) 
traite  d'apulication  des  traces  geometrique«  aux  lignes  et  aux  sur- 
faces  du  (leuxienie  degre.  Tome  1.  4.  Paris  1844. 

Anger  de  la  Loriais,  Traite  des  lignes  du  second  ordre. 
2 Bde.  Paris  1845.  Mit  47  Tafeln. 
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Praktische  Geometrie. 


Ellioi,  complete  treatise  on  practical  Geometiy  and  meoau- 
ration  with  nuraerous  exercices.  8.  Edinburgh  1845.  5 sh. 

Ellioi,  Key  to  it  6 sh. 

Bonajuto  Del- Vecchio,  Brevi  cenni  geometrico  - pratici. 
Florenz.  12.  Mit  12  Taf.  3\  1. 

Trigonometrie. 


Rümmer,  F.,  Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie  nebst  einer 
Sammlung  von  Aufgaben.  Als  Anhang  zu  dessen  Lehrbuch  der 
Geometrie.  Mit  2 Figurentafeln.  8.  Heidelberg  1845.  9 ggr. 

Mazurc  et  ßellissant,  Tahles  trigonnmetriques,  donnant 
pour  touts  les  angles  de  quart  de  cerele  calcules  de  !>  en  5 minutes 
centesimales  et  appliques  ä toutes  les  hypotenuses  possihles , les 
sinus,  cosinus  ou  segments  des  bases  avec  des  decimales,  ainsi 
oue  les  complements  de  touts  les  angles;  servant  de  table  des  cor- 
aes  et  propres  ä ramener  ä l'horizont  les  lignes  et  surfaces  incli- 
ndes,  etc.  Paris  1844.  In  8.  6 f.  . 


Mechanik. 


Den  zier,  L.,  Theoretische  Abhandlung  über  d.  Flugbahn  d. 
Geschosse.  Nebst  einem  Anhang,  enth.  verschiedene  dem  Artil- 
lerieoflicier  unentbehrliche  mathemat.  Notizen.  Mit  25  Figuren 
auf  2 Tafeln.  Zürich  1845.  10  ggr. 


Praktische  Mechanik. 


Gerstner,  Franz  Joseph,  Ritter  von,  Handbuch  der  Me- 
chanik, mit  Beiträgen  von  neuern  englischen  Constructionen  ver- 
mehrt und  herausgegeben  von  F.  A.  Ritter  von  Gerstner.  gr.  4. 
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3 BUe.  (I.  Bd.  83  Bogen,  II.  Bd.  69  Bogen  u.  111.  Bd.  72  Bogen). 
Mit  109  Kupfertafeln  in  gr.  2.  Wien  1844.  24  tblr. 

Dem  me,  der  praktische  Maschinenbauer.  Ein  Hand- 
buch fiir  Maschinenbauer , Mechaniker,  Kunstdrechsler  und 
Fabrikbesitzer.  Nach  den  besten  Werken  über  diesen  Gegenstand 
bearbeitet.  18.  Lief.  Mit  31  Taf.  Abbildungen.  8.  2 thlr.  16  ggr. 

Demme,  der  praktische  Maschinenbauer.  19.  Lieferung.  8. 
Mit  24  Tafeln  Abbildungen.  Quedlinburg  18-15.  2 thlr.  12  ggr. 

Poncelet,  J.  V.,  Traite  de  mecauique  industrielle,  exposant 
les  differentes  luethodes  pour  deterininer  et  mesurer  les  lorceis 
motrices  ainsi  que  le  travail  luecanique  des  forces.  Bruxelles. 
Avec  beaucotip  de  pianches.  1844.  18  fr. 

De  Parabour,  Theorie  des  niachines  ä vapeur,  suivi  dun 
appendice,  contenaut  etc.  2iue  editiou.  In  4.  avec  un  atlas  in  4. 
Paris  1844.  50  fr. 


Astronomie. 


Eichstrom,  F. , graphische  Darstellung  des  Laufes  der  Pla- 
neten im  J.  1845.  Ein  Blatt  gr.  Imp.  Fol.  Mit  erläuterndem  Text 
in  8.  Stuttgart  1845.  12  ggr. 

Le  Hon,  Manuel  d'astronomie,  de  meteorologie  et  de  geolo- 
gie,  ä l'usage  des  gens  du  munde,  accompagne  de  pianches  pour 
i intelligence  du  texte,  in  8.  Bruxelles  1844.  1 thlr.  12  ggr. 

Bl  ii  nt,  C.  F. , The  Beauty  of  the  Heavens,  a practical  Dis- 
play of  the  Astronoraical  Phenomena  of  the  Universe.  exhihited 
in  104  Scenes,  accompanging  and  illustrating  a familiär Lecture  on 
Astronomy.  from  original  Drawings,  Paintings  and  übservatory 
Studies.  New  edit.  London  1845.  2 sh.  colorirt  28  sh. 

Practical  Astronomy  and  Geodesy..  Bv  John  Narrien,  Pro- 
fessor of  Mathematics  in  the  lloyal  .Military  College,  .Sandhurst 
Heilig  the  Third  Volume  of  the  Sand  hurst  College  Text  Books.  8vo. 
London  1845.  14  sh. 

Connaissanre  des  temps  ou  des  niouvemens  celestes,  ä l'usage 
des  astronomes  et  des  navigateurs,  pour  l'an  1847;  publiee  par  "le 
bureaii  des  longitudes  (avec  des  additions).  In  8.  Paris  1845. 
Avec  additions.  8 fr.  50  c. ; sans  additions.  5 fr. 

F.  Kaiser,  De  Sterrenheinel,  verklaard.  Amsterdam  1845. 
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Physik. 


Pouillet,  Siemens  de  physique  experimentale  et  de  meteo- 
rologie.  4.  edition.  2vol.  8.  Pari«  18-14.  16  fr. 

Archive«  de  la  Societe  magnetique  de  < ambrai.  Vol.  1.  ln  8. 
Camhrai  1843.  24  fr. 

Sabine,  Observation«  niade  a the  Magnetical  and  Metereolo- 
gical  Observatory  at  Toronto,  in  Canada.  Printed  by  Order  of 
Her  .Maies  ty’s  Governement,  uuder  the  superintendencc  of  Lieut.- 
Col.  Edw.  Sabine.  Vol.  1.  London  1841).  41.  42.  4.  2 I.  2 sh. 

Hopkins,  T.,  On  the  Atmosnheric  Changes  «hieb  produco 
Hain,  Wind,  Storrns,  and  the  Fluctuations  of  the  Barometer. 
Manchester  1845.  8.  4 s. 


Vermischte  Schriften. 


The  Cambridge  Mathemati  cal  Journal.  Nr.  XXI. 
Mai  1844.  1.  On  a Law  existing  in  the  Successive  Approxima- 
tion« to  a Continued  Fraction.  — II.  .Notes  on  Conic  Sections.  — 
III.  On  the  Theory  of  Algebraic  Curves.  — 1\’.  The  Polar  Equa- 
tion  to  the  Tangents  to  a Conic  Section.  — V.  Demonstration  of 
a Proposition  in  Phvsical  Optics.  — VI.  On  a Multiple  Definite 
Integral.  — VH.  Cbapters  in  the  Analytical  Geometry  of  (n)  Di- 
mensions.  — • VIII.  On  a Question  in  the  Theorvr  of  I rohnbilities. 

— IX.  On  the  Balance  of  the  Chronometer.  — X.  On  a Problem 
in  Preccssion  and  Nutation.  — XI.  Notes  on  Magnetism.  Nr.  II. 

— XII.  Mathematical  Note. 

,Nr.  XXII.  November  1844.  I.  Memoir  of  the  late  I).  F. 
Gregory,  M.  A.,  Fellow  of  Trinity  College,  Cambridge.  — II.  On 
the  Partial  Differential  Equations  to  a Family  of  Envelops.  — 
III.  On  the  Axis  of  Spontaneous  Dotation.  — IV.  On  Brianchon's 
Hexagon.  — V.  Notes  on  Linear  Transformation«  — » VI.  On  a 
Problem  in  Central  Force«.  — VII.  Note  on  the  Spontaneous  Axis 
of  Dotation.  — VIII.  Applications  of  the  Symbolical  Form  of  Ma- 

claurin’s  Theorem.  — ■ IX.  On  the  use  of  the  Symbol  c T in 
certain  Transformation«.  — X.  Note  on  Orthogonal  Isothermal 
Surfaces.  — XI.  On  the  Solution  of  Equations  in  Finite  Differen- 
ces.  — XII.  Note  on  Gcometrical  Discontinuitv.  — » XIII.  Note 
on  the  Law  of  Gravity  at  the  Surface  of  a Revolving  Homogeneous 
Fluid.  — XIV.  Mathematical  Note. 

The  Matheraatician.  Edided  bv  Thomas  Stephens 
Davies,  F.  R.  S.  L.  et  Ed.  F.  S.  A.;  William  Rutherford, 
F.  R.  A.  S. ; and  Stephen  Fenwick.  London  1844. 
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Number  L Prospectus.  — On  (onditional  Coefiicients,  and 
on  some  Elemeutary  Expansion*.  — On  the  Ietersection  of  tvvo 
Curves  of  the  Secoml  Dogree.  — Properties  of  the  Associated 
Sphericai  Triangles.  — On  the  Determination  of  the  Magnitude 
and  Position  of  a Sphere  Tangent  to  four  given  Spheres  in  mutual 
contact.  — On  the  same.  — On  the  Theory  and  Application  of 
Lagrange’s  Method  of  Multipliers.  — On  Conjugate  Diameters  of 
Lines  and  Surfaces  of  the  second  Order.  — Mathematical  Exerci- 
ces.  — On  the  Algebraical  Analysis  of  Porisins. 

Number  II.  On  the  Algebraical  Analysis  of  Porisms  (con- 
cluded).  — Geomefrical  Propositions.  — • Solutions  of  a Problem 
relating  to  Attrnction.  ■ — Analytical  Demonstration  of  a Geometri- 
cal  Theorem.  Interesting  Applicaton  of  the  preceding  Theorem. — 
On  Horner's  Synthetic  Division.  — On  the  Straight  Line  of 
Quiekest  Descent.  — Properties  of  the  Parabola.  — On  the 
Transformation  of  Algebraic  Eunations  — Demonstration  of  the 
Four  Fundamental  Formulas  of  I'rigonometry.  ■ — Solutions  of  Ma- 
thematicul  Exercices  (continued).  — A Locus:  from  Lbuilier’s  Po- 
lygonometrie.  — On  the  Conditions  of  Equilibrium  of  Forces  acting 
on  Four  Spheres  in  mutual  contact.  — Mathematical  Notes.  — 
Horner  on  Algebraic  Transformation  (to  bc  continued). 

(Preis  der  Nummer  3 s.  ü d.). 

Auch  von  dieser  neuen  englischen  mathematischen  Zeitschrift 
wird  das  Archiv  nicht  bloss  fortlaufend  den  Inhalt,  sondern  auch 
Auszüge,  insofern  dieselben  für  das  betreffende  Publikum  vorzugs- 
weise von  besonderem  Interesse  sind , liefern. 

Annuaire  pour  l’an  1845.  Presente  au  Roi  par  le  bureau  des 
longitudes.  In  18.  Paris.  Sans  notices.  1 Ir. 


Berichtigung. 


In  dem  Ausdrücke  des  vorletzten  Integrals  auf  S.  191.  ( Z.  8.  r.  n. ) 
im  atea Hefte  des  sechsten  ThciL  setze  man  log 8 (2m — ])  für  log2(2ui)*. 
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literarischer  Bericht. 


Arithmetik. 


Guy,  M.  P. : La  division  abregee,  ou  Methode  rigoureu.se 
et  lacile  pour  simplilier  rette  Operation  de  l'arithmetiuup.  In  8. 
1 pl.  Paris  1845.  1 fr.  30  c. 

Lehrbuch  der  Mathematik  für  den  Schul-  und 
Selbstunterricht  von  I)r.  W.  A.  Wilde,  Professor  am 
Gymnasium  zu  Stargard.  Erster  Hand.  Auch  unter 
dem  Titel:  Lehrbuch  der  Arithmetik  für  den  Schul- 
u n d Se  I hs  tu  n ter  r ich  t.  Erster  Hand.  Die  sechs  Grund- 
rechnungeri.  Leipzig  1845.  ,18  ggr. 

Dieses  neue  Lehrbuch  der  Mathematik  - ist  auf  vier  Hände 
berechnet , von  denen  die  beiden  ersten  der  Arithmetik . die  bei- 
den andern  der  Geometrie  gewidmet  sein  werden.  Es  soll  die 
Elementar-Mathenmtik  mit  Einschluss  der  Kegelschnitte  enthalten, 
und  jedes  Hündchen  soll  ein  für  sich  abgeschlossenes  Ganze  bil- 
den , auch  einzeln  ausgegeben  werden,  was  dem  zweckmässigen 
Gebrauche  des  Buchs  heim  Unterrichte  offenbar  nur  förderlich  sein 
kann.  Der  vorliegende  erste  arithmetische  Theil  enthält  nach  einer 
Einleitung  in  die  Mathematik  überhaupt  in  neun  Abschnitten : die 
Lehre  von  der  Zahleubildung  im  Allgemeinen  (Anhang:  Von  Zah- 
lensystemen im  Allgemeinen) ; die  Addition  und  iSubtraction ; die 
negative  Zahl;  die  Multiplication  und  Division;  unbestimmte  Divi- 
sion oder  von  der  Theilbarkeit  der  Zahlen  im  Allgemeinen ; die 
gebrochene  Zahl ; denDecimalhruch;  Potenziation  und  Radication; 
Hie  irrationale  Zahl  (Anhang:  die  imaginäre  Zahl). 

Schon  in  dieser  Aufzählung  wird  man  ein  Streben. nach  syste- 
matischer Anordnung  bemerken.  Die  Beweise  sind  überall  voll- 
ständig gegeben , da  der  Vf. , der  Vorrede  zufolge,  es  aus  mehre- 
ren triftigen  Gründen  nicht  billigen  kann , wenn  in  den  meisten 
Lehrbüchern  die  leichtern  Beweise  ganz  ausgelassen  und  viele 
andere  nur  kurz  angedeutet  werden.  Die  Methode  der  Darstellung 
ist  mit  Recht  die  euklidische,  uml  überhaupt  haben  wir,  so  weit 
wir  uns  bis  jetzt  mit  dem  Buche  bekannt  gemacht  haben,  Strenge 
und  Deutlichkeit  nirgends  vermisst.  An  einer  hinreichenden  An- 
Band  VI.  23 
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zahl  von  erläuternden  Beispielen  fehlt  es  gleichfalls  nicht,  und  die 
Arbeit  kann  daher  überhaupt  als  eine  wohlgelungene  bezeichnet 
werden.  Das  baldige  Erscheinen  der  übrigen  Theile  ist  zu  wünschen. 

Encyklonädis che  Darstellung  der  Theorie  der  Zah- 
len und  einiger  anderer  damit  in  Verbindung  stehen- 
der Gegenstände:  zur  Beförderung  und  allgemeineren 
Verbreitung  des  Studiums  der  Zahlenlehre  durch  den 
öffentlichen  und  Selbs  t- ü nte  rrich  t elementar  und 
fasslich  vorgetragen  von  A.  L.  Grelle.  (Besonders  ab- 
gedruckt  aus  dessen  Journal  für  die  reine  und  ange- 
wandte Mathematik,  Bd.  XXVll,  XXM1I  und  XXIX.) 
Erster  Band.  Berlin  1845.  4.  4 thlr. 

Nachdem  der  geehrte  Herr  Vf.  in  der  Vorrede  dieses  ausführ- 
lichen Werks  über  die  Zahlenlehre  oder  Theorie  der  Zahlen 
deren  Begriff  und  Verhiiltuiss  zu  den  übrigen  Theilen  der  Mathe- 
matik gehörig  festgestellt,  sich  über  den  Nutzen  dieser  grössten- 
theils  der  neueren  Zeit  angehörenden  Wissenschaft  ausgesprochen 
und  endlich  auch  darauf  hin  gewiesen  hat,  dass  dieselbe  noch 
weit  weniger  allgemein  bekannt  und  verbreitet  sei  als  die  mei- 
sten übrigen  Theile  der  Mathematik,  spricht  er  sich  von  S.  XI. 
an  über  den  eigentlichen  Zweck  und  die  Einrichtung  seines  WTerks 
bestimmter  auf  folgende  Art  aus. 

,,Aus  diesen  Erwägungen“  sagt  er  „geht  nun  hervor,  das» 
es  vielleicht  ein  nützliches  Bemühen  sein  dürfte , zu  versuchen, 
ob  sich  nicht  dazu  beitragen  lasse,  die  Theorie  der  Zahlen  mehr 
zum  Gemeingut  zu  machen;  und  von  diesem  Bemühen  geht 
die  folgende  Sammlung  von  Sätzen  aus.  Ihrer  Einrichtung  und 
Anordnung  liegen  folgende  Betrachtungen  zum  Grunde.  “ 

„Damit  Wahrheiten , deren  Erkenntniss  die  L'rtheilskraft  in 
Anspruch  nimmt,  recht  Vielen  von  verschiedener  Fassungskraft, 
und  selbst  Personeu  im  jugendlichen  Alter,  zugänglich  werden 
mögen,  dürfte  es  vor  Allem  nöthig  sein,  sie  so  aus  einander  zu 
setzen,  dass  das  Urtheil  bei  den  Sätzen  und  Beweisen  nur 
Schritt  um  Schritt  dem  Vortrage  folgen  darf,  um  zum  Ziele 
zu  gelangen.  Alle  einfachen  Scblussfolgen  müssen,  scheint  cs, 
angegeben,  keine  darf  übersprungen  werden;  denn  zu  sagen, 
welche  Schlussfolgen  und  wie  sie  an  einander  zg  fügen  sind, 
oder  fehlende  zu  ergänzen,  kann  nicht  eine  Aufgabe  für  den  Schü- 
ler sein , da  selbst  öfters  über  das  Erste  die  Lehrer  nicht  einig 
sind  und  das  Rechte  und  Beste  verfehlen  können , wie  es  schon 
der  Umstand  zu  erkennen  gieht,  dass  gar  viele  Verschieden- 
heit in  der  Anordnung  und  Aufeinanderfolge  der  Sätze  und  in  der 
Art  und  Anordnung  der  Beweise  möglich  ist.“ 

„Sodann  wird  sich  das  vorliegende  Buch  der  äussersten 
Deutlichkeit,  nicht  bloss  durch  Vollständigkei  t der  Beweise 
und  Erörterungen , sondern  auch  durch  die  Art  ihrer  Darlegung 
befleissigen.  “ 

„So  nun,  von  der  Ansicht  ausgehend,  dass  einmal  alles  nur 
Mögliche  geschehen  sollte,  um  den  Lernenden  mit  der  möglichsten 
Leichtigkeit  auf  den  Standpunkt  der  vollendeten  I>eutlichkeit 
und  Einsicht  zu  führen,  hat  sich  der  Vf.  es  hier  zur  Kegel 
gemacht,  nie  einen  Schluss  zu  überspringen,  während  er  gleich- 
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wohl  sich  bemühte,  Alles  so  zusammenzudrängen  und  mit  so 
wenigen  Worten  zu  sagen,  als  es  ihm  möglich  war.“ 

„Der  Vf.  wird  ferner  überall  bemüht  sein,  nicht  sowohl  dem 
Lernenden  recht  viele  Resultate  und  pikante  Sätze  mitzu- 
theilen,  deren  viele  in  der  Zahlenlehre  wirklich,  wenigstens  dem 
Scheine  nach,  an  sich  selbst  fast  nur  Curiosa  sind,  während  sie 
freilich  in  der  That  kostbare  Samenkörner  für  die  weitere  Ent- 
wickelung darbieten:  er  wird  vielmehr  trachten,  ihm  die  Sätze 

als  Gegenstände  aufzustelleu,  an  welchen  das  Urtheil  zu  üben 
sei ; denn  das  ist,  wie  oben  bemerkt,  gerade  von  der  Zahlentheorie 
insbesondere  der  Nutzen.“ 

„Die  äussere  Form,  welche  der  Vf.  seiner  Schrift  gegeben 
hat,  nemlicb  die  Form  einer  blossen  Sammlung  von  Sätzen, 
ohne  bestimmte  Theilong  in  grössere  und  kleinere  Abschnitte, 
kann  sonderbar  zu  sein  scheinen.  Allein  der  Vf.  hatte  sie  zu 
jvählen  mehrere  Gründe.“ 

„Zuerst  nemlich  ist  es  nach  seiner  Ueberzeugung  bei  dem 
gegenwärtigen  Zustande  der  Zahientheorie  noch  gar  nicht  möglich, 
ein  coosequeutes  System  davon  aufzustellen.“ 

„Sodann  hat  der  Vf.  gar  nicht  die  Absicht,  jeden  Lernen- 
deo, der  sich  seines  Buches  bedienen  will,  zu  einem  Kenner  der 
gesammten  Zahlentheorie  zu  machen,  sondern  er  «wollte  nur  ins- 
besondere Jedem  Material  zur  Uebung  seines  Urteilsvermögens 
darbieten.  “ 

„Endlich  hatte  der  Vf.  zu  der  Wahl  der  Form  seiner  Schrift 
auch  einen  persönlichen  Grund.  Er  ist  nemlich  in  einem  jetzt 
schon  vorgerückten  Alter  und  mit  einer  gänzlich  zerrütteten 
Gesundheit , der  Beendigung  keiner  Arbeit , die  er  unternimmt, 
mehr  sicher.  Begann  er  nun  eine  Schrift  nach  irgend  einem  weit 
ausgreifenden  System,  so  würde  jede  Unterbrechung  das,  was 
fertig  wurde,  züm  Stückwerk  von  geriugem  Nutzen  machen.  So, 
wie  die  Schrift  jetzt  sein  wird,  schadet  ihr  eine  Unterbrechung 
nichts  weiter,  als  dass  das,  was  noch  kommen  sollte,  wenn  es 
überhaupt  etwas  werth  war,  fehlt.  Was  da  ist,  behält  immer 
seinen  verhältnissmässigen  Antheil  am  Zweck.  Auch  kann  man, 
wenn  man  etwa  insbesondere  irgend  etwas  ausheben  will,  dies 
recht  gut  thun.  Man  darf  nur  die  vorausgehenden  Sätze,  welche 
sich  angegeben  finden , aufsuchen  und  durchgehen ; , die  (ihrigen 
bleiben  dann  zur  Seite  liegen.“ 

Indem  ich  hiermit  diese  Auszüge  aus  der  iti  mehreren  Bezie- 
hungen lescnswerthen  Vorrede  schiiesse,  bemerke  ich  nur,  dass 
mir  gerade  in  dem  von  dem  Herrn  Vf.  selbst  zuletzt  angegebenen 
Umstande,  nämlich  in  der  äussern  Form  des  Werks,  eine  beson- 
dere F.igenthiiinlichkeit  in  Bezug  auf  dessen  allgemeine  Gestaltung 
zu  liegen  scheiut,  weshalb  ich  auch  auf  denselben  die  Leser  des 
Archivs  besonders  hinweise.  Bei  den  Bezeichnungen  hat  sich  der 
Herr  Vf.  an  seine  Vorgänger  nicht  sclavisch  gebunden,  und  auch 
nicht  selten  neue,  so  viel  als  möglich,  deutsche  Benennungen 
gebildet.  Eine  ausführliche  Angabe  des  Inhalts  des  vorliegenden 
ersten  Bandes  erlaubt  hier  leider  der  Raum  nicht,  und  ich 
bemerke  daher  in  dieser  Beziehung,  ohne  zu  glauben,  damit  ganz 
das  Richtige  getroffen  zu  haben , ganz  in  der  Kürze  und  bloss  im 
Allgemeinen  nur  so  viel,  dass  in  diesem  ersten  Baude  haupt- 
sächlich .diejenigen  Lehren  der  Zahlentheorie  enthalten  sind. 
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welche  wenigstens  nicht  unmittelbar  und  unbedingt  die 
eigentliche  Auflösung  der  unbestimmten  Aufgaben  oder  die  soge- 
nannte unbestimmte  Analytik  in  Anspruch  nehmen , womit  ich 
des  Gegenstandes  kundigen  Lesern  genug,  wenn  auch  freilich  in 
ziemlich  unbestimmter  Weise,  gesagt  zu  haben  glaube,  dessen- 
ungeachtet aber  noch  hinzufüge,  dass  natürlich  die  Theilharkeit 
der  Zahlen,  die  Reste,  das  Fermat'sche  und  Wilson’sche  Theo- 
rem in  ihren  verschiedenen  Gestalten,  das  Reciprocitäts  - Gesetz 
u.  s.  w.  eine  Hauptrolle  in  diesem  ersten  Bande  spielen. 

Ein  bestimmtes  Urtheil  über  das  vorliegende  Werk  zu  fällen, 
muss  ich  mich  gänzlich  enthalten,  weil  jedes  Urtheil  über  ein 
Werk  des  von  mir  hochverehrten  Herrn  Vfs. , wie  es  auch 
beschaffen  sein  mochte,  von  meiner  Seite  nur  befangen  erschei- 
nen müsste.  Wie  -viele  Andere  fühle  auch  ich  mich  demselben  in 
nicht  wenigen  Beziehungen  persönlich  zu  dem  innigsten  Ilanke 
verpflichtet,  ein  Gefühl,  welches,  wenn  ich  auch  selbst  nicht 
mehr  zu  den  Jünglingen  zu  zählen  hin,  da  ich  im  nächsten  Jahre 
bereits  auf  eine  fünf  und  zwanzigjährige  amtliche  Wirksamkeit  als 
Lehrer  im  Staatsdienste  ziirückblicken  kann , doch  nichts  von  sei- 
ner früheren  Wärme  verloren  hat  und  nie  etwas  verlieren  wird. 
Ohne  das  geringste , in  jetziger  Zeit  nicht  selten  hervortretende 
Haschen  nach  sogenannten  glänzenden  Erfolgen  hat  der  Herr  Vf. 
eine  lange  Reihe  von  Jahren  mit  der  reinsten  und  uneigennützig- 
sten gänzlichen  Hingebung  dem  Dienste  der  Wissenschaft  geweiht, 
und  mit  Aufopferungen  mancherlei  Art  zu  deren  weitern  und  all- 
gemeinem Verbreitung  und  zur  grösseren  Ausbildung  und  besseren 
Begründung  mehrerer  einzelner  Disciplinen  nicht  wenig  heigetra- 
gen,  von  welchem  Bestreben  auch  das  vorliegende  Werk  sowohl 
im  Allgemeinen  als  auch  in  seiner  ausführlichen  Vorrede  der  reinste 
Spiegel  ist,  welche  letztere  wir  daher  auch  insbesondere  jüngeren 
Gelehrten  zur  Beherzigung  empfehlen  möchten.  Jedenfalls  ist 
dieses  Werk,  so  weit  es  in  seinem  ersten  Bande  vorliegt,  die 
vollständigste  Sammlung,  wenn  auch  der  Herr  Vf.  selbst  den 
Namen  eines  conserpient  durchgeführten  Systems  ablehnt,  doch 
keineswegs  ohne  systematischen  Zusammenhang  an  einander  ge- 
reiheter  Sätze  der  Zahlenlehre . welches  wir  bis  jetzt  besitzen, 
und  wird  daher  hinfüro  in  keiner  mathematischen  Biftliothek  fehlen 
dürfen,  von  keinem,  der  sich  für  die  Fortschritte  dieses  so  höchst 
interessanten  Theils  der  IMathematik,  dessen  Wichtigkeif  für  die 
ganze  Wissenschaft  sich  bis  jetzt  noch  gar  nicht  absehen  lässt, 
entbehrt  werden  können.  Ich  schliesse  mit  dem  innigsten 
Wunsche,  dass  die  Vorsehung  dem  Herrn  Vf.  Kraft  schenken 
möge,  dieses  angefangene  Werk  in  möglichst  kurzer  Frist  zu  voll- 
enden. G. 


O eometrie. 


Fischer,  J.,  Elements  of  Geometry  for  Naval  Schools. 
Published  by  order  of  theLords  of  the Admiralitv.  London  1845.  18. 
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Geometrische  Aufgaben  nach  der  Methode  der 
Alten,  für  Schulen  bearbeitet  von  Dr.  F.  Luke,  Ober- 
lehrer am  Gymnasium  zu  Culm.  Erster  Theil.  Plani- 
metrische  Aufgaben.  Thorn  1845.  8.  I thlr.  4 ggr. 

Der  vorliegende  erste  Theil  dieser  Sammlung  enthält  1Ö0  pla- 
nimetrische  Aufgaben.  Jeder  Aufgabe  ist  die  Analysis,  die  Con- 
struction . die  Determination  und  der  Beweis  beigegeben,  ganz  der 
Methode  der  alten  Geometer  gemäss.  Ein  Verzeichnis  der  behan- 
delten Aufgaben  ist  vorgedruckt.  Wenn  auch  gleich  an  ähnlichen 
Büchern  kein  sehr  fühlbarer  Mangel  ist,  so  muss  doch  der  geo- 
metrische Unterricht  nach  euklidischer  Methode  nach  unserer 
festen  Ueberzeugung  immer  die  Hauptgruudlage  des  ganzen  mathe- 
matischen Unterrichts  bleiben,  und  jedes  Beförderungsmittel  des- 
selben nach  dieser  Richtung  hin  muss,  wenn  es  nur  seinen  Zweck 
richtig  erkannt  hat,  dankbar  aufgenommeu  werden.  Wir  sind  da- 
her überzeugt,  dass  auch  die  vorliegende  Aufgabensammlung  man- 
chem Lehrer  der  Mathematik  bei  seinem  Ünterrichte  ein  gutes 
Hülfsmittel  sein  wird.  Dass  die  Anzahl  der  neuen  Aufgaben  nicht 
gross  sein  kann,  ist  bei  einem  schon  so  vielfach  behandelten 
Gegenstände  nicht  anders  zu  erwarten,  lndess  kommt  es  hierbei 
hauptsächlich  auf  die  Methode  an,  und  diese,  scheint  uns,  bat  der 
Herr  VT.  meist  richtig  getroffen,  in  welcher  Beziehung  dahhr  auch 
die  Schrift  vorzugsweise  von  uns  der  Beachtung  der  Lehrer  an 
höheren  Unterrichts-Anstalten  empfohlen  wird- 

Mayr,  Dr.  A.,  Die  tangireiulen  Flächen  erster  und  zweiter 
Ordnung.  4.  Würzburg  184a.  16  gg». 


Trigonometrie. 


Delatouche,  Gustave,  Trigonometrie  rectiligne  ä l'usage 
des  eRves  qui  se  destinent  aux  ecoles  du  gouvernement.  Avec 
2 planches.  Paris  1845. 

Summarium  der  Goniometrie , en  der  regtli  jnige  en  sphaerische 
Trigonometrie,  dienende  als  handleiding,  bij  bet  volgen  van  Aca- 
demische  Lessen  over  deze  deelen  der  Meetkunde;  gr.  8vo.  Te 
Leiden  1845.  f 1,00. 

Eerste  Beginselen  der  Meetkunst  (tot  aan  de  vlakken)  en  ürie- 
hoeksmeting,  ten  gebruike  voor  het  middelbaar  en  privaat  Onder- 
wijs;  kl.  8vo.  Te  Rotterdam,  bij  H.  A.  Kramers,  f 1,20. 


Geodäsie. 


Sch  lieben,  W.  E.  A. , Vollständiges  Hand-  und  I^hrhuch 
der  gesammten  niederen  Messkunde.  3te  gänzlich  umgearbeitete 
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und  stark  vermehrte  Aull. , zum  Selbstunterrichte  bearbeitet  von 
J. B. Montag.  Mit48Figurentafeln.  8.  Quedlinburg  1846.  lthlr.Sggr. 


Mechanik. 


Langsdorf,  G.  W.  von,  Lehrbuch  der  Elementar -Mecha- 
nik. gr.  8.  Stuttgart  1845.  21  ggr. 


Astron  omie. 


Arago,  Le^ons  d'astronomie  professees  ä l’obsen'atoire  royal. 
Recueillies  |iar  un  de  ses  eleves.  4eme  edit.  Paris  1815.  3J  fr. 

Jeans,  H.  W. , Rules  for  finding  the  names  and  positions  of 
all  the  Stars  of  the  First  and  Second  Magnitude.  Royal  8vo. 
London  1845.  cloth.  3 s.  6 d. 

Der  Merkurdurchgang  durch  die  Sonnenscheibe  am  8.  Mai  1845 
und  die  Sonnenlinsterniss  d.  6.  Mai  1845  in  ihren  verschiedenen 
Umständen  beschrieben.  Nebst  einer  kurzen  Erklärung  der  Mer- 
kurs- und  Venusdurchgänge , sowie  der  Sonnenfinsternisse  über- 
haupt. Mit  1 Tafel  Abbildungen.  8.  Leipzig  1845.  8 Ngr. 

Hansen,  Memoire  sur  la  determination  des  perturbations 
absolues  dans  les  ellipses  d’une  excentricite  et  d’une  inclinaison 
(tuelconques.  Traduit  de  l'ailemand  par  M.  Victor  Mauvais. 
ln  8.  Paris  1845.  , . . 


Physik. 


Baumgartner,  A.,  die  Naturlehre  in  ihrem  gegenwärtigen 
Zustande  , mit  Rücksicht  auf  mathematische  Begründung.  8.  verm. 
und  umgearb.  And.  2.  Abthl.  gr.  8.  Wien  1815.  Preis  beider 
Abtheilungen  4 thlr.  (Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  XXL  S.  325.). 


Vermischte  Schriften. 

' ■ > . < 1 > . . T ' _______ 

I I 1 / > 

The  Cambridge  Mat  hematical  Journal.  Nr.  XXIII. 
Fehruary  1845.  I.  On  the  Theorv  of  Linear  Transformatpins 
(A.  Cayley).  — II.  On  Magic  Squares  (R.  Moon).  — III.  On  the 
Theorv  of  Developments.  Bart.  I.  (G.  Boole).  — IV.  Demonstra- 
tion of  a Fundamental  Proposition  in  the  Mechanical  Theory  of 
Electricity  (W.  Thomson).  — V . On  the  Reduction  of  the  Ge- 
neral Equation  of  Surfaces  of  the  Second  Order  (W.  Thomson).  — 
VI.  On  Certain  Integral  Transformations  (B.  Bronwin).  — VH.  On 
Certain  Continued  Fractions  (Percival  Frost). 
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Balletin  de  la  classe  phvsico -nmthematique  de  l’acad.  imper. 
des  Sciences  de  St.  Petersboure.  Tome  IV.  Nr.  1-3.  gr.  4.  St 
Petersbourg  1845.  Compl.  2 t« Ir.  1 

i i,  TH  tri  ■.  ■ ■ I.  . t i 

Anzeige  eines  herauszugebenden  Werkes. 

Oer  Zweck,  dessen  Erreichung  der  Unterzeichnete  bei  dieser 
Arbeit  im  Auge  gehabt,  war  im  Allgemeinen  erstens:  die  Stei* 
ner'sche  Methode  als  solche  im  Sinne  ihres  Erfinders  weiter  ans- 
zubilden;  zweitens:  den  Umfang  ihres  Gebietes,  sowohl  von  Sei- 
ten der  Allgemeinheit  als  auch  der  Individualität  und  insbesondere 
der  quantitativen  Form  der  geometrischen  Ideen  zu  zeigen,  und 
drittens:  durch  beides  zugleich  die  Ueberzeugung  zu  verschaffen, 
dass  die  neuere  Geometrie,  in  Steiners  Weise  behandelt,  nichts 
mehr  und  nichts  weniger  als  die  consequeute ,,  durch  die  Erweite- 
rung der  Wissenschaft  überhaupt  nothwendig  gewordene  Fortbil- 
dung der  Geometrie  der  Alten  ist. 

Ich  habe  daher  nur  solche  Eigenschaften  behandelt,  welche 
rein  aus  dem  Wesen  der  Projektivitat  hervorgehen,  und  kaum 
unmittelbare  Folgerungen  aus  der  Congruenz  der  Dreiecke  und 
dem  pythagorischen  Lehrsätze  mir  erlaubt;  das  Princip  der  Invo- 
lutionen ist  als  besonderer  Fall  nrojektivischer  Gebilde,  und  zw  ar, 
um  den  Gegenstand  in  seinen  allgemeinsten  und  besondersten  Be- 
ziehungen zu  umfassen,  nach  allen  den  Seiten  und  Fällen,  welche 
durch  Steiners  umsichtsvolle  Diskussion  des  allgemeineren  Prin-, 
cips  gegeben  waren,  dargesteilt.  — ■ Während  aber  die  Entwicke- 
luog  des  Princips  vom  Allgemeinen  zum  Besonderen  fortschreitet, 
nimmt  die  Anwendung  auf  die  Eigenschaften  der  Figuren  den  um- 
gekehrten Gang,  so  dass  im  letzten  Kapitel  über  die  doppelte 
Berührung  der  Kegelschnitte  fast  alle  vorhergehenden  Sätze  und 
Aufgaben  ihren  allgemeinsten  und  meistens  auch  ihren  ein- 
fachsten Ausdruck  erhalten.  Andererseits  aber  sind  gerade  dieje- 
nigen Eigenschaften,  welche,  wie  die  der  zug.  Durchmesser,  uer 
Brennpunkte,  der  Oskulation  und  der  doppelten  Berührung,  nach 
Stei  ners  Ausdrucke  bisher  als  etwas  Eigentümliches  und  „Wun- 
derbares“ dastanden,  mit  Vorliebe  behandelt  und  ihr  Zusammen- 
hang mit  allgemeineren  Eigenschaften  nachgewiesen  worden.  — 
ln  der  äusseren  Darstellung  habe  ich,  so  viel  als  das  Wesen  der 
neueren  Geometrie  verstattete,  in  den  Grundsätzen  der  Betrach- 
tung selbst  aber  durchaus  mir  die  Alten  zum  Muster  genommen. 
Däner  ist  jeder  Aufgabe  ihr  vollständiger  Beweis  und  den  schwie- 
rigeren auch  die  Analysis  beigefügt,  und  die  Begründung  der  Lehr- 
sätze unterscheidet  sich  nur  insofern  von  der  gewöhnlichen  Weise, 
als  sie  denselben  voran-  statt  nachgeschickt  ist.  Die  Betrachtung 
bewegt  sich  fortwährend  in  reellen , d.  h.  durch  Konstruktion  gege- 
benen Vorstellungen;  das  sog.  Gesetz  der  Continuität  wird  nir- 
gends in  Anspruch  genommen , und  es  werden  die  gemeinschaft- 
lichen Eigenschaften  der  als  reelle  und  ideale  unterschiedenen 
Linien  und  Punkte  weder  durch  Uebertragung  von  der  primitiven 
auf  die  correlative  Figur,  noch  durch  besondere  Betrachtung  bei- 
der für  sich  , sondern  in  Einem  zugleich  aus  ihrer  gemeinschaft- 
lichen Definition  entwickelt  Vor  Allem  aber  habe  ich  mich, 
worin  ein  eigentümlicher  Vorzug  der  neueren  Geometrie  vor  der 
der  Alten  besteht,  eines  einfachen,  ungekünstelten,  bloss  der  Natur 
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der  Sache  folgenden  Ideenganges  beflissen  und  zu  diesem  Zwecke 
das  Ganze  iviederholentlich  umgearbeitet. 

Den  Inhalt  betreffend,  hoffe  ich  manches  Nene  darzubieten, 
wohin  ich  unter  Anderem  die  Satze  über  die  zugeordneten  Ach- 
sen|)imkte  und  lirennsehnen , mehrere  über  Oskulation  und  dop- 
pelte Berührung  und  sämmtliche  Konstruktionen  der  Kegelschnitte 
mittels  imaginärer  Bedingungen  oder  mittels  solcher  und  zu  osku- 
lirender  oder  doppelt  zu  berührender  Kegelschnitte  rechne,  abge- 
sehen von  den  Sätzen,  welche  durch  Verallgemeinerung  bekannter 
Eigenschaften  sich  ergeben  haben. 

Der  vollständige  Titel  des  Werks  ist  „Das  Wesen  der  Invo- 
lutionen von  Punkten  und  Strahlen,  als  gemeinschaftliches  Princip 
individueller  Eigenschaften  der  Figuren,  namentlich  der  ein-  und 
der  umgeschriebenen  Vielecke,  der  harmonischen  Pole  und  Polaren, 
der  zugeordneten  Durchmesser  und  Achsenpunkte , -der  Brenn- 
punkte und  Brenusehnen , der  gemeinschaftlichen  Sekanten-  und 
Tnngentendurchschnitte , der  Oskulation.  der  doppelten  Berührung 
und  sfimmtlicher  Konstruktionen  der  Kegelschnitte  mittels  soge- 
nannter reeller  und  imaginärer  Bedingungen  — im  Zusammenhänge 
mit  Jak.  Steiners  Geometrie  — dargestellt.“ 

Franz  Seydewitz, 

Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  am  Königlichen 
Gymnasium  zu  Heiligenstadt. 

Der  Herr  Verfasser  des  vorher  angekiindigten  Werks  hat 
durch  mehrere  in  dem  Archiv  ahgedruckte  umfangreichere  Abhand- 
lungen sich  nicht  bloss  als  einen  ausgezeichneten  Kenner  der  so- 
genannten neueren  Geometrie  gezeigt,  sondern  auch  den  hinrei- 
chenden Beweis  geliefert,  dass  er  nicht  nur  das  bereits  Bekannte 
auf  eine  ansprechende  Weise  wieder  zu  geben , sondern  vielmehr 
sich  auch  ueue  Wege  zu  bahnen  und  den  bereits  gewonnenen 
Umkreis  der  Wissenschaft  nicht  unwesentlich  zu  erweitern  ver- 
stehe. Daher  lässt  sich  von  dem  vorher  angezeigten  Werke  in 
wissenschaftlicher  Hinsicht  nur  etwas  Vorzügliches  erwarten,  und 
dass  das  mathematische  Publikum  überhaupt,  namentlich  aber 
auch  die  Lehrer  der  Mathematik  an  höheren  Unterrichts-Anstalten, 
lebhaften  Antheil  an  demselben  nehmen  werden,  darf  eben  so 
wenig  bezweifelt  werden , weil  die  sogenannte  neuere  Geometrie, 
worauf  schon  mehrmals  in  dem  Archiv  hingewiesen  worden  ist, 
jedenfalls  ein  für  die  immer  grössere  Beförderung  des  Gedeihens 
des  mathematischen  Unterrichts  sehr  wesentliches  und  wichtiges 
Hülfsniittel  nicht  bloss  zu  werden  verspricht,  sondern  schon  viel- 
fach geworden  ist,  wofür  die  in  dem  Archive  abgedruckten  Ab- 
handlungen mehrerer  höchst  achtbarer  Lehrer  der  Mathematik  und 
einige  neuerlich  erschienene , in  den  literarischen  Berichten  ange- 
zeigte Schriften  das  vollgültigste  Zeugniss  ablegen.  Sowohl' in 
dieser  Rücksicht,  als  auch  wegen  der  Neuheit  seines,  die  Wis- 
senschaft erweiternden  Gegenstandes  ist  es  daher  sehr  zu  wün- 
schen, dass  dem  Herrn  Verfasser  recht  bald  eine  geeignete  Gele- 
genheit zur  Herausgabe  seines  verdienstlichen  Werkes  in  einer 
dem  Gegenstände  würdigen  Ausstattung  geboten  werden  möge. 
Greifswald,  im  Mai  1845.  Grün  er  t. 
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